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1. INTRODUCAQO

Est4 comprovado que os conceitos de Algebra sdo indispensiveis para inimeras
pesquisas realizadas em diversas areas da ci€ncia.

O objetivo primordial deste trabalho de conclusdo de curso é propiciar ao estudante de
graduagio, bem como ao leitor que tem interesse na area, a aquisi¢do de conhecimentos sobre
equacdes polinomiais matriciais.

O trabalho compreende quatro capitulos, sendo que o primeiro capitulo foi
desenvolvido a partir de um estudo bibliografico de alguns autores da area da Histona da
Matematica para descrever aspectos historicos das equagdes, em especial as equagdes do
segundo grau. A principio apresentamos as contribuigdes dos babilonios para o
desenvolvimento dessas equagdes. Em seguida, trazem-se as descobertas dos Arabes ¢

Hindus, principalmente aquelas que contribuiram para deduzir a formula geral para a
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segundo grau dando
solucdo das equagdes quadraticas pelo método de complemento de quadrado.

No segundo capitulo sdo tratados os conceitos basicos de Algebra Linear, que sio
indispensaveis para a resolugdo de equagdes polinomiais matriciais.

O terceiro capitulo traz um estudo mais detalhado sobre o assunto, incluindo
defini¢des, observagdes, teoremas, corolarios e a resolugio de algumas equagdes polinomiais
matriciais do primeiro e segundo grau. Lembrando ao leitor que serdo abordadas apenas as
equagdes polinomiais matriciais de primeiro e segundo grau, devido a dificuldade de se
encontrar a solugido de uma equagdo polinomial matricial de grau maior.

No quarto capitulo acontecem efetivamente as solugdes das equagdes polinomiais
quadraticas. Por Gltimo, nas consideragBes finais, apontamos as dificuldades encontradas, o
que a experiéncia trouxe de novo e o questionamento a ser investigado em uma pesquisa

futura.



2 ABORDAGEM HISTORICA DA EQUACAO DO SEGUNDO GRAU

As referéncias mais antigas sobre a resolucdo de problemas envolvendo equagdes do

tavrbne hohilArmiana agneitnag kA ~ n A~ AN an

bcguuuu giau foram encontradas em texios babilonicos escritos hd cerca de 4000 anos atras.
BOYER (1996) [2] enfatiza que no periodo babilonico muito textos de problemas mostram
que os babildonios ndo tinham dificuldades na solugdo de equagdes quadraticas e que os
egipcios trataram muito de equacdes lineares.

Os babildnios trabalhavam com equagdes para fesoiver pi
principalmente aqueles ligados a agricultura e divis3o de terras. Cada problema era resolvido
para cada caso particular e sua solugdo, que era uma espécie de “receita matematica”, fornecia
somente uma raiz positiva e ndo especificava nem sua formula geral (se houvesse), nem o
modo como a solugdo tinha sido obtida. Assim, percebe-se que a busca pelas solugdes
relacionava-se as equacgOes particulares para resolver problemas especificos. Os métodos
estavam quase sempre ligados as idéias aritméticas, sem a preocupagdo de encontrar solugdes
gerais. Entdo, a nogdo de equacdo utilizada por esses povos, principalmente os egipcios, tinha
essencialmente um cariter pragmatico e intuitivo, tornando o desenvolvimento do problema
muito demorado e exaustivo, como no seguinte exemplo:

Qual € o lado de um quadrado em que a area menos o lado da 8707

( o que hoje se escreve x2 — x = 870).

E a receita era: tome a metade de 1 (coeficiente de x) e muliiplique por ela mesma,
( 0,5 x 0,5=0,25) . Some o resultado a 870 (termo independente). Obtém um quadrado
(870,25 = (29,5)%) cujo lado somado & metade de 1 vai dar ( 30 ) o lado do quadrado
procurado [7].

EVES, na obra Introdugio a Historia da Matematica (2004) [6] comenta:

“Por volta do ano 2000 a.C a aritmética babilonica ja tinha evoluido para uma
algebra retorica bem desenvolvida. Os babilbnios passaram a resolver equacdes
quadraticas pelo método de substituicio ou pelo método de completar quadrados.
Ainda enfatiza que a matemdtica babilonica refere-sc a uma geometria de carater
puramente algébrico, com problemas expressos em terminologia geométrica, mas
que ndo passam de problemas algébricos nio triviais”

Na Grécia, as equagdes do segundo grau eram resolvidas por meio de construgdes
geométricas € de forma dedutiva. A resolugio baseava-se em manipulagdes geométricas.
Desta forma, os gregos ja imaginavam as equagOes de forma diferente dos babildnios e
egipcios. Mas a busca pelas solugBes ainda estava relacionada as equagdes particulares e ndo a

métodos gerais.
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Um dos processos de resolugio de equagio do segundo grau que se tem noticia, usado,
por exemplo, na equagdo que hoje se escreve como x? — 10x + 9 = 0 era o seguinte: trace o
segmento AB = 10. Por P, ponto médio de AB, levante o segmento perpendicular PE = 3
(igual a raiz quadrada de 9 ) e, com centro em E e raio PB, trace um arco de circunferéncia
que corta AB no ponto Q. A raiz desejada sera dada pelo comprimento AQ.

Com efeito, por construgdo, a medida do segmento AQ serd
10 [(10Y
2 2] -66)
2 W\ 2,

e corresponde a raiz 9 da equagio [7].

Os arabes e os Hindus costumavam trabalhar tanto com equacgdes que se originavam
de problemas de ordem pratica, como situagdes que incide em interpretagdes e manipulagdes
geométricas. A nocio de equacdo utilizada por eles tinha um carater mais algébrico e uma
concep¢do mais estrutural, pois passa a ser observado as caracteristicas e propriedades
definidas em vérias equagdes e ndo mais em equagdes relacionadas a situagdes particulares.
Como vimos nos babilonios.

Um dos principais nomes da época que contribui para a resolugdo de equagdes do
segundo grau foi o matematico arabe al-khwarizmi com a obra /ilm al-jabr Wa al Muqabalah/
[2], que pode ser entendida como “restauragdo por transposi¢do de termos de um lado da
equagdo para outro”. Foi uma das obras que mais trouxe contribui¢des para o estudo das
equagoes.

Nesse livro aparecem pela primeira vez, regras para resolver equagdes de segundo
graus a coeficientes numéricos, e pode-se afirmar que essas regras sdo semelhantes aquelas
das hoje em dia. Aparecem, ainda, expressbes muito presentes
equacgdes: al-jabr e al Mugabalah.

Para resolver alguns tipos de equagOes al-khwarizimi utilizava duas operagOes
fundamentais al-jabr e al mugabalah, que significam:

- al-jabr a4 operagdo que soma a ambos os membros da equagdo termos iguais;

- al muqabalah € a operagio que reduz ou elimina termos iguais de ambos os membros
da igualdade.

Observa-se na obra de al khwarizmi, que embora ele ndo dispusesse de uma linguagem
simbdlica, ele conseguiu elaborar um catalogo com as formas canénicas utilizando-se
unicamente de linguagem natural e algumas figuras geométricas a fim de resolver qualquer

tipo de equagdo quadratica. Logo, chega-se ‘a conclusdo que, antes dele ja se resolvia
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problemas quadraticos com procedimentos caracteristicos e, depois dele, qualquer problema
quadratico.

Baseado na interpretag:ﬁd geométrica dados pelos gregos a expressio (a + b)?, o
matematico arabe al-khwarizmi, no século IX, estabeleceu um processo geométrico para a
resolugio de equagdes do segundo grau com uma incognita.

Os matematicos indianos tinham preferéncia em trabathar com nimeros nas operagoes
aritméticas ou na resolugﬁb de equagdes, utilizando com freqiéncia os métodos da falsa
posi¢do ou de inversdo, no qual se trabalha “de tras para frente”, a partir dos dados do
problema.

\
n

) Ana & +nonbzaXa A anfan An sagrinda ogenes
(das a 1e€801Ugd0 ac CUUaALLCS ULV JCRULIUL Rl

Grandes coriti
matematicos hindus, como: Brahmagupta, Sridhara e Bhaskara.

Brahmagupta representou as equagdes do segundo grau de forma sincopada,
encontrando solugdes gerais das equagbes quadraticas, determinando duas raizes, inclusive
sendo uma delas negativa, enquanto que Sridhara definiu a regra para completar o quadrado
em x? + bx + ¢ = 0, multiplicando inicialmente por 4a.

O mais importante matematico hindu do século XII foi Bhaskara, que completou falha
na obra de Brahmagupta e conseguiu chegar, através de sua obra, ao ponto culminante das
contribui¢des hindus anteriores. A mais conhecida, Lilavati,é uma reunido de problemas de
Brahmagupta e outros, que continha muitos problemas sobre equagdes.em especial do
segundo grau.

Utilizando-se de conhecimento deixado por outros matematicos hindus,
principalmente Sridhara, Bhaskara unificou a solugdo geral das equagdes quadraticas pelo
método do complemento de quadrados.

Bhaskara apresentou a solugio de equagdes do segundo grau ao resolver problemas de
ordem comercial / financeiro. Apresentamos um deles com linguagem de hoje: um capital de
100 foi vmprostado a corta taxa do juro ao ano. Apés 1 ano, v capital foi retirado © o juro
obtido foi aplicado durante mais 1 ano. Se o juro total foi de 75, qual foi a taxa ao ano?

Sendo essa taxa x%, tem-se que o juro no 1° ano sera de x € no 2° ano serd de
x. x / 100, ou seja, a equagdo em linguagem algébrica hoje seria: x + x. x /100 = 75
ou x2 + 100x — 7500 = 0. [7]

Sobre Bhaskara, CONTADOR (2006) [5] afirma:

“Quando falamos em Bhaskara, ndo podemos deixar de relacionar com ele a
equacio do segundo grau e a famosa formula de Bhaskara ;, embora nio tenha sido
ele que a deduziu, a formula leva seu nome e ele, suas honrarias. Na realidade este
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feito ndo se deve a um vnico homem {...] além do que ja era bem conhecida por

Brahmagupta e por Omar Khayyma, que, ao contrario de Bhaskara, as resolviam
recorrendo ao uso das conicas™. '

A importante formula geral para a resolugdio da equagdo de segundo grau x2 + bx +
¢ = 0, conhecida nos dias atuais como férmula de Bhaskara sera base para o trabalho

desenvolvido nos proximos capitulos.
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3 NOCOES BASICAS

Para a compreensdio do tema proposto € necessario conhecer alguns conceitos e
rosultados quc scrio aprosentados no docorrer da posquisa. Scrdo vislumbrados alguns
teoremas, algumas definicdes que servem como suporte dos proximos topicos, tudo numa
perspectiva descritiva, partindo do pressuposto que as demonstrages sdao vistas nas
disciplinas de Algebra Linear.

Portanto, fardo parte deste estudo as equagdes polinomiais e alguns conceitos da
algebra linear, como: matrizes, sistema de equacgBes lineares, determinantes, dependéncia

linear e, por fim autovalores e autovetores.

3.1 EQUACOES POLINOMIAIS

Nesta se¢do apresentamos nogdes sobre solu¢des de equagdes polinomiais através de

algumas dofinigdos o rosultadus todrivos.

Definicdo 1 Denomina-se equagio polinomial ou equago algébrica, a equagdo da forma:
P(x) = 0 onde P(x) ¢ um polinbmio de graun = 1 ¢
PX)=a,x"+a,_;x" 1+~ +ax*+a;x+a; =0,

nessa igualdade a,, @,_q1,..,a2, @ € Gy sdo nimeros complexos chamados coeficientes

a, *+ 0e a, € o termo independente.

Definiciio 2 Raiz ou zero de uma equacdo algébrica P(x) = 0 é todo nimero complexo a

para o qual P{a) = 0 é um sentenga verdadeira, ou seja, a é raiz de P(x) © P(a) = 0.

Exemplo 1. A raiz da equagdo de grau 1: ax +b = 0,coma # 0éx = —%.

Exemplo 2. As raizes da equagdo de grau 2: ax? + bx + ¢ = 0,coma # 0 sio:

X = —b+Vb%—4ac
2a )

Sabemos que os zeros ou raizes das equagdes do 1° e 2° sdo obtidos por férmulas,
citados no exemplo 1 € 2 . Quando o grau da equagdo for maior ou igual a 3 as formulas de

resolugdo sio extremamente trabalhosas e nem sempre ¢é possivel expressar todas as raizes por
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radicais. Os teoremas seguintes apresentam resultados tedricos que fornecem informagdes

sobre o nimero de rafzes existentes.

Teorema 1 (Teorema Fundamental da Algebra): Toda equagio algébrica P(x) = 0, de

grau n 2 1, admite , a0 menos, uma raiz real ou compiexa.

Demonstracio: O teorema pode ser encontrado em [9].

O prdximo tecorema csté relacionado com a docomposigdo de uma cquagio polinomial

algébrica.

Teorema 2 (Teorema da Decomposi¢io): Todo polindmio P(x) = a,x™ +a,_x" '+
-« + ayx? + a;x + ay de grau n = 1 pode ser decomposto em n fatores do 1° graus de forma
{x — a;), ou seja,

P(x) = ap(x — a;)(x — a3) ... (x —a,)

em que @, , dy, ..., a4, 30 raizes de P(x).

Demonstraciio: Pelo teorema fundamental, P(x) tem pelo menos uma raiz. Seja ela r;. Logo:
P(x) ={x—1).Q(x)

Q(x) é um novo polindmio de grau n-1, que possui também pelo menos uma raiz. Seja
ela r,. Logo: P(x) = (x —1,).Q;(x). Fazendo o mesmo procedimento com @Q;(x) e
continuando até a n-ésima expressdo temos: Qp,_;(x) = (x —1,).Qp(x). Em @, o grau do
polinomio sera zero € @, sera igual a uma constante que chamamos de d, . Substituindo rodas
as equagdes obtidas na decomposigdo de P(x), temos:

P(x) = ap(x —19).(x —13). .. (x — 7).

O estudo das relagdes entre as raizes complexas de um polindmio € util na
determinagdo de seu conjunto solugo, enunciaremos a seguir, dois teoremas que valem para
todos os polinémios de coeficientes reais.

Teorema 3 (Teorema das raizes complexas). Se um numero complexo z = a + bi com a, b
€IReb # 0 é raiz da equagdo algébrica P(x) = 0, de coeficientes reais, entio o seu

conjugado Z = a — bi é também raiz da mesma equagao.

Demonstracio: Consideremos o numero complexo z =a+bicoma, bEIReb #0ea

equagdo algébrica de coeficientes reais P(x) = ap x™ + a1 x™ 1 + Ap_2z" 2+ +ax +
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a, = 0. Se z é raiz de P(x) = 0, entdio: P(x) = a,z" + a,_ 2" 1 +a, 2" 2+ +a,z+
ag = 0.

Tomando os conjugados dos dois membros, temos:.

A, 2"+ ay 2" Pt a, 2" 2+ -+ a;z+a, =0

Como 0 = Oe o conjugado da soma é igual a soma dos conjugados, obtemos: a,, z" +

A 12" 1+ a, ,z2" 2%+ ..4+0G;Z+a, = 0. Lembrando ainda que o conjugado do produto

-

¢ igual ao dos conjugados, vem: @, 27+ @, 1 z" '+ a, ,z"?+ . +@Z+a, =0.

= S\ l

Sendo o conjugado de uma poiéncia igual & poiéncia do conjugado, temos: @, (z)" +

T (D" +3, 5 (2" 2+ ..+a;z+d; = 0. Como o conjugado de um niimero real é
proprio  namero, isto €&, @, =a,,0, 1 =0p_1,0p 2 =An_3,.., 0 = A €Ay =

a,, obtemos: a, (Z)" + ap_1(@)"* 1+ ap_(Z)" 2 + -+ a,(z) + a5 =0.
Da tltima igualdade concluimos que Z € a raiz de P(x) = 0.

Teorema 4 Se uma equagdo polinomial de coeficientes reais admite a raiz Z com
multiplicidade P, entdo admite a raiz Z, com multiplicidade P.

E importante observar que, de acordo com os teoremas enunciados, toda equagio
polinomial de coeficientes reais, que admite raizes complexas, ndo reais, as tera em numero

par, pois a cada raiz teremos sua conjugada. Consequentemente, todo polindmio de grau

impar teré um nimcero impar de raizes roais.

3.2 ALGUNS CONCEITOS DA ALGEBRA LINEAR

Nesta seg:ﬁo, vamos introduzir alguns assuntos sobre matrizes, determinantes, sistema

Aan
inmnane AanaedR

1 fic 1«-..\..4- o ~realaenc A ~ryadae
11cdl, UCPCLIUCIIVIa 1T aut VaIVICTy © ¢ UlUVCtUI >

relacdo com a algebra linear.

3.2.1 MATRIZES
Para que possamos atingir o foco principal deste trabalho € necessério introduzir
definigdes e teoremas sobre este assunto, pois serdo essenciais para abordarmos o problema

do polinémio matricial.
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Defini¢iio 3 Seja m = 1 e n > 1 dois numeros inteiros. Uma matriz m x n real ¢ uma dupla
seqiiéncia de numeros reais, distribuidos em m linhas e n colunas, formando uma tabela que

se indica do seguinte modo:

Q17 Q12 Qg3 ... Qgp
‘121 azz azs e Qon

ol
Abreviadamente esta matriz pode ser expressa por (ai j)i <j <m ou apenas

i<j<sn
3.2.1.1 OPERACOES COM MATRIZES

(i) Adigiio Seja A = (aij) eB = (bij) matriz m x n. Indicamos por A + B e chamamos

soma de A com B a matriz m x n cujo termo geral € a;; + b;;, ou seja,

a1+ byy apzt+ bz a3+ biz o Gyp + by
A+B=| %= + by1 Qa2+ baz  Qaa+ baz ... Qon + bon

Ami+ b1 Qmz + bz Az + b .y + b

(i) Produto de uma matriz por um escalar Dada uma matriz real 4 = [a; j]mxn’ e dado um
numero real 8, o produto de  por A é a matriz real m x n dada por:

o, P Ba Ra
Pty pliz plz ... plg

BA = 3‘{21 ﬁ‘fzz ﬁaz_'.s - ﬁ{lZn
Blmy BUmz By ...fomn

(iii) Produto de uma matriz por outra Sejam 4 = [aij]mn eB= [bi"]mxp' O produto AB

¢ a matriz m x p cujo termo geral é dado por:

n

Cix = Zaij . bjk = Q1+ blk + ..+ ay. b‘n.k
j=1
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3.2.1.2 MATRIZES |[Propriedades] Sejam A, B e C matrizes com tamanhos apropriados,
« e f escalarcs. Sdo validas as scguintes propriedades para as operages matriciais:

i. A+ B =B + A (comutatividade)

ii. A+(B+C)=(A+B)+ C (associativa)

iii. A+ 0= A, onde 0 denota a matriz nula m x n.

iv. Para cada matriz A, existe uma matriz (—A), também m x n, tal que 4 + (—A4) = 0.

v. a(BA) = (af)A (associativa)

vi. (a + B)A = aA + BA (distributividade)

vii. a(A + B) = aA + aB (distributividade)

viii. (AB)C = A(BC) (associativa)

ix. A(B+C)=AB+BCe(B+C)A=BA+CA (distributiva a direita ¢ a
esquerda da multiplicagdo, em relagio a soma).

x. Al = IA = A Para cada inteiro positivo p a matriz pxp, chamada matriz identidade,

para toda matriz 4 = [a; j]m

xi. a(AB) = (aA)B = A(abB)
xii. (A+B)T = AT + BT
xiii. (aA)T = aA”

xiv. (AN =A

xv. (AB)T = ATBT

3.2.1.3 TIPOS ESPECIAIS DE MATRIZES

Ao trabalhar com matrizes, observamos que existem algumas que seja pela natureza de
seus elementos, tem propriedades que as diferenciam de uma matriz qualquer. Além disso,
estes tipos de matrizes aparecem frequentemente na pratica e, por isso, recebem nomes
especiais.
uUma matriz quaarara A = [a;;], ae oraem n, € aenominada:

Tdantidada
AVCIIR ARGV

Quando cada elemento da diagonal principal tem o valor 1 e o demais tem valor zero.

Uma matriz identidade pode ser definida do seguinte modo:

_ aij = 1,Se i =]
In = [ayj] nen,onde {ai,- =0,sei#j
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Triangular Superior

Quando tem os elementos a;; = 0 para i > j, isto é, os elementos abaixo da diagonal
principal sdo iguais a zero. |

Triangular Inferior

Quando tem os elementos a;; = 0 para i < j, isto €, os elementos acima da diagonal
principal s&o iguais a zero.

Diagonal

Quando tem os elementos a;; = 0 para i # j, ou seja, 0s elementos acima da diagonal
principal e abaixo da diagonal principal sdo iguais a zero. Portanto, a matriz diagonal ¢
triangular superior e triangular inferior.

Ortogonal

Uma matriz A cuia inversa coincide com a transpos
AAT=AT. A=1

Simétrica
T .. PR

Isto &, se a;; = a;;, entdo os elementos disposto simetricamente em relacfo a diagonal

principal sdo iguais.
Definida Positiva
Uma matriz A ¢ definida positiva se x” Ax > 0, para todo x # 0.
Alguns critérios abaixo equivalentes, para verificar que uma matriz € definida positiva:
i) Se A é uma matriz real simétrica de ordem n. Logo, A definida positiva se e somente
se todos os seus autovalores sdo positivos.
ii) A matriz A ¢ definida positiva, se e somente se € simétrica e a forma escalonada de
A tenha todos os pivOs positivos.

i11) Todas as matrizes lideres possue

3
R
e
3
=
=
1=
D
o
]
[}
=
<

iv) Se A é uma matriz real simétrica definida positiva, logo a matriz A ¢ inversivel.

Neste ' momento, fornecemos algumas consideragdes sobre inversdo de matrizes, que

........ Tanbien tovnene )} -

alann A e A, A1l san
a0 iia umupuua a€ Augevia Linear. O uso

A s
piovaveriieiite voce ja tev

desse conhecimento estara sempre presente na resolucio do problema polinomial matricial.
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Definicio 4 Se existe uma matriz B, quadrada de ordem n, tal que A.B = B.A = [, dizemos
que a matriz B ¢ a matriz inversa de A. Denotamos a inversa da matriz A por A™'. Assim
B= A1 |

Portanto, A.A™1 = A.A™ = I,

A matriz | é a matriz identidade da mesma ordem que as matrizes Ae A~

Se a mairiz quadrada A € inveriivei, enido a sua inversa € unica.

Quando uma matriz quadrada n3o possui inversa, dizemos que ela ¢ uma matriz
singular ou ndo invertivel.

Apresentaremos agora um estudo simplificado sobre o conceito de determinante,
similar ao utilizado no ambito do Ensino Médio.

Como as matrizes tratadas neste estudo sdo quadradas, faz-se necessario identificar

tais matrizes.
3.2.2 DETERMINANTES

Uma matriz quadrada A de ordem n sera denotada por A = [ai ]-] onde os indices

i =1,2,...,n indicam as linhas e os indices j = 1,2,...,n indicam as colunas da matriz. O

clemento da linha i € da coluna j da matriz A scra indicada por a;;.

aquelas que de uma forma ou outra dizem mais de perto com o calculo dos determinantes de
qualquer ordem. Essas propriedades ndo serdo demonstradas, tdo-somente verificadas em
algumas passagens do trabalho.

A seguir listamos alguns resultados sobre determinantes:

o Uma matriz quadrada A = [a;;] cujo determinante ¢ nulo é uma matriz singular.

e Sejam A e B matrizes de ordem n. Entdo det(AB) = det(A) det (B).

e Seja A uma matriz de ordem n, inversivel. Entdo: det(4) # Oedet(4A™) =
(det(A))~1.

e A matriz unidade I é ndo-singular (det I = 1) e é a sua propria inversa: [ = ™1,

e Se a matriz A é nfo-singular, sua transposta A" também é. A matriz inversa de AT ¢
(Aa™Hr.

e Se a matrizes A e B s30 ndo-singulares e de mesma ordem, o produto AB ¢ uma

matriz n3n_ctonlar matriz 1 a matriz 7141
LU 14 BAUTSIZUIAL. 11 IHAUid 1IVULOR UL 41 Q1AL 14, &5 i1 .
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e Se a matriz A possui uma linha (ou coluna) constituida de elementos nulos, o
determinante ¢ nulo. Se a matriz A tem duas linhas (ou colunas) iguais, o
determinante € nulo.

e O determinante de uma matriz diagonal A (superior ou inferior) ¢ igual ao termo

principal, isto é, é igual ao produto dos elementos da diagonal principal.

3.2.3 SISTEMA DE EQUACOES LINEARES

Na natureza, as coisas estdo sempre mudando, se transformando, e o ser humano, para
garantir sua sobrevivéncia e melhor sua existéncia, precisa conhecer € dominar estes
processos de mudanga. Os sistemas lineares € um instrumento que € utilizado em mais de um
quarto de todos os problemas matematicos encontrados em aplicacdes da ciéncia e indistria e
a resolugdo de tais sistemas estd presentes, entre outras, em areas como Administracdo,

Economia, Ecologia, Engenharia e Fisica.

Definicio 5 Equacdo linear é uma equacgio da forma: a,x;, + ax; + azxz + ...+ a,x, = b
na qual x4, x;, X3, ..., X, S30 as variaveis; a;, d,, az, ..., A, 530 0s respectivos coeficientes das
variaveis, e b é o termo independente.Um sistema de m equacdes lineares com n incognitas se

a11x1 + alzxz + aq3X3 + ...+ AupXny = b1
a;1X4 + ay2Xo + Ay3X3 + ...+ AonXpn = Dy (1 1)

apresenta do seguinte modo:

A1 X1 + Az Xz + ApaX3 + oo+ A Xy = by,

em que Gy, Ayz, Aq3) - » A1p, D1, D2, oo, by $30 NUMeros reais, x4, Xz, X3, ..., X, as incognitas.

O sistema pode ser escrito sob a forma matricial

AX = B,
onde:
A1 Q12 A3 - Qp X1 b,
a a ary ... A X2 b
A= :21 :22 A z:n S X=1 ,B=|"7
m1  Am2  Qm3 s« Onn mxn X nx1i bm mx1l

O vetor B é chamado “lado direito” do sistema (1.1).
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A1 Az Q3 - QA | by

O
N

A matriz | %21 %22 @23 - Gan [=14:8],

3

m1 Am2 Am3 ..Qpn
associado ao sistema dado de equagdes lineares, é chamada de matriz ampliada do sistema.

Definicio 6 Posto de uma matriz é o numero de linhas nao nulas quando a mesma esta escrita
na forma reduzida escalonada por linhas. O posto de uma matriz coincide com a dimenséo do

espaco linha da matriz.
3.2.3.1 CARACTERISTICA OU POSTO DE UMA MATRIZ

Muitas vezes nos interessa saber se um sistema tem ou nio solugib. Isso pode se feito
através da caracteristica ou posto de uma matriz.

Quando se transforma no nimero 1, por meio de operagdes adequadas, cada elemento
a;;, para i = j (@44, 022,033, -..), € em zero os demais elementos das colunas em que se
situam esses elementos a;j, diz-se que a matriz inicial foi transformada numa matriz em

forma de escada.

Antes de iniciarmos os procedimentos nara resolver um sistema de equacdes lineares

aaxa VO pa vVl Woprtaste xn ~isy

temos que dar respostas as seguintes perguntas: o sistema tem solug¢@o, ou seja, ¢ compativel?
Caso tenha solugdo: tem uma unica solugio ou infinitas? Para responder, uma das ferramentas
izar é o Teorema de

Teorema 5 Seja AX =B, onde Aé uma matriz quadrada de ordem n. Se
designarmos:

A — a matriz ampliada do sistema.

B — a matriz reduzida a forma de escada.

Ca — caracteristica da matriz ampliada A. E igual ao numero de linhas de B com
elementos nio todos nulos.

Cv — caracteristica da matriz dos coeficientes das varidveis contida na matriz B. E
igual ao nimero de linhas da matriz dos coeficientes das vari4veis contida na matriz B com
elementos ndo todos nulos.

Consideremos um sistema de m equagdes lineares com n incognitas, cuja expressdo

geral é da forma:
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{ ay1X1 + A12X2 + A13X3 + ...+ Ay Xy = bl
azlxl + azzxz + Qyz3X3 + ..+ aanﬂ = bz

\Tn1 Xy + QmaXz + QpaXs + oot QX = by

Sejam A matriz do sistema e B a matriz ampliada do sistema.

a7 Q12 g3 ... Q1p a7 Az QA3 - A P by
A - a:21 a:ZZ a2:3 ':“ aZ:n B - a:.z1 a?z a?g - ag.n .5 l.)z
Am1 Am2 Ap3..Qp, 4m1 Qnz Qmz..4..., : b,

A caracteristica Ca de uma matriz ampliada A, que representa um sistema de m
equagdes lineares com n variaveis, ndo pode ser menor que a caracteristica Cv da matriz dos
coeficientes das variaveis contidas na matriz reduzida a forma de escada [12].

Quando Ca > Cv, o sistema € incompativel.

Quando Ca = Cv = C, C recebe a denominagio de caracteristica da matriz-reduzida a
forma de escada.

C ndo pode ser maior que 1.

Quando C = n, o sistema é compativel e determinado (tem solugéo unica).

Quando C < n, o sistema é compativel e indeterminado (admite infinitas solu¢des).

Grau de liberdade de um sistema: g=n - C.

O significado do grau de liberdade de um sistema de equagdes lineares informa o
nimero de variaveis as quais devem ser atribuidos valores arbitrarios para calcular cada uma

das variaveis restantes.

Definicdo 7 Seja A = [aij]m , designa-se por espago-linha de A o subespaco de R"
gerado pelas linhas de A. Designa-se por espago-coluna de A o subespago de R™ gerado pelas
colunas de A.

Assim, o sistema AX = B pode ser escrito como:

azy asz ain by
Xq| @22 |+ 3 @22 |+ .+ x1] @2n | =] ban (1.2)
Ama a-'r.nz . a1;m b,',m

Vem de (1.2) que o sistema AX = B ¢ compativel se e so6 se B pode ser escrito como

uma combinagdo linear dos vetores coluna de 4.
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Assim, o leitor deve ter notado que € outra forma de descrever o quarto item da
caracteristica da matriz onde define o sistema compativel ¢ determinado.

Outra defini¢3o a serem abordado serdo os de dependéncia e independéncia Linear,

3.2.4 DEPENDENCIA LINEAR

Definicio 8 Seja V um espago vetorial € vy, v,,....,v, €V. Dizemos que um conjunto
A = {v,, v, .., 1.} é linearmente independente (L.1) se, e somente se, uma igualdade do tipo
a, vy + av, + ..+ a,y, =0 com aya,as,..,a, ER, s6 for possivel para
a=a,=..=a,=90

Dizemos que A = {v;,v,, ..., Vp} ¢ linearmente dependente (L.D.) se, e somente se, A nio é
LI, ou seja, é possivel uma igualdade do tipo a vy + a,v, + ...+ a,v, = 0 sem que os
escalares a,,a,,as, ..., a,, seja todos iguais ao numero zero.

Teorema 6 Sejam X;, X3, X3, ..., X, , N vetores em R™. Se X = (xy, Xy, X3, ..., Xp,) é a matriz
cuja j-ésima coluna € x;, entdo os vetores Xy, X3, X3, ..., X, $30 linearmente dependente se e

somente se X € singular.

3.2.4.1 PROPRIEDADES

{) Sc um conjunto finito A < ¥ contém o votor nulo, cntdo cssec conjunto ¢ L.D.
Seja A = {v,,...,0, ..., v,}. Entdo, evidentemente O.v; + ..+ a.0+ ..+ 0.y, =0
se verifica para a # 0. Isso € suficiente para concluir que A ¢ L.D.
ii)SeA= {v} cVev #0,entdio AéL.L
Suponhamos av=0. Como v # 0, entdo a= 0.

Aétambém LD,

L seanans wiaan

iii) Se nma parfe de nm nnnjlmtn AcVéET. N entin
1 se numa narte genm conunto A C V e 1. 1) enfao

Por hipétese, seja A = {vq, ..., Uy, ..., Up} € a parte A; = {v;,..., 1} CA,e A, éLD.

Como A; é LD, existem a; # 0 que verificam a igualdade: a,v; + ...+ aq, v, =0 e esse

A e a 1 . N b 1N ., n
Qe G,V T AU T UV T e T UV = U

—~ =

mesimo d, +F

H

0 verificam
.Logo, A= {v,, ..., %, -, U} éLD.

iv)Se um conjunto A < V € LI, qualquer parte A, de A é também L1

Suponhamos se A; fosse LD, pela propriedade anterior o conjunto A seria também

LD, o que contradiz a hipotese.
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v)Se A= {v4,..,v} €V éLleB= {v,..,v,,w} CV éLD, entfio o vetor w é
comibinagao linear dos veiores vy, ..., Uy,

Entio, como B é LD, existem escalares ay,...,an, b, nem todos nulos, tais que:
a;v, + ..+ a,v, + bw = 0. Logo, se b = 0, entdo algum dos a; ndo € zero na igualdade:
vy + ..+ a,v, =0

Como, porém esse fato contradiz a hipotese de que A € L1. Consequentemente, tem-se

- - a a . , .
b # 0, logo: bw = —a,v; — ...—a,V, o que implicaw = — SV ?"vn, istoé, wé

combinagio de vy, ..., Up.
3.2.5 AUTOVALORES E AUTOVETORES

Autovalores e autovetores s3o conceitos importantes de matematica. As nogdes de
autovetor e autovalor de uma matriz sdo fundamentais, por exemplo, em Fisica Atomica
porque os niveis de energia dos atomos e moléculas sio dados por autovalores de
determinadas matrizes.

Também o estudo dos fendmenos de vibragdo, analise de estabilidade de um avido e

muitos outros problemas de Fisica leva a procura de autovalores ¢ autovctores de matrizes.

Definicio 9 Se A é uma matriz; de ordem n, real ou complexa, chama-se valor proprio de A

Xy 0
toda matriz X = | - | #| . |tal que AX = AX, onde A € um escalar chamado valor
Xn 0
proprio de A. Para que A seja um valor préprio de A € necessario e suficiente, entdo que exista
uma matriz X # 0, do tipo n x 1, tal que (4 — AI,)X = 0. Isto ocorre se, € somente se,

A — Al,, nfio ¢ inversivel e, portanto se, € somente se, (A — AI,)X # 0. O vetor X ¢ um

autovetor ou vetor caracteristico associado a A.
Observacdes

Matrizes semelhantes tém o mesmo polindémio caracteristico € por isso, 0s mesmos
valores proprios.
Seja A uma matriz de ordem n, denominamos polindmio caracteristico de A, o

polinémio P(A) obtido pelo calculo de P(1) = det(4 — AI).
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A equagio P(4) = 0 é denominada equag@o caracteristica de A.
Seja A uma matriz quadrada ndo singular. Entdo, A € A* tem os mesmos autovalores.

Qe X for um auta vetor de A entio kX tamhém o serd nara cnalomer k¥ = ()
e A Tor um auto ve , entag KX bem 0 sera, para gualquer k F U,

LAV QL 9 sisaza,

Os autovalores de uma matriz triangular superior ou inferior sdo os valores de sua

diagonal principal.

PR TR TS P

m R P - 3
U Cojuing ac autovat €S a

seja, A(A) = {1/ AX = AxX}.

2]

Teorema 7 Os autovalores de uma matriz A sdo precisamente as soliigdes A da equagdo

caracteristica.

Demonstracao:

Seja o operador linear T;: R™ —» R™, cuja matriz candnica é:

Se v e A sdo respectivamente, vetor proprio e o correspondente valor da matriz A, tem-
se: A.v = Av (v é matriz-coluna nx1) ou ainda Av — Av = 0. Tendo em vista que v = Iv (I
é a matriz-identidade), pode-se escrever: Av — Alv = 0 ou ainda (A — Al)v = 0.

Para que esse sistema homogéneo admita solugdo ndo-nula, isto €:

Xy 0
v=|:] # |} deve-se ter: det(A—Al) =0.

Xn 0

Impondo esta condigido determinamos primeiramente os autovalores 4 que satisfazem

a equagcdo e depois os autovalores a eles associados. Observamos que

dzy Qyy = Ay

11 Q12 " Qin A 00
P(A) = det(A — A = det 0 A0

\|Op1 Anz ~" Anpl 10 Q-4

ou, ainda:
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a;— A a2 vt Qi

py=| % G2mh am g

n1  Gp o Opp — A

¢é um polindmio em A de grau n. PQA) = (a4, — A)(ay; — A) -+ (apy, — A) + termos de
grau < n, € os autovalores procurados sdo as rafzes deste polindmio. P(A) ¢ chamado
nolindmio caracteristico da matniz A,

A substitui¢do de 4 pelos seus valores no sistema homogéneo de equagdes lineares
permite determinar os vetores proprios associados.

Faremos um exemplo para fixar melhor o processo envolvido no calculo de

autovalores e autovetores através do polindmio caracteristico.

Exemplo 1

D) Seja a matriz A = [:i ‘zl]

A equacio caracteristica da matriz A é: det(4 — AI) = [_"i’_; A 2 f /1] =0, isto €,
P(A)=(—3—-A)(2—2)+4 . As raizes dessa equagdo sdo: 4, = loud, = —2 que sdo
valores proprios da matfiz A.

II) O sistema homogéneo de equagdes lineares que permite a determinagio dos

X
vetores proprios associados é: (A — AlI)v = 0. Considerando v = [y] o sistema fica:

-3—4 4 1/X1_1[0
[ -1 Z—A][y]—[()]
i) Substituindo A por 1 no sistema homogéneo, obtém-se os vetores proprios

associados ao valor proprio 4, = 1:

(B HEY b
-1 Uy 1} -x + y =0
Entdo, temos x = y. |
Portanto os autovetores associadosa A1 = 1 sdo os vetores v, = (x,x) = x(1,1),
x # 0, s30 os vetores proprios associados ao valor proprio 4 = 1.
ii) Substituindo A por -2 no sistema homogéneo, obtém-se

AN AN pra AT

associados ao valor proprio 4, = —2:
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L E L= (T L e

Os autovetores correspondentes ao autovalor A = —2 sio os vetores v, = (4y,¥),y # 0, ou

1 ~ , s . y .
(vz = (x, ” x))sao os vetores proprios associados ao valor proprio 4 = —2.

Definicio 10 (Auto-espago associado a um autovalor de uma matriz A) O conjunto V de -
todos os autovetores de A associados a A, formam um subespaco de A chamado de auto —
espaco. Com efeito, 0 € V.

A multiplicidade algébrica é dada pela sua multiplicidade como raiz da equagdo.

A multiplicidade geométrica é dada pela dimensdo de seu auto — espago.

E importante que vocé observe que os autovetores podem formar um conjuhto

linearmente independente, como descreve o teorema a seguir.

Teorema 8 Sejam X;,X2,X3,..,X, S0 autovetores de uma matriz A associados aos

autovalores distintos A5, A3, 43, ..., Ap, €ntdo X4, X2, X3, ..., X, 530 linearmente independentes.

Definicio 11 (Diagonalizaciio) A matriz quadrada A de ordem n ¢ diagonalizavel se existe
uma matriz inversivel P e uma matriz diagonal A tal que P"1AP = A. Diz-se, nesse caso, que

a matriz P diagonaliza 4, ou que P é a matriz diagonalizadora.

Teorema 9 Uma matriz quadrada de ordem n, é diagonalizavel se, e somente se, A tem n

autovetores lincarmente independentes.

Demonstraciio: Seja Puma matriz quadrada de ordem n cujas colunas sdo v, V3, ..., Vp € D
uma matriz diagonal qualquer cujos elementos da diagonal principal sdo Ay, Az, ., Ay, €ntd0:
AP = Alv, v, ... 1)

=[Av, Av, .. Av,]J(1)

A, 0--0
R 0: ,1:2 ...:0
0 02,

PD = [Av; A0, .. A,0,1(2)
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Seja A diagonalizavel, com A = PDP~!. Entdo multiplicando essa relagdo a direita por P,

obtemos AP = PQ. Nesse caso (1) e (2) implicam que:

[Av, Av, .. Av] = [Liv, Lv, .. A,v,] 3)
AU1 = /11171
sz = szz

Avy, = Ay, (4)
Como P ¢é inversivel, suas colunas sio linearmente independentes. Mais ainda, como essas
colunas sdo ndo nulas, (4) mostra que 44, 4, ..., 4, sdo autovalores € vy,v;,..., ¥, S30 08
autovetores associados. Essa argumentacdo prova as primeiras duas afirmagoes do teorema.
Finalmente dados quais quer 1 autovetores vy, v, ..., ¥y, USE-05 para montar as colunas de P e

use os autovalores associados A;; 45, ...; 4, D

; <
=~ L Ly

ra mon

inversivel concluimos que A = PDP™*,

Observacées

Se uma matriz A é diagonalizavel, entdo a matriz A pode ser escrito na forma fatorada
PDP 1

Se A ¢ diagonalizavel, entdo os vetores colunas da matriz P que diagonaliza A sdo os
autovetores de A e os elementos diagonais de D s&o os autovalores associados.

Se A é uma matriz de ordem n, e tém n autovalores distintos, entdo A ¢ diagonalizavel.
Se os autovetores nio forem distintos. A Pode ou ndo ser diagonalizavel, dependendo se tem
ou ndo n autovetores linearmente independente.

Portanto, baseado nos teoremas 8 € 9 tem-se 0 seguinte resultado:

Teorema 10 Uma matriz A ¢é diagonalizavel se todas as raizes de seu polindmio caracteristico
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Proposi¢ido 1 Dadas duas matrizes quadradas A e B diagonalizaveis. Logo, A e B comutam,

ou seja, AB = BA, se e somente se, A e B tem os mesmo autovetores.

Demonstrag¢io: Suponhamos que as matrizes A e B tenham os mesmos autovetores. Se Ae B
sdo diagonalizaveis, logo sc deve ter A = PA;P~* ¢ B = PA;P*, onde A; de autovalores de
A e A, é a matriz diagonal de autovalores de B. Logo,
AB = (PA P )(PA,P7Y)

= PA,(P"1P)A,P!

= PAA,Pt

= PA,A P71

= (PA,PH)(PAPTY)

= BA.
Teorema 11 (teorema Espectral para Matrizes Simétricas) Uma simétrica A pode ser
fatorada em A = PAPT, com autovetores ortogonais € unitirios na matrz £ € 08 autové

na matriz diagonal A.
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4 EQUACOES POLINOMIAIS MATRICIAIS

Apresentaremos algumas idéias que permitam entender o problema de encontrar
solu¢io de certas equagles polinomiais com coeficientes matriciais, bem como apresentar
alguns resultados que ajudaram a descrever um método de resolugdo de equagdes polinomiais
matriciais quadraticas.

Iniciaremos apresentando dois exemplos que tormnardo claro os obstaculos que sdo
encontrados ao cstudar o problema. Em scguida, veremos o cstudo de cquagdes polinomiais
matriciais quadraticas, logo apds, vira uma breve apresentacdo de alguns conceitos e

resultados tedricos sobre polindmios matriciais.
4.1 MOTIVACAO E FORMULACAO DO PROBLEMA

O principal foco deste trabalho é como encontrar solugio para equagdo polinomial
de grau m da forma Bo(X)=Ap X"+ A X™ 1+ .+ 4, X+4,=0 com
A, ERYi=0,..,m A, #0,eX € R, sempre possui solucio? E se possui como
encontrar uma matriz X que satisfaga P,(X) = 0, 0 € R™™? Lembrando ainda que serdo

abordadas apenas as equagdes polinomiais matriciais de primeiro grau.

Darcmos a scguir dois cavmplos cnvolvendo cquagfos polinomiais matriciais do
primeiro grau que ilustra o grau de dificuldade, porem, o problema ¢ dificil e pode ou néo ter
solugio.

Exemplo 2 Considere o polindmio P;(X) = A;X + Ao, em que

w=f dea=15 7]

Entao PI(X) =0 = AIX +A0 =0 = AIX = “"Ao.
Dessa forma A;X = —A, pode ser escrito substituindo A; X e A, pelos seus

respectivos valores:
1Y A6 2 =-15 S5 A

Observa-se que este ¢ um sistema do tipo AX = B com A = A; e B = —A, . Considerando

ainda que:
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de maneira que

o O e O 0 PR

Portanto 4,X = —A4, < [4,X; i A;X;] = [B; : B,]. Entdo, para encontrar a solu¢do

da equacdo A, X = —A, devem-se enconirar soiugdes dos sistemas:
I)AIXI: B]_ e II)A1X2= Bz

Calculo da solugdo da primeira equacgdo: 1) 41X, = B;

Solugdo

[_11 g] [Zﬂ = [_21], de onde vem o sistema:

{xn + 3x21 - _1
—X11 + 5x21 - 2

Resolvendo o sistema de 2 equagdes com duas varidveis, temos:

1 3:-1 B 1 3:-1 1 3: -1
[—1 5 : 2]'“’L2“"2H‘1 “[0 8 : 1]_’L1(1/8) [0 151/8]

Tendo em vista que Ca = 2 e que Cv = 2, isto é, que Ca = Cv = 2, logo o sistema €

compativel ¢ determinado, conforme o teorema 5. Portanto, a solugiio da cquagdo / ) €

< —11s 1
[xu] _ /8
X721 Y/ o
Vamos calcular agora a solugio da segunda equagdo: II) 4,X, = B;

Solugdo

[_11 ?5’] [22] = [_2], de onde vem o sistema:

{ xlz + 3x22 = 2
—X12 + stZ = —4

Resolvendo o sistema de 2 equagdes com duas variaveis, temos:

1 3: 2 _ 1 3: -1 ‘ 1 35—1]
[—1 5 : —4]_’L2_L2+L1“[0 85—2]_"‘1(1/8) [o 1:-1/4
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Examinando a matriz ampliada, verifica-se que: Ca = Cv = 2, logo o sistema ¢

compativel e determinado, sua solugdo €

[xIZ] _ 11/ 4
X22 -1 / 4 '
Portanto, a equagdo polinomial P;(X) = 0 também é compativel e determinado.

Exemplo 3 Seja o polindmio P;(X) = A, X + Ay, em que

’[—4 12] edo = Eg ~61]

Procedendo da mesma forma do exemplo anterior, temos

PX)=0 = A1 X +A=0 = A1X = —Ay

Onde a equagio A,X = —A, pode ser escrito substituindo A, X e Ay pelos seus
respectivos valores:

s 2l wd ==l Tel=156
Considerando os seguintes sistemas de equagdes, vamos obter a solugdo desejada resolvendo

o sistema analogamente ao exemplo anterior.

I) A1X1 = B]_ e II)A1X2 = Bz

Calculo da solugdo da primeira equagdo: [) A;X; = By

Solugdo

Li Ig’] [21] = [_ 1‘2], de onde vem o sistema:

{ X1 —3%n = 4
-—4x11 + 12x21 =-16

Resolvendo o sistema de 2 equagdes com duas variaveis, temos:

[—i _1?;.——16]—”'2 Lz +1.(4) “[0 (ﬂ

Examinando a matriz ampliada, observa-se que Ca = Cv =1, logo o sistema ¢
compativel. Mas, n = 2, isto ¢, € < n, portanto o sistema ¢ compativel e indeterminado € seu

grau de liberdadeé g =n—-C=2-1=1
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A 22 equagdo ndo estabelece nenhuma condig@io para x;4 € x5, por isso, a solugdo do
sistema € dada pala 1* equagdo x4, = 3x,, + 4. Assim, se x,; = 1, por exemplo, x;;, = 7, ou
seja, o sistema admite infinitas solugdes.

Vamos calcular agora a solugio da segunda equagdo: /1) A;X, = B,

Li IS] [22] = [_é], de onde vem o sistema;

{ X3 — 3% = 1
—4x11 + 12x21 == —6

Resolvendo o sistema de 2 equagdes com duas variavets, temos:

[1—35 1 1—354]
—4 12: —6 0 0: -2

Examinado a matriz, verifica-se que Ca = 2 e Cv = 1,isto é,Ca > Cvlogo o sistema

]‘—’L2=L2+L1(4) "‘[

€ incompativel.
Como a 2° eguacdo gue compde o sistema geral ndo admite solugdo, embora a 1°
possua infinitas solu¢des, conclui-se que o polindmio P; (X) = 0 também nio possui solugdo.
Os exemplos resolvidos acima demonstram que o problema de encontrar as raizes das
equagdes polinomiais com coeficientes matriciais pode ter ou ndo solugdo, portanto um
problema dificil de ser resolvido. Ficando assim, o trabalho de demonstrar apenas as equag:ées

matriciais quadraticas.
4.2 NOCOES BASICAS SOBRE POLINOMIOS MATRICIAIS

Por volta de cinco séculos atras, comegou o estudo de equagSes polinomiais. No
entanto, a preocupagdo com cquagdes polinomiais envolvendo matrizes com cocficientes
matriciais ¢ relativamente recente. A referéncia envolvendo polindmio matricial, fortemente
motivada por problemas relacionados com sistema vibratorios, ¢ Frazer, Ducan e Collar,
publicada em 1938. Um polindmio matricial de grau m, também chamado de A — matriz, ¢

uma fungio de valor matricial da forma:
Pm(A) = Amlm + Am_llm_l + ...+ AIA. + Ao (42)

onde os coeficientes A; sdo matrizes nxn e A,, # 0 ¢ 0 a matriz nula. No entanto, B, (1) sera

uma matriz nxn cujas entradas sdo polindmios escalares de grau menor ou igual a m.
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Porém, existem dois problemas que se destacam no que se refere a polindmios

matriciais. O primeiro, no qual cste trabatho foi dirccionado, tem o objctivo cncontrar

matrizes X € C™"_ ela é dita solvente de P, (X), em que:
Pm(X) = Ame + Am_]_Xm_l + ...+ AO B 0 (43)

e o segundo, auxiliard para que o problema acima seja resolvido, e encontrar escalares 4 em
que

det(P,(1)) =0 (4.4)

Portanto, este capitulo tratara unicamente de equagdes polinomiais matriciais

quadraticas, logo o problema de encontra um solvente, ou raiz, para By, (X) reduz-se a:

Pz(X) = A2X2 +A1X +A0 =0.
Observacgio
Se A,, ¢ ndo-singular a equagdo polinomial B,(X) = 0 pode ser transformada numa
outra equivalente da forma:

NX)=X"4+Bp_ X" 1+ .+B;,=0 4.5)

onde B; = A,tA;, parai = 0,...,m. Neste caso N(X) ¢ dito polin6mio Ménico.
Se X é uma matriz escalar, entio X = A/, logo P na equagfo (4.3) torna-se A — matriz
ou um polindmio matricial na variavel complexa A descrito em (4.2), e o problema de

encontrar pares (4,x),com A1 €ER, x € R" e x # 0, em que
P, (DX =0, (4.6)

¢ chamado de problema de autovalor polinomial matricial.

A dificuldade maior de se encontrar os solvente ou raizes de um polindmio matricial, € que
ndio ha um resultado que garanta a existéncia de solugdes, como ha no Teorema Fundamental
da Algebra, valido para polindmios com coeficiente escalares. Entdo, vamos formalizar o

conceito de autovalor para polindmios matriciais, para saber como isto pode ser feito.
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Defini¢iio 12 O valor A é denominado autovalor do polindmio matricial quadratico B, (1) se,
e somente se, 0 det(Pm(/l)) = 0. Entdo, P(1) sera chamado de polindmio caracteristico de
P, (1). Logo, podemos dizer que existe uma matriz X # 0, do tipo n x 1, que ¢ um autovetor

ou vetor caracteristico associado a 4 se B, (1)X = 0.

Observacées:

¢ O método para calcular o soivente do polindmio B,(A)X = 0, é o mesmo método utilizado
para resolver um sistema homogéneo com n equagdes.

e Os coeficientes A; sio nxn, logo a equagdio caracteristica, P(A) = det(P,(1)) =0
possui grau menor ou igual mn, onde m é o grau do polindmio £, (1) e n é o tamanho dos
coeficientes A;;. Portanto, o niimero de autovalores existentes também sera dado pelo grau
de P(A). O trabalho restringe-se ds equagdes polinomiais quadraticas, logo trabalharemos
com o grau de P(1) menor ou igual 2n. Logo, considerando a equagio quadratica, existira
no maximo 2n.

e Se A, for igual 2 matriz nula e A; = —I, entdo equagdo caracteristica reduz-se a
det(Ay — AI) = 0. Neste caso, B,(4) possui grau um ¢ o problema de autovalor ¢
simplesmente o problema de autovalor — autovetor matricial padrio. Da mesma forma, se x
¢ um autovetor associado a A, P,(A)X =0 reduzse a (4o—ADX =0 ou
equivalentemente AgX = AX.

Daremos a scguir um excmplo que ilustra o ultimo item acima:

Exemplo 4 Dado o polindmio P, (1) = 4,4% + A;4 + Ag, em que
A,=0,A =—-lehy= [_11 Z] Logo, P,(A) =—AI+ A, se, e somente se

P,(A) = A, — Al. Primeiramente vamos encontrar os autovalores da matriz Ap. A equagéo

caracteristica de Ay é:

1-2

det(dg—AD ="

3 = — —_ =
o l=0= a-DGE-H+3=0
—=5-1-51+22+3=0
= 2*-61+8=0

As raizes dessa equagio sio: 1; = 2 e 1, = 4 que sdo os valores proprio da matriz A,.
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O sistema homogéneo de equagdes lineares que permite a determinagdo dos vetores
proprios associados & A; e A, ¢é: (A9 — AI)X = 0. Considerando ainda que os autovalores X;

serio denotados no exemvlo a seguir por X; = {v; v,}", o sistema fica:

[1—_1/1 5 i A] [11)712] - [g]

i) Substituindo A por 2 no sistema homogéneo, obtém-se os vetores proprios
assoveciadoy 4 A7 = 2:

m—2 3 1[¥1_101 _. -1 31[%1_ [0]
| -1 s—20lw,1%lgl = 121 3llv.] ™ lol

Resolvendo o sistema obtém-se o autovetor associado ao autovalor 4; = 2 que €

X, = [3;22], fazendo v, = 1 obtém-se: X; = [ﬂ

ii) Substituindo 4 por 4 no sistema homogéneo, obtém-se os vetores proprios

associados a 4, = 4:
[1_—14 534] [1177;] - g] = j i [117:12] = {g]

Resolvendo o sistema obtém-se o autovetor associado ao autovalor A, =4 que ¢€

X, = [Z‘:], fazendo v, = 1 obtém-se: X, = [ﬂ

Como os autovalores sdo distintos, os autovetores sdo lineamente independentes, logo

a matriz A, ¢ diagonalizdvel ¢ pode ser escrito na forma fatorada P 1AgP = A oudy =

PAP™Y
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5 EXISTENCIA E CONSTRUCAO DE SOLVENTES

O obstaculo maior € encontrar solventes para uma equac¢do polinomial matricial,.
Assim, apenas o caso quadratico sera estudado, incluindo uma generalizagdo da formula de
Baskara, que € valida para equacdes polinomiais escalares quadraticas, para resolver equagdes

polinomiais matriciais quadraticas.

5.1 A FORMULA DE BASKARA PARA EQUACOES POLINOMIAIS MATRICIAIS
QUADRATICA.

A questdio que surge ¢ se a formula usual de uma equacdio polinomial escalar
quadratica, pode ser generalizada para determinar solventes de equagdes polinomiais

matriciais quadraticas. Ou seja, se equacdo polinomial matricial quadratica
AX?+BX+C=0 5.1

pode ser resolvida usando a formula de Baskara. Pode-se dizer que sim, mais com certas

restrigdes. Para fazer isso, utilizaremos alguns conceitos.

Definicio 13 Uma matriz real B de ordem n é raiz quadrada de uma matriz real A de mesma
ordem, se € somente se, B2 = A.
Agora vamos dar um exemplo com matriz diagonal com entradas positivas. E

observara que sera necessario extrair apenas a raiz dos elementos de sua diagonal

[36 0 o] [43—6 0 0] [6 0 o]
SeiaA=10 64 0l = B=1g 64 o |=10 8 0} fazendo
lo o sl lo o varl lo o ol
6 0 0][6 0 0] [36 0 O
BZ=B.B=[0 8 o} [0 8 0]=[0 64 0]=A
o 0 9lo o9 lo o 81

Veja também poderiamos encontrar outras solugdes para matriz A.
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-6 0 O 6 0 O
B=|10 8 0|ouB={0 -8 0

lo o -9} lo o a9l

Logo, estes exemplos demonstram que uma matriz quadrada pode admitir varias raizes

quadradas.

Como a matriz B ¢ a raiz quadrada da matriz A, entdo a matriz A sera denotada por Az

Proposicio 2 Toda matriz quadrada diagonalizdvel com autovalores positivos admite raiz
Guadrada.
Demonstracio: Se a matriz A € uma matriz diagonalizavel. Logo,
A = PAP™!
1.1
= PAzAzP 1
i 1
= PAzP~1PAzP?
= BB
—_ D2
— D .
Portanto, como B = PAzP1 podemos concluir que B2 = A, logo, B = PAZP~1 & uma
raiz quadrada da matriz A.

Fazendo agora um exemplo que ilustra a Proposi¢do 2 enunciada acima.

Exemplo 5 Seja A = [Z é]

Primeiro determinamos os autovalores da matriz A, de fato, a equagfo caracteristica

de A é:

9-1

det(A — Al) = [ .

6£'A]=0 =O-D6-1)—-4=0

=54-91—-6A+4*—-4=0
= A2 —-15A+50=0
As raizes dessa equagio sdo: A; = 10 e A, = 5. Observe que a matriz quadrada A tem os
autovalores positivos. Que sio os valores proprios da matriz A.
Determinacio dos autovetores associados aos autovalores A; = 10e 4, = 5.

i) Sendo X; = {v, v,}T o autovalor associado ao autovalor 4; = 10, temos:
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=== 0 L]kl

= P o Ll

-1 1M 0
= [, Zlll=ll
4 —4llv; 0
Resolvendo o sistema obtém-se o autovetor associado ao autovalor 4; = 10, isto é:

_v1+ v2=0
= U2=U1

41)1 - 4172 =90

O sistema admite infinitas solu¢des proprias:

X, = [22] fazendo v, = 1obtémese: X, = [1]

ii) Sendo X, = {v; v,}7 o autovalor associado ao autovalor 4, = 5, temos:

u-mx, =0 P74 L0

4 6 — Al

=]

9 —5 1 ’[771' [0
L 4 6 — 51 :

4 11" 0
= ¢ 4llw]l =l
4 11l 0
Resolvendo o sistema obtém-se o autovetor associado ao autovalor A, = 5, isto ¢:

{4‘”1 + vz = 0

== = -
4171 + Uz =0 Uz 4171

O sistema admite infinitas solu¢Oes proprias:
v
X, = [_ 4771]’ fazendo v; = lobtém-se: X, = [_11}]

Logo, a matriz P é constituida pelos autovetores da matriz A, cujas colunas sdo as

componentes dos vetores proprios v, e v, associados aos valores proprios 4; e 4;:

Para calcular a matriz inversa de P, € necessario que PP~ = [.
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x t]_l o}

SejaPP’1=I<=>[i _14][ =lo 1

y z
De onde vém os sistemas:

{x+ y=1 e {t+ z=20
x—4y=0 t—4z=1

Resolvendo os sistemas de duas incognitas obtém-se:

x
il
Ul
<2
I
n |
v |
(1Y
N
I
]

]

L=

Logo, a matriz inversa P é P! =

Ul |

A matriz A sera uma matriz diagonal onde os elementos da diagonal principal sdo os

autovalores 4;, isto €:

4 1
rrar=n =3 5[ el L
5 5 '
_1_§§105 1,5 [10 0] _
prap =l Cillig ol =Pap=y gl=a
Is
Entdo, fica facil verificar que:
| 1 1
O 0 A O
5 5

Determinagio da raiz quadrada da matriz real A.

Conforme foi visto na demonstragdo da Preposi¢do 2 a raiz quadrada da matriz A é

denotada por: PAZP~1, ou seja:

4 1
S | 1[@ 0]55
p=pp =[] o JEI|r -2
S s
4 1
/10 \/5”5 ]
l./An _ayEiit 1
ViU -rals S_I
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4HI0+V5 V10 -5

— 5 5
T |av10-4v5  VI0+4V5
5 5

B=[§[4\/§+1 V2 -1
5 lv2 -4 J2+

Verificagdo:

5

33_1[4«/§+1 Vv2-1 {4«/E+1 ﬁ—1]
MW2Z-4 V2+4ll4V2-4 V2+4

BB:é[g(s) 350 :[Z éle'

Proposicio 3 Toda matriz simétrica real com autovalores positivos possui raiz quadrada.

Demonstragio: Basta aplicar a Proposiggo 2 e o teorema Espectral para matrizes simétricas.

AVZ

PrORUPApE &
V alllus 1c

ra um exemplo que ilustra a Proposi¢do 3 enunciada acima.

ZET @
Exemplo 6

4 —4
—4 10

Determinagdo dos autovalores da matriz A

Seja a matriz A = [

A equagdo caracteristica de A ¢€:

—A

det(a—an =[*

ot ]=0 >@¢-Da0-H-16=0
=40-41-10A+ 12 -16=0
= A2—141+4+24=0

As raizes dessa equagdo sao:

A, = 2 e A, = 12. Observe que a matriz quadrada A tem os autovalores positivos. Que

s3o os valores proprios da matriz A.
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Determinagio dos autovetores associados aos autovalores 4, =2 e 4, = 12.

i) Sendo X; = {v, v,}7 o autovalor associado ao autovalor 4, = 2, temos:

a-wx=0e [*74 4 Q0]=[0]

A 4:42 10- fz [Zﬂ = [g]

2 —41[" 0
=[5 Bllnl=ll
-4 81, 0
Resolvendo o sistema obtém-se o autovetor associado ao autovalor A, = 2, isto é:

{2171 - 4v2 = 0 — ]]1 - sz N

_4‘1)1 + 8”2 = 0
O sistema admite infinitas solugdes proprias:
r 2 9
X, = [ 1;2 ] fazendo v, = lobtém-se: X; = [71]
2

ii) Sendo X, = {v; v,}T o autovalor associado ao autovalor 1, = 12, temos:

@-ax=0e [0 4] =[]

= [4::2 10 — 12][ ] [0]
=[5 =[]

Resolvendo o sistema obtém-se o autovetor associado ao autovalor A, = 12, isto é:

{—8171 —4v, =0 = v, = —2v,

—4v, —2v,=0

O sistema admite infinitas solugdes proprias:

X, = [ ZZ ] fazendo v; = 1lobtém-se: X, = [_;]

Logo, a matriz P é constituida pelos autovetores da matriz A, cujas colunas sdo as

componentes dos vetores proprios v; € v, associados aos valores proprios 44 € 4;:
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2 1]"

P=[1 2

Determinagdo da matriz inversa de P:

Para calcular a matriz inversa de P, é necessario que PP = 1.

Seja PP =] & [i _é] [; ;] = [(1)

De onde vém os sistemas:

{2x+ y=1 e {2t+ z=0
x—2y=0 t—2z=1

Resolvendo os sistemas de duas incognitas obtém-se:

=

=

il
v N
<

H
v =
U |
®
N

I

|

|

s Y
Logo, a matriz inversa P é P~1 = [1 5 25 ]
/s =4/
5 5
A matriz A sera uma matriz diagonal onde os elementos da diagonal principal sdo 0s

autovalores A;, isto €:

PIAP=A =

A [ [

4 /5 2 /5

_ 2 1 _ 2 0
P1AP=[12/5 _24/5][1 _2]=>P1AP=[O 12]=A

Entdo, fica facil verificar que:

2 1
5 /5

[ —2”0 12 1/ _2/5

PAP™ = =A

Determinagéo da raiz quadrada da matriz real A.



Conforme foi visto na demonstra¢do da Preposigéo 2 a raiz quadrada da matriz 4 €

_ : 1 4
denotada por: PA2P™*, ou seja:

B:[zﬁ Rfii]r/s 1/5]
vz vt/ -2/

42+V12  2V2-2412

B= 5 5 ou B = £[4+J’ 2 — zf]
|2z VEzeeviz g 512-2v6 1+4V6
5 5
Verificagao:

pg = 2 [4+\/— 2 - 2\/"] [4+\/‘ 2 - z\/‘]

sl2-2V6 1+4v6l 512-2V6 1+4J6

BB:_[4+J€ 2—2\/61[4+JE 2—248]
2512 -2V6 1+4vel 12—-2V6 1+4V6

3322[50 Igg] [4 10]

Teorema 12 (Generalizando a formula de Baskara) Seja A = 1, B e C sdo diagonalizaveis e
B comuta com C, ou seja, BC = CB,e B> — 4C possui uma raiz quadrada, entdo podemos

encontrar um solvente da equagio (5.1) através da formula:

S=—2B+-VBZ—4C (5.2)
Demonstra¢iio: Vamos provar que (5.2) satisfaz o polindmio P(S) =152+ BS+C = 0.

Como B e C comutam, entdo, B e € tem 0s mesmo autovetores.

Logo as matrizes

B = PA,P™Y, C = PA,P? (5.3)
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Usando duas matrizes quadrada arbitraria E, F obtemos:
(E~F)?=E2—EF —FE + F?

Analogamente a este resultado tem-se

s2=(-2B+3VB2—4C)(-3B +;VB? - 4C)

=2B? —-BVB? —4C —;VB? —4C .B +(B? - 40)

=-B% —~BVB? —4C —VB*—4C .B—C. (5.4)
Como B? — 4C possui uma raiz quadrada, utilizando-se de (4.3), tem-se que

B? —4C = PA;P™* — 4PN, P = (P — 4A,P1) (P AT —4h,P7Y).
Logo,
B2 — 4C = P/ — 4M,P 71 - (5.5

Utilizando-se de (5.3), tem-se que

BVBZ —4C = PA,P™! P\[AZ —4M,P?
= PAJA2 — 4A,P1
= P\//\i——‘*—/\z/\lP'l
= P\JAZ —4A,P~PA, P!
=vB? —4C .B

No terceiro item da resolugdo acima A, e m comutam por serem diagonais.
Portanto, usando este fato e (5.4) segue que
$?=-B*—~BVB? —4C - C. (5.6)
Entdo,
P(S) =IS*+BS+C
=2p2-1BVBT—4C-C+B(-1B+1VBT-4C)+C
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=0
Logo, o valor de S dado em (5.2) ¢ solugdo da equagdo polinomial matricial
quadratica.
Exemplo 7

. . 1 0 _[10 6 _1B 1
Sejam as matrizes A = [0 1], B = [6 10] eC = [1 3]‘
Verificar agora se as matrizes B e C comutam, isto é se BC = CB.

BC = [160 160] [i ;] = [1380: o 160: 3108: = gg _3,2

3 1[10 6 [30+6 18+ 107 _[36 28

632[1 3 ~lo+18 6+30)1 128 36

6 10l
Logo, BC = (B.
Determinacdo dos autovalores e autovetores de B% — 4C:
Fazendo H = B? — 4C, tem-se

H=RB2—4C = [136 12071 [12 471 _ 1124 116]
4 12

120 136 T l116 124

A equagdo caracteristica de H é:

124 -4 116
116 124 -4

=> 15376 — 124A — 1244+ 2> — 13456 =0

(H=-1)=0 = ]:0 = (124 — )(124 — 1) — 13456 = 0

= A>—-2484+1920=0
Logo, os autovalores sio 4; = 240 e 4, = 8.
Determinag&o dos autovetores associados aos autovalores A; = 240 e 4, = 8.
i) Sendo X; = {v, v,}T o autovalor associado ao autovalor 4, = 240 é

(H-—ADX, =0 < [124— 240 116 Hvl] _ [g]

116 124 — 2401 Lv2
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PN [—116 116 ][771] _ [0]

116 —11e6ilvz]l g

Resolvendo o sistema homogéneo
116v; — 116v, =0

. _ %
obtém-se os autovetores associados ao autovalor 4; = 240 que sdo da forma X; = [VZZ],

fazendo v, = lobtém-se: X; = [11]

ii) Procedendo de maneira analoga, verifica-se que um autovetor associado ao

autovalor A, = 8¢é X, = [_ﬂ
Portanto, a matriz P é constituida pelos autovetores de H, cujas colunas sio as

componentes dos vetores proprios vy € v, associados aos valores proprios 4; e A; € sua

inversa sio:

12 2]
p=[} 4l e = L1/§ _152 :

1 1/ ]
Ent3o, PAP‘1=E _11] [230 g] [12 _{Z_ _Eig 33

_ |=u.
Observe que H € uma matriz real simétrica com autovalores positivos, logo de acordo

com a Proposi¢do 3 a matriz H possui raiz quadrada.

1 ES_- 1 1 [\/240 O]
= 1_
H2 = PAZP [1 1} 0 N

=

1/2 __1/2

[P+ -V
2VIE—vZ 2ViE 42

Logo, o solvente da equagdo polinomial AX? +BX+C =0, onde A=[,BC =

CB, e B> — 4C admite raiz quadrada, ¢ denotada por:

1 1 1
= —— —(B% — 2
S 2B+2(B 4C)
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Entdo, no exemplo acima citado, a solugdo é:

S=_1[1o 6]+1[2\/ﬁ+\/§ zvﬁ—ﬁ]
~2le 100 " 2l2y15-V2  2V15+42

—5+2V154v2 —3+2V15-/2

_ 2 2
—3+2V15-v2 -5+2V15+V2]
2 2

Sejam as matrizes A = B = [. Logo a equag@o polinomial (4.1) sera:
X2+X+C=0.

Entdo, se (I?2 — 4C) possui uma raiz quadrada, a formula (4.2) € aplicavel e o solvente

1
sera denotado por S = —il +%(1 — 4(C)z. Vamos demonstrar dois exemplos que ilustram

esta situagao.

. —3 03
ExemplossejaA=B=IeC=l5 o)

1 O]+[12 0 [13 0]

— 72 _ — —
H=1"—4C [0 1 —20 9

—20 8l

Determinagio dos autovalores e autovetores de H:

Sendo H uma matriz triangular inferior, os autovalores associados a ela sdo
A, =13ed, =9

Logo, a matriz P € constituida pelos autovetores da matriz H, cujas colunas sdo as

componentes dos vetores proprios associados aos valores proprios 4, e 4;:

_f1 o
P= [—5 1]
Determinagio da matriz inversa de P. Procedendo de maneira analoga aos exemplos

3}
anteriores, verifica-se que a matriz inversade P é: P! = [é 10 J

1
Determinagdo de Hz.



Hz = pript = | 1 o[m 0“1 0

-5 1l o yolls 1
_[ V13 0“1 0]
5413 3/15 1

[ V13 0] 1
= ={I—4C)-.
—5+13+15 3 ( )

Portanto, o solvente da equagdo polinomial X2 + X + C = 0, é:

14 2 __Inoop 1t vz oo
S———I+-2—(I—4C)2==> S = [O 1]_,_2{_5

]

2 2 Vi3 +15 3
= 2 + 2
o =% l—S\/ﬁﬂs EJ
2 - 5
13-1
—5v13+15
]
Vi3—1 0
Agora vamos verifica se S = 2 € solucdo do polindr
” l —-5vV13+15 1} r
2
X2+X+C=0.
[ V31 | 0‘2 [ Vi3-1 0“
X2+X+C= 2 " 2 + [—3 0
—5V13+15 1 —5VI3+15 1 5 _p
2 2
SE o =8 Of -3 o
= 2 + 2 + [ ]
5V13-25 1 ~5vi3+15 1 5 —
2 2
_[3 0 -3 0 0 0
_[—5 2]+[5 —2] [() 0]

49



50

Exemplo 9

SejaA=B=IeC=[_22 __22]

Entgo, H=r2—4c=[7 J|+[5% =] 5|

Determinagdo dos autovalores e autovetores de H:

I Y PPV bl b A TF L.
U poOnnonnoy Cdrditerisiica ue 1

€
9-414 -8

(H—Al) =0 = [_8 53

]=o = (9 -A)(O9—-1)—64=0

=81-91-91+22-64=0
= *-181+17=0
Portanto, os autovalores sioA; = 1ed, = 17.
Logo, a matriz P € constituida pelos autovetores da matriz H, cujas colunas sdo as
componentes dos vetores proprios associados aos valores proprios 4, e 4,:
p= Tl
Determinagio da matriz inversa de P.

Procedendo de maneira analoga aos exemplos anteriores, verifica-se que a matriz

1/2 1/2].

: <. -1
inversade Pé: P~ = [_1/2 1/2

1
Determinagio de Hz.

. L _1 W1 1/2 1/2
Hz = PAZP™* =E ﬂ[ol J%] -1/2 1/2]

i Wl vl

1+V17  1-v17
2 2

1-V17  1+J17
2 2

= (I — 4C).

Logo, o solvente da equagio polinomial X2 + X + C = 0, ¢:



1+V17 117
N SRS PPy —_1[1 0] 1| 2 2
S = 2]+2(I 4= S§= 2[0 1]+2 1-V17  1+V17
2 2
_1 0 1+/17 117
— 2 +] 4 4
o -1 1-VI7  1+V17
2 4 4
—14++17 1-+17
4 4
1—-+17 -1++v17
4 4
—1+V17 117
Agora vamos verifica se § = 4 4 é solucio dg
o l1—Jﬁ —-14+17 T
4

X +X+C=0.

~1+v17 .1—Jﬁ]z [—1+\/ﬁ 1—x/ﬁ]

- 4 4
X“+X+C= * : + B * +
1—+17 —-1+\/17} ll—\/17 -1 +V17
4 4 J 4 4
36—4V17  —36+4V17 ~14+J17  1- \/‘
_ 16 16 T 4 [— ]
—36+417  36-4J17 1—17 —1+J_
16 16 4

[ 917  —9+/17 —-14+V17  1—V17

= _9.:/ﬁ 9_‘:/17 + 1«-:}/?7 —1:@ +[_2 —2]
L 4 4 4 4

= _ﬁz _2] [ —z]

=l ol
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nolindmio matricial

Portanto, a matriz encontrada é solu¢io da equa¢do polinomial matricial: X? + X +

c=0.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A realiza¢io deste trabalho de conclusio de curso mostrou que € possivel
aperfeigoarmos alguns conhecimentos matematicos adquiridos, especialmente durante a
graduagio, e adquirir outros conhecimentos mais complexos e desconhecidos.

Considerando a matematica uma linguagem universal, desenvolvemos uma analise
critica da evolugdo do conhecimento sobre a equagio do segundo grau fazendo referéncia aos
procedimentos de resolugdo, enfatizando a formula de Bhaskara, pois acreditamos que sem
essa analise critica do processo historico, a criagdo de teorias e préaticas, respondendo a
complexidade do mundo moderno, pode ser pouco eficiente e, sobretudo, conduzir a
equivoco.

A inteng@o central deste trabalho foi tornar possivel, a aquisi¢do de uma pequena
parte de conhecimento a respeito de equagBes polinomiais, onde mostramos algumas
defini¢Ges e resultados teoricos que explicam o problema de encontrar solugdes de equagdes
polinomiais. Ainda, descrevemos alguns conceitos, defini¢des e teoremas de algebra Linear e
enfatizamos alguns topicos relacionados as matrizes, determinantes, sistemas lineares,
autovalores e autovetores, entre outros, no intuito de divulgar parte da teoria fundamental
utilizada para tratar desse assunto.

Ao desenvolver o tema EquagSes Polinomiais Matriciais, apresentamos algumas
idéias que permitiram, primeiramente, entender o problema de encontrar solugdes de certas
equagdes polinomiais com coeficientes matriciais, ¢ em segundo lugar, mostrar alguns
resultados que ajudaram a descrever um método de resolugdo de equagdes polinomiais
matriciais quadraticas, que foi abordado no capitulo sobre existéncia e construgdo de
solventes. Neste capitulo, foi analisado somente o caso quadratico devido a dificuldade de
encontrar solventes para uma equagdo polinomial matricial. Também, incluimos uma
generalizagio da formula de Baskara para resolver equagdes matriciais quadraticas.

Observarmos nessa investigagdo que esse tema € aplicado em diversas areas, embora,

ido o temoo. ndo tenhamos de e
devido o 1&€i1pO, 1a0 {Cinamos GEioiisii

taon rrnmifianeoan ~ein

U 3DV, Vi lllbdlllUb yuc

=
"

o problema de encontrar os solventes de uma equagio polinomial com coeficientes matriciais
¢ muito dificil de resolver, mesmo existindo casos especiais, com matrizes especificas, que
diminuem a dificuldade no encontro da solugdo, ndo simplifica o entendimento. Por isso, o

nosso trabalho foi realizado somente com equagdes polinomiais matriciais de segundo grau.
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Assim, propomos que a partir dessa dificuldade, de encontrar os solventes de equacgio
polinomial com coeficientes matriciais, sejam realizados outros estudos para que os
conhecimentos sejam ampliados. '

Enfim, essa investigagio caracterizou-se como uma nova etapa das nossas vidas para a

construgdo de novos conhecimentos, onde estes abrirdo outras.



54

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[1] BAZAN, F. S. V.: Autovalores de Polindmios Matriciais: Sensibilidade, Computag:ao e
Aplicacdes — IMPA; Rio de Janeiro, RJ — 2003.

[2] BOYER, C. Histéria da Matematica. 2* ed. Sdo Paulo: Edgar Blucher,1996.
[3] BOLDRINI, J. L. Algebra linear, 3* edigéo, Sdo Paulo, Harbra — 1980.
[4] CALLIOL], C. A. Algebra Linear e Aplicagdes, 6* edigio, Sdo Paulo: Atual, 1990

[5] CONTADOR, Paulo Roberto Martins, Matematica, uma breve historia, 2° edigio,
S3o Paulo: Editora Livraria da Fisica, 2006.

™Y T

[6] EVES, H. Introdugio a Historia da Matematica. Campinas: Unicamp, 2004

[7] FRAGOSO. Wagner da Cunha. Uma abordagem Historica da Equago do segundo grau.
In: Revista do professor de Matematica Ano 43, 2000, p. 21-22.

[8] GONCALVES, ADILSON; Introdugdo a Algebra, 5* edigéo, Rio de janeiro — IMPA, 2007
[9] L. H. Jacy Monteiro; Elementos de Algebra — IMPA — 1969.
[10] LEON, S. J. Algebra Linear com Aplicagdes. LTC Editora, Rio de Janeiro - 1999

[11]R. A. Frazer, W. J. Duncan e A. R. Collar, Elementary matrices, 2.Edit.,
Cambridge Univ. Press, London and New York, 1955. Reprint of 1938 edition.

[12] STEINBRUCH, ALFREDO; Algebra Linear 2° edi¢do, Sdo Paulo, Pearson-2005



