ABIAS RODRIGUE CRUZ [ g




UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA - UFSC
UNIVERSIDADE VIRTUAL DO ESTADO DO MARANHAO

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

O Teorema de Euler para poliedros

CODO-MA

2009



ABIAS RODRIGUES DA CRUZ

O Teorema de Euler para poliedros

Monografia apresentada ao Departamento
de Matematica da Universidade Federal
de Santa Catarina (UFSC) — Universidade
Virtual do Maranhao (UNIVIMA), como
pré-requisito a obtencdo do Titulo de
Especialista em Matematica.

Codo6-MA

2009



]

UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA
CENTRO DE CIENCIAS FISICAS E MATEMATI CAS
Departamento de Matematica '
Curso de Especializagio em Matematica-For macao de Professor na modalidade a dnstancxa

"O Teorema de Euler para Poliedros

Monografia submetida a Comissio de
avaliacio do Curso de Especializagao
em Matemadtica-Formacio do professor
em cumprimento parcial para a
obtencdo do titulo de Especnahsta em
Matematica.

- APROVADA PELA COMISSAQ EXANHNADORA em 07/07/2009

Dr. Licio Hemanes Bezerra (CFM/UFSC - Orientador) /)//ue,v\: MA/\@ (\\

- Dr. Danilo Royer (CFM/UFSC - Examinador) RS _0 mM A j
Dr. Marcelo Sobotkka (CFM/UFSC - Exammador)//y ,//

el r&?ﬁ’%Both Carvalho

Coordenadora do Curso/ spemahzac;ao em Matematica-Formagdo de Professor

Floriandpolis, Santa Catarina, jutho de 2009.



S6 poderemos ser cidaddaos mais conscientes se soubermos calcular e

aproveitar cada instante. Dai a necessidade de estudarmos matematica.

(Abias Rodrigues da Cruz)



Aos meus pais, Maria e Francisco, por estarem sempre presentes nos
momentos bons ou ruins, dando-me for¢cas para vencer todas as barreiras,
fazendo-me acreditar que o sonho é possivel;

Aos meus irmaos, Ananias, Romilda e Amés, que me incentivaram e torceram

pelo meu sucesso;

A minha esposa Sénia, que me deu forcas nos momentos dificeis, estando

sempre presente nos meus pensamentos;
Aos Meus filhos Davi e Moisés que sao meu maior tesouro;
A todos os meus amigos.

Dedico-lhes esta monografia



AGRADECIMENTOS

A Deus, razdao da minha existéncia, por ter me concedido mais esta
vitéria;
Aos meus pais, a quem devo tudo na vida;

Aos meus familiares e amigos, pelo apoio e incentivo;

Ao professor Licio e a todos os professores da UFSC, por terem
contribuido de forma significativa para a minha formacao intelectual;

A minha esposa Sénia que muito contribuiu para que este sonho se

tornasse realidade;
Ao meu amigo Cicero (e familia), que sempre torceu pelo meu sucesso;

E a todos que contribuiram, direta ou indiretamente, para a elaboracao
deste trabalho.



SUMARIO

[N

. Introducao

2. Euler

3. Notas Historicas

4. O que é um Poliedro?

5. As Primeiras Relagdes

6. Demonstragdo da Relagao de Euler para Poliedros Convexos.

7. Os Soélidos de Platao

8. O Teorema de Euler e os Fulerenos

9. Consideragdes Finais

10. Apéndice — Nanotubos

10.1. Projegao Ortogonal

11. Referéncia Bibliografica

10

11

13

15

17

21

25

28

31

32

35



INTRODUGCAO

Desde a idade da pedra, encontramos vestigios de figuras geométricas
em pinturas de cavernas, adornos, armas, objetos ceramicos e tecidos. Para
tentar compreender as formas que seus sentidos percebiam, o homem criou a

geometria.

Neste trabalho, estudaremos poliedros, enfatizando a formula de Euler

para poliedros convexos, que se apresenta como V-4 +F =2 em que V
representa o nimero de vértices, A, representa o nimero de arestas e F, o
numero de faces do poliedro. Mas, o que sao poliedros? E, além da férmula de
Euler, quais sdao as condi¢cdes impostas sobre V, A e F para que exista um
poliedro convexo? Responder a estes questionamentos sera o objetivo deste
trabalho.
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Euler é considerado um dos maiores matematicos de todos os tempos.
Nasceu na Basiléia, ao norte da Suica quase na fronteira com a Franga, no dia
15 de abril de 1707. Era filho primogénito de Paul Euler, um pastor calvinista
que tinha esperancas de que seu filho o procedesse no clericato, e de
Margarete Brucker. Seu pai o introduziu nos primeiros estudos de matematica.
Quando estava na Universidade de Basel, onde estudou Teologia e hebraico,
Euler assistia toda semana a uma aula, de uma hora, do matematico Johannes
Bernoulli. Ele recebeu seu primeiro mestrado aos dezessete anos e, como era
também amigo de Daniel e Nicolaus Bemnoulli, os Bernoullis resolveram
persuadir o pai do Euler a deixa-lo continuar com a carreira académica. Aos
dezenove anos, Euler recebeu mencdao honrosa por uma solugdo que
apresentou a um problema posto pela academia de Paris. Mais tarde, ele
ganhou o primeiro prémio nesta mesma instituicdo doze vezes. Ainda, quando
tinha 19 anos e era estudante de Johannes, apresentou tese para a catedra de
fisica, um mémoire cujo titulo era Dissertacdo Fisica sobre o Som. Embora nao
obtivesse a catedra, esse curto e claro panfleto tornou-se imediatamente um
classico e serviu de guia a pesquisa em acustica pelo restante do século. Euler
contribuiu mais a acustica tedrica, como conhecemos o assunto hoje, que

qualquer outro homem a qualquer tempo.
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Em 1727, Euler mudou-se para Sao Petersburgo, Russia, onde
conseguiu uma posicdo na recém-criada Academia de Ciéncias de Sao
Petersburgo. Casou-se em 1734 e teve 13 filhos, dos quais apenas cinco
sobreviveram. Na Academia de Ciéncias e Belas-Letras de Berlim, foi diretor da
Classe de Matematica, onde permaneceu até 1766.

Os primeiros problemas de saude de Euler surgiram em 1735. Em
1738, ele perdeu a visdo de seu olho direito. Em 1766, uma catarata tomou-lhe
a visao do olho esquerdo. Sua deficiéncia visual ndo o impediu, entretanto, de
ser um dos mais produtivos matematicos conhecidos até hoje, pois
compensou-a com sua magnifica capacidade de realizar calculos mentaimente,
aliada a sua memoéria aparentemente inesgotavel.

Em 1741, mudou-se para a Alemanha para assumir uma posi¢ao na
Academia de Ciéncias de Berlim. Retornou para Sao Petersburgo em 1766,
pouco antes de perder totalmente sua visdao, com 59 anos, onde permaneceu
até seu falecimento com 76 anos em 7 de setembro de 1783. Nesse periodo de
17 anos, apesar da cegueira, Euler escreveu quase metade de suas 866 obras,
com a ajuda de redatores.

Euler absorveu e expandiu quase todos os ramos de conhecimento que
eram cultivados em seu tempo; trouxe de volta a vida assuntos antigos e
negligenciados e tragou novos cursos de pensamento, que vieram a florescer
em séculos posteriores. Devida a sua enorme produgdo no ramo da
matematica, seu nome aparece associado a varios teoremas e féormulas, em
diversas areas da matematica. Dentre elas podemos citar: a Formula de Euler
para poliedros, o Problema das 7 pontes de Konigsberg, a Equacao de Euler-
Lagrange, as equagdes de Euler da dinamica dos fluidos, a densidade dos
nameros primos, a Fungao Totiente de Euler, as Integrais de Euler, as Fungdes
Gama e Beta, as Equagdes de Euler da dinamica dos corpos rigidos, o
Problema da Basiléia, as Fungbes Geratrizes e Numeros de Particdo, os
Angulos de Euler, a Constante de Euler-Mascheroni e os Quadrados de Euler.
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Notas Historicas

Descoberto no ano de 1758, o teorema de Euler diz que se um
poliedro tem V vértices, A arestas e F faces entdao V-A+F =2 Encontrado
por Leibniz em 1675, um manuscrito de Descartes, produzido por volta de
1639, continha resultados a partir dos quais se poderia obter a forma acima.
Mas, o navio que trouxe os pertences de Descartes para a Franga, depois de
sua morte em Estocolmo, naufragou no rio Sena.

O teorema de Euler ndo é valido em toda sua generalidade, como ele
acreditava. A controvérsia em torno do teorema de Euler perdurou por mais de
um século até que a solugao definitiva do problema foi dada por Poincaré, no
ano de 1893, ao compreender que o teorema de Euler € um problema de
topologia e ndo de geometria, observando que o nimero V—-A+F & um
invariante topolégico do poliedro P. Mas, o que isso quer dizer? Dizemos que
duas figuras A e B sdao homeomorfas quando existe uma transformacao
invertivel e continua f: A— Bcujainversaf™: B —A também é continua.
Como exemplo, se inflamos, injetando ar, os poliedros das figuras 1 e 2 se
transformardao em esferas. Ja o poliedro da figura 3 transformar-se-ia em um
toro. Assim, os poliedros das figuras 1 e 2 sdo homeomorfos a esfera; ja o
poliedro da figura 3 € homeomorfo ao toro.

Figura 1 Figura 2 Figura 3
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Poincaré mostrou que, se um poliedro P com V vértices, A arestas e F
faces € homeomorfo a um poliedro P* com V' vértice, A aresta e F* faces
entdo V, A, F podem ser diferentes de V.4 F* mas, V-4 +F =V -A 4+F
O numero ¥P)=V —A+F & chamado de caracteristica de Euler-Poincaré e
dizemos que x(P) é um invariante topolégico do poliedro P. Sabemos que
x(P)=2  quando P é um tetraedro. Logo, todo poliedro homeomorfo ao
tetraedro (ou seja, a esfera) tem caracteristica de Euler-Poincaré igual a 2. Em
particular, isso ocorre com todos os poliedros convexos.
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O que é um Poliedro?

De acordo com o dicionario inglés de Oxford, a primeira aparicdo do
termo poliedro estava na tradugcdo de 1570 do senhor Henry Billingsley dos
Elementos de Euclides (300 a.C). O termo poliedro vem das raizes gregas poly,
significando muitos, e hedra, significando faces. Um polyhedron tem muitas
faces. Os Poliedros sdo objetos geométricos tridimensionais construidos de
faces poligonais. Exemplos de poliedros, como os mostrados na figura 4,
incluem o cubo comum, a piramide simples (conhecida formalmente como
tetraedro), o octaedro (que parece um baldo de festa junina) e o icosaedro
truncado, que tem a forma de uma bola de futebol. Por causa de sua beleza e
simetria, os poliedros encontraram um lugar de destaque na arte, na arquitetura
e na joalheria. Os poliedros também aparecem na natureza, como os cristais e
estruturas esqueléticas de certos seres marinhos microscopicos. As
propriedades dos poliedros fascinaram matematicos por milénios. Para provar
os teoremas sobre poliedros, é crucial que tenhamos uma definicdo precisa do
termo. E essa foi uma das causas da dificuldade que muitos matematicos
tiveram no passado para demonstrar teoremas referentes a poliedros, pois
necessitava-se de uma definigdo precisa do significado dessa palavra. A
maneira mais satisfatoria de definicao de poliedros parece ser a que distingue a
estrutura combinatéria de um poliedro das realizagbes geomeétricas desta
estrutura combinatéria.

WA

Figura 4
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Comegamos por listar as condicdes sob as quais uma colecdo de
objetos chamados vértices, arestas, e faces serdo chamadas um poliedro
abstrato. Em um modo abstrato de pensar, uma aresta € um par de vértices, e
uma face & um circuito de arestas. Mais especificamente, Um poliedro € uma

reunidao de um namero finito de poligonos planos chamados faces onde:

1- Cada lado de um desses poligonos & também lado de apenas outro
poligono.
2- A intersegdo de duas faces quaisquer ou € um lado comum, ou € um

vértice ou é vazia. Cada lado de um poligono, comum a exatamente
duas faces, € chamado uma aresta do poliedro e cada vértice de
uma face & um vértice do poliedro.

3- E sempre possivel ir de um ponto de uma face a um ponto de
qualquer outra, sem passar por nenhum vértice (ou seja, cruzando
apenas arestas).

o /,,/3,..-» Vértice

,,// - e
-~ /
- e
’ oy
;
: : —t7 — Face
| ;
e b i | SN S |
- ! -~
o g ~
, i : /,_/,..—’77_,_,__» Arasta
Lo L

Faces sdo os poligonos que limitam o poliedro

Arestas: S0 os segmentos de reta que limitam as faces

- Vértices: Sao os pontos de intersecado de trés ou mais arestas
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As Primeiras Relacoes

Dado um poliedro, vamos agora tratar do problema de contar as suas
faces, os seus vértices e suas arestas. Como as faces podem ser de géneros
diferentes, isto &, faces que possuem numero de lados diferentes,
representaremos por F_(n 2 3), o niumero de faces que possuem n lados. Da

mesma forma, como os vértices também podem ser de géneros diferentes, ou
seja, concorrem diferentes numeros de arestas, representaremos por V, o

nimero de vértices nos quais concorrem n arestas. Resumindo:

F, = nimero de faces que s&o triangulos
F, = nimero de faces que séo quadrilateros

F, = nimero de faces que sao pentagonos

FuF, o W v...
V, = nimero de vértices que concorrem 3 arestas
V, = nimero de veértices que concorrem 4 arestas

V, = nimero de veértices que concorrem 5 arestas

V=V, 4V, 4V, + ...

Imagine se desmontassemos o poliedro. Quantos lados todos esses poligonos
possuem? Facil. Basta multiplicar o niumero de triangulos por 3, o nimero de
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quadrilateros por 4, o numero de pentagonos por 5, e assim por diante. Depois
somam-se os resultados. Mas, como cada aresta do poliedro é lado de
exatamente duas faces, a soma anterior € igual ao dobro do nimero de

arestas, ou seja,

2A = 3F, +4F , +5F  + ...

Podemos também contar as arestas observando os vértices do poliedro. Se,
em cada vértice, contarmos quantas arestas nele concorrem, somando os
resultados obteremos também o dobro do nimero de arestas. Logo,

2A =3V, +4V, 45V, + ...

Dessas primeiras relagbes entre os elementos de um poliedro podemos deduzir
duas desigualdades:

a) 2A 2 3F

b) 2A 2 3V

Justificativa da primeira:

2A = 3F, +4F , +5F  +...

2A =3(F, +F +F +...) + F, +2F +...
2A =3F +F, +2F +...

2A = 3F.

OBS.: Repare que a igualdade s6 vale se F, = F.... = 0, ou seja, se o poliedro

tiver apenas faces triangulares.
Justificativa da segunda:
2A =3V, +4V, +5V +...

2A = (3V, +3V, 43V, +..) +V, 42V, +...
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2A = 3(V, +V, +V, +..) +V, 42V, +...
3V Y, +2V, ..

2A 2 3V.

A segunda desigualdade se justifica de forma analoga e, neste caso, a
igualdade em todos os vértices concorrera 3 arestas.

O resultado central é o Teorema de Euler. Na verdade, a relagcdo de Euler ndo
é verdadeira para todos os poliedros de acordo com nossa definicdo. Veja

figura abaixo:

Este poliedro apresenta 16 vértices, 32 arestas e 16 faces, aplicando a relagao
de Euler temos:

V+F-A=16 + 16— 32=0.

Mas, para os poliedros convexos ela é verdadeira. Afinal o que sao poliedros
convexos? Um poliedro é dito convexo quando o plano correspondente a cada
face divide o espago, de tal modo que o poliedro fique em que mesmo semi-

espago.
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Caso contrario, o poliedro € chamado de concavo.

A partir de agora, quando referir-se a poliedros, considerar-se-a

poliedros convexos.
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Demonstracao da Relacao de Euler,
A-F -V -2. para Poliedros Convexos.

A demonstramos dessa relacdo esta dividida em duas partes,
primeiramente vamos calcular a soma dos angulos internos de todas as faces
de um poliedro convexo P. Para isto,vamos numerar as faces de P de 1 até N,
e considerar mi,M3.M3 -7 0 numero de lados dessas faces, logo, @ =k <N),

Como a soma dos angulos internos de um poligono convexo é dada por

n(n; —2) temos:
S=nln, -2)+; —2)+ ot uln,—2)

Fatorando-se & , temos:

S=na[n, +n, + ...+ n) — (2.F]

No primeiro parénteses temos a soma dos numeros de lados de todas as
faces, que é igual ao dobro do nimero de arestas, pois:

3
Lado ﬁ %‘“

- as arestas sao os lados dos poligonos das faces;

Aresta

- as arestas surgem quando juntamos dois poligonos, sendo que os dois

lados vao formar uma aresta.
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Assim, o numero total de arestas deve ser igual 2 metade da soma do nimero
de lados de todas as faces 4 = g,ou sejan = 24

Entao temos:
S =n(2A —2F) =2r(A —F) )]

Para a segunda parte da demonstragdo devemos tomar um plano H,
que nao intercepta P, e cujo vetor normal ndo seja paralelo a nenhuma aresta
do poliedro P (isto é, tal que nenhuma aresta de P seja ortogonal a H). Note
que esse plano H divide o espago em dois semi-espagos, um dos quais contém
o poliedro P.

Semi-espaco superior

O semi-espago que contem o poliedro € chamado de superior, isto &,
dizemos que seus pontos estdo acima de H. A cada ponto a do semi-espaco
superior corresponde um ponto a’ em H, obtido através da projeg¢éo ortogonal.

A projegdao ortogonal de qualquer conjunto B, contido no semi-
espago superior &, por definicdo, o conjunto B’, contido em H, formado pela
projegédo dos pontos de B. Para saber mais sobre proje¢éo veja apéndice.
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Consideremos, entdo, a projecdo P’ do poliedro P. Como P é convexo,
cada ponto de P’ é projegdo de um ou dois pontos de P.

Veja figura:

Dados dois pontos de P que tem a mesma projec¢ao, ao mais distante de
H chamaremos de ponto superior, € ao mais proximo de H, ponto inferior.

Sendo assim, o poliedro se decompde em trés partes distintas: conjunto
dos pontos superiores, o conjunto dos pontos inferiores e o contorno visivel.
Sendo que o contorno visivel € uma poligonal fechada C formada por arestas
de P. Cada ponto de C’, projegéo do contorno visivel, & formado pela projegao
de um Unico ponto de P.

Dando continuidade, vamos calcular a soma de todos os angulos das
faces de P, observando-se que a soma de todos os angulos internos de uma
face é a mesma soma dos angulos internos de sua proje¢do. Portanto, sejam
V; o nimero de vértices superiores, ¥z o nimeros de vértices inferiores e Va 0
numero de vértices do contorno visivel C, Temos, V=Y +% + ¥z, Notemos
ainda que Vs é o numero de vértices, conseqiientemente de lados, da poligonal
C’, contorno de P’. Continuando, a projecdo das faces superiores € um
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Os Solidos de Platao

Os nomes sdlidos platénicos ou corpos césmicos foram dados
devido a forma pela qual Platdo (427 a.C. - 34 a.C.), em um dialogo intitulado
Timeu, empregou para explicar a natureza. Estes sélidos sdo conhecidos
desde a antiguidade. Modelos ornamentais podem ser encontrados entre as
esculturas em pedra criadas na Escécia no periodo Neolitico (Figura 7), 1000

anos antes de Platao.

Figura 7: Modelos em pedra do cubo, tetraedro, dodecaedro,
icosaedro e octaedro (Ashmolean Museus, Oxford).

Platdo associava cada um dos elementos classicos (terra, ar, agua e
fogo) com um poliedro regular: Terra & associada com o cubo; ar, com o
octaedro; agua, com o icosaedro; fogo, com o tetraedro. Com relagdo ao quinto
sélido platonico, o dodecaedro, Platdo escreve: “Faltava ainda uma quinta
construgdo que deus utilizou para organizar todas as constelacdes do céu.”.
Aristoteles introduziu um quinto elemento, éter, e postulou que os céus eram
feitos deste elemento, mas ele ndo teve interesse em associa-lo com o quinto
sélido de Platao.
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Euclides, no seu ultimo livro (Livro XIll) de Os Elementos, deu uma
descricao matematica completa dos sélidos platdnicos: nas proposicdes 13-17,
descrevem-se as construgdes do tetraedro, do octaedro, do cubo, do
icosaedro,e do dodecaedro, nesta ordem. Para cada sélido, Euclides calcula a
razao entre o didmetro da esfera circunscrita € o comprimento da aresta do
so6lido. Na proposi¢cdo 18, ele demonstra que nao existem outros poliedros

regulares. Vejamos a demonstragao abaixo:

Para isso, considere entdo um sélido platénico cujas faces s@o
poligonos regulares de n lados. Como cada aresta do poliedro é definida pela
intersecdo dos lados de dois poligonos adjacentes, segue-se que se contarmos
todos os lados de todos os poligonos, iremos contar duas vezes cada aresta do

poliedro. Desta maneira:

V-A+F=2 1)

nlIlF =21A
1.2)

Denote por p o nimero de arestas do poliedro que concorrem em um mesmo
vértice. Cada uma destas arestas, a exemplo das faces, se conecta a dois
vértices. Assim, se contarmos o nimero de arestas em cada face, estaremos
contando duas vezes 0 nimero de arestas do poliedro. Portanto:

1V=21A
o 1.3)

Substituindo-se os valores de V e F das Equacgdes (1.2) e (1.3) na Equagao
(1.), teremos que

A A : | 1 1
21—— A+ 21— = 20uaginda,—--—+ —=
P n P n

b
N

Conseqiientemente,
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A=(2+nep)(2°n+2+p-n-p). 1.4)

Como o numero A de arestas deve ser positivo, temos que

2*n+2+p-n-p>0, ouseja,igual a 2 ou, ainda,

(2*n)/(n-2)>p.

Uma vez que p 2 3, concluimos que, obrigatoriamente, n < 6. As possibilidades
sao entao as seguintes:

Sen=3 entao A=6 - p/(6 - p) e, portanto, F =2 « A/n = 4 - p/(6 — p).
Desta dltima formula seguese que p < 6. Agora:
(a) Se p = 3, entdo F = 4. Neste caso, o poliedro formado é o tetraedro.
(b) Se p = 4, entdo F = 8. Neste caso, o poliedro formado € o octaedro.
(c) Se p =5, entdo F = 20. Neste caso, o poliedro formado é o icosaedro.

Sen=4,entio A=4 +pl(4 - p) e, portanto, F =2 « A/n = 2 » p/(4 - p).
Desta ultima formula segue-se que p < 4. Sendo assim, p = 3 e, portanto,

F = 6. Neste caso, o poliedro formado é o cubo.

Sen=5,entao A= 10-p/(10 - 3 - p) e, portanto,

F=2¢+A/n=4-+p/(10 - 3 « p). Desta ultima formula segue-se que p < 10/3.
Sendo assim, p = 3 e, portanto, F = 12. Neste caso, o poliedro formado € o
dodecaedro.
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A Relacao de Euler e os Fulerenos

Descobertos no ano de 1985, pelos quimicos Harold W. Kroto, Robert F.
Curl e Richard E. Smalley,ao pesquisarem estrelas vermelhas — formadas
essencialmente por carbonos, os Fulerenos sa@o a terceira forma mais estavel
do carbono, apés o diamante e o grafite. Apés a descoberta dos fulerenos e
nanotubos, eles tornaram-se populares entre os cientistas tanto pela sua
beleza estrutural quanto pela sua versatilidade para a sintese de novos
compostos quimicos. O nome Fulereno, foi dado em homenagem ao arquiteto
Richard Buckminster Fuller. Mesmo sendo constituidos do mesmo elemento
quimico, carbono, o que diferenciam & a forma com a qual os atomos de
carbono estao organizados estruturalmente. Veja as figuras abaixo.

-y - -
~

Estutura molecular do Diamante. Grafite e Fulereno

Os fulerenos possuem quantidades diferentes de atomos de carbono,
podendo ser formados por 20, 60, 70, 100, 180, 240 e até 540 atomos de
carbono. E comumente falado do Cg € também do Cyo, pois estes foram os
primeiros a serem descobertos e também sdo os mais comuns, mas os outros
também tém importancia na classe dos fulerenos.
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Eles sao formados quando carbono vaporizado se condensa numa
atmosfera de gas inerte (hélio); a vaporizagao do carbono pode ser feita, por
exemplo, com lasers ou com arcos voltaicos usando eletrodos de grafite. Os
atomos de carbono vaporizados sdo misturados ao hélio e se combinam para
formar agregados moleculares que podem reunir alguns poucos atomos ou
centenas deles. Uma das caracteristicas dos fulerenos & que eles podem ser
dissolvidos usando-se determinados solventes e, possuem corres diferentes. O
Ceo, por exemplo, € um sélido com cor de mostarda e quando dissolvido em
solugdo de hidrocarbonetos aromaticos, como o benzeno, a solugéo possui
uma coloragdo magenta, avermelhada. Ja o Cy possui uma coloragdo marrom
avermelhada e em solugdo tem a cor vermelho vinho. O Cz, C7s € Cgs S0
amarelos.

Estruturalmente os fulerenos apresentam na forma de "gaiolas”,
ou esferas ocas, que sdo formadas por anéis de 5 e 6 atomos de carbono,
sendo estas estruturas bastantes estaveis. Por terem a forma de uma esfera
oca, tem a capacidade de aprisionar atomos ou moléculas de gases em seus
interiores. Quando ocorre a penetragdo de atomos de metais no interior dos
fulerenos, ocorre entdo a formacdo de sais, os chamados bucketos, que
possuem faces metdlicas. Tais compostos de fulerenos estdo sendo bastante
estudados atualmente.

A partir da sintese de quantidades macroscopicas de fulerenos ,Sumio
lijima, em 1991,descobriu outras moléculas de carbono e as chamou de
nanotubos, mais informacdes veja apéndice extraido de Uma Pérola de Euler.
2005. Iniciagdo Cientifica - Universidade Federal de Itajuba, Fundagdo de
Amparo a Pesquisa do Estado de Minas Gerais, Estes s&do flexiveis e mais
resistentes que o aco, sendo bons condutores e tem propriedades elétricas
especiais que o tornam mais condutores que o cobre.




29

Por terem uma estrutura de poliedro convexo, contendo apenas faces
hexagonais e pentagonais com cada vértice concorrendo trés arestas,
assemelhando-se a uma bola de futebol, uma das conseqiiéncias interessante
ao aplicar a formula de Euler € que eles possuem exatamente 12 faces
pentagonais. Veja demonstragao abaixo.

No caso dos fulerenos, como cada atomo esta ligado a trés outros, em cada
vértice ha o encontro de trés arestas (cada uma ligada a dois vértices); assim:

V=2/3A (1)
Substituindo-se esta relagéo na equagao anterior, tem-se que:
F=1/3A+2. (2)

O numero de faces numa molécula fulerénica é entao:
F=P+H, (3)

em que P é o nimero de pentagonos e H o de hexagonos. Ao contar as
arestas para todas as faces, sendo cada aresta compartilhada por duas faces,
cada aresta é contada duas vezes. Assim, numa molécula fulerénica:

A = 1/2(5P + 6H) (4)

Substituindo-se as equagdes 3 e 4 na equagao 2, encontra-se simplesmente o
namero de pentagonos numa molécula fulerénica: P = 12.
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CONSIDERACOES FINAIS

O fascinio de matematicos e filésofos pelos poliedros vem de longa data,
destacando-se significativamente o trabalho de Euclides, na Grécia Antiga.
Para alguns, sua obra “Os Elementos”, em 13 volumes, teria o estudo dos
poliedros como motivagao principal. Percebe-se também que a falta de uma
definicdo precisa pode levar-nos a erros na demonstracdo de algumas
propriedades e teoremas em matematica. Vimos também que o teorema de
Euler, V—A+F =2 em que V representa o nimero de vértices, A o nimero
de arestas e F o numero de faces do poliedro, é valido para todos os poliedros
convexos. Notamos, também, que os poliedros aparecem em diversos ramos

do conhecimento.

Acreditamos que este trabalho sera de grande importancia para aqueles
que desejam conhecer um pouco mais sobre os poliedros.
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Apéndice

Nanotubos

Estudando a sintese de quantidades macroscopicas de fulerenos, Sumio
lijima, em 1991, descobriu outros tipos de moléculas de carbono a as
denominou Nanotubos: tubos cilindricos de didametros da ordem de 8 nm e 15
nm, empacotados um dentro do outro, como diversas camadas de uma cebola,
e com as extremidades fechadas por hemisférios fulerénicos. Recentemente foi
descoberto que os nanotubos sdo flexiveis e mais resistentes que qualquer
aco, e tém propriedades elétricas especiais, sendo, por exemplo, melhores
condutores elétricos que o cobre.

Nanotubos de Carbono.
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A partir desses minGsculos tubinhos, os cientistas planejam construir
'nanomotores' e outras 'nanomaquinas’, que somente poderao ser vistas com o
auxilio de um equipamento especial: 0 nanoscopio. E essas nanoestruturas
poderdo ter aplicagbes diversas. Mas isso € futuro. No presente, os fulerenos
estdo sendo usados na fabricagdo de novos materiais magnéticos muito leves,
na preparagio de novos compostos quimicos que sao usados para melhorar a
qualidade das imagens nas radiografias e até no desenvolvimento de
medicamentos contra a Aids. Ja os nanotubos estdo sendo estudados
principalmente como condutores, isto &, como fios, fios que podem ser milhGes

de vezes mais finos que um fio de cabelo!

Nanotubo

Nanotubos observados no microscépio eletronico



Projecao Ortogonal

Em geometria, uma projeccao ortogonal € uma representacdao num
hiperplano de k dimensdes de um objeto que tem n dimensdes, considerando
k < n. A projecgdo é obtida a partir da intersec¢ao de planos perpendiculares
(ortogonais) a cada ponto do objeto, com o hiperplano de representacao.

Este tipo de projeccao € bastante utilizado em cartografia e como técnica
de andlise em algumas disciplinas de geologia como a geologia estrutural.

A projecéo ortogonal de um ponto A sobre um plano P € a intersecgéo A’
da reta R perpendicular ao plano P tragada a partir de A.

tA
!
i
i

A projecao ortogonal de uma figura sobre um plano é obtida projetando
ortogonalmente todos os pontos da figura sobre o plano.

%%
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