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RESUMO

A presente monografia tem como objetivo auxiliar metodologicamente no ensino da matematica,
especificamente da disciplina de geometria analitica, com as aplica¢des do software "Maple", no
uso de contribuigio de solugdes, pelo desenvolvimento de resolugdes de matrizes, calculo de
operagdes, determinante, transposta, inversa, resolugdo de sistema de equagdes, vetores, etc. 0
uso de novas tecnologias integradas ao processo de ensino e aprendizagem cOmMO recursos
computacionais, utilizados como ferramenta auxiliar didética surge com o importante papel de
promover o conhecimento, que permite a facilidade na formagdo de conceitos, através da
exploragdo e integragdo dos aspectos geométricos, numéricos e analiticos dos softwares
aplicados as resolugBes. Optou-se pela disciplina de Geometria analitica pelo fato da mesma ser

a base da algebra linear.

Palavras — chave: Geometria analitica. Informatica na educagdo. Software maple.



ABSTRACT

To present monograph he/she has as objective auxiliary metodologicamente in the teaching of
the mathematics, but specifically of the discipline of analytical geometry, with the applications
of the software "Maple", in the use of coniribution of solutions, for the development of
resolutions of head offices, calculation of operations, decisive, transposed, inverse, resolution of
system of equations, etc. The use of new technologies integrated into the teaching process and
learning as resources computa:ci(lmai‘s, used as didactic auxiliary tool, it appears with the
important paper of promoting the knowledge, that allows the easiness in the formation of
concepts, tﬁrough the exploration and integration of the aspects graphic, geometric, numeric and
analytical of the softwares applied to the resolutions. She opted for the discipline of analytical

Geometry for the fact of the same being to the base of the lineal algebra.

Keywords: Analytical geometry. Computer science in the education. Software maple.
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1 INTRODUCAO

A computagio algébrica ou simbolica é a area da computagdo que lida com a
manipulagdo e solugdo exata de equagdes. Os sistemas de computacional algébrica que sdo
programas de computadores que facilitam o calculo na matematica simbdlica, comecaram a
aparecer no inicio da década de 1970 no mercado mundial de forma acelerada.

No Brasil, a Computagio Algébrica vem sendo utilizada desde o final da década de
80.

Até a década de 1990, a grande maioria dos professores de matematica utihizava
como suporte metodolégico, na elaboragdo de suas atividades docentes, basicamente o livro
didatico, temendo a sua substituigio por maquinas e programas capazes de cumprir o papel
antes reservado para o ser humano. | _

Numa sociedade em que os computadores estdo presentes em todos os dominios do
conhecimento € do ensino, como instrumentos. preciosos de trabalho, a matematica ndo pode
continuar a ignorar essa realidade.

O termo "Informatica na Educagio” significa a insergdo do computador no processo
de aprendizagem dos contetdos curriculares de todos os niveis ¢ modalidades de educacdo. Para
tanto, o professor da disciplina curricular deve ter conhecimento sobre o0s potenciais
educacionais do computador e ser capaz. de alternar adequadamente atividades tradicionais de
ensino-aprendizagem e atividades que usam ¢ computador.

Em relagdo a matematica, as ferramentas computacionais, softwares computacionais
aplicados, possibilitam os seus ensinos de maneira inovadora, reforgando assim o papel da
linguagem grafica e relativizando a importancia do calculo de apoio ao ensino da matematica
que € cada vez mais urgente no desenvolvimento do ensino-aprendizagem. Ha sempre a
necessidade, por partes de alguns profissionais na area de matematica, de uma ferramenta
auxiliar no uso da verificagio rapida ¢ diversificada de solu¢Ges nas resolugdes de problemas.

Fruto da necessidade de uma ferramenta auxiliar de prover o ensino da matematica,
¢ que focalizamos neste trabi
Geometria Analitica como meio de auxiliar em resultados de resolu¢bes de problemas,
permitindo assim aliar a teoria & pratica por meio de uma abordagem interdisciplinar

melhorando assim a qualidade no uso da verificagéo dos resultados.
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O Software Maple € um sofiware de computagio algébrica que por volta de 1980,
foi desenvolvido através de um projeto do Grupo de Computagio Simbolica da Umiversidade de
Waterloo, em Ontario, Canada.

O Maple é um sistema de computagdo desenhado para uso profissional na resolugédo
de problemas. E também um poderoso e interativo sistema de computagio algébrica que possui
uma infinidade de recursos numéricos e grificos e proporciona um completo ambiente
matematico que incluem a resoluciio de equagdes, inequagdes, sistemas, operagdes com matrizes,
calculos de limites, derivadas e integrais, esbogo de graficos, entre outros.

Neste contexto, o trabalho realizado no Curso de Especializagdo em Matematica na
modalidade a distancia, e aqui apresentado, tem como objetivos:
auxiliar metodologicamente o ensino da matemdtica com o uso do software Maple com a
finalidade de ilustrar as suas potencialidades nas resolucées de problemas na area da Geometria
Analitica com os seus comandos especificos.

a) mostrar a eficacia do Software Maple ¢ seus comandos Basicos;

Sistemas Lineares e vetores;
c) contribuir pela verificagdo de solugdes na resolugio de problemas de forma rapida

e diversificada.
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2 MATRIZES

Para iniciarmos o nosso estudo de Matrizes utilizando o software Maple 12, e
primeiramente devemos carregar o pacote “LincarAlgebra”, utilizando o seguinte comando:
“with (LinearAlgebra):”

2.1 Definindo uma matriz

Existem varias maneiras de definir uma Matriz no Maplel2, apresentaremos aqui
algumas delas.
a) Modo 1:
A:=<<xl,x2,x3>|<x4,x5,x6>|<x7,x8,x9>|... |<xn-2, xn-1, xn >>;
Onde: < xI,x2,x3 >, <x4, x5, x6>, <x7,x8,x9> ... <xn-2, xn-1, xn >, sdo as colunas
da matriz que queremos definir.
Ex: Neste exemplo definiremos uma matriz A de ordem trés.

> A:=<<1,2,3>|<4,5,6>|<0,-1,3>>;

A - |

Caso queira adicionar mais colunas a matriz, basta escrever os elementos da respectiva
coluna, separados por virgula e entre os simbolos <> .

Ex: Vamos transformar a matriz anterior adicionando uma coluna na mesma e transforma-la
em uma matriz de ordem 3x4.

> A:=<<1,2,3>|<4,5,6>|<0,-1,3>|<-3,-5,-1>>;

Observe que adicionamos |<-3,-5,-/> que representa a quarta coluna da matriz.
Para aumentar o nimera de linhas basta em cada <xp , Xp, X > adinionarmos um novo

elemento.
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Por exemplo, vamos adicionar uma linha na matriz do exemplo anterior.

> A:=<<1,2,3,0>|<4,5,6,4>|<0,-1,3,2>|<-3,-5,-1,-6>>;

[14 0 -3

25 -1 -5
A= )

36 3 -1

|04 2 -6

Observe que em cada <X, , Xn-1, Xa > foi adicionando um elemento.No exemplo anterior
adicionamos na primeira coluna o 0, na segunda coluna o 4, na terceira coluna o0 2, na quarta

coluna o -6.

b) Modo 2:
Outro modo de definirmos uma matriz no Maple 12 ¢ usando a sintaxe abaixo.
> A:=matrix(mmn,{ x1 , x2 , x3,...xk]), onde k =m.n e m € n sdo as dimensdes da matriz e
X1,X2,X3,X4,Xs ... Xk S30 seus respectivos elementos.
Ex: Neste exemplo definiremos uma matriz A de ordem 3x4.

A:=matrix(3,4,[-1,0,1,4,5,-2,0,3,7,-3,6,0]);

-1 014 }
4= 5-203
7-360 j
Observagdes:
1) Caso o numero de elementos da matriz seja menor que k = m.n, o Maplel2 preenche a

matriz com o simbolo ?i; onde i € j € a linha ¢ a coluna respectivamente onde se encontra o
elemento que nio foi definido.
Ex: Definiremos uma matriz 3x3.

> C:=matrix(3,3,[1,2,3,4,5,6,7]);

1 2 3
C= 5 6
7 C3, 2 C3, 3

Observe no exemplo acima que a matriz definida € de ordem 3x3, portanto k =3.3 =9,
ou seja, é necessario colocarmos entre colchetes nove elementos para a matriz, como s6 foi
definido sete elementos o Maple 12 preenchen a matriz com elementos da forma C;;.

i) Caso o niimero de elementos da matriz seja maior que k = m.n, o Maplel2 exibe uma

i I

P o o An e~
HHICIIdaE eIl U Cilu.
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Ex: Definiremos uma matriz 2x3.
> C:=matrix(2,3,/1,2,3,4,5,6,7});
Error, (in matrix) Ist index, 3, larger than upper array bound 2

¢) Modo 3:

A=matrix{{[x1, X2 , X3].{ Xa, X5 , Xg},-...{ Xn2 , Xn-1, Xa]]), Ofide O ntimerc de elementos
dentro dos colchetes indica o nimero de colunas da matriz e cada colchetes indica o nimero de
linhas da matriz que esta sendo definida.

Ex: Neste exemplo definiremos uma matriz A de ordem 2x3.
>A:=matrix({{1,2,-3],{-1,0,2]]);
12 -3
-10 2
Observe que em cada colchete possui trés elementos, portanto a matriz terd trés
colunas e que existem dois colchetes, portanto a matriz tera duas colunas.
Neste trabatho, para definirmos as matrizes aqui apresentadas, usaremos a sintax
apresentada no Modo2.

Sintax: > A:=matrix(im,n,[x1,x2,x3,%4,%3,...xk])

2.2 Operacgdes com matrizes

2.2.1 Adigdo e subtragdo de matrizes

Para adicionar matrizes de uma maneira bem simples, primeiramente devemos
atribuir um nome para cada matriz. Esses nomes podem ser letras, geralmente letras matGsculas.

Uma observagio importante, € que as letras D, E, I, ndo podem ser usadas, pois sdo
letras protegidas pelo Maple12. Podemos também usar as letras minisculas.

Vejamos um exemplo onde definiremos {rés matrizes € realizaremos as operagdes de

adicdo e subtracdo.



16

> A:=matrix(3,3,[1,2,3,4,5,6,7,8,9]);

>B:=matrix(3,3./8,87,-5,5,3,3,2,0]);

jo o]
(e o)
N

i
Ly LA
[SO RS ¢
[

> K:=matrix(3,3,[-4,-1,0,3,2,1,7,-4,-3]);

> R:=evalm(A+B);

> T:=evalm(B-K);

,_,.,“...._.__..._,.‘
N
o
-3

Observe que as matrizes R e T representam A+B e B - K respectivamente, onde A, B ¢ K ja

foram definidas anteriorinente.

2.2.2 Multiplicagdo de matrizes

Da mesma forma que fazemos para adigio e subtragio devemos primeiramente
atribuir nomes para as matrizes.
Para indicar para o Maple12 que a multiplicagio de matrizes ndo é comutativa devemos
utilizar a seguinte sintax:

evalm(nome da matriz &%), .
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N
[
a
(I
c»
=
C
C
=

'1:!
"15

-1 2 -3
0 1 4
F o=
-7 -4 0
1 2 5
-1 0
pP=| 12
34
i

> W:=evalm(FF &*P);

-6 -8 ]
3 18
3 -8
16 24

e

1l

Ou seja, W representa produto das matrizes F e P, isto é, W = F.P . Devemos lembrar
que na hora de definir os produtos das matrizes ¢ necessério que ntimero de linha do primeiro

matriz tem que ser igual ao numero de coluna da segunda matriz.
2.2.3 Potenciagio

Para a potenciagio usaremos a seguinte sintaxe: >evalf (nome da matriz ” n) onde n
¢ o expoente.
Exemplo:

> S.’ :matrlx(3, 3:[-1: 01_3)4’ 3’ 1’5’_3’ 0]);

-1 0 -3]
S = 4 3 1
5-3 0

> evalm(§"2);
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z -14 9 3
13 6 -9
-17 -9 -18

O exemplo acima mostra como podemos calcular quadrado de uma matriz S, por

exemplo, ou seja, produto de matriz quadrada S com S.

2.3 Calculo da inversa de uma matriz quadrada

Para o calculo da inversa de uma matriz utiliza-se a seguinte sintaxe:

> notnie dado a matriz inversa: =evalm(iiome da_matriz’\(-1));

Ex: Calculando a inversa da matriz S definida acima teremos:

> inv S r=evalm(SN-1));

A3 3

26 26 26

e S5 1
Sl 96 g
IR S U

26 26 26

2.4 Multiplicacdo por escalar

Veja como € feita a multiplicagdo de uma Matriz por um escalar.
Definamos uma matriz M logo ap6s definamos a matriz R = A*M.

> M:=matrix(3,3,]ab.c.defghjl):

G

A B C
M={DEF
G H J

> R:=evalm(A*M);
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A4 AB AC

R:=|AD AE AF

AG AH AJ
Observe que diferentemente da multiplicacdo de matriz por matriz n3o € necessario

utilizar os simbolos &*, bastando somente utilizar o *.

3 DETERMINANTE

3.1 Calculo do determinante de uma matriz quadrada

A seguir explicaremos como calcular determinante de uma matriz utilizando
comandos do Maple.Neste caso utilizamos o comando “Determinant (nome da matriz)”, para o
Maple calcular o determinante.

> A:=Matrix(3,3,[-3,2,-5,0,-1,2,-7,4,1]);

> Determinant(A);
34

Portanto 34 é o determinante da matriz

Observacéo: Na hora de fazer calculo do determinante, usando Maple devemos lembrar que a

matriz tem que ser quadrada.
3.2 Propriedades do determinante
a) 1* Propriedade

O determinante de uma matriz quadrada A ¢€ igual ao determinante de sua transposta.

Vamos conferir isto usando os comandos do Maple
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Exemplo:Seja B a matriz transposta de A. O comando que nos fornece a transposta

de uma matriz € o “Transpose(nome da matriz)

> B:=Transpose(A);Determinant(B);

1 -3 0 -7
B=| 2 -1 4
-5 2 ]

34
Isto €,34 é o valor do determinante B.
a) 2* Propriedade
Se multiplicarmos todos os elementos de uma linha (ou coluna) de uma matriz
quadrada por um namero real k, entdio ¢ determinante da nova matriz é o produto de k pelo
determinante da primeira matriz.
Exemplo: Para verificar isso é necessario: que: devemos carregar o pacote com
seguinte comando:
. > with(Student{Linear Algebra}):
> C:=MultiplyRow(A, 1, 2);Determinant(C);
[ -6 4 -10]

C=/ 0-1 2
[ -7 4 1

63

Portanto 68 é o valor do determinante.
O comando, “MultiplyRow(A, 1, 2)”, significa a multiplicacdo da primeira linha da
matriz A por 2.Portanto a resposta final sera 2 x 34 = 68.
b) 32 Propriedade
Seja A uma matriz de ordem n e k uma escalar, entdo, det (kA) = k"det (A).
Sendo a matriz A, mesma matriz dada acima.
Vamos calcular e fatorar o det(2A).
> d:=Determinant(2*A);ifactor(d);a:=2*17;b:=2"3;d 1=a*b;
d:=272

(2)* (17) (observe que (2)* (17)= 2%-2-17=8:34)

a:=34
b=
dr =272

O comando “ifactor”, fatora numeros.
>
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c) 4* Propriedade
Teorema de Binet — Se A ¢ B s3o matrizes quadradas de ordem n, entdo
det(A4- B) = (det 4)-(det B).

Vamos supor que 0 det {A.B)=240, ¢ a matriz A continua sendo a mesma definida
anteriormente.(det (A) = 34) e a matriz B ¢ dada abaixo com o seu respectivo determinante:

> B:=Matrix(3,3,[1,x,0,-2,-1,0,x,4,1]);Determinant(B);

-1+ 2x
Substituindo os dados acima na identidade abaixo,temcé:
det(4- B)=(det 4)-(detB) — 240=34(-1 + 2x). Vamos conferir isto usando o comando
“solve(equagdo,variavel)” que resolve a equagdo na variavel x,temos:
> solve(240=34%(-1+2*x),x);
137
34

Isto é E ¢ o valor de x.
44

4 ELIMINACAO GAUSSIANA OU METODO DO ESCALONAMENTO

O método da eliminagio de Gauss consiste em transformar o sistema linear original
num sistema linear equivalente com matriz dos coeficientes triangular superior, pois estes sdo de
resoluc@o imediata. Como os sistemas sdo equivalentes, possuem as mesmas solucdes. ,

Veremos agora como determinar com © uso do Maple, a eliminagio ‘Gaussiana, que €
atil na resolugdo e discuss@o de sistemas lineares. }

Primeiro definimos um sistema € a matriz aumentada, depois daremos 6s comandos
de escalonamento.

Seja o sistema dado abaixo:

(x+2y=5
2x-y+3z=9
3x+3y—-2z=3
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A matriz aumentada ou ampliada do sistema ¢ dada ao acréscimo na matriz dos
coeficientes de %, y € z com a matriz dos termos independentes do sistema.

Teremos a seguinte matriz aumentada relativa ao sistema;

1 2 0 5]
2 -1 3 9
13 3 -2 3

Agora definiremos a matriz aumentada como A, e escreveremos dois comandos:
“GaussianElimination” ¢ ‘FractionFree' (usado quando ndo queremos nimeros fracionarios na
diagonal principal).Neste caso o Maple fara mais algumas operagdes para eliminar as fragdes.
>A:=Matrix(3,4,[1,2,0,5,2,-1,3,9,3,3,-2,3]);
Al:=GaussianElimination(A); A2 =GaussianElimination(A,'method'= 'FractionFree');

1 2 05]
A={2 -1 39
3 3-23
12 0 5 ]
- 3 —
AI:=O 3 ;
19 57
0 0 -— =L
L 5 5
1 2 0 5
A42:=10 -5 3 -1
0 019 57

A matriz A2 € a matriz escalonada e € equivalente ao sistema dado. Também
podemos fazer a discussdo dos sistemas, verificando se tem solugdes, ndo tem solugdo ou
infinitas solucdes. Neste exemplo, o sistema tem somente uma solugio que € (3,2,1).

Vejamos alguns exemplos:

Seja o seguinte sistema;
(x+5y=6
{x +5y=4
Definiremos a matriz M como a matriz aumentada e faremos a eliminagdo gaussiana.
>M:=Matrix(2,3,{1,5,6,1,5,4]); '
M1-=GaussianElimination(M, ‘method' = 'FractionFree’),

(156 |
M=
l1.54] s

15 6
Ml =
00 -2
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Observe na matriz escalonada que Oy =-2, logo o sistema € impossivel.
Vejamos agora um outro exemplo:

x+4y+5z=2
4x+3y+2z=-2

Definiremos a matriz N como sendo a matriz aumentada e com os comandos

’ . ~ - ¢
especificos faremos a eliminagdo gaussiana.

N:=Matrix(2,4,[1,4,5,2,4,3,2,-2])
N1:=GaussianElimination(N, 'method' = 'FractionFree'),
2
!
“J

5
4372 -2

L7

1 4 5 2
NI =
0 -13 -18 -10 }
‘e . . . - 10-18z ) ]
Na tltima linha temos a equagio -13y -18z=-10 = y = 3 ou seja, o sistema

tem infinitas solugdes, “indeterminado”.

4.1 Processo de Gauss-Jordan

Este método € uma complementagio ao método de Gauss. Ele transforma o sistema
dado em um outro diagonal, isto €, onde todos os elementos fora da diagonal sdo nulos. O
método de Gauss exigia apenas que se chegasse a forma triangular. Para compreender methor,

antes de usar o comando especifico do Maple, seja, por exemplo, uma matriz B aumentada.

3 21 6
B=|1 3 1 5
2 23 7

Entdo procuraremos chegar & outra matriz, com os passos do método anterior, com a forma

diagonal:
[al 0 0 B ]

B= 0 a © ! B |, quesersassociada aum sistema da forma:
L 0 0 a : ;B3J
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X :ﬂl /al > Xy =ﬁ;2./a2 € X :«ﬂ3 /4a3

Isto quer dizer que se conseguirmos chegar da matriz B & matriz B', a solugio do
sistema ¢é imediata. Podemos, ainda, dividindo cada linha pelo elemento da diagonal, chegar &

matriz identidade.

Resolver o sistema de forma rapida e simples, entdo o processo Gauss-Jordan € o

indicado. Faremos o comando “GaussJordanEliminationTuior” na matriz A definida acima.

Veremos com o exemplo a matriz anterior A, como funciona o método de Gauss-
Jordan. |

Carregue o pacofe> “with{StudentfLinearAlgebra)).” define a matriz A
aumentada ,depois digite © comando do Maple especifico.Quando € para avaliar (dando ok),
aparecera uma caixa de ferramenta com a matriz ampliada.Neste momento click em “All step”
que significa “todo passo” para desenvolver 0 processo.

> AzMatrlX(3 74:\‘[1 32;0>5’2>- ﬂ ’3;933:03 3_2)3])3

> A3:=GaussJordanEliminationTutor(A);

Apareceraa seguinte matriz:

x=l,y=2ez=3.
Vamos resolver um outro sistema usando o mesmo processo.
xt+y=4
{x +y=5

Seja B a matriz aumentada do sistema.

114
B=
{ 115 ]
Digite o comando especifico:

>B:=Matrix(2,3,11,1,4,1,1,5});B1:=GaussjordanEliminationTutor(B),

Utilizando os mesmos passos anteriormente, resulta na matriz B1 abaixo:
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110
Bl =
[001]

Neste caso o sistema nfio tem solugdo, pois na Gltima linha ocorreu a desigualdade
Oy #1.
Abaixo veremos uma matriz aumentada com infinitas solugdes.

> B:=Matrix(3,4,[1,1,-2,-3,1,2,0,3,2,2,-4,-6]);

11 -2-3]
B={12 0 3
22 -4 -6
Utilizando os mesmos passos anteriormente, resulta na matriz B1 dada abaixo:
10 -4 -9]
BI={01 2 6]
00 0 0}

O sistema correspondente a matriz B1, como se percebe, tem infinitas solugdes. Para
cada valor dado a z correspondera a valores de x e y. Neste caso z € a vanavel independente.
x—4z=-9
y+2z=6

Temos aqui x =-9 + 4z e y = 6 — 2z, para cada valor de z teremos um valorde x e y.
5 VETORES

Em algebra linear um topico muito explorado sdo os vetores, onde primeiramente é
Foite 1300 pevihacnmeanta aobrsdmmda wabelmsn mrng menmeadedors o aosesaZas ol
1eito ufii €nivAasaiients estuaanas MmatrizZEs SUas propiicaancs € GPEiragoes €

Mostraremos agora alguns comandos do Maple12 para se trabalhar com vetores.

i

Defini¢do: Vetor determinado por um segmento orientado AB é o conjunto de todos
os segmentos eqiiipolentes a AB.

Primeiramente devemos carregar a biblioteca utilizando o seguinte comando
>with(LinearAlgebra):

Veremos agora como definir um vetor bem como determinar o produto escalar entre
outras operagdes com vetores.

Definindo Vetores:
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Para definirmos um vetor utilizamos o seguinte comando: > Vector ([a1,32,33,...,an]),
onde a;,a7,23,...,a,, 530 as componentes do vetor que se quer defimir

Por exemplo, definiremos abaixo o vetor u cujas componentes sdo 1, 2, 3,4.
> u:=Vector(]1,2,3,4]);

Caso vocé queira escrever esse mesmo vetor em forma de linha, isso pode ser feito
utilizando o seguinte comando:
> Vectorirowl{[a:,22.2;,...,2;])
Veja um exemplo escrevendo o mesmo vetor definido no exemplo acima s6 que em
forma de vetor linha.

> us=Vector{row]({1,2,3,4]);

Para a multiplicag@o por escalar usaremos o comando:
> evalm( escalar*nome atribuido ae vetor)

Vejamos um exemplo:
> ti=Vector{rowi{{a,b,o,d1);
t :=[ abcd }
> evalm(alpha*t);
i oa ob oc Obd}

Vejamos um exemplo de aplica¢do da multiplicagdo de um vetor por escalar.
> r:=Vector[row](]0,-1,4,-3,-4]);
r={0 -14 -3 -4]

> evalm(beta*r);

o -Bap -3p -4p]

5.1 Norma de um vetor
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Uma vdeﬁnic;io muito importante na algebra linear € a definicdo de Norma de um
/etor. Mostraremos agora como tratar essa definigdo vtilizando o Maple 12.
Definicdo: Norma de um vetor u = (x;, X3, X3,..., X,) é definida por:
Jul=vuu, onde wu=x; +x3+x} +...+x.
Para o calculo da Norma a sintaxe basica é utilizando o comando:
> norm(nome_atribide_ae_vetor, n);

O ntimero n indica o indice do radicando. Observe para o caso de n = 2 teremos a

d,\f..‘:.-,j.:'- [Ppr B- R N Py
CLiIHGAL Uduadl Ue INUliid.

No Maple 12, pode ser expresso usando > norm(u,2 } .

Quando utilizarmos o comando > norm(u, 2),estaremos calculando a Norma do vetor u

utilizando o Produto Interno Usual.,

Vejamos exemplos:

> u:=Vector[row]([4,-3,1,2,4,5]);

u:=[4 -3124 5}

> norm(u,2);

NEs

Neste exemplo utilizamos a defini¢do usual para determinar a Norma deste vetor.

5.2 Produto interno

No espago euclidiano R”, o produto intemo Candnico dos vetores
u=(oy, s as .., aypev=_(=4, A 4s,..., 1) € definido da seguinte forma:

LU V> =01l + Ol + Q3 A3t Oy Ay



28

Para determinar o produto interno entre dois vetoresu e v por exemplo utilizamos a
seguinte sintxe:

> DotProduct(u,v); onde u e v sio os vetores previamente definidos.

Vejamos agora como determinar o produto interno entre dois vetores u e v, por
exemplo. Para fazer isso € necessdrio primeiramente definir dois vetores, ue v.
Veja o exemplo:
> u:=Vectorfrow]([1,2,3,4]);v:=Vector[row]([-1,0,2,3]);
wi={1234]
vi=[ -1023]
> DotProduct(u,v);
17
O comando >DotProduct também € utilizado para se calcular a a Norma de um

vertor etilizando a definig&o usual de produto interno. A sintaxe fica assim:

> sqri{DotProduct(u,u));
Vejamos um exemplo de aplicagao.

> v:=Vector[row]([1.2,0]);

<
I
g
—
(884
<
[o—

> sqri(DotProduct(v,v));
J3

O que foi feito no exemplo acima foi o seguinte: definimos o vetor v e utilizamos o
comando
> DotProduc(v,v); para calcular o profudo inferno usual do vetor v com ele mesmo. Logo apos
utilizamos a raiz quadrada desse valor que nada mais € do que a norma do vetor. Portanto temos
a mais um comando utilizado para calcular a Norma de um vetor utilizando o comando

DotProduct.

6 BASE E DIMENSAO
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comprovada pelas idéias de base e dimensio.
Definigio:Base de wint espaco vetorial E é wmt corijurito B ¢ E linearmente

independente que gera E.

Uma vez fixada uma base num espago vetorial de dimensio n, seus elementos sfo
todos determinados por combinagio linear desses n vetores que formam a base, com
coeficientes univocamente determinados.

Ex: Os vetores de B: {(1; 0; 0); {0, 1, 0); (0, 0, 1)} forma uma base de R.

No Maple 12, podemos verificar se um conjunto de vetores dados forma ou ndo uma
base. Para isso basta utilizar o comando:

Barsis {fu;, uy, us,..., uy, J) ; onde uguz,us, .. Uy S0 0S Vetores OS quais queremos
verificar se formam ou ndo uma base para R"™.

Vejamos uma aplicagio desde comando para verificar se conjunto B = {(0, 1, 3); (-1,
0, 3); (0, -4, 2); (0, 8, 0)} forma uma base para o R,
> ul:=Vector[row]([0,1,3]);

ul =] 013 ]
> u2:=Vectorfrow]([-1,1,3]);
uz={ -113]
> u3:=Vector[row]([0,4,0]);
u3 =[04 0|
‘> u4:=Vectorfrow]([0,8,0]);
' ud:=[080]

> Basis(ful, u2, u3, u4]);

fors][-113]]oa0]
Observe que dos quatro vetores que foram definidos somente u;, up, u3 formam base

para R’, sendo o ultimo vetor u, uma mera combinagio linear dos outros vetores.

6.1 Dimensio
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Defini¢do: Seja V um espaco vetorial finitamente gerado. Se V = {0} definimos a
dimensdo de V como sendo 0. Se V# {0} definimos a dimensdo de V como sendo o nmimero de
elementos de uma base qualguer de V.

Apresentaremos os comandos que exibem a dimens&o do vetor, da matriz do espago
linha de uma matriz bem do espago coluna de uma matriz.

O comando que exibe a dimensdo é: > Dimension{Nome_da_matriz_ou_vetor);
Vejamos um exemplo utilizando uma matriz.

> v := Vector([x, y, z, w]);

> Dimension(v);
4
Temos também o comando > RowDimension (nome_da_matriz_cuVetor); é uma
fung@o que retorna um nimero inteiro: ndo negativo que representa o nimero de linhas da matriz
ou do vetor.
Observe abaixo uma aplicag@io desse comando.

> B:=Matrix(3, 2, [1, 2, 3, 4, 5));

30

S B
[ ——

> rowdim = RowDimension(B);
rowdim =3
O comando > ColumnDimension (nome_da_matriz_ouVetor); funcio que
retorna um nimero inteiro ndo negativo que representa o numero de colunas da matriz ou vetor.
Esta fungdo faz parte do pacote LinearAlgebra, € assim ele pode ser usado na forma
Dimensé@o (..) somente apés executar 0 comando com o {LinearAlgebra).
> B:=Matrix(3, 2, [1, 2, 3, 4, 5]);
1 2]
B=134
50
> coldim := ColumnDimension(B);

coldim =2
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7 POLINOMIO CARACTERISTICO

Ja sabemos que para encontrar os autovalores e autovalores de uma matriz, o método
mais pratico ¢ o uso do “polinGmio caracteristicc”. Para isso, vamos usar alguns comandos
especificos do Maple.

Nao ha a necessidade de utilizarmos matrizes, mas comegaremos por elas para
simplificar.

Comando especifico: “CharacteristicPolynomial”
Definiremos a seguinte matriz:
> A:=Matrix(4,4,[-3,-2,0,5,0,2,0,4,0,0,-2,0,0,0,0,-2]);

-3 -2 0 5]
0 2 0 4
A=
0 0-2 0
i ¢ 0 0 -2

> f: =CharacteristicPolynomial(A,Lambda);solve(f,Lambda);,
fr=-24+ A"+ 577 +2A7 — 204
~3,2,-2,-2

Portanto, os autovalores encontrados sdo: 4=-3, =2, 3=-2 € As=-2

7.1 Polinémio minimal

Para uma methor compreensio, vamos relembrar a defini¢do de polindmio minimal:
Seja A uma matriz quadrada. O polindmio miaimal de A € um polindmio
m(x)=x"+a,_ "+ _+ax+a, tal que
N m(A)=0
1) m(x) € o polinGmio de menor grau entre aqueles que anulam A4 (g, =1).
E para determinar o Polindmio minimal, usamos oteorema asseguir:

Teorema: Seja T:¥V —> ¥ um operador linear, & uma base qualquer de ¥ ¢ p(x) o polindbmio

caracteristico de 7'. Entdo p([T'] )=0.
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Comando especifico para o Maple: “MinimalPolynomial”
Desta vez vamos fatorar o polindmio encontrado, como s nos interessa o polinomio
fatorado, s6 mostraremos este.
> g:=MinimalPolynomial(A,Lambda);factor(g);
g=A +3AT—4A-12

(A—=2)(A+3){(A+2)

7.2 Autovalores e autovetores

Como ja sabemos, para encontrar os autovalores do polindmio caracteristico, basta
vencontrar as raizes desse polindmio, ou seja, as raizes encontradas sio os proprios autovalores
da matriz A, e o namero de autovetores ¢ determinado pelo grau do polindmio minimal, que ¢
um grau menor fator, depois de fatorado.

Para encontrar os autovalores (M) e os autovetores(v), usamos os comandos
“Eigenvalues” ¢ “Eigenvectors”, respectivamente.

> B:=Matrix(3,3,[3,-1,1,-1,5-1,1,-1.31);

3 -1 :1}
B=| -1 5 -1
1 -1 3
> Eigenvalues(B);Eigenvectors(B);
o1
2
3
2111 1] _
3L 01 -2
16 | S

Onde: v,=(1,0,-1) é o autovetor associado ao autovalor A;=2; v,=(1,1,1) é o autovetor associado

a autovalor ;=3 e v3=(1,-2, 1} o autovetor associado a autovalor A3=6

7.3 Outro calculo do polinémio caracteristico
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Para encontrar os autovalores e autovetores de uma matriztambém podemos usar a
forma usual que os livros de algebra linear ensinam,subtraindo cada elemento da diagonal
principal por A, e encontrar a raiz do determinante formado.
> A:=Matrix(4,4,[lambda+3-2,0,5,0,lambda- 2,0,4,0,0,Jambda+2,0,0,0,0,lambda+2]);

A+3 2 0 5

> Determinant(A);

(A+3) (A —2) (A +2)°

8 TEOREMA DE CAYLEY-HAMILTON

Para facilitar a compreenséo dos resultados encontrados pelos comandos especificos
do Maple, vamos definir esse teorema:

Seja T: V -V, um operador linear num espago vetorial V de dimensdo finita ¢ seja
p(x) o polindmio caracteristico de T.
Entéo p(T) = 0 (transformag#o zero), isto €, T satisfaz o sen polindmio caracteristico.

> A=Matrix(3,3,[1,-2,1,3,1,2,3,1,3]);f=CharacteristicPolynomial( A, Jambda);

1

Pl e

1 -2
A=13 1
31

ted

j
f=a74+ 20 — 535+ 82
> Al:=evalm(A"3-5% A72+8*A-T);
10060

Al'={000
000 |

Observe que a matriz A € de fato a raiz do polindmio caracteristico.

9 FORMA NORMAL DE SMITH
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As matrizes polinomiais tém sido objeto de interesse na teoria da matematica.
No estudo de matrizes polinomiais, a forma de Smith desempenha um papel significativo.
Utilizando a forma de Smith é possivel, por exemplo, determinar o posto normal de uma matriz
polinomial. Ela pode ser aplicada em muitos casos, alguns espagos vetoriais se tornam muito
complicados devido as vérias equagdes que o compdem. A forma de Smith vem facilitar o
estudo destes espacos.
Comando especifico: “smith”
>S=
Matrix(3,3,[x+4,x4+2,x+5,x"3+2¥xN2+x X 3+x"2+2¥x x"3+4¥x N2 +x 2¥x "2 Ax+1 XN 2+3 ¥ x+2,2*
X"M2H2*x+17);
x+4 x+2 x+5
S=Ff 42 +x P4+ +2x ¥ +4P 4«
|2 +x+1 P +3x+2 267 425+ 1

> smith(S,x);

01 0

[ 00 —xt—18x —24°

?‘ 10 0

Utilizar esta Gltima matriz € bem mais pritica que a primeira, pois sdo matrizes

equivalentes obtidas pelo processo de Smiith.
10 FORMA DE JORDAN

Para uma methor compreensdo no uso do comando do Maple, definimos: A forma
candnica de Jordan de uvm operador linear 7:V — ¥V , dimV=n, ¢ uma matriz formada por
blocos de Jordan de seus autovalores na sua diagonal. A forma candnica € bastante util por
permitir que se extraia informagGes sobre a transformagio com facilidade, reconhecer se duas

transformagdes sdo similares e tornar bastante simples a exponenciagdo da transformagdo.

10.1 Blocos de Jordan
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Um bloco de JordanJ, ,, € uma matriz triangular superior da forma:

(A1 0 .. 0)

0 2 : Ai=])
Jyn=10 0 0 ({=<L(j=i+1)

0 0 A 0 0, (contrario)

0 .. 0 0 1)

Note que A é o unico autovalor, tem multiplicidade algébrica ma(L) = k e multiplicidade

geométrica mg(A) = 1.

Uma matriz C esta na forma candnica de Jordan se, e somernte se, esta nesta forma:

']Nl(ﬂ’l) 0 0
_ 0 Juo) . 0
0 00 J(h)

Onde A, pode ser igual a A; € a ordem dos blocosJ,,(4) € indiferente.
Vamos construir a forma de Jordan usando o exemplo de uma matriz dada abaixo:

Para se construir a forma de Jordan, é necessério conhecer a multiplicidade algébrica
e geométrica de cada um dos autovalores. No entantc, para maiiizes de ordem maior que 3 isto

pode ndo ser suficiente. Cada bloco de Jordan Ji(A) contribui com mg(A) = 1 e ma(A) = £.

Exemplo:
3 01
A={0 2 0
1 0 3

Determinag@o dos autovalores e sua multiplicidade algébrica:

B-A 0 1
det(A-A)=| 6 2-AI ©
1 0 3-Al

|
i
1
|

=(1-2)’(A-4)
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Logo, ma(2)=2 e ma(4)=1.
Multiplicidade geométrica:
Como, 1< mg(A)<ma(2), temos: mg(2) =1ou2emg(4) =1

Calculado mg(2) = dinsS,

30 11i X ]
Ax=2x={0 2 O] %,

1 0 3)x)

ou seja, S, = Span {(I 0,——1),(70,1,‘0)} e dimS, =mg(2)=2

" Colocando na forma de Jordan, temos:

Finalmente, como A = 2 tem mg = 2, teremos dois blocos unitarios de A = 2. E mais

um bloco unitario de A = 4:

2 00
J,=|0 2 0
0 0 4

Vamos fazer o mesmo exemplo anterior usando o comando especifico do maple que

¢: “JordanForm”.

> A:==Matrix(3,3,(3,0,1,0,2,0,1,0,3]);

> j:=JordanForm(A);
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11 CONCLUSAQO

Diante do exposto, a utilizacio do Software matematico Maple promoveu
significamente ao ensino da Geometria Analitica, ¢ possibilitou na contribui¢do de solugdes de
forma rapida e diversificada no processo de ensino aprendizagem de matematica, servindo para
evidenciar a real importancia da informética na educag@o, e':vque. nos deixa consciente de que o
software computacional deve ser usado como uma ferramenta para auxiliar na educagio e néo
para substituir o professor.

Pq’f outro lado, o uso do software Maple ¢ indispensavel ao curso de matematica de
todo o pais, que pode ser adaptado nas ferramentas computacionais € em especial as inovagdes
tecnologicas de uso inclusive ao ensino e a pesquisa.

QOutro aproveitamento relevante que pode ser tratada em trabathos futuros € a
adaptacdo deste software para © uso em programas de Ensino a Distancia.

Acredita-se que explorando de forma adequada os comandos do software Maple com
os estudantes, futuros professores, havera sempre um melhor desempenho de aprendizagem no
contetdo de Geometria Analitica, buscando a criatividade e a interatividade do potencial desse

software na busca das solugdes desejaveis.
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