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RESUMO 

A presente monografiza tem como objetivo auxiliar metodologicamente no ensino da matemática, 
especificamente da disciplina de geometria analítica, com as aplicações do soñware "Maple", no 

uso de contribuição de soluções, pelo desenvolvimento de resoluções de matrizes, cálculo de 

operações, detemiinante, transposta, inversa, 'resolução de sistema de equações, vetores, etc. O 
uso de novas tecnologias integradas ao processo de ensino eo aprendizagem como recursos 

computacionais, utilizados como ferramenta auxiliar didática surge com o importante papel de 

promover o conhecimento, que pennite fa facíiäliidade na 'formação de conceitos, através da 

exploração e integração dos aspectos geométricos, numéricos e analíticos dos softwares 

aplicados às resoluções. Optou-se pela «disciplina de Geometria .analítica pelo fato da mesma ser 

a base da álgebra linear. 

Palavras - chave: Geometria analítica. Informática na educação. Software maple



ABSTRACT 

To present monograph .he/she has as »ob_j'ective zauxiliary metodologicarnente in the teaching of 

e-IP 
CT' (D mathematics, but speciñcally of the discipline of analytical geometry, with the applications 

of the software "Maple", in the use of contribution of 
' 

solutions, for the development of 

resolutions of headoffices, calculation of zoperations, deci:siv~e, transposed, inverse, resolution of 

system of equations, etc. The use of new technologies integrated into the teaching process and 

learning as resources computacionais, used as didactic auxiliary tool, it appears with the 

important paper ef promoting the lmowleclige, 'that allows the easiness in the formation of 

concepts, through the exploration and integration of the aspects graphic, geometric, numeric and 

analytical of the softwares applied to the resolutizons. She opted for the disciplina of analytical 

Geometry for the fact of the same heingto the base of the 'lineal algebfa. 

Keywords: Analytical ,g-eometr_y. Computer .science .in the education. Software maple.
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1 1NTRo1›UÇÃo 

A computação algébrica ou simbólica él a área da computação que lida com a 

manipulação e solução exata de equações. Os sistemas de computacional algébrica que são 
programas de computadores que -facilitam o cálculo na matemática simbólica, começaram a 

aparecer no início da década de 1970 no mercado mundial de forma acelerada. 
No Brasil, ‹a Computação ,Algébrica vem sendo utilizada desde o final da década de 

80. 

Até a década de 1990; a grande maioria dos professores de matemática utilizava 

como suporte metodológico, na :elaboração de :suas .atividades docentes, basicamente o livro 
didático, temendo a sua substituição por máquinas e programas capazes de cumprir o papel 

antes reservado para to ser humano.. › 

Numa sociedade em que os computadores estão presentes em todos os domínios do 
conhecimento e do ensino, como instrumentos preciosos dez trabalho, a matematica não pode 
continuar a ignorar essa realidade. 

O termo Wnformáitica na Educação" significa a inserção do computador no processo 
de aprendizagem dos conteúdos curriculares de todos os níveis e modalidades de educação. Para 
tanto, to professor da ^discipl.ina :curricular deve ter :conhecimento sobre os potenciais 

educacionais do computador e ser capaz, de alternar adequadamente atividades tradicionais de 
ensino-aprendizagem e atividades que usam o computador. 

Em relaçao :à matemática, as ferramentas computacionaíis, 'softwares computacionais 
aplicados, possibi`litam« os seus ensinos de maneira inovadora, reforçando assim ou papel da 

linguagem gráfica e relativizando .a imporstzãncia do cálculo de .apoio ao ensino da matemática 
que é cada vez. mais urgente “no desellvolvimeríto do ensino-aprendizagein. Há sempre a 

necessidade, por partes de alguns profissionais na área de matemática, de uma ferramenta 
auxiliar no uso da verifircação âráplida fe zdive~rs`it71c~ada fde soluções nas resoluções de problemas. 

Fruto da necessidade de uma ferramenta auxiliar de prover o ensino da matemática, 
' .¬...` L`,.,..¬I2 . . % fi ~ « A- .z .`Z.`.. £lC`....¬ .. -. .-Z'.¬z.=.zã.‹ A.. -.‹¡Ã.‹z...-.. `J.¬..-Jl.. ...` .`.....1 .I.¬ 6 (1115 lUU¿HlLdl1lUä UCS ICHÍILIUQJ, UU SULIWGIC i`V.l€I.l)lU HU UIISIÍÍÔ UG HT É êí- 5!. FT' Ei C Ê C C”. 

Geometria Analítica como meio de auxiliar em resultados de resoluções de problemas, 
permitindo assim aliar a teoria à prática por meio de uma abordagem interdisciplinar 

melhorando assim na qualidade no .uso da verificação dos resultados.
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O *Software Maple ‹é um :software de computação algébrica que por volta de 1980, 
foi desenvolvido através de um projeto do Grupo de Computação Simloolica da Universidade de 
Waterloo, em Ontario, Canadá. 

O Maple é um sistema de computação desenhado para uso profissional na resolução 
de problemas. É também um poderoso e interativo sistema de- computação algébrica que possui 
uma infinidade de recursos numérico.s e ,gráficos e proporciona um completo ambiente 

~ ~ ~ matemático que 'incluem ea resoluçao de equações, inequaçioes, sistemas, operaçoes com matrizes, 
cálculos de limites, derivad'as e" integrais; esboço- de: gráficos, entre outros. 

Neste contexto, o traballio realizado no Curso de Especialização em Matemática na 
modalidade à distância, e aqui apresentado, tem como objetivos: 
auxiliar metodologicanrente 0 ensino da matemática com 0 uso do soñware Maple com a 

finalidade de ilustrar as 'suas 'potencial'ida'd«es nas resoluções «de pro”b<lemas na área da Geometria 

Analítica com os seus comandos específicos.. 
a) mostrar a eficácia do Sofiware Maple e .seus comandos Básicos; 

b) executar e visualizar alguns comandos de resolução de matrizes, determinantes 
Sistemas Lineares e vetores; 

c) contribuir pel.a verliticação de soluções na resolução de problemas de forma rápida 

e diversificada.
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2 MATRIZES 

Para iniciarmos o nosso estudo de Matrizes utilizando o soflware Maple 12, e 

primeiramente devemos carregar o pacote “LinearAlgebm”, utilizando o seguinte comando: 

“with (LinearAlgebra):” 

2.1 Definindo uma matriz 

Existem várias maneiras de definir uma Matriz no Maplel2, apresentaremos aqui 
algumas delas. 

a) Modo 1: 
A.'= << xl , x2 , x3 >l< x4, x5 , x6>| < x7, x8, x9>| |<xn-2, xn-1, xn >>; 

Onde: < x1 , x2 , x3 > , 
< x4, x5, x6>, < x7, x8, x9> <xn-2, xn-1, xn >, são as colunas 

da matriz que queremos definir. 

Ex: Neste exemplo deñniremos uma matriz A de ordem três. 
> A.-=<<1,2,3>|<4,5,ó>|<0,-1,3>>,- 

`..~z 

'- 

Í 

«L- 

'zú

-

: 
. ~, fi 

Caso queira adicionar mais colunas à matriz, basta escrever os elementos da respectiva 

coluna, separados por vírgula e entre os símbolos < > . 

Ex: Vamos transformar a matriz anterior adicionando uma coluna na mesma e transforma-la 
em uma matriz de ordem 3x4. 
> A:=<<1,2,3>I<4,5,6>[<0,-I,3>|<-3,-5,-1>>; 

4,. 

lv J. 

,z ,. 

Observe que adicionamos |<-3, -5,-1 > que representa a quarta coluna da matriz. 
Para aumentar o número de linhas basta em cada <x,,.7_ , x,,.\,x,, > adinionarmos um novo 
elemento.
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Por exemplo, vamos adicionar uma linha na matriz do exemplo anterior. 

>A.-=<<1,2,3,o>|<-4,5,6,4>1<0,-1,3,2>1<-3,-5,-1,-ó>>; 
[1 4 0 -3 
¡2 5 zi -s 
3 ó 3 -1 

jo 4 2 ~õ 

A __.. 

Observe que em cada <Xn-z , x,,-1, Xn > 'foi adicionando um elemento.No exemplo anterior 
adicionamos na primeira coluna o 0, na segunda coluna o 4, na terceira coluna o 2, na quarta 

coluna 0 -6. 

b) Modo 2: 
Outro modo de definirmos uma matriz no Maple 12 e' usando a sintaxe abaixo. 
> A:=matrix(m,~n,[x1 , x2 , x3,...xk}];), onde k = mn ‹e me n são as dimensões da matriz e 

x1,xz,x3,x4,x5,. . .xk são seus respectivos elementos. 

Ex: Neste exemplo zdefiniremos uma matriz A de ordem 3x4. 
A?=mat7'ix(3,4,[-I,0,I,4,5,§2,0,3,7,-3,6,l0]); 

- 1 0 1 4
Í A z= 5 - 2 0 3
i 

7 - 3 6 O
i 

Observações: 

i) Caso o numero de elementos da matriz seja menor que k E mn, o Maple12 preenche a 

matriz com o símbolo ?¿¿ onde Í ej é' a linha e a coluna respectivamente onde se encontra o 

elemento que não foi definido. 

Ex: Definiremos uma matriz 3x3. 
> C.- =mam'x(3, 3,[1, 2, 3, 4, 5, ó, 7]),- 

1 2 3 

C := 4 5 Õ 

7 C3, 2 C3, 3 

Observe no exemplo acima que a matriz definida é de ordem 3x3, portanto k 2 3.3 = 9, 
ou seja, é necessário» colocarmos entre colchetes nove: elementos para a matriz, como só foi 
definido sete elementos o Maple 12 preencheu ta matriz com elementos da forma C¡¿. 

ii) Caso o número de elementos da matriz seja maior que k = m..n, ot Maple12 exibe uma 
.-^..¬~.`»^.... J.. ...-.¬ lUCll§dëClll UC CIIU. '
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Ex: Definiremos uma matriz 2x3. 
> C:=matrix(2,3,[1,2,3,4,5,6,7]); 

Error, (in matrix) Ist index, 3, larger than upper array bound 2 

c) Modo 3: 
._..... : . _. _. . ~ . -. . » -- - . 1\ .... =.. ._ ...;......... 1,. ..1..... ._ 

A.-|11aÍí`1X(,{`{x1 , Az , X3_],¿{ X4, A5 , À,-,.z , Xn-1, KHE”, uuíic u uúutciu uc c1ciu6uÍ0S 

dentro dos colohetes indica «o número de colunas da le cada »co'lchetes indica o número de 

linhas da matriz que está sendo definida. 

Ex: Neste exemplo definiremos uma matrii A de ordem 2x3. 
>A;'=n1al:ríx({[J, 32,-3], [-1,0, 2]]); 

1 2 ¬ 3 
A:= -10 2 

Observe que em cada colchete possui três elementos, portanto a matriz terá três 
colunas e que existem dois colchetes, portanto .a matriz terá duas colunas. 

Neste trabalho, para deñninnos as matñzes aqui apresentadas, usaremos a sintax 

apresentada no M_od`o2. 

Sintaxt > A: =matr~1`x(m_,,n, [xJ., x2, x3,, x4,.x5,..... xkj) 

2.2 Operações com matrizes

~ 2.2.1 Adição e subtraçao de matrizes 

Para adicionar matrizes de uma maneira bem simples, primeiramente devemos 
atribuir um nome para cada matriz. Esses nomes podem ser letras, geralmente letras maiúsculas. 

Uma observação importante, fé que as letras D, E, L não podem ser usadas, pois são 
letras protegidas pelo Maplel 2; Podemos também usar as letras minúsculas, 

Vejamos exemplo onde definirerznos três matrizes ze realizaremos as operações de 

adição e subtração.



> A: =mat1”íx(3, 1,2, 3, 4., 5, 6, i-7Í,‹8., 9] ); 

A := 

>B: =matr1'x(3, 3.[8, 8 7, -5, 5, 3, 3, 2, 0]),' 

B:= 

> K: =matrix(3, 3,[-4,-1, 0, 3, 2, I, 7,-4,-3]),' 

> R.'=evalm(A +B); 

> T:=evalm(B-K); 

Observe que as matrizes R e T representam A+B e B - K respectivamente, onde A, B e K Ja 
foram definidas anteriormente. 

2.2.2 Multiplicação de matrizes 

Da mesma fonna que fazemos para adiçao e zsubhiaçao devemos primeiramente 
atribuir nomes para as matrizes. 

Para indicar para 0 Maple12 que a multiplicaçao de matrizes nao e comutatrva devemos 

utilizar a :seguinte sintax: 

l
l 

....¬ 

,.__..___,_.._______ 

\) 

«Fa 

›--1 23 
56 
89 

88? 

-4 -1 

K:= 3 2 

í7~4-sl 

,._.____._____ 

ua 

ux 

N 

uz 

O 

L» 
L»---‹--›-›-›»-i-I 

J 

--^

3 

l 91010 
zzzzl _ 

T. 
,....-...__.._._...._¬ 

ll09 
{`l0lO 9 

29v] 
-sâzg 
-463l 

~ ~ 

evalm(nome da matriz &*); .
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Exemplo: Definamos primeiramente duas-matrizes, F e P, logo após definiremos uma outra W 
que será o produto de F por ?. 
> F.'=malTix(4,3,[-1,2,-3`,0;L4,-Z-4,0,I,2,5]); 

> P;--mam'x(3,2, [-1,0, 1,2, 3,41); ' 

F1 2 ~3 

0 1 4 F:= 
~7 -4 O 

1 2 5 

-1 0' 

P:=| 12 
34 

_ J 

> W: =evalm(F &*P); 

«ó -s 1 

13 18 
í'F":= 

3 -8 
16 24 

Ou seja, W representa produto das matrizes F e. P, isto é, W = F.P _. Devemos lembrar 
que na hora de definir os prodütos das matrizes éi necessário que número de linha do primeiro 
matriz tem que ser igual ao «número de coluzna da *segunda matriz. 

2.2.3 Poteneiação 

Para a potenciação usaremos a seguinte sintaxe: >evalf (nome da matriz ̂  n) onde n 

é o expoente. 

Exemplo: 
> S: -matríx(3,3,[-1,0,-3,4,3, 1,5,-3, 0]); 

-1 0-3' 
S:= 4 3 1 

5-30 
> evalm(S^2);



I 

~14 9 5. 
is õ ~9 

-17 -9 -18 

O exemplo acima mostra como ,podemos calcular quadrado de uma matriz S por 

exemplo, ou seja, produto de matriz quadrada S com S. 

2.3 Cálculo da inversa de uma matriz quadrada 

Para o calculo da inversa de uma matriz utiliza-se a seguinte sintaxe 
> nome daria a matriz z`m›'ersa.' -le*mlm(1mme_da_matrrz^(-1)) 

Ex: Calculando a inversa da matriz S definida acima teremos: 
> 1`nv_S .'=evalm(S^(21)); 

r ¿ 
26
5 

_ã_ 
zó 

-_LL 
_ zé vs 

__2_ __i_ __L_ 
26 26 zó 

_l_ 
zõ 

1Íz'1v_S := '-7% 

2.4 Multiplicação por escalar 

Veja como «é feita .a multiplicação de uma Matriz por um escalar 
Definamos uma matriz M logo após definamos a matriz 
> M.' =matrix(3`, 3;[a, B, c, d,ie¡,fig,l_) 

A B C 
M:= DEF 

G1-IJ 

> R:=evalm(Â *A/I); 

R=VM
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ÀA KB AC 
R:= XD XE RF 

ÀG ÃH RJ 

Observe que diferentemente da multiplicação de matriz por matriz não é necessário 

utilizar os simbolos &*, bastando somente utilizarl o *.- 

3 DETERMÍINANTE 

3.1 Calculo do determinante de uma matriz quadrada 

A seguir explicaremos como calcular determinante de uma matriz utilizando 

comandos do Maple.Neste caso utilizamos to comando “Detemrfnant (nome da matriz)”, para 0 

Maple calcular ~o determinante. 
> A:=Matrix(3,3,[-3,2,-5,0,-1,2,-7,4,1]); 

l\›J 

Az: « 
1.2.-l 

> Determinant(A); 
34 

Portanto 34 é o determinante da matriz 

Observação: Na hora de fazer calculo do determinante, usando Maple devemos lembrar que a 

matriz tem que ser quadrada. 

3.2 Propriedades do determinante 

a) 1” Propriedade 

O determinante de uma matriz quadrada A é igual ao determinante de sua transposta 
Vamos conferir isto usando os comandos* do Maple
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Exemplo.:Seja B a .matriz transposta de A. O comando que nos fomece a transposta 
de uma matriz é o “Transpose(nome da matriz)”

u 

> B;=Transpose(A);Determinant(B); 

1 

-3 0 - 7 

B 32 2 -l 4 

5 2 l 

34 

Isto é,34 é o valor do det.ermina.nte B. 

a) 2” Propiiedade 

Se multiplicarmost todos os elementos de uma linha (ou. coluna) de uma matriz 
quadrada por um número rea] lc, então o determinante da nova matriz é 0 produto de k pelo 
determinante da primeira matriz. × 

Exemplo: Para verificar isso- é. necessário» que: devemos carregar o~ pacote com 
seguinte comando; 

: > with(Student[LinearAlgebra])': 
> C:=MultiplyRow(A, 1, 2);Detenninant(C); 

í -6 4 - sol 
= 0 -1 2 

-7 4 1 

68 ` 

Porta1t.o,68 é o valor do detennimnte. 

Õz 

O coma-ndo, ̀ “Mult`i‹plyR~ow(A, 1, 2)”, significa za ^multšip'1ši~caçã;o da primeira linha da 
matriz A por'2.Portanto a resposta final será 2 x 34 = 68. 
b) 3” Propriedade 

à 

Seja A uma 'm=at¬r`i'z de ordem ln e lr uma ‹escalar, então, det (kÀ) = k"det (A). 
Sendo a matriz' A, mesma matriz; dada acima- 
Vamos «calcular ~e fatorar zo ‹det(2A). 

> d'.=D eterminant(2* A);iÍ`actor(d);at=2* l '7;b:==-`2^3;dl=a*b“', 
d := 272 

<2>“W17) (øbsewe que (214 (17) = 23-2~ 17 = s-34) 
0 := 34 

b := 8 

dl = 272 

O comando “ifactor”, fatora. números.



21 

c) 4” Propriedade 

Teorema de Binet - Se A e B são matrizes quadradas de ordem 11, então 

det(A - B) = (det (detB)`. 
' Vamos supor que fo det '(A.B)=24~í0, e a matriz continua sendo a mesma definida 

anteriormente.(det (A) =' 34) ea matriz B é dada abaixo- com o seu respectivo determinante: 
> B:=Matrix(3,3,[l,x,O,-2,-l,(),x,4,1]);Determinant(B); 

z3:= ~2 ~l 

\ 4 

-l+2x 

Ê, 

\..› P. 

e* 

CD 

C3' 

Substituindo os dados acima. na identidade abaixqtemos:
' 

det(A-B): *(detA)a-*(detB) -› '249=34(-`f1 + 2x). Vamos conferir isto usando o comando 

“solve(equação,variável)” que resolve a eqnaçãoi na variável x,temos: 
> solve(240=34*(-1+2*x),x); 

lã 
34 

137 
Isto é _,- é o valor de x. 
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4 ELl1\/IINAÇÃO GAUSSIANA OU MÉTODO DO ESCALONAMÍENTO 

O método da teliminação de Gauss consiste em transformar o sistema linear original 
num sistema linear equivalente com matriz dos coeficientes ttiangular superior, pois estes são de 
resolução imediata. Como os sistemas são equfivalentes; possuem as mesmas soluções.

i 

Veremos agora como zdetenninaroom fo uso do Maple, za «eliminação Gaussiana, que é 

útil na resolução e discussão de sistemas lineares. 

Primeiro definimos um sistema e a matriz aumentada, depois daremos os comandos 
de escalonamento. 

Seja o sistema dado abaixo: 
'x + 2 y z 5 

2x - y + 32 = 9 
3x + 3 y - 2z = 3
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A matriz aumentada ou ampliada do sistema zé dada ao acréscimo na matriz dos 

coeficientes de X, y e z com a matriz dos 'termos independentes do sistema. 
Teremos a seguinte matriz aumentada relativa ao si°st'ema: 

1 2 0 5 f 

2 -1 3 9 

L3 3 -2 3 

Agora definiremos a matriz aumentada como A, em escreveremos dois comandos: 

“GaussianElimination” e °FractionFree' (usado quando não queremos números fiacionários na 

diagonal pn`nc`ipa`l).Neste «caso fo Maple “fará 'mais lalgumas operações para eliminar as fiações. 

>A:=Matrix(3,4,[l,2,0;5,2¿¬~lt,3r,9,3,3,¬2,3]);a
_ 

A1 1=Gaussiar1Elimination(A);A21=GaussianElimination(A,'method'= 'FractionFree'); 
" 

1. 2 0 5
` 

A := 2 -l 3 9 

3 3 *2 3 

A12 0 sl 
A1:=0_5 3 _; 

_. 

U'\o 

UV 

LI`¡`J oo--~- 
1 2 O 5 

A2 := O -5 3 -l 

{O O 19 571 

A matriz fé na matriz escalonada e é equivalente ao sistema dado. Também 
podemos fazer a discussão dos sistemas, veriñeando se tem soluções, .não tem solução ou 
infinitas soluções. Neste exemplo, o sistema tem stomente uma solução que é (3,Z', 11): 
Vejamos alguns exemplos: 
Seja o segiinte sistema: 
fx + 5 y z ô 

íx + 5 y = 4 . 

Definiremos a matriz' M como a matriz' aumentada el faremos à eliminação gaussiana. 
~>M1-=Matti>§(2,3,,¬[1,.5,«6,1,5.,~4¶); 

M1*:='GaussianElimination(M, 'method' = "FraotÍionFree'); 
l56 M:= lia] z 

l5 6 
Ml:=- 00-2
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Observe na matriz escalonada que Oy = -2, logo o sistema ~é impossível. 
Vejamos agora um outro exemplo". 
x + 4 y + 52 = 2 
{4x+3y+2z = -2 

Definiremos a matriz N como sendo a matriz aumentada e com os comandos 
específicos faremos a eliminação gaussiana

L 

Nz=Matri×(2,4,i['i,4,5,2,4,3,2,-21) 

N1:=GaussianElimination(N, 'method' = 'FractionFree'); 

:_-----¬ 

-l`> 

-^ 

›‹`Y 

-B

J 

LI! 

K*-J 

L._.‹-.».-...._..| 

'3 
› A N-= 

.¡.:._ 

l 4 5 2 
NI := 

{0 -l3 -18 -ml 
, .i ~ . 

t 

a 

10 -182 . . Na ultima lmha temos a equaçao -r13ryl -182: =' -l0= :>~ y = ou seja, o sistema

~ tem infinitas soluçoes, “indeterminado”. 

4.1 Processo de Gauss-Jordan 

Este .método »é uma eomplrementação ao método de Gauss. Ele transforma o sistema 
dado em um outro diagonal, isto -é, onde todos os elementos fora da diagonal são nulos. O 
método de Gauss exigia apenas* que se chegasse à forma triangular; Para compreender melhor, 

antes de usar o «comando específico do Maple, seja, por âexemplo, zuma matriz B aumentada. 

321:6 B=131Ê5 223:7 
Então procuraremos chegar à outra matriz, com os passos do .método anterior, com a forma 
diagonal: 

ía, o o z /ill' 
B' = a2 O 5 /32' rá associada a sis 

LO 0 0:3 ,Bl 

CD .CD 
CS (D ?š F* (D ea 99 C3.. 90 gr sãF9
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x1:›81/ai > x.2 Zfiflz/*az e xs zfis “'{“a3 

Isto quer dizer que se conseguirmos chegar da matriz B à matriz B', a solução do 
sistema é imediata. Podemos, ainda, dividindo cada linha pelo elemento da diagonal, chegar à 

matriz identidade. 

Resolver zo sistema zde forma rápida e simples, então o processo Gauss-Jordan é o 

indicado. Faremos o comando "““Genss1ordanEliminationTutor” na matriz A definida acima. 

Veremos com o exemplo za matriz trantenior A, como .funciona o método de Gauss- 
Jordan.

H 

Carregue os pacote> “with(Student[LinearAlgebra]):'°" definem a matriz A 
aumentada ,depois digzitze zo comando do Maple ie'spec~ífifco,.*Qu<ando ‹e' para avaliar (dando ok), 

aparecerá uma caixa de ferramenta com a matriz ampliada.fNeste momento click em “All step” 
que significa “todo ¶_passo”`,para desenvolver o processo.. 
> A;=Mam×(3,4,‹[^1,2;o,5,2,-i,3;9,3,3,-2,319; 

`12 os 
Â:='~ 

> A3 :=GaussJordanEliminationTutor(A); 
Apareceráa seguinte matriz: 

1001 
A3:=Ol02 

0013 

X=1,y=`2~ez=3..
O cr Êã 2' lã is” h EB ‹w› 

.cz 
E5. 91 Es Fi gl :Ei ('D Ea ra EE_ En iš* Eš fx! 'tas 50 (B §'D E9. :Il "'| (D šâ :É . cz. 

_<> 

(D SS CI! 
LSB

. 

F? equeam 

Vamos resolverum outro sistema usando o› mesmo processo. 
x+y=4 
x+y=5 

Seja B a matriz aumentada do sistema. 
1 l 4 B := 
l 1 5 t 

Digite to comando especifico: 
>B :=Matrix(2,3 ,[1 , 1 ,4, 1 ,l ,S])',B1:=GaussIorda:nEliminationTutor(B); 

Utilizando os mesmos passos anterionnente, resulta na matriz Bl abaixo:
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110 BI? ÍOOI1 
Neste caso o sistema não tem; solução; pois na última linha ocorreu a desigualdade 

Oy ¢ 1. 
Abaixo veremos uma matriz aumentada com infinitas soluções. 

> Bz=Mzúâ›<(3,4,[1,1,-2,-3, f,2,o¿3,2,2,-4,-61);
V 

11-2~3l ' 

1âz= 12 0 3 

22-4-ó i 

Utilizando os mesmos passos anteriormente, resulta na matriz Bl dada abaixo: 
i 

1 0 -4 -9
k 

B1 z= o 1 2 ló 3 

0 0 0 0
1 

O sistema «correspondente na .matriz B1, como .se percebe, tem infinitas soluções. Para 
cada valor dado a z corresponderá a valores de Á e y. Neste caso z é a vaiiàvel independente. 

x - 4z = ~9 
y + 22 = 6 I 

Temos aqui x = -9 + 42 e y = 6«- 22,. para cada valor dez teremos um valor de X e y. 

5 VÉTORES 

Em álgebra linear um tópico muito explorado sao os vetores, onde primeiramente é 

feito um embasamento estridaido matrizes suas propriedades e operações elementares. 
Mostraremos agora 'alguns comandos do Map“'l'el'2 para se 'trabalhar com vetores. 
Definíção: Vetor determinado por um segmento orientado ABP é 0 conjunto de todos 

os segmentos ieqüzfpolentes «a AB. 
Primeiramente devemos carregar a fbiblioteca utilizando o seguinte comando 

>with(LinearAIgebra): . 

Veremos agora como definir um vetor bem como ‹d^ete1*m'inar ‹o produto escalar entre 
outras operações com vetores. 

' Definindo Vetores:
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Para definirmos um vetor utilizamos zo .seguinte comando: > Vector ([a1,az,a3,...,an]) 
onde a1,az,a3,...,a,,, são as componentes do vetor que se quer definir 

Por exemplo, definiremos abaixo o vetor u cujas componentes são 1, 2, 3,4. 
i> ‹u.:-=Vection(š[1.,2,3,4]); 

M I¬`= 
r-----'-~'---@--¬ 

.LL 

U) 

[Q 

i--\ 

Caso você queira escrever esse mesmo vetor em forma de linha, isso pode ser feito 
utilizando o seguinte comando: 

> VÊct@r{r0W}([3Zs32s‹33w~9‹aH]) 
Veja exemplo escrevendo o mesmo vetor fdefinzizdo no exemplo acima só que em 

forma de vetor linha. 
> ¡,r:=Vector[roW]([1,2,3ã-ef); 

zzzzli 234l 

Para a multiplicação por escalar usaremos o comando: 

> evalm( escaIar*nome atribuído ao vetor) 

Vejamos um exemplo: ' 

> t:=Veetoi'{roW}({a,b,c,ü}}; 

V 

zzzlzzbzàl 
> evalm(a!pha*t); 

lua ab ac oidl 
Vejamos um' exemplo de aplicação da multiplicação de um vetor por escalar. 

> r:=Vector[row]([0,-1,4,-35-41);

> 
V 

z--z=l0~i4-3 -4l 

evalm(beta*r); V 

lo -545 -35 -45] 

5.1 Norma de um vetor

3
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Uma definição muito importante na álgebra linear é a definição de Norma de um 
Vetor. Mostrarerrros agora como tratar essa definição utilizando o Maple 12. 

Definição: Norma de um vetor u 2 (x¡, xz, x3,..., xa) é definída por: 
1 

, 

- 2 
, 

2 2 2 "¶Fduu,mmhun=x,+x2+xye"+xW 
Para o cálculo da Norma a sintaxe básica é utilizando o comando: 

> mormQnome¿atmiibido;ao_vetor, n); 
O número n indica o índice do radicando.. Observe para o~ caso de n = 2 teremos a 

d.\I1..I..,j.:',. ...,.._..I J.. `|\T..-...._» 
U1llll§z(.I.U Ubudl UC JNUI 1114. 

No Maple 12, pode ser expresso usando > norm(ur,2r) . 

Quando utilizannos o comando > »no'rm(u,2).,estarernos ~caleulando ra Norma do vetor u 

utilizando o Produto Intemo Usual. 

Vejamos exemplos: 

> u: = Vect0r[r0w]([4, -3, 1,2, 4,5]); 

“Fla-31245l 

> n0rm(u,2),' 

×/FT 

Neste exemplo utilizamos à definição usual» para determinar a Norma deste vetor.
1 

5.2 Produto interno 

No espaço euclidiano R”, o produto interno Canônico dos vetores 
u = (oq, oc 2, oz 3, ..., oca) e v = (121, Âz, Â5,...., 11,) é definido da seguinte fonna: 
< ll, V > : G1/l.1+*0Cz + (Z 3 Ê.3+...+(Z,~, Â". *
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Para determinar o produto interno entre dois vetores-u e v por exemplo utilizamos a 

seguinte sintxe: 

> DotProduct(u, v); onde u e v são os vetores previamente definidos. 

Vejamos agora como determinar o produto interno entre dois vetores u e V, por 
exemplo. Para fazer isso é necessário primeiramente definir dois vetores, u e V. 

Veja o exemplo.: 
> u.'=Vector[row]([1, 2`, 3, 4]);v:=Vector[row]([-1, 0, 2, 3]); 

ziz={1234j 
V z=[ -1 o 2 3

j 

> DotPfoduct(u, v) ; 

17 

O comando >DotProduct também é utilizado para se calcular a a Norma de um 
vertor etilizando a definição usual de produto interno. A sintaxe fica assim: 

> .sqrt(1)otP‹mduct(u,iu)); 
Vejamos um exemplo de aplicação. 
> v: = ,Vect0r[row]\/[1,. 2; 0]); 

v:=jI 20j 

> sqrt(D0tProduct(v, v) ) ; 

J? 

O que foi feito no exemplo acima 'foi zo seguinte: definimos o vetor 'v e utilizamos o 

comando 
> DotProduc(v. 1;); para calcular o protudo interno» usual do vetor v com ele mesmo. Logo após 
utilizamos a raiz quadrada desse valor que nada mais fé do que a norma do vetor. Portanto temos 
a mais um comando utilizado para calcular a Norma de um vetor utilizando 0 comando 
DotProduct. 

ó BASE E DnvrENsÃo
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Espaços vetoriais de dimensão finita possuem uma estrutura algébrica muito simples 
comprovada pelas idéias de 'base e dimensão. 

Definiçãofiase ak um espaçv vetor-fez] E é um conjunto B GE línearmente 
independente que gera E.

V

Í :3 EeÉ Ei. 59 :Zi
. 
ÊY.. ca. (VD

` 

(3 c: ÊD 51 <: É/1 ÉS:o Uma v uma base num espaço veto dimensão n, s elerne 

todos determinados por oombinação iliznear «desses in vetores que *formam a base, com 
coeficientes univocamente determinados.. 

Ex: Os vetores ‹de B: f{z(1'; 0; f0); (0, 1, Q); ‹;(0, 0, 1)} forma uma base de R3 . 

No Maple 12,, podemos verificar se um conjunto de vetores dados forma ou não uma 
base. Para isso basta utilizar o comando: 

Basis f([u¡., zuz, .;u,,, ]) ;' onde 'u1;uz;u3, .. .un são os *vetores 'os quais queremos 
verificar se formam ou não uma base para RV;

7 

Vejamos uma .aplicação desde comando para verificar se conjunto B = {(0, 1, 3); (-1, 
O, 3); (O, -4, 2); (O, 8, 0)} forma uma base para o R3. 
> ul: = Vector[row]{[0, I, 3]); 

1.1] :=L O` 1 31 

> u2: = Vector[row]([-I,1,3]); 
z12 :=i -i 1 3¶ 

> u3:-Vect0r[row]([0, 4, 0]); 
zz3 zzí u 4 0 

> u4:=Vecíc›r[row]([0,8,0]); 
Í 

z‹4 z=[ 0 s 0
] 

> Bas1's([u1, u2, u3, u4]),' 
Ho13],[-1 1s],{o4oH 

Observe que dos quatro vetores que foram definidos somente ul, uz, ug formam base 
para R3, sendo 0 ultimo vetor u4 uma mera combinação linear dos outros vetores. 

6.1 Dimensão



Definíção.: Seja Vum espaço vetoríaljínitamente gerado Se V = {0} defimmos a 
dimensão de I/como sendo 0. Se Vi {6} definimos a dzmensao de Vcomo sendo o numero de 
elementos de uma base qualquer de V. 

Apresentaremos os comandos que exibem a dimensão do vetor, da matnz do espaço 
linha de uma matriz bem do espaço coluna de uma matriz 
O comando que exibe a dimensão e': > Dimeusian(Nome_dn__matriz_ou_veto r), 
Vejamos um exemplo utilizando uma matriz. V 

> v := Vector([x, y, z, w]); 

> Dimension(v); 

Temos também o comando > Rowlšimensãon (nome_da__matr1z_euVetor); é uma 
função que retoma um número inteiro não negativo que representa o numero de linhas da matnz 
ou do vetor. 

Observe abaixo uma aplicaçao desse comando 
> B:=Matrix(3, 2, [1, 2, 3, 4, 51); 

> rowdim := RoWBimension(B); 

O comando > ColumnDimension (nome_da_matr1z_ouVetor), função que 
retoma um número inteiro nao negativo que representa o numero de colunas da rnamz ou vetor 

Esta fimção fiaz parte do pacote LinearA!g¬ebrâ, e assim ele pode ser usado na forma 
Dimensão »(..) somente após executar fofcomando como (LmearAigebra) 
> B:=Matrix(3, 2, [1, 2, 3, 4, 511); 

> coldim := CoiumnDimension(B);

X 
37 

v :=
Z

i

4 

1 21 
B:= 3 4 

5 O 

rowdim :=3 

1 
2' 

B1: 3 4 
5 O 

coldím :=2
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7 1›oL1NÕM1o ‹cARA~c'rERíisrrc~o 

Já sabemos que para encontrar os autovalores e autovalores de. uma matriz, o método 
mais prático é 0 uso do “polinômio característirw”. Para isso, vamos usar alguns comandos 
específicos do Maple. 

Não há a necessidade: dez utilizarmos matrizes, mas começaremos por elas para 
simplificar. 

Comando específico: ̀ ““CharacteristicPolynomial” 

Definiremos a seguinte matriz: 
> A:=Matrix(4,~4,;[-3,r-2,10,5,‹0,2,0,4,0,O,-2,0,0,0,0,-2]); 

._3_ 
o 0 4 

__2 Q. 

*lo 0 o~2i 

--z----------¬ 

Ê 

EJ 

[\J Q 'JI 

A :f~ 

> ft '=CharacteristicPolynomial(A,Lambda);solve(f,Lambda); 
fz: -24 + A4 + 5 A3 + 2,\2 - zozx 

~3, 2, -2, -2 

Portanto, os autovalores encontrados são; À1=-3, ?tz=2, ?t3=-2 e ?».4=-2 

7.1 Polinômio minimal 

Para uma melhor compreensão, vamos relembrar a definição de polinômio minimal: 
Seja A uma matriz quadrada. O polinômio uunimal de A é um polinômio 
m(x) = xk + ak_,x*"1+_._+«a¡x+ ao tail que 

I) m(./1) = 0 

II) m(x) é o polinômio de menor :grau entre aqueles que anulam A (ak = 1) . 

E para determinar 0 PoliÍnô`mio mirúmíal, usamos oteorema asseguir: 
Teorema: Seja T.:IV ~~›V zum operador linear., .a uma .base qualquer de ,V ze p(x) o polinômio 

característico de T . Então p([T]a) = 0.
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Comando especifico para to Maple: “Mini1malPolynomial” 
Desta vez vamos *faturar o poíinômio encontrado, como só nos interessa o polinômio 

fatorado, só mostraremos este- 
> gt=Minima1Polynomia1«(A,Lambda);factorflg); 

. 'Y gFÉ+3X-4A~n 
(A-2) (/\+3) (z\+2) 

7.2 Autovalores e autovctores 

Como já sabemos, para encontrar os .autovalores do polinômão característico, basta 
encontrar as raizes desse polinõrrfio, ou seja, as raízes encontradas são os próprios autovalores 

da matriz A, e o número de autovetores é deterrnínado pelo grau do polínômio mínimal, que é 

um grau menor fator, depois de fatorado. 
Para encontrar os autovalores (X) ea os autovetorcs(v), usamos os comandos 

“Eigenvalucs” e “Ei_genve<:üof's”, respectivamente. 

i> 

3-1 Q 
B 
el 

~1 5 ~1

Ê 

«Y

š U0. 
Liz.: 

\s/ 
of

. 

}-13 

r 

6 
¬.

2

3 

' 

2 -1 1 1 

* ' 

3 , 0 1 ~2 ` 

l6~ › 1 1 1 - 

Onde: v1=(1,0,-1) é o autovetor associado ao autovalor 7z1V=2; vz=(1,1,1) éo autovetor associado 

> Eigenvalues(B);Eigemfectors(B); 

a autovalor }\Q=3 e v3=(I,«2,1)o autovetor associado a autovalor §t3=6 

7.3 Outro cálculo do polinômšo característico



Para encontrar os autovalores e autovetores de uma rna1r12,tarnbem podemos usar a 

forma usual que os 'livros de álgebra linear ens`inam,subtraindo cada elemento da dragonal 

principal por 2., e encontrar a raiz do detenninante formado. 
> A:=Matr*ix(4,r4,{lambda+3,›-2,0,5,0,lambda- 2,0,|4,l0,â0,lambda+2 O O 0,0,lambda+2]) 

À+3 *2 

O )L~ 

O O K 

O 5 

2 0 4 

+2 
.__...._.__.._.....| 

>2 

+¢› 

I\J 
I_.....__...4 *ooo 

> Determinant(A); 
- (›»+3)(À~z)(x,+z)2 

8 TEOREMA DE CAYLEY-HAMILTON 

Para facilitar a compreensão dos resultados, encontrados pelos comandos específicos 
do Maple, vamos definir esse teorema: 

Seja 'It V -*¬›`V, um operador linear num espaço vetorial V de dimensão finita e seja 
p(x) o polinômio característico de T. 

Então _p(T) = 'O (transformação zero), isto -é, T ,satisfaz ~o seu polinômio característico. 
> A:=Matfix(3 ,3 ,[1 ,-2,`1,`3 ,'1,2,3, 1 ,3])',f:=¿CharacterisficPol'ynomial(A,larnbda); 

_ 

1-21* 
A:=3 12 

3131 
fz=~1+ ›€' ~ 5;? + sa 

> A1:=evalm(A^3-5*À^2+3*À-7); V 

'ooo 
A1z=ooo ~ 

oool 
Observe que a matriz A é de fato na raiz do polinômio característico. 

9 FORMA NORMAL DE SMITH
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As matrizes polinomiais têm sido objeto de interesse na teoria da matemática. 
No estudo de matrizes polinomiais, a forma de 'Smith desempenha um papel significativo. 
Utilizando a forma de Smith é possível, por exemplo, determinar o posto normal de uma matriz 
polinomial. Ela pode ser .aplicada em muitos casos, alguns espaços vetoriais se tornam muito 
complicados devido às várias equações que o compõem. A forma de Smith vem facilitar 0 

estudo destes espaços. 

Comando específico: _“~smitíl1`” 
> S;= . 

Matrix(.3.,.3 ,.[x+-4.,x+2,x+.5.,x^.3 +2 *.x^2+x,x^3 +.X^.2+2*x,x^3 +4*x^2+x,2*X^2+X+1 ,X^2+3 *x+2,2* 
x^2~'F2*x¬*\~ H); 

.xi-4 x+2 x+5 
s:= .z-3 + 2.×-2 + X X3 +A? + 21- É + 4.8 + X 

[:z.i‹2+x+1.›z2+3z+2 2.i-2+2z‹+1 

> smith(S,x); 

O l O 
Ti 

1 0 0 

* it) 0115-.x4-l8x3-2x2
~ 

Utilizar esta última matriz é bem mais prática que a primeira, pois sao matrizes 
equivalentes obtidas pelo processo de Smith. 

10 FORIVIA DE JORÍÍÍAÉ 

Para uma melhor compreensão no uso do comando do Maple, definimos: A forma 
canônica de Jordan de um operador linear T :V -i›V ,_ dimV='-n, É uma matriz formada por 
blocos de Jordan de seus autovalores na sua diagonal. A forma canônica é bastante útil por 
permitir que se «extraia informações .sobre ia 'transformação com facilidade, reconhecer se duas 
transformações são similares e tomar bastante simples a exponenciação da transformação. 

10.1 Blocos de Jordan



Um bloco de JordanJk(Ã) é uma matriz triangular superior da forma 

OOON 

OOä.››-›

Q 

O O 
1 É Ã,(l`=j) 

Jar): 5 0 = 1,(j=í+1) 
É Ã O 0, (contrário) 

O O Â 

Note que Ã é o único autovalor, tem multiplicidade algébrica ma(7») = k e multiplicidade 
geométrica mg(Ã) == 1. 

Uma matriz C está na forma canônica de Jordan se, e somente se, está nesta forma: 

JN1‹fiz› 0 0 tz 

C: 0 zf~z‹fiz› 0 

0 0 ‹fNzz(Âzz) 

Onde 7\.,- pode ser igual a 7«,‹ e a ordem dos blocos JM. (/lí) él indiferente.. 

Vamos construir la forma de Jordan usando ‹o exemplo de uma matriz dada abaixo: 

Para se construir a forma de Jordan, é necessário conhecer a multiplicidade algébrica 

e geométrica de cada dos aütovalores. No efitazata, para matrizes de ordem maior que 3 isto 
pode não ser suficiente. *Cada bloco de Jordan ~contr`i1bu'i com mg'(?t) = 1 e ma(k) = k. 

Exemplo 1 

301 A=O2O 
103 

Determinação dos autovalores e sua multiplicidade algébrica:

Q s-I š3~zu « 

óz¢(A-mz' o 2-M o :(1-2)2(À-4) 
1 ol 3-um

. \
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Logo, ma(2)=2 e ma(4)=l. 

Multiplicidade geométrica: 

Como, 1 S 3 ma,(z14) , temos: mg(2) = 1 ou 2 e mg(4) = 1 

Calculado mg (2) = dinS2
z 

3 O lkâçl; ¡2x1¿ ¿3x,1+x3=2x1 
Ax=2x:> O 2 *0`l x2l\=l 2x2(”<:>\2x2=2x2 <:>x1=-x3 

`1 o 3 X31 fi_2x,í fi›z,+3ix3=2x, 

ou seja, S2 =KSpan 0,-I),(,0,1,0)} e dim S2 = mg(2) = 2 

Colocando na forma de Jordan, temos: 

Finalmente, como 7» = 2 tem mg' = 2, teremos dois. blocos, unitários de K = 2. E mais 
um bloco unitário de K =4: 

200 
_1A=o2'o 004 

Vamos fazer o mesmo exemplo anterior usando c comando especifico do maple que 

é: “JordanFom1”. 

> A:=Mat~i¬ix(3,3,l[3,f0,1,f0,'2;0,'l ;'O,3'¶); 
gsoil 

À:=J1{ä20š 
,[103 

> j:=JordanForm(A); 
íizool 

/:=I040l 
1002:'
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11 coNcLUsÃo 

Diante do eiqiosto, a utilização do Soflíware matemático Maple promoveu 

significamente ao ensino da Geometria Anašítica, e possibilitou na contribuição de soluções de 

forma rápida eídiversificada no processo de ensino aprendizagem de matemática, servindo para 

evidenciar a real importância da informática na educação, ei que nos deixa consciente de que o 

software computacional «deve ser usado como uma 'í`e'n¬amenta para auxiliar na educação e não 
para substituir* o professor. 

. Por outro lado, o uso do .software Maple é. indispensável ao curso de matematica de 

todo o pais, que pode :ser .adaptado nas ferramentas «colnputacionais e em espeeiai às inovações 
tecnológicas de uso inclusive ao ensino e a pesquisa.. 

Outro aproveitamento relevante que pode ser tratada em trabalhos futuros e' a 

adaptação deste software para o uso em programas de 'Ensino a Distância. 
Acredita-se que explorando de forma adequada os comandos do software Maple com 

os estudantes, fi1turo.s professores, haverá sempre um .melhor desempenho de aprendizagem no 
conteúdo de Geometria Analítica, *buscando a criatividade e a interatividade do potencial desse 

software na busca das soluções desejáveis.
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