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RESUMO

Esta monografia abordou o estudo dos extremos de fungSes de vérias varidveis
reais, partindo-se do ponto mais elementar, a defini¢do de fungdes de uma variavel real para a
partir dai expandir suas defini¢des para fun¢des de varias varidveis reais. Durante o decorrer
do trabalho buscamos construir os conhecimentos necessarios para o estudo dos extremos
definindo todos os elementos necessarios a boa compreensio dos elementos conceituais dos
extremos de fungdes. Por fim utilizamos duas abordagens uma algébrica e outra matricial com
vistas a desenvolvermos as teorias que nos permitem determinar os extremos relativos, os
extremos absolutos ¢ os extremos de fung¢des quando estas apresentam alguma restri¢do,
conhecido como o método dos multiplicadores de Lagrange todos eles para fungGes de varias
variaveis reais. Diferentemente da maioria dos livros didaticos que tratam as fungdes de varias
varidveis quase sempre como fungdes de duas variaveis, buscamos neste trabalho desenvolver

um estudo sobre as fun¢des de varias variaveis realmente.

Palavra Chave: Extremos relativos; extremos absolutos; multiplicadores de Lagrange.
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1. INTRODUCAO

O estudo do comportamento das fungdes ¢ pratica corrente no meio
matematico, quer seja através de seus graficos, quer seja pela explicitagdo de alguns dos seus
elementos ou ainda pela determinagio das leis de formagfo destas fungBes. Por vezes estas
descrevem varias atividades cotidianas, tais como fenOmenos naturais, experimentos,
problemas reais, etc.. Entretanto o estudo inicial das fun¢es que versa somente sobre fungdes
de uma varidvel real, mostra-se infrutifero na modelagem da maioria destes fendmenos e
atividades cotidianas. Para preencher-se esta lacuna, langa-se mdo de fungdes de vérias
variaveis reais, estas caracterizadas basicamente pela extensdo dos conceitos de fungdes de

uma variavel real, com algumas adequac¢Ges e adaptagdes.

Dentro do estudo destas fungdes de varias varidveis reais, os problemas de
otimizagdo sfo de relevante monta; entretanto, para o estudo destes problemas, faz-se
necessario o profundo conhecimento das técnicas de determinagdo dos valores extremos das
citadas fungSes. Outra vez langa-se mdo da extensfio de conceitos utilizados para fungSes de
uma varidvel real com o intuito de aplica-los as fungdes varias varidveis reais. Desta feita
estenderemos os conceitos do calculo diferencial aplicado as fungdes de uma varidvel

construindo assim as bases para o estudo do comportamento das fung¢des de varias variaveis.

2. FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS

Definicio 01: Fungdes de uma variivel

Sabemos que uma funcio de uma variavel real é uma lei que associa um unico

ntimero real y a um nimero real x, cuja notagio usual é: y = f(x) , matematicamente temos:

fR>R
y=f(x)



o

Chamamos ao numero real x, variiavel independente, que é a varidvel de
entrada da fungdo e chamamos ao nimero real y, varidavel dependente, que € a varidvel de

saida da fungo.

Ao conjunto de todos os numeros reais x chamamos deminio da funcio € ao

conjunto de todos os nimeros reais y chamamos imagem da funcéioe.

Como neste trabalho apenas abordaremos as funcdes de variaveis reais cabe
fazer algumas restri¢des aos dominios destas fungdes, excluindo entradas que nos remetam a

numeros complexos ou divisdes por zero.

Tabela 01 — Exemplos de fun¢des de uma variavel real

Funcio Dominio Imagem
y= RV —3x R— R+
,o2 R {0} R ~{0}
X
y =senx R ["‘Li}

Definicio 02: Espaco n-dimensional

Seja o conjunto de todas as énuplas de nimeros reais, a este conjunto
chamamos de espaco n-dimensional, cuja notagio é R". Cada énupla (x,,x,,%;,..,X,) €

chamada ponto do espago n-dimensional.
Definigiio 03: Funcdes de duas varidveis

Estendendo-se o conceito de fun¢des de uma varidvel real para duas variaveis

reais, teremos: uma funcfio de duas varidveis reais ¢ uma lei que associa um unico par

ordenado (x,,xz) (ponto do espago numérico de bi-dimensional) a um nimero real w, cuja

notagdo usual é&: w= f(x,,x,). Matematicamente temos:



fR*>R
w=f(x,x,)

Chamamos ao ponto do espago bi-dimensional (x,,x,), varidveis

independentes, que sdo as varidveis de entrada da fungdo e chamamos ao ntimero real w,

variavel dependente, que € a varidvel de saida da fungio.

Ao conjunto de todos os pontos do espago bi-dimensional (x,,xz) chamamos

dominio da fungiio e ao conjunto de todos os nimeros reais w chamamos imagem da

funcioe.

Como neste trabalho apenas abordaremos as fungdes de varidveis reais cabe
fazer algumas restrigdes aos dominios destas fungdes, excluindo entradas que nos remetam a

numeros complexos ou divisdes por zero.

Tabela 02 — Exemplos de fun¢des de duas variaveis

Funcio Dominio Imagem
w=.y-x yzx’ R,
o2 | xy %0 R - {0}
Xy
w=sen xy R [_1,1]

Definico 04: Funcdes de varias variaveis

Estendendo-se o conceito de fungdes de duas variaveis para varias varidveis

teremos: uma fungfio de varias variaveis reais ¢ uma lei que associa uma unica énupla

ordenada (xl,xz,x3,...,xn) (ponto do espago numérico de n-dimensional) a um nimero real w,

cuja notagdo usual é&: w= f (xl, xz,x3,...,x,,), matematicamente:



S R">R

w= f(x,%,%,.... %, )

Chamamos ao ponto do espago n-dimensional (x,x,,%;,...X,), varidveis

independentes, que sdo as varidveis de entrada da fungfio e chamamos ao nimero real w,

variavel dependente, que € a varidvel de saida da fungio.

Ao conjunto de todos os pontos do n-dimensional (x,,x,,%;,...,%, ), chamamos

dominio da funcio e ao conjunto de todos os nimeros reais w chamamos imagem da

funcio.

Como neste trabalho abordaremos as fungSes de variaveis reais cabe fazer
algumas restrigdes aos dominios destas func¢des, excluindo entradas que nos remetam a

numeros complexos ou divisdes por zero.

Tabela 03 — Exemplos de fungdes de trés ou mais variaveis

Funcio Dominio Imagem
w=yy—x'+z y+z2x’ R,
2 -
we xyzk # 0 R {0}
xyzk
W= oS Xyz R [_1,1]

Defini¢iao 05: Interior, Fronteira, Aberto, Fechado (Espaco Bidimensional)

Um ponto (x,,y,) em uma regido (conjunto) R no plano xy é um ponto
interior de R se € o centro de um disco que estd inteiramente em R. Um ponto (xo, yo) ¢ um
ponto de fronteira de R se todo disco centrado em (xo, yo) contém ao mesmo tempo pontos

que estdo em R e do lado de fora de R. (o ponto de fronteira propriamente dito ndo precisa

pertencer a R.)



Os pontos interiores de uma regido, como um conjunto, compdem o interior da
regido. Os pontos de fronteira da regido compdem sua fronfeira. Uma regido ¢ aberta se
consiste inteiramente em pontos interiores. Uma regido € fechada se contém todos seus

pontos de fronteira.

(xox)’n)

Figura 01: Ponto Interior Figura 02: Ponto de fronteira

Definicao 06: Regides limitadas e nio limitadas do plano

Uma regidio no plano ¢ limitada se esta dentro de um disco de raio fixo tais
como segmentos de reta, tridngulos, interiores de tridngulos, retangulos, circunferéncias e etc.
As demais regides sdo chamadas de regides ndo limitadas sio exemplos destas retas, os eixos

coordenados, os graficos definidas em intervalos infinitos, etc.
Definigiio 07: Grifico de uma fungio de duas variiveis

Se f for uma fungdo de duas variaveis, entdo o grafico de f'serd o conjunto de

todos os pontos (x,,x,,w) no R’ para os quais (x,,x,) ¢ um ponto no dominio de f e
w={F (xl,xz), esse grafico da fungfo f também pode receber a denominagdo de superficie
w=f(x,x,).

Pela defini¢do acima € facil verificar entdo que o grafico de uma fungdo de

duas varidveis € uma superficie que representa todos os pontos no espago tri-dimensional de

coordenadas cartesianas (xl,xz,w). Sabemos ainda que o dominio de ¢ um conjunto de

pontos do plano xy e como a cada par ordenado (x,,x,) no dominio corresponde um tnico



valor w, € facil verificar que nenhuma reta perpendicular ao plano xy pode interceptar o

grafico de f em mais de um ponto.

Os Exemplos abaixo representam passo a passo a obtencdo do grafico de

fungdes de duas varidveis, bem como exemplos destes graficos:

Figura 03 — Esbogo do grafico de uma fung¢éo ponto a ponto

Figura 04 — Grafico de uma fungédo de duas variaveis






Definicdo 08: Grafico de uma funciio de mais de duas variaveis

Como ¢ facil verificar uma fungdo de uma variavel possui uma representagdo
grafica bidimensional. Uma fungdo de duas varidveis tera sua representagdo grafica
tridimensional. Desta forma é bem simples deduzirmos que uma fungéo de » varidveis terd
uma representagdo grafica numa dimensdo »+1. Como a nossa representagdo € feita no
méximo numa forma tridimensional é impossivel representarmos graficamente uma fungdo

com mais de duas variaveis.
Definicéio 09: Curvas de nivel e curvas de contorno de funcdes de duas variaveis

O conjunto de pontos no plano onde uma fun¢do f (x,,xz) tem um valor

constante f(x,,x,)=c ¢ chamado de curva de nivel de f.

As curvas de nivel de uma fungdio sdo obtidas basicamente fazendo-se a
suposi¢do de que a superficie w= f(x,x,) seja interceptada por um plano z=c e que a
curva originada desta intersecgdo seja projetada no plano xy. A curva projetada tem por

equagdo f (xl,xz) =c e ¢ chamada de curva de nivel ou curva de contorno de f em c.

Considerando diferentes valores para a constante ¢ obtemos um conjunto de curvas de nivel

que também pode ser denominado mapa de contorno.

Um mapa de contorno ou de curvas de niveis mostra variagdes de z com x ¢ y.
Geralmente estes mapas mostram curvas de nivel com intervalos constantes e curvas de nivel
mais préximas representam um crescimento ou decrescimento mais acentuado de z. Em se
tratando de topografia, onde estas curvas sdo mais largamente utilizadas, tal situagio
representa uma superficie ingreme e quando as curvas de nivel encontram-se mais afastadas

representa uma regido com aclives ou declives bem atenuados.

Outros exemplos de utilizacdo das curvas de nivel sdo a representagdo de
curvas equipotenciais e as curvas de produgdo constante. Abaixo vemos algumas

representagdes graficas de curvas de nivel de fungdes de duas variaveis.



Figura 08 — Curvas de nivel e grafico de uma fungao de duas varidveis
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Figura 09 — Curvas equipotenciais Figura 10 — Curvas isotérmicas
Definicio 10: Superficies de nivel de funcgoes de trés variaveis

O conjunto de pontos (x,,x,,x;) no espago onde uma fungdo de trés varidveis

independentes tem um valor constante f(x,,x,,x;)=c é chamado de superficie de nivel de f.

Como os gréficos de fungdes de trés varidveis consistem em pontos
(x,,xz,x3, g £ 3 )) em um espago quadridimensional, portanto ndo poderemos esboga-los

em nosso sistema de coordenadas tridimensionais de referéncia. Contudo, podemos ver como

a fungdo se comporta analisando suas superficies de nivel tridimensionais.

Figura 11 — Superficies de nivel
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Figura 12 — Superficies de nivel

3. LIMITES E CONTINUIDADE DE FUNCOES DE VARIAS
VARIAVEIS

Até aqui, o tratamento entre as fun¢des de uma variavel e as funcdes de varias
variaveis deu-se apenas pela simples extensdo dos conceitos das primeiras as segundas. A
partir deste momento a simples extensdo de conceitos ndo se aplica mais eficientemente,
existem agora divergéncias entre os conceitos aplicados as fungdes de uma variavel e aqueles

efetivamente aplicados a fungdes de varias varidveis.

O inicio destas mudangas da-se com o estudo dos limites das fungdes de varias
variaveis, geralmente os autores adotam a utilizagdo de fungdes de duas varidveis para
exemplificar 0 que acontece com as fun¢des de mais de uma variavel. Aqui buscaremos
sempre que possivel utilizar as defini¢Ges para fungdes de n varidveis, sempre que necessario
fazendo-se o percurso a partir das fungdes de duas varidveis buscando sempre uma

generalizacdo para funcdes de n-variaveis.



Definicio 11: Disco aberto

Se 4= (a‘,az,...,an) for um ponto em R” e » for um niimero positivo, entdio o

disco aberto B(A;r), seré definida como o conjunto de todos os pontos P =(x,,x,,...,x,) em

R”, tais que ||[P— 4| <r, com HP—AH=\/(x1 —a) +(x,—a,) .4 (x,—a,) .

Defini¢iio 12: Limite de uma funcioe de varias varidveis

Seja f uma fungfio de » varidveis que esta definida em um disco aberto

B ((xlo 3 Xa, 5 Xy seees Xy ),r) , €xceto possivelmente no proprio ponto (xl0 2 Xy 5 X3 seees Xy ) Entdo o

limite de f(x,x,,%;,..,%,) quando {x,x,,x,,...x,) tende a (xiﬁ,x),x_;“,...,xn") éL e

€SCrevemos:

Ii Pl=/
(x"xz""’x")_l)fgo)xzo;---,x,,o ‘f( )

Se para todo £>0, por menor que seja, existir um §>0 tal que se

0<|P-4|<8,entho |f(P)-L|<e.

{35257, )—){x,o gy ey

Sejam L, M e k numeros reais e lim )f(xl,xp...,xn):L e

lim g (xl, Xyyerns x,,) = M , nestas condigdes séo validas as propriedades:

[EXE N )—)(xln Koy weorFiny
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Tabela 04 — Propriedades dos limites de fungdes de vérias variaveis

Regra da soma: ( )ﬁfﬁ )[f(x,y,...,z)+g(x_,y,...,z)]=L+M
Xy 2 Xy g Xy} K 5¥2gy erns X
Regra da diferenga: ( )l'u(n )[f( Xy Yoo 2) = 8 (% Vs 2)] =L-M
XXy Xy JH K 5 X2y oo Koy
Regra do produto: lim [ F (5. Yse2)og (%, 95nz) | = Lebd
(7% 1%, )_)(X!a g 0¥y ) ’
Regra da lim K (x,¥,..,2)=kL
| multiplicagdo por | Gases )25 50mg) '
escalar:
Regra do quociente: r z ‘
lim —f(x,y,...,-) _L se M #0
R T I (x, Vseoos z) M
Regra da poténcia: Se m e n forem inteiros, entdo
lim [f(x,y,.,.,z):F =", desde que L" eR

(xl X3 aeenXy )_)(xlo X2g s-s ¥y )

.. ) 3x? — 12
Exemplo 1: calcule o limite:  lim i—szrS
{(x.y)>(3.4) x +y +2

Selucie:

. 3x° —y*+5 337 -4*+5 27-16+5 16
lim 7. .2 =72 a2 = =55
B4 X"+ vy +2 37+4°+2 9+16+2 27

Exemplo 2: calcule o limite: lim secx gy
(x,y)—»(o,/}é,;

Solucio:

. V4
lim secxtgy=secOt1g —=11=1
(r{073) 4
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2 2

X —y
G () x—y

£y

Exemplo 3: calcule o limite:

Selugio:

. : , . N .0
Substituindo diretamente teriamos uma indeterminacéo do tipo 0

2.2 + —
m 2V g G oo
() x—y (XJ;);(U) X—y (xx)~> (L)

X#y X#y

.. . 2xy+yz
Exemplo 4: calcule o limite: lim ~J€y——7
(22 (-1-1) x° + 27

Selucig:
2iytye _2W(-D+(-D(-])_-241_ 1
(er2)=0-1-1) x2 4 22 12 +(_1)2 1+1 2
Exemplo 5: calcule o limite: P-’l)%%j) ze™? cos2x
Solucie:

lim ze? cos2x=3e " cos2mr =3¢1=3
P—)(z,0,3)

Definicio 13: Inexisténcia do Limite de uma funcio de virias variaveis
Se a fungio f tiver diferentes limites quando (x,x,,%;,..,x,) tender a
(x10>x20>x30=--~=xn0) através de dois conjuntos de pontos tendo ( xlo,x%,x%,...,xno) como um

ponto de acumulacdo destes conjuntos, entdo lim I (xi,xz,x_g,...,xn) néo

(X% 530y )—)(x," RS .

existe.
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Exemplo 6: Dada f (x J’) ‘“_:_v_y* calcule se existir (x, 1)1n(10 0) x2 ?}y

Solucie:
_ . , . D .0
Substituindo diretamente teriamos uma indeterminagdo do tipo 0 E facil

verificar que f(x,y) esté definida em todos os pontos do R?, exceto no ponto (0,0). Desta
forma para aplicarmos a defini¢fio acima deveremos tomar dois conjuntos de pontos que
contenham (0,0) como ponto de acumulagdo, entdo: seja o conjunto S, o conjunto de todos
os pontos do eixo das abscissas ¢ S, o conjunto de todos os pontos da reta bissetriz dos

quadrantes impares v = x . Entdo:

I-se (x,y)e s =(x,y)=(x,0), logo: I-se (x,5)es, = (x,y)=(xx), logo:
lim —2 —lim—2— = lim0=0 I D ime® _jimlol
(X,}QZS'(O’O) x2 + y2 x>0 x2 +0 x>0 (x,yj—rg(lﬂ,O) x2 + };2 - xl—r)r(} xz + x2 - 11—133 2 h 2

Como & z [Ii Y, d 1 0
m (“211':100 f(x.) ”};)i:r{(lo'o)f(x,y) ecorre que 1m00)f(x y) nio

existe.
Definicdo 14: Continuidade de uma funciio de varias varidveis

Suponha que f seja uma fungdo de » varidveis e 4, um ponto de R”. Entdo,
dizemos que f serd continua em um ponto 4 se e somente se as seguintes condi¢des forem

satisfeitas:
1. f(A) existe;
2. lim 7 (P) existe;

3. lim f(P)=f(4)
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Definicéio 15: Descontinuidade removivel

Se uma funcdo f de n variaveis for descontinua em um ponto

(x,(l 2 Xg 5 Xy 5o Xy ), mas lim I (xl_,xz_,xp..._,xn) existir, entdo dizemos que f

{x,%5,%5,..,%, )—)(.vt]0 Xy X3, ,...,x,,n)

tem uma descontinuidade remeovivel em (xlo,x%,xso,...,x "o)’ se for possivel redefinir a

fungdio f de tal forma que f(xlo,x%,xso,...,xno): lim F (3%, %,00%, ),

(30,53 X3 X, )—)(xlo gy Fag e )

entdo esta funcdo redefinida sera continua no ponto | x, ,x, ,x, ,..,x_ ).
To 29 3¢ ]

' Definicio 16: Descontinuidade essencial

Se uma funciio f de n varidveis possui uma descontinuidade em um ponto

(xlo,xzo,x%,...,xnn) tal que esta descontinuidade ndo possa ser removida; esta fungdo tem

entfio uma descontinuidade essencial em (x, s Xy 5 X3 5eees X, )
. L g 0

2
Exemplo 7: Dada f(x,y)= _.:ax_yz , verifique se /¢ continua em (0,0).
Tty

Selucio:

E facil verificar que f'¢ descontinua, pois falha na condigdo 1 da continuidade

de fungéo de » variaveis, pois:

2
3:07+0 —Q,portanto A 1(0,0).

L B 3x’y . _
f(x’y)_x2+y2 :>f(0,0)—02+02 _0

Porém estamos diante de uma descontinuidade removivel, uma vez que, se

redefinirmos a fung&o € possivel eliminar a descontinuidade. Desta forma teremos:

——5 se (x,y) # (0,,0)

+
0 se (x,»)=(0,0)
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Assim teremos que f(0,0)=0 ¢ também ¢é facil verificar que

3x’y _

im zx }2 =0, de fato:
()=(00) x% + y
I-se (x,y)e S =(x,y)=(x0), loge: I-se (x,y)e S, =(x,y)=(x,x), logo:

2 3
. . 3

m 2x yzzhm > =lim0=0 3xy =lim —hm—x:()

(x,y}e—;'((),,()) x4y =0 x* 4+ 50 (x. v)—)(() 0) x +y x>0 ')x x>0 2

Como Iim .
(up:(w)f( )=, ):(00)

f(x,y), decorre que lim f(x,y)=0,

(x.y)>(0,0)"

desta forma /¢ continua em (0,0).

Sejam fe g duas fungBes continuas em um ponto (x, 2 Xy 5 X3 seees X, ) entdo

vale:
1. f+g écontinuaem (x] 5%y .,x,,o)
ii. f—g écontinuaem (xlo,xzo X3, 5 ...,xﬁo);
1. feg ¢ continuaem (x , 3,000 X );
iv. —J;: ¢ continua em ( S S ), desde que g(xlﬂ 3 Xg 5 Xy 5eees X,y ) z0.
4. DERIVADAS PARCIAIS

Seja f uma funcfio de » varidveis, quando fixamos todas as variaveis
independentes desta fungio, exceto uma delas, e se derivarmos esta fun¢do em relagfo a essa
unica variavel independente ndo fixada, teremos a derivada parcial de f em relagdo a esta

variave] nfo fixada.
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Definiciio 17: Derivada parcial

Seja P(;q,xz,,..,xn), um ponto em R" e seja f uma fungdo de n varidveis
X,,X,,...,X, . Entio a derivada parcial de fem relagdo a x, é a fungfio, denotada por D, f , tal

que seu valor funcional em qualquer ponto P do dominio de f'seja dada por:

DS (5% ) = fim F (% Xy B X+ MY X0 X, ) = (%%, %,)
k 12720 , ' Ax—=0 Axk

Se esse limite existir.

Vejamos a aplicacio da defini¢io 17 para uma fungio de trés varidveis reais.

Entdo as derivadas parciais de fserdo dadas por:

D.f (%,,7) = lim f(x+4Ax,y,2)~ f(x,y,2)

, com y e z constantes. (derivada
Ax—0 Ax

parcial de f'em relagdo a variavel x).

D.f(x,y,7) = lim L (52 £ 8:2) =/ (x.2,2)

, com x ¢ z constantes. (derivada
Ay—0 Ay

parcial de fem relagdo a variavel y).

D.f (x,,2) = lim L(2:2+ 82) = [ (%:3:2)

, com x ¢ y constantes. (derivada
Az—D Az

parcial de fem relagdo & varidvel z).

Sdo equivalentes as seguintes notagdes para representacdo das derivadas

parciais da fungdo /', sendo fuma fungfo de trés variaveis reais.

Df(xy,a)—*f(xy,) f(xy:2)=Ff = f

(derlvada parcial de f em

relagdo a variavel x);
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W

_ . d . . of ] .
D, f(x,y,2)= d—yf(x,y,z) =f,(xy.z)=f, = gf (derivada parcial de f em

relagdo a variavel y) e

_ ‘ "
D.f(x,y.z)= —d_ fxyz)=f{xrz)=f= —_6“)' (derivada parcial de f em
dz, 62

relacdo a variavel z).

Exemplo 8: Scja g(x,y)=+/x"+)* -2, calcule as derivadas parciais de g.

og 1 x og

—== 2x= o8 _ 1 sy Y
x 2fiiy2 Jeey—2  afiiy 2 ey 2

Exemplo 9: Seja f(r,s,t,u,v,w)=3rst + sty —2tuv’ —tvw + 3uw’ , calcule as

derivadas parciais de .

Solucfie:

L = 6rst al =20 +3w;
or ou
” > 2 ”
QL=3r‘t+t‘"v; i=stz—41fuv—zw e
os ov

% =3ris+2stv 2w’ —vw;



Exemplo  10: Seja f(xyz)=xy+yz*+z°,  prove  que:

xf (x,,2)+ o, (%, y,z)f o, (x,y.2)=3f(x,».2).

Solucio:

Inicialmente calcularemos as derivadas parciais de 1.
[ (x,y,2)=2xy;

1 (xy.z)=x"+2;

fi(x,y,2)=2yz+3z2’

Logo,

xf. (x,3.2) o, (53 2) + o, (5,3,2) = 3£ (%,,2)
x(2xy)+ y(x2 +z° ) +z (2yz + 322) =3f(x,y,2)
2xy+x’y+yzt +2y2" +32° =3 f(x,3,2)
3x’y+3yz" +32° =3 f(x,3,2)

3(x’y+ 32’ +2°) =31 (x,3.2)

3f(x, y,z) = 3f(x, y,z) >>CQD.

Definicdo 18: Incremento de uma funcfio de n varidveis

Se f for uma funcfo de n variaveis x,,x,,...,x,, e £ for o ponto (x,x,,....%,),

entdo o incremento de /' em P sera dado por:

Af(P) = f(;1+Ax,,?2+Ax2,...,x" +Ax,,)-f(P)
Definicio 19: Diferenciabilidade de uma funciio de n variaveis

Se f for uma fung¢fo de »n varidveis x,,x,....,x, , € o incremento de f no ponto P

for escrito como:



Af(P)=D,f(P)Ax,+ D, f (P)Ax, +...+ D, f (P)Ax, + £,A%, + £,Ax, +...+ £,Ax,

onde ¢ —0,,>0,...,6,>0, quando Ax, »>0,Ax, >0,.,Ax, >0 entio, f sera

diferenciavel em P,
Definicie 20: Diferencial totai

Se f for uma fungfio de » varidveis x,,x,,...,x, , e f for diferencidvel no ponto

P, entfio a diferencial total de f'sera a fungfo df tendo valores funcionais dados por:

df (P,Ax,, Ax;,.., A%, ) = D, f (P)Ax, + D, f(P)Ax, +...+ D, f (P) Ax,.

Simplificadamente podemos reescrever a definicie 20 por: Seja
w= f(x,%,,...X,), definindo dx, =Ax,, dx,=Ax,, .., dr,=Ax, e utilizando a notagéo
ow o N . . .
Pt em detrimento da notagio D, f(P), podemos reescrever a igualdade da definigio 20

i

como:

Exemplo 11: As dimensdes de uma caixa sdo medidas e obtemos 10cm, 12cm
e 15cm, e as medidas sfo corretas até 0,02cm. Calcule aproximadamente o erro maximo

cometido no célculo do volume da caixa a partir das medidas dadas.

Solucio:

Sabemos que V ¢cm?® € o volume de uma caixa de dimensfes x ¢cm, y ¢cm € z cm.

Entdo:

V=xyz
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I

Sabemos que as derivadas parciais de V' so:

oV ' ov ov
—=yz — =Xz —=

=X
ox oy 0z 4

Utilizando-se dV para a determinagfio de uma aproximag¢io do erro {AV]

teremos:

av = eV i
x oy

L

dV = yzdx + xzdy + xydz

Sabemos que as medidas fornecidas sdo corretas até 0,02cm, logo [Ax, <0,02,

|Ay| <0,02 e [Az‘ <0,02, como desejamos determinar o erro maximo cometido na medida das

trés dimensodes, tomaremos: x =10, y =12, z=15 e dx =dy =dz =0,02. Assim sendo:
AV =12015¢0,02 +10e15¢0,02 + 101240, 02
av =9

Logo, AV =9, entdo o erro maximo possivel de acordo com as medidas

fornecidas € de aproximadamente 9 cm?.
Teorema 01: Regra da cadeia

Suponha que u# seja uma funcdo diferenciavel de n variaveis x,,x,,....x, , € cada

n?

uma dessas varidveis por sua vez seja uma fun¢fo de m variaveis y,,y,,...,¥,, . Suponha ainda

que cada uma das derivadas parciais —’(z =12,...,1m j =1,2,...,m) exista. Entdo, ¥ é uma
i

funcdo de y,,¥,,....¥,,, €



Solucio:

\
du (au)(ax, [au)[axz) (auJ(axn\

— = — | = |+ ot —

5;\/2 Ox, ) ox, )\ Oy, ox, a}’2J
3 ol i

—=— | — |+ —| == |+ —

aym 6x1 ym axz aym a)‘:n aym

A demonstracdo deste teorema pode ser verificada em Louis Leithold (2004).

Exemple 12: Dada u=xy+xz+yz; x=r; y=rcost € z=rsent, ache %

Da regra da cadeia,

2-GEHEIEHRE)

> (y+z)(1)+(x+2z)(cost)+(x+y)(sent)

Ou
5~= V+zZ+XCc0ost+ zCost + xsent + ysent
v

Substituindo x, y e z, teremos:

Oou
— =r COSt +Fsent + ¥ COSt +rsent cOst + rsent +r costsent

?a_u_ =2r(cost + sent )+ r(2sent cost)
. .

ou
— =2r(cost + sent )+ rsen2t

or

Logo a derivada parcial de » em relacéo a variavel r sera:

ou
o 2r(cost + sent )+ rsen2t
"



Definicdo 21: Derivada total

Suponha que u seja uma fungfo diferenciavel de » variaveis x,,x,....,x,, € cada

uma dessas variaveis por sua vez seja uma fungfo diferencidvel de uma tnica variavel ¢, ento

u sera uma fungfo de ¢ e a derivada total de  em relagdo a ¢ sera dada por:

2SIEERE

Definiciio 22: Derivadas parciais de ordem superior

. . e . or .
Seja f uma funcio de » varidveis, entdo em geral :Z—, com i=L2,..n,
1
também serfio fungdes de n varidveis. E se as derivadas parciais dessas fungSes existirem, elas
serdo chamadas de derivadas parciais de segunda ordem de £ Poderdo existir »* derivadas

parciais de segunda ordem.

Se novamente existirem as derivadas parciais das derivadas parciais de segunda

ordem de f; estas serfio denominadas derivadas parciais de terceira ordem de f.
Analogamente se define até as derivadas parciais de enésima ordem de f.

Sdo notacSes analogas de derivadas parciais de segunda ordem:

o’ f

2
ox

2
D, f(x.y,2z)= % f(xyz)=f.(xy.z)=f, = (derivada parcial duas

vezes em relagdo a x);

. P . Pf .
D, f(x.y,z)= s floy.z)=f(xyz)=f,= o0y (derivada parcial

uma vez em relagfio a y e uma vez em relagdo a x).
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S3o notacSes de derivadas parciais de terceira ordem;

da . . & . i .
D f(x.y.2)= —=/ (x.0.2)= frn (2. 0.2) = frn = a; (derivada parcial trés
vezes em relacdo a x);
D, fxy.2)= d’ F(xraz)= fo (ro3n2) = o = 07 (derivada parcial
ixd \ Ve s dxzd‘v’v 22, s (Ve Vo = i axzay \

uma vez em relagdo a y e duas vezes em relagio a x).

NOTA: Nas notagdes com subindice (D, f(x,y.z)=7,. (x,y.2)=71_), a

ordem da diferenciacdo parcial € da esquerda para a direita, enquanto que nas notagdes

& _2f g |
— =———), a ordem ¢ da direita para a esquerda.
dx’dy  Ox"Oy

fracionarias (

Teorema 02: Teorema de Schwartz

Sempre que as derivadas parciais de segunda ordem forem fungdes continuas,

of  of

-~

ox.0x, Ox;0x,

as derivadas cruzadas coincidirdo, isto é, , quaisquer que sejam i e . Este

importante resultado € conhecido como Teorema de Schwartz e sua demonstragéo pode ser

encontrada em Josep F. Bosch (2005).

5. EXTREMOS DE FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS

Dentre as caracteristicas basicas dos graficos de uma fungdo estio a
possibilidade de observacio de seus pontos extremos, pontos estes para os quais a funcio
alcanga seus maiores ou menores valores. Trataremos aqui da discussdo dos métodos que nos
permitem determinar estes pontos extremos da fungfo. Trataremos do assunto dividindo-o em
trés partes iniciando pelos extremos relativos, seguido pelos extremos absolutos € por fim

abordaremos o método dos multiplicadores de Lagrange.



5.1 Extremos Relativos de Fungoes de duas Variaveis: Uma Abordagem
Algébrica

Definigiio 23: Valor maximo relativo
A funcgdo continua f'de duas varidveis tem um valer maxime relative no ponto

(xlﬂ,xzn), se existir um disco aberto B((a,b);r), tal que f(xlo_.,xzo)zf(,},_xz) para todo

(x,x,)eB.

Definicio 24: Valor minime relative

A funcdo continua 7 de duas varidveis tem um valor minimo reiative no

ponto (xlo,x ), se existir um disco aberto B((a,b);r),, tal que f(x,ﬂ,xzn)ﬁf(xl,xz) para

2
“0

todo (Axlo,x20 ) eB.

Definiciio 25: Extreme relative

.Se a funcdo continua f admitir um valor minimo ou maximo relativo num ponto
(x1,, 2 Xy, ) diremos que tal ponto € um extreme relativo de f£.

. .. 0
Para que isso ocorra, se existirem — f (x10 ,x%) e 6‘_f (x10 s Xy, ) , deveremos
ox. 0 . B
1 2

~

ter E%f(xlﬁ,xzﬂ)z()e é_f"(xlu5xza)=().

& ponto (x,o 5 Xy, ) também € chamado de pente critice de f.

Teorema 03: Teste da Derivada Segunda

Seja f uma funcgdo continua de duas varidveis, tal que f e suas derivadas

primeira e segunda sejam continuas em algum disco aberto B ( ( a,b);r). Suponhamos, além

disso, que s;f(a,b) =0 e %f(a,b) =0 . Entdo,



i) f tem um valor minimo relativo em  (a,b) se

o &

O S R

T>0e_,(

i) f tem um valor méximo relativo em (a,b) se:

-2

2 »
} >0 ¢ 2f(a,b)<0 ou 601/2 f(a,b)<0

2 by
iii)  f(a,b) ndo é um extremo relativo se:
f(a b)e —f(a b)- { e b)] <0;

i) Néo podemos tirar nenhuma conclusio se:

2

o 2f(a b)—f(a b) {Gx&y (a,b)} =0.

Para encontrar a demonstragfio desse resultado, veja Louis Leithold (1994).

Adiaremos a abordagem do teste da derivada segunda para determinacio de
extremos relativos de fungBes de mais de duas varidveis reais para adiante, uma vez que o
tratamento algébrico como o adotado para fung¢des de duas varidveis reais se tornaria muito

extenso e enfadonho.

5.2 Extremos Relativos de Func¢odes de varias Varlavels' Uma Abordagem
Matricial

Definicdo 26: Valor maximo relativo
A funcdo continua f de varias varidveis tem um valer maximo relative no

ponto (xl ,X, ,x3ﬂ_,...,xnn), se existir um disco aberto B((a,b);r), tal que

“ty

f(x,o,xzo,x%,...,xnﬂ)Zf(x,,xz,xp...,xn) para todo (x,,%,,%;,...,x,) € B.



Definicde 27: Valor minime relativo
A fungdo continua f de vérias varidveis tem um valor minime relative no

ponto (xl(,,xz‘l,x3(',...,xﬂ‘l), se existir um disco aberto B((a,b);r), tal que

f(xjn,xzo,x%,...,xnn)Sf(x,,xz,x3,...,xn) para todo (x,,%,,%;,...,x, )€ B.

Defini¢io 28: Extreme relativo

Se a fungdo continua f admitir um valor minimo ou maximo relativo num

ponto (x,” 2 Xy Xy peees X, ) diremos que tal ponto ¢ um extremeo relativo de f.

. .. 0
Para que 1isso ocorra, se existirem — flx ,x, ,X% ,...,X e
e 1o 72,2 3,

3 '"0

0
—f(xjo 2 Xy 5 Xy seees Xy ), deveremos ter af(xlo,xzo,x%,...,x,70 ) =0 e

_f(xqo,xzo,x%,...,xn@):0_

O ponto ( X, 0 X 5 X ooy X, ) também € chamado de ponto critico de f.

Definicio 29: Matriz Hessiana

Considere a matriz diferencial da matriz diferencial, ou seja, a matriz de todas
as derivadas parciais de segunda ordem de /. A esta matriz chamamos Matriz Hessiana de f

e denotaremos por H(f).

Seja fuma fungdo de » varidveis reais definimos a Matriz Hessiana de f como:

-

orf  of orf |
o  oxdx,  oxox,
aZf 82./‘ a2f
ox, Ox o’ T oxox
H(f)= z 1 2 2 ]
o f o f o f
| Ox,0x, Ox,0x, | Ox,0x, |
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Entdo da defini¢8o anterior temos que se /'€ uma funcfo de duas varidveis sua

Hessiana sera:
o' f O f
. o' oxdy
H{flx,y))= L
(f( y)) 6211 a;_f ]
dyox Oy’

Analogamente se f € uma funcdo de trés variaveis sua Hessiana sera:

3f &f f]
oxt xdy oxoz

O&f &f &
H(f(x,y,z)): ayax 81/'2 ayaz
o'f of of
0zox 0z0y 0z |

Teorema 04: Teste da Derivada Segunda Para Matriz Hessiana

Seja f uma fungdo de varias variaveis tal que f e suas derivadas primeira e

segunda sejam continuas em um disco aberto B ((a,b);r). Suponhamos, além disso, que

29 "y

0 _0 0 1 .
— X% % X, )=0 6 —flx % 0% ,.0x, )=0, tal que {x ,X, ,x; ,..,x, | seja
Ox oy

o

ar o
' o O f ox  ox0x,
um ponto critico de /' € sejam d, = —=- (xlo’xz,,""’xno ); d,=det} 2, ;
i or o
O, 0x, axzz |
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[ & 8 f &S ]
ox’  ox0Ox, Ox,0x,
2 a2 o 2,
d, =det of 0 { of ; €
ox,dx,  Ox  ox,ox
62f azf azf
Ke e R P T
[ &f &f o f ]
o>  oxox, = oxox,
azf" aZf' 82]‘"
d, =det Ox, 0%, 6x22 0%,
o f o’ f o' f
_axmaxl a‘xma’x2 ; ax ax

m n _li(xln ,xzo "'""X"())

i) Se d>0ed,>0ed,>0e..ed >0, deduz-se que (xlo,xzo,...,x,,o) é

um ponto de minimo local;
i) Se d<0ed,>0ed;<0e..e(-1)'d, >0, deduz-se que

(xlo s Xp 5eees Xy ) ¢ um ponto de méximo local;

iii) Se d,=0 para i=1,2,3,...,n, nada podemos afirmar sobre o ponto
(xln ’xzu 2mnne x"ﬂ ) ’

iv) Se d,#0 para i=1,2,3,..,n, e ndo se verifica /) ou i) o ponto

(x,‘) Xy yees X ) ¢ um ponto de sela.

A demonstragdo deste importante teorema pode ser verificada em Moises
Villena (2007).
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5.3 Extremos Absolutos de Funcgdes de Viarias Variaveis

Definiciio 30: Valor maximo absoluto

A fungdo continua f de varias varidveis terd um valer maximo absolute em

seu dominio D, se existir algum ponto (xlﬁ,xzﬁ,...,xnn) em D, tal que
f(x,n,xzn,..,,xnn)Zf(x,ﬁxz,...,xn), para todos os pontos (x,X,,...,x,jem D. Em tal caso

f(xlo s Xy, ,...,xno) ¢ denominado o valer miximo abselute de f em D.

Definicio 31: Valer minimo absolute
A fung¢8o continua f'de varias varidveis terd um valor minimo absoluto em seu

dominio D, se existir algum ponto (xlo,xzﬂ,...,xno) em D, tal que
f(xlo,xzo,...,xno)Sf(_x,,xz,...,xn), para todos os pontos (x,x,,...x,) em D. Em tal caso

f (x,o s Xy 5ees Xy ) ¢ denominado o valor minime absolute de f em D.

Teorema 05: Teorema do valor extreme

Seja f uma fungfio de varias varidveis continua em R e seja R uma regido
fechada (definimos uma regifo fechada como aquela regifo que inclui sua fronteira). Entéo
existe pelo menos um ponto de R onde f'tem um valor méximo absoluto, e pelo menos um

ponto em R onde f tem um valor minimo absoluto.

A demonstragdo deste importante teorema pode ser verificada em Louis

Leithold (1594).

5.4 Multiplicadores de Lagrange: Uma Abordagem Algébrica

De modo geral existem dois tipos de problemas, que consistem basicamente na
determinagdo de valores maximos ou minimos de uma fung#o, sdo eles: os problemas com
extremos livres e os problemas com extremos vinculados. Esse tiltimo tipo ocorre quando
desejamos determinar os extremos de uma fungfo, porém uma ou mais restrigdes tem que ser

obedecidas.



Nos problemas com extremos vinculados, nem sempre € possivel resolver a
equacdo do vinculo para uma das varidveis em termos das outras. Para resolve-los, utilizamos
um método creditado a Joseph L. Lagrange (1736-1813), conhecido como método dos

multiplicadores de Lagrange.

Definicio 32: Multiplicadores de Lagrange para fung¢des de trés variaveis e uma

restricio
Suponhamos que queiramos encontrar os extremos relativos de uma fungdo f
de trés variaveis, x, y, € z, sujeita ao vinculo g(x, y,z) =0. Introduzimos uma nova varidvel

A, chamada multiplicador de Lagrange e formamos a fungfo auxiliar F para a qual:
F(x,y,2,A)= f(x,y,2)+ Ag(x,7.2)

O problema consiste entdo em encontrarmos os pontos criticos da fungdo F de
quatro varidveis x, y, z e 4. Os valores de x, y e z que ddo os extremos relativos de f estdo
entre estes pontos criticos. Os pontos criticos de ' sdo os valores de x, y, z e A para os quais

se anulam as quatro derivadas parciais de primeira ordem de F.

OF o OF o OF o O g
ox oy 0z 04

NOTA: Analogamente pode-se estender o conceito a fungdes de » variaveis.

Definiciio 33: Multiplicadores de Lagrange para funcdes de » varidveis e uma restri¢io
Suponhamos que queiramos encontrar os extremos relativos de uma fun¢fo 1
de n variaveis, x,,X,,...,X,, sujeitos ao vinculo g(xl,xz,...,x")zo. Introduzimos uma nova

variavel A, chamada multiplicador de Lagrange e formamos a funcdo auxiliar F para a qual:
F(x,,xz,...,xn,ﬂ,) = f(x.%,.x, )+ Ag (X, %,, ... %,)
O problema consiste entdo em encontrarmos os pontos criticos da fungio F de
ntl varidveis x,,Xx,,...,x,,A. Os valores de x,,x,,....x, que ddo os extremos relativos de 1
estdo entre estes pontos criticos. Os pontos criticos de F sdo os valores de x,,x,,....x, el

n

para os quais se anulam as n+/ derivadas parciais de primeira ordem de F.
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-aF_.

oF _ OF _ OF _ oF
84

6; —=90

i 0
ox dy oz

0;

NOTA: Quando diversos vinculos sdo impostos, 0 método dos multiplicadores

de Lagrange pode ser aplicado se utilizarmos diversos multiplicadores. Por exemplo, se

desejarmos encontrar pontos criticos da fungdo com valores f (x, y,z), sujeitos a duas
condigdes laterais g(x,y,z)=0 e h(x,y,z)=0, encontramos os pontos criticos da fungio F

de cinco variaveis x, y, z, 4 e u, para as quais

F(x,y,z,A,u)= f(x,y,2)+ Ag(x,y.2)+ uh(x, y,z)

5.5 Multiplicadores de Lagrange: Uma Abordagem Matricial

Critério 01: Estabelecimento de extremos com uma restri¢io e fun¢ées de duas varidveis

Suponha que se deseja otimizar uma fungo f de duas variaveis, duas vezes

diferenciavel ¢ sujeita a restrigdo g(x,y)=k, com k constante. Define-se a fungdo
Lagrangiana como:
L(A,x,y)=1(x,y)- l[g (x,¥)- k] ,onde A é chamado de multiplicador de

Lagrange. Suponha que se obtenha o ponto critico ()?,, Xy5 yn) da funcdo Lagrangiana,

resolvendo o sistema:

oL

—=0-g(x,y)=k

01,08 (x)

4 6_L:0_)@:/1_6§ entdio se define a matriz hessiana da fungdo
ox ox ox

AL _o9_,%

& d oy

lagrangiana, como a matriz.
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[PL PL L o & &

oA*  oddx dAdy & oy

o 2 2 2 2 2
Fodge| &L OL L IL L

xOA x*  xdy
0*L 8L AL
| Oy0A  dyex B o4 dyax &y Jsors0.8)

2R PR
(o))
e~
NS
t~

Entdo:

Se [E} >0 entdo a fungdo f tem um pento de maximo no ponto (xo, yo) ;

Se [E] <0 entdo a fungdo / tem um pento de minimo no ponto (x,,, ).

Critério 02: Estabelecimento de extremos com uma restricio e funcdes de trés varidveis

Suponha que se deseja otimizar uma fungfio f de trés variaveis, duas vezes

diferenciével e sujeita a restricdo g(x,»,z)=k, com k constante. Define-se a fungdo
Lagrangiana como:

L(/’L,x,y,z):f(x,y,z)—ﬂ[g(x,y,z)—k], onde A ¢ chamado de
multiplicador de Lagrange. Suponha que se obtenha o ponto critico (/l, Xy, yo,zo) da funcédo

Lagrangiana resolvendo o sistema:

%——-O—)g(x,y,z)zk

3 ' . entdo se define a matriz hessiana da fungfo
oL of ,0g

—=0>==4=

dy dy

a_L:O_)a_f:l_a_g_

oz oz oz

lagrangiana, como a matriz.
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0 og Og 0Og

x oy &
og 0L &L &L
ox oxF  oxdy oxoz

H =det R X X
og oL 0L 0L
oy x o Yoz
g 'L 'L L
[0z Oz G2y oF H(sg.50.20.2)
_ X % % ;
ox oy
Sejam H; =det % a—f— oL e Hi=H
Ox Ox°  Oxoy
® IL oL
_aﬂ' ayax ayz J[(x,,,yn,/l)
Entdo:

Se [E;] >0e¢ [54] <0 entfio a fungdo f tem um ponto de maxime no ponto

(%0, Y020 )3

Se [Es} <0e [Ea] <0 entdo a fungéo / tem um ponto de minimo no ponto

(xo:.)’o:zo)-

Critério 03: Estabelecimento de extremos com uma restrigfio e fungdes de n variaveis

Suponha que se deseja otimizar uma fungdo f de n varidveis, duas vezes
diferencidvel e sujeita a restri¢io g(x,,x,,...,x,)=k, com k constante. Define-se a fungéo

Lagrangiana como:

L(/‘I,xl,xz,...,xn):f(xpxz,...,xn)—/Il:g(xl,xz,...,xn)—k], onde A ¢é
chamado de multiplicador de Lagrange. Suponha que se obtenha o ponto critico

(/1, Xp 0 Xy suens Xy ) da fun¢do Lagrangiana resolvendo o sistema:
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oL
2o () =

LN A

ox, o, ox,

O o, ¥ _,%

ox, ox, o, entdo se define a matriz hessiana da fungéo

L oL %2

| ox o

n n n

lagrangiana, como a matriz.

o % %
ox, O,
g L o' f
_ ax,  ox’ Ox,0x,,
H = det
og of 9f
2
_Oxn Ox,,0x, ox, J}(x,o,xzﬂ,.__,xm,/l)
o & %]
o, ox,
- 2 2
Sejam H, =det % 61; oL ;
ox  Ox" OO,
o L L
_6x2 Ox, 0%, ax22 J|(xlo,x20,a)
0 & % &

=
I
|

E=det e

ox, &x,0x, ox,  ox,ox,
og oL L L
| Ox;  Ox,0x;  Oxy0x,  Oxy

- ’(xlo X2 %39 ’2')



Se f_Hg}>O e [Ea.]d} € [Es}>0 €..€ (—E)[Eﬁ.}ﬂ) entdo a funglo f tem

um pﬂnto c‘:e méXimO no pOﬂtO ‘{l’ x] o x2() ? "-jxn() ) :
Se [Hs|<0e (54} <fe [E] <0e..e {—1)[55] <0 (todos negativos)
i i [ )

entdo a funcdio / tem um ponte de minimo no ponto ( Xy Xy s Xy )

6. PROBLEMAS DE OTIMIZACAO

Exemple 13: Seja f(x,y)=2x"+)’—x"-2y, determine, caso haja, os

extremos relativos de f.

Selucio:
Inicialmente determinaremos as derivadas parciais de primeira e segunda
ordem de f Logo:
ot f orr 8 f

@283(73—217; U‘{:24x2—2 S T J ={

Ox ox” oxdy Oyox

of 2

—f—:2y—2; af=2i-

oy PN =

Agora deveremos determinar os pontos criticos de /, para tanto de acordo com

= YA
0 { \ 6’ n : k]
(%0, 7)=0 ¢ — 1 (%, ¥,) =0, assim sendo teremos:
P

. e . , 0
a definicie 25 basta fazermos — f
ox

A

[ 1
x=——
o 2
§=O:>8x3—2x=0:>< x=0 e ~a‘—=0:>2}—2=€):>}—1, logo sido
e .
x=—
L 2

pontos



bl
5;‘)‘" (x,,5,)=0. Aplicando estes pontos criticos as

calculadas teremos:

38

derivadas parciais de segunda ordem

D -
Para o ponto —;,1
-/
~2 I -2 4 2 A2
o f 2 l o°f L. 1\ o f
T =24 =2 = 7= o) 2> =4
ox H—E’l } ox \ <) ox
~2 o E 2
o f o f
-=2|,  \=>—5=2
& () ¥
’ i 2 "/
rf  f | rf Pf
- == -~ - =0 e 1 :;/ - = - :U
oxoy oyox |(L) awdy  dvox
Para o ponto (0,1)
4F ., o f 2 °f
J _»~» o) J AL S
Ar =240 20D F =24(0) -2 =2
& f o
f:;z;{_ 9 5
3}/2 1{0.) Oﬁyz
62 Py A2 o . ~2 o ~2 p
J _d A S S
~ Ho.) o~ AaL
Ox0y Oyox oxOy  Oyox
i) }‘ 1\
FPara o ponto 501 )
| N . 2
o’ o°f (1Y o' f
A VIC 0 RNV N V1 0 B SN A
-~ 2 f‘ \ - 2 ~ 2
ox Hj‘l ] ox \ <~/ ox
~2 i A2
0L =a) =L
S CO I
P _ | P P,
= - - = 'i’ N — N — - =
oxdy dyox ||y oxdy Oyow



De acordo com os resultados obtidos e de acordo com ¢ teorema 3 montamos

a tabela abaixo:

Ponto o’ f o f o f &Ff of f
. 2 a2 - S-e—>——= | Conclusdo
Critico ox* oy Ox0y v oy"  Oxdy
(1 . .
\ —5,1 4>0 2>0 0 8>0 Minimo relativo.
N3o é um extremo
(0,1) 22<0 2>0 0 4<0
relativo.

(1 | . .
'\591 4>0 2>0 0 8>0 Minimo relativo.

{1
Logo a fungdo possui dois valores minimos relativos nos pontos L—-;,i} e

1) como j'(—

A 1) 9
,1) = f{;,l} = —§ , dizemos que f tem um valor minimo relativo de

b [t

N
b | =

o0 | \D

Exemplo 14: Determine agora os extremos relativos do Exemplo 13, desta

4o

feita utilizando a teorema $4.

Solucio:

Inicialmente determinaremos as derivadas parciais de primeira e segunda

ordem de /' Logo:

of a 2 2 .
—=8x"-2x; af=24x2_2; o/ =5f =
ox o’ Ox0y  Oyox
g=2y~2; azfzz

dy o

Agora deveremos determinar os pontos criticos de f, para tanto de acordo com
Fofinicio 33 hasis 0 = O o — 0 assim sendo feremos:
a definigiio 33 basta fazermos — f (xo, Yo)=0e aj (%> yo) = {), assim sendo teremos:
323 Y

7
L



x=——,)—
oF 2 oF
l=0:>8x3—2x=0:>< x=0 —f
Ox 6!}/

1

P x=—

L 2

pontos criticos de f os pontos: ( -

%))

calculadas teremos:

Para o ponto (—%,1]

\ < /

~2 | A2 2 A2
c {=24x2—2g( ] :>0{=24(—Q —2:?{:4
ox R—E_‘l) ox” K 2) ox”
a2 E 2

0‘{=2§,1 :>6{=2

y” ;‘\‘5") v

a2f aZuf _Qi . alj" B a2j _G

xdy oyox |(41)  oxdy  oyox
Para o ponto (0,1)

o’ f ) o f 0\ o'f

e =24x"=2| = 5 24(0) -2> 2 =2
o' f *f

N —2’(01)3—2=2

oy
82'/1 _ 62/1 ZG{ 62"’{‘ _ azjj‘ _
axoy oyx 1Y T oxdy  oyox

Para o ponto [%,1)

Lt

b
y4

oY
S~

O’ f | (
5 =24x2~2§“‘\:> — =24|\

LA i ki-‘)

ED

40

— f{x,,¥,)=0. Aplicando estes pontos criticos as derivadas parciais de segunda ordem
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A2 A2 o
?‘{:2[1\:?.{:2

& ) 9

2 Az 2 2
I N N A
oxdy yox |34  xdy dydx

De acordo com os resultados obtidos e de acordo com o teorema 4 teremos:

Para o ponto (—1,1 '
\ 2 )
62 fi
dl: ‘:z %/ 1 \:4
ox gt—i.,l}
o'f  of ]
} 6—12 ax!:}}/ |_4 0
dﬂzdctl R =d, =det -3
\af df 10 2

como d,=4>0ed,=8>0, entdo pela teorema 4 deduz-se que o ponto

,1) ¢ um valor de minimo local de f

rT\
B2 |

Para o ponto (0,1)

(j1 = a ‘{ = —2
ax”
[&f o f ]
| ox? Oxdy -2
d, = det 5 , = d, =det =-4
' f  of 0 2
A 2
LY B oy

como d, =-2<0ed,=-4<0, entdo pela teorema 04 deduz-se que o ponto

0,1} é um ponto de sela.
. p



(1
Para o ponto ! ;,1}

ANE V4
Pl
dl = a2 (1 :‘24
/A E’ll
o f a{f}
2 Aoy 4 G“I
d, = det Y o d, = det -8
orf  O'f - 0 2

como d,=4>0ed,=8>0, entdo pela teorema 04 deduz-se que o ponio

l\
,/}e

SR

Logo a fungfo possui dois valores minimos relativos nos pontos

(-
\

,1), como f (—;1)—,1}: j’(%,l}= —% , dizemos que f tem um valor minimo relativo de

L

TN
o |

oe | \&

Nota-se que os resultados obtidos nos exercicios 13 e 14, utilizando-se as duas

metodologias nos remeteram a resultados idénticos, como realmente deveria ocorrer.

Exemplo 15: Seja f(x,y)=x"+xz—y+y’ +yz+32", determine, caso haja,

os extremos relativos de .

Solucioe:
Como £ ¢ uma fungfo de trés varidveis, deveremos utilizar a teorema 04 para

determinarmos tais extremos relativos.

Iniciaimente determinaremos as derivadas parciais de primeira e segunda

ordem de £ Logo:
QL=2x+z; %zzywbz—l; g =6z+x+y
ox oy oz



07 _a, 97 _s, 07 _97 1§
ox” oz Oxdz Ozdx

0" 1 A & f B O f o f B & f 1
v ’ oxdy  Oyox Oydz 0Ozy

Agora deveremos determinar os pontos criticos de /', para tanto de acordo com

o ) & )
a definigde 33 basta fazermos —f—f(xo,yo,zo)z(); = (%.¥002)=0
o dy

Fi £ (%, ¥552,) =0, assim sendo teremos:
(A
7 o
(zx (2x + z =90 L
<Gf:0:>4 2y + z = I:(x,y’“).._ —,—,——), }OgO f
oy 207200 10
o ‘x + y 4+ 6z =0
—=0
Oz
ossui um tnpico ponto critic onto: 1 1) s 2 ( )=0
p ’ pO 0 - 0, O p ' 20*209 10,)'- pOIS j x().syo.e- s ) T Ve

o F (X, VosenZp) =0 & agf(xo, Yos-sZy) =0. Aplicando este ponto critico as derivadas
zZ

Ay’
parciais de segunda ordem calculadas teremos:

rd

PazaopontO{ L1 i)

\20°20° 10
2 AZ £
O o =97 5
" lpan o
e 20°20° 10
a2 2
T BN
~ 2 101 2
oy (20’20’ m) o
o* f o f
qﬁzzz,ﬂ 11 :>-,:z=2
(974 k272—__) 0.
o f & ' 5?
oOF _9F _, _Or _of _

oy dyex |(Rny) axay vox

2030 10)
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’f _Of _, ’f _of
X0z Ozdx  |(34L)  wOz  Ozox
2, 2 2 L
’f_Ff | L& _¥r
ovoz ozdy |54  dvoz  ozdy

De acordo com os resultados obtidos e de acordo com o teorema 04 teremos:

-

11 1)

Para o ponto (i,—, — |
207207 10)

|

o ponto (

como f(

' f
L%:EQT(LB_L =2
T 1207207 10)
o’ oxdy || 20
d, = 2 N TR ::)dz=[ 7}=4
&f & | 0 2
| vox oy |
- azf azj azf_
xt xoy xdz
aza), 2 2 01
d, = det *f { o f =d,=det|0 2 1|=d, =4
oyox  oy°  oyoz L1 o
3r  Ff Of L
| OzOx  0zdy oz |

I

111

b4

20°20° 10

como d, =2>0ed,=4>0ed, =4>0, entdo pela teorema 04 deduz-se que

11 1

L kil ——) ¢ um valor de minimo local de /.

20720 10

Logo a func¢io possui um valor minimo relativo no ponto L———

LI_E_L)
207207 10

(11 _i]
207207 10)°

11 .. . , . . 1
= 70’ dizemos que / tem um valor minimo relativo de 20
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Exemple 16: Determine as dimensdes relativas de uma caixa retangular, sem
tampa e com um dado volume, sendo usada a menor quantidade de material possivel em sua
fabricagdo.

Solugio:
Seja S=f(x,y,z)=xy+2xz+2yz, ¢ V o volume da caixa, tomemos

‘g(x,y,z)=xyz—V , entdo deveremos minimizar a fun¢do 1 sujeita ao vinculo g(x,y,z)=0.
Determinagfo de F.
F(x,y,2,A)=f(x,y,2)+ Ag(x,y.2)
F(x,y,2,A)=xy+2xz+2yz+ A{xyz V)
F(x,y,2,A)=xy+2xz+2yz+ Axyz— AV

Calculo das derivadas parciais:

%E:‘zy+2z+/1y2:() (i) 95—:2x+2y+)lxy=0 (iii)
x - 0z .

g: x+2z+Axz=0 (ii) oF
, —=>xz-V=0 (iv)
oA

Subtraindo 7 e ii, obteremos:

y-x+Az(y-x)=0=(y-x)(1+1z)=0, logo: (y—x)=0=>x=y (v) ou

1 . . .
1+4z=0=>A=——, comz#0 (vi), substituindo vi em ii. Temos:
e ,

1 . -
—ixz2=0=x+2z—x=0=z=0, ndo satisfaz

{
x+22+/?,xz=0:>x+22+k—

as condi¢des:
Substituindo v em /7 teremos:

2x+2y+Axy=0=2x+2x+ Ax’ =0=> x(4+ Ax) =0

(4+1x):0:>,%=—i, comx#90 (Vi'i)
P )
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Substituindo vii em #i teremos:

Fe =~
A

" 4 X { eee)
x+22+,¢xz=0:>x+22+£——sz=0:>x+22—4x=0:>z=; (viii}
Substituindo v e viii em v teremos:
¥
xyz—V-—-G:woc:—V:O:)x:\/}?,V; x=y=>y=32V e
L
X N %4
Z=—=>z= :
2 3

~,
A

Logo: (3,/517 32V, Y J, ¢ um ponto critico de F, é facil verificar que este

V
2

ponto critico € um ponto onde f tem um valor de minimo absoluto.

Exemplo 17: Ache os extremos relativos da fungio f sc f(xﬁ y,z) =xz+yz €

se 0 ponto (x,y,z) estd na intersecgdo das superficies x* +2z° =2 e yz=2.

Sclucie:

Seja a fungfio F tal que:
F(x, y,z,)l,,u) = f(x, y,z)+)‘§g(x, y,z)+;1h (x, y,z)
F(x,y_.,z,,/"L,,u)=xz+yz+)p(x2 +y7 —2)+,u(yz—2)

Determinando as derivadas parciais e igualando-as a zero teremos:

oF

—= z+2Ax=0 i
Ox ¥ (l)
oF ,
= z+puz=0 (i
> ()
6“17:? x+y+2Az+puy=90 (z’ii)
0z
a—F:> X*+2°-2=0 (i)
04 .
oF = yz=2=0 (v)

ot
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De ii obtemos: u=-1 (vi) ez=0, como z=0 contradiz a equagdo (v) este

serd descartado.

De i temos: 1= 0 (vii), aplicando vi e vii em iii. Teremos:
X

x.+y+2/12-tr,uy=0:>x+y—2—;—z—y=0:|>x2 =z (viii)
X

Substituindo viii em iv teremos: x’ +2z°-2=0=2x*=2=x=1oux=-1

Assim sendo chegaremos ao conjunto de solu¢Bes possiveis para as cinco

equagles deiav.

x=1 y=2 z=1 )L=—% H=-1
x=1 y=-2 z=-1 ﬂ—l H=-1
2
1
x=-1 y=2 z=1 A== pu=-1
2
x=-1 y=-2 z=-1 /1——1 =-1
g ) Z 2 ‘[[

Do primeiro ¢ do quarto conjuntos de solugdes temos f'(x,y,z) =3, enquanto
que o resultado do segundo ¢ terceiro conjuntos de solugdes € f(x, y,z) =1. Logo, f tem um

valor funcional maximo relativo de 3 e um valor funcional minimo relativo de 1.

Exemplo 18: Encontre os extremos relativos da fungdo f se

F(x,y,2)=3x+5y+9z sujeita a restri¢io de xyz =25

Sclucio:

A fungdo Lagrangiana para o problema serd:.
L(4,x,y.2)= f(x,Jl,z)—/‘i[g(x,y,z)—k:l

L(/l,x,y,z)=3x+5y+9z—/1[xyz—25]
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Determinacio do ponto critico.

(oL
—=0->g X, v,z =k
o4 °( - ) r
6L_0 §f—ﬂag )q,yrzzgs
—5;— 9’5;—/&& 3:,-,{:()}2) o ‘
loL o .og  )5=alxz)’ multiplicando-se as trés {itimas
oy ay 5)’ 9=/2V(xy)
L0z Oz Oz
xyz =25
Ix=A{xyz -
( ) = X ez =i, substituindo

equagdes por x, ¥ € z respectivamente teremos: < L Y=
S5y=4 {xyz) 5

9z = A{xyz)

. N . 3x x , .
na primeira equac¢do teremos: xyz=25= x-—s—e—— =25=x=5, conseqlientemente

3 .- - 5 } )
A= ’E portanto o ponto critico de f sera o ponto (S, 3 5} logo a Matriz hessiana

ot
I
L
N
il

Ll |
¢}

da funcdo lagrangiana sera:

0 5 2 15
3
[O yz Xz Xy _‘l s o | 9
Hede|” ¢ ™# _)Lyi = det >
xz2 Az 0 —Ax| 25 1 0 3
Lx} Ay -ix 0 _E*"sz“ 3
fx\"‘??} 9
15 -= 3 0
: 5 i

0 5 2
H,=det{ 5 0 -1}, assim teremos:
2
L
L J A

— 2 S
[Ha] = _:§9 <0e [H4] =-675<0, entdo a funcio / tem um ponto de minimo no ponto
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Exemplo 19: Determine a reta que melhor se ajusta aos pontos

(0,0),(-1,2).(-2,-1),(2.3),(1.2) ¢ (3,2)

Métode dos minimos guadradeos

Suponha que numa experiéncia realizada foram coletados os seguintes pares de
dados (x,,3,).(%,,¥;),(%5, % ),-(%,, 7, ), tais que os x, ndo sdo todos iguais. A teoria
subjacente & experiéncia sugere que os dados estejam ao longo de uma reta y=ax+b.

Devido a erros experimentais os pontos ndo séo colineares. O método dos minimos quadrados
consiste em determinar a reta que melthor se ajusta aos dados, ou seja, consiste em determinar

a e b de modo que a soma dos desvios verticais seja minima.

(Xi s)”i)

~

Dados os pontos (x;,¥,),(1<i<n) o ponto sobre a reta y=ax+b que esta
mais proximo (distdncia vertical) dos pontos dados tem coordenadas (x,.,ax,. +b); logo o

quadrado da distancia vertical a estes pontos €:

E} :((ax,. +b)—‘vn)2,1SiSrz

i

n
Minimizaremos a fungdo f(a,b)=E’+E,> +..+E =Y ((ax, +b)-y, )2
i=l



Calculando as derivadas

sistema:

Este € um sistema linear,

Sclucdo:

o o

parciais
a oh

Il
i

S

LLx |y x| Xy,

iy 0707 0 6

2y-1 2 1} =2

32,1} 4 2

41 2 3| 4 6

S 1 210 1 2

6] 31 21 9 6
RADIAPXES

6 3 8 19

i4

Logo obtemos

21’ 7

sistema:

19a + 3 = 14

, que
| 3a + 6b 8 1

I

x 22
,entdoaretaé: y ———+§1—

e igualando a zero,

tem

50

obtemos o

que tem uma unica solu¢do que minimiza f

solugdo
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7. CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho buscou abordar o estudo dos maximos e minimos de fungdes de
varias varidveis reais, ao longo deste, buscamos elencar todos os conhecimentos essenciais ac
entendimento do tema principal. Buscamos construir os conhecimentos a partir da estrutura
mais simples, que no que tange o estudo em questdo, sdo as fungdes de uma variavel real. A
partir destas definimos o que se fazia necessario ao entendimento do estudo, fazendo as -

adequagdes necessdrias criando assim as bases para o estudo do tema propriamente dito.

Uma vez definidas as bases necessérias, partimos para o tema propriamente
dito, abordando-o fracionado em trés partes: o estudo dos extremos relativos, dos extremos
absolutos e dos extremos sujeitos a uma ou mais restri¢des. Primamos pela apresentagio
destas trés partes segundo duas oticas distintas; uma abordagem algébrica e outra matricial.
Sempre que possivel generalizamos o tema para as fun¢Bes de varias varidveis nosso
propdsito neste trabalho, procurando uma melhor abordagem fugindo da abordagem

geralmente adotada nos livros didaticos que ficam restritas as fungdes de duas varidveis reais.

Por fim abordamos uma série de aplica¢des dos conceitos descritos no corpo do

trabalho trazendo a teoria para aplicagdo a problemas cotidianos e académicos.

Neste trabalho esquivamo-nos de apresentar as demonstracdes dos teoremas
aqui apresentados, pois estes sdo de facil acesso através dos livros didaticos e também dado o
nivel de aprofundamento cobrado neste trabalho, porém este poderad ser um passo seguinte na
nossa longa caminhada de caca ao tesouro do saber. Entretanto todos os teoremas citados tem
a indicagdo de onde o leitor que deseje um aprofundamento pode ter acesso a tais

demonstragdes.
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