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RESUMO 

Esta monografia abordou o estudo dos extremos de funções de várias variáveis 

reais, partindo-se do ponto mais elementar, a definição de funções de uma variável real para a 

partir daí expandir suas definições para funções de várias variáveis reais. Durante o decorrer 

do trabalho buscamos construir os conhecimentos necessários para o estudo dos extremos 

definindo todos os elementos necessários à boa compreensão dos elementos conceituais dos 

extremos de funções. Por fim utilizamos duas abordagens uma algébrica e outra matricial com 
vistas a desenvolvermos as teorias que nos permitem determinar os extremos relativos, os 

extremos absolutos e os extremos de funções quando estas apresentam alguma restrição, 
conhecido como o método dos multiplicadores de Lagrange todos eles para funções de várias 
variáveis reais. Diferentemente da maioria dos livros didáticos que tratam as funções de várias 

variáveis quase sempre como funções de duas variáveis, buscamos neste trabalho desenvolver 
um estudo sobre as funções de várias variáveis realmente. 

Palavra Chave: Extremos relativos; extremos absolutos; multiplicadores de Lagrange.
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1. rNTRonUÇÃo 
O estudo do comportamento das funções é prática corrente no meio 

matemático, quer seja através de seus gráficos, quer seja pela explicitação de alguns dos seus 

elementos ou ainda pela determinação das leis de formação destas funções. Por vezes estas 
descrevem várias atividades cotidianas, tais como fenômenos naturais, experimentos, 

problemas reais, etc.. Entretanto o estudo inicial das funções que versa somente sobre funções 

de uma variável real, mostra-se infmtífero na modelagem da maioria destes fenômenos e 

atividades cotidianas. Para preencher-se esta lacuna, lança-se mão de funções de várias 
variáveis reais, estas caracterizadas basicamente pela extensão dos conceitos de funções de 

uma variável real, com algumas adequações e adaptações. 

Dentro do estudo destas funções de várias variáveis reais, os problemas de 

otimização são de relevante monta; entretanto, para o estudo destes problemas, faz-se 

necessário 0 profundo conhecimento das técnicas de determinação dos valores extremos das 

citadas funções. Outra vez lança-se mão da extensão de conceitos utilizados para funções de 
uma variável real com o intuito de aplica-los as funções várias variáveis reais. Desta feita 
estenderemos os conceitos do cálculo diferencial aplicado às funções de uma variável 
construindo assim as bases para o estudo do comportamento das funções de várias variáveis. 

2. FUNÇÕES DE VÁRIAS VAR1ÁvErs 
Definição 01: Funções de uma variável 

Sabemos que uma ftmção de urna variável real é tuna lei que associa um único 
número real y a um número real x, cuja notação usual é: y = f(x) , matematicamente temos: 

f:R-›R 
y=f(x)
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Chamamos ao número real x_, variável independente, que é a variável de 

entrada da função e chamamos ao número real y, variável dependente, que é a variável de 
saída da função. 

Ao conjunto de todos os números reais x chamamos domínio da função e ao 
conjunto de todos os números reais y chamamos imagem da função. 

Como neste trabalho apenas abordaremos as funções de variáveis reais cabe 
fazer algumas restrições aos domínios destas funções, excluindo entradas que nos remetam a 

números complexos ou divisões por zero. 

Tabela 01 - Exemplos de funções de uma variável real 

Função Domínio Imagem 

y=¬/--3x R_ E+ 

yzâ R-wi R-ai 

y = senx R [__L Ú 

Definição 02: Espaço n-dimensional 

Seja o conjtmto de todas as ênuplas de números reais, a este conjunto 

chamamos de espaço n-dimensional, cuja notação é R”. Cada ênupla (x1,x2,x3,...,x,,) é 

chamada ponto do espaço n-dimensional. 

Definição 03: Funções de duas variáveis 

Estendendo-se o conceito de fimções de uma variável real para duas variáveis 
reais, teremos: uma função de duas variáveis reais é uma lei que associa um único par 
ordenado (x,,x2) (ponto do espaço numérico de bi-dimensional) a um número real w, cuja 
notação usual é: w = f (x,,x2). Matematicamente temos:
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f : R2 -› IR 
w=_/`(x¡,x2) 

.r Chamamos ao ponto do espaço bi-dimensional (x¡,x2), variaveis 

independentes, que são as variáveis de entrada da fimção e chamamos ao número real w, 
variável dependente, -que é a variável de saída da função. 

Ao conjunto de todos os pontos do espaço bi-dimensional (x,,x2) chamamos 
domínio da função e ao conjunto de todos os números reais w chamamos imagem da 
função. 

Como neste trabalho apenas abordaremos as funções de variáveis reais cabe 
fazer algumas restrições aos domínios destas funções, excluindo entradas que nos remetam a 

números complexos ou divisões por zero. 

Tabela 02 - Exemplos de funções de duas variáveis
l 

Função l Domínio Imagem 

w=\/y-X2 
4 

yšxz Rr 

w=¿ xy¢0' R_{()} 
*Y Í

| 

E l W = sen xy , R [_1,1] 

Definição 04: Funções de várias variáveis 

Estendendo-se o conceito de funções de duas Variáveis para várias variáveis 

teremos: uma função de várias variáveis reais é urna lei que associa urna única ênupla 
ordenada (x,,x2_,x3,...,x,,) (ponto do espaço numérico de n-dimensional) a um número real w, 
cuja notação usual é: w = f (xl, x2,x3,...,x,,), matematicamente:
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fzn"¬n 
w= ƒ (x¡,x2,xo,...,x”) 

ór Chamamos ao ponto do espaço n-dimensional (xo,xo,xo,...,x,,), variaveis 

independentes, que são as variáveis de entrada da função e chamamos ao número real w, 
variável dependente, que é a variável de saída da função. 

Ao conjunto de todos os pontos do n-dimensional (x,,x2,x3,...,x,,), chamamos 

domínio da função e ao conjunto de todos os números reais w chamamos imagem da 
função. 

Como neste trabalho abordaremos as funções de variáveis reais cabe fazer 
algumas restrições aos dominios destas funções, excluindo entradas que nos remetam a 

números complexos ou divisões por zero. 

Tabela 03 - Exemplos de funções de três ou mais variáveis

I 

Função Bornínio imagem 
. l 2 

Í Z 

w=«/y-x2+z Í yfzzx R+
l 

2 xyzk ¢ O R _ {()} 
xyzk 

W Z 
1

I 

w = cos xyz 
l 

R [_1,1] 

Definição 05: Interior, Fronteira, Aberto, Fechado (Espaço Bidimensional) 

Um ponto (xo, yo) em uma região (conjunto) R no plano :gv é um ponto 

interior de R se é o centro de um disco que está inteiramente em R. Um ponto (xo, yo) é um 
ponto de fronteira de R se todo disco centrado em (xo, yo) contém ao mesmo tempo pontos 
que estão em R e do lado de fora de R. (o ponto de fronteira propriamente dito não precisa 
pertencer a R.)
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Os pontos interiores de uma região, como um conjunto, compõem o interior da 
região. Os pontos de fronteira da região compõem sua fronteira. Uma região é aberta se 

` ` Uma região é fechada se contêm todos seus consiste inteiramente em pontos intenores. 
pontos de fronteira. 

(xozyia) 

Definição 06: Regiões limitadas e não limitadas do plano 

Uma região no plano é limitada se está dentro de um disco de raio fixo tais 
como segmentos de reta, triângulos, interiores de triângulos, retângulos, circunferências e etc. 
As demais regiões são chamadas de regiões não limitadas são exemplos destas retas, os eixos 

` ` ` 

etc. coordenados, os gráficos definidas em mtervalos infimtos, 

Definição 07: Gráfico de uma função de duas variáveis 

Se f for uma função de duas variáveis, então o gráfico de f será o conjunto de 
todos os pontos (x,,x2,w) no R3 para os quais (x,,x2) é um ponto no domínio de f e 

w= f (x1,x2), esse gráfico da função f também pode recebe r a denominação de superfície 
w=f(x¡,x2). 

Pela definição acima é fácil verificar então que o gráfico de uma função de 
duas variáveis é uma superfície que representa todos os pontos no espaço tri-dimensional de 
coordenadas cartesianas (x¡,x2,w). Sabemos ainda que o domínio de f é um conjunto de 
pontos do plano xy e como a cada par ordenado (xpxz) no domínio corresponde um único



valor w, é aci ve 

gráfico de fem mais de um ponto. 

tam asso a passo à obtenção do gráfico Os Exemplos abaixo represen p 
funções de duas variáveis, bem como exemp los destes gráficos:

\ 

03 - Esbo 'o do gráfico de uma função ponto a ponto Figura ç 

`*-~ 

f d uma função de duas variáveis Figma 04 - Grá ico e

6 

f' 'l rificar que nenhuma reta perpendicular ao plano xy pode interceptar o

de



Figura 06 ~ Gráfico de 

Fi gura O5 ~ Gráfico de uma função de

\ 
duas variáveis/ 

I

1 

uma fimção de du as variáveis

g
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ur Definição 08: Gráfico de uma função de mais de duas variaveis 

Como é fácil verificar uma função de uma variável possui uma representação 
gráfica bidimensional. Uma função de duas variáveis terá sua representação gráfica 

tridimensional. Desta forma é bem simples deduzimios que uma função de n variáveis terá 
uma representação gráfica numa dimensão n+l. Como a nossa representação é feita no 
máximo numa forma tridimensional é impossível representarmos graficamente uma função 
com mais de duas variáveis. 

Definição 09: Curvas de nível e curvas de contomo de funções de duas variáveis 

O conjunto de pontos no plano onde uma função f (x,,x2) tem um valor 
constante f(x¡,x2 ) = c é chamado de curva de nível def 

As curvas de nível de uma função são obtidas basicamente fazendo-se a 

suposição de que a superfície w= f (xpxz) seja interceptada por um plano z=c e que a 

curva originada desta intersecção seja projetada no plano xy. A curva projetada tem por 
equação f(x1,x2) =c e é chamada de curva de nível ou curva de contomo de f em c. 
Considerando diferentes valores para a constante c obtemos um conjtmto de curvas de nivel 
que tam bém pode ser denominado mapa de contomo. 

Um mapa de contorno ou de curvas de níveis mostra variações de z com x e y. 
Geralmente estes mapas mostram curvas de nível com intervalos constantes e curvas de nivel 
mais próximas representam um crescimento ou decrescimento mais acentuado de z. Em se 
tratando de topografia, onde estas curvas são mais largamente utilizadas, tal situação 

representa uma superñcie ingreme e quando as curvas de nível encontram-se mais afastadas 
representa uma região com aclives ou declives bem atenuados. 

Outros exemplos de utilização das cun/as de nível são a representação de 

curvas equipotenciais e as curvas de produção constante. Abaixo vemos algumas 

representações gráficas de curvas de nivel de funções de duas variáveis.



C . 
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Figura 07 - Curvas de nível e gráfico de uma função de duas variáveis 
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Figura 08 - Curvas de nível e gráfico de uma fimção de duas variáveis 
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Figura 09 - Curvas equipotenciais Figura 10 - Curvas isotérmicas 

Definição 10: Superfícies de nível de funções de três variáveis 

O conjunto de pontos (x,,x2,x3) no espaço onde uma funçao de três variáveis 
independentes tem um valor constante f (xl , xz , x3) = c é chamado de superfície de nível def. 

Como os gráficos de funções de três variáveis consistem em pontos 

(x,,x2,x3, f (x,,x2,x3 em um espaço quadridimensional, portanto não poderemos esboçá-los 
em nosso sistema de coordenadas tridimensionais de referência. Contudo, podemos ver como 
a função se comporta analisando suas superfícies de nível tridimensionais. 

Figura ll - Superficies de nível



ll\ 
Figura 12 - Superfícies de nível 

3. LnvnTEs E CONTINUIDADE DE FUNÇÕES DE VÁRIAS 
VARIAVEIS 

Até aqui, o tratamento entre as funções de uma variável e as funções de várias 
variáveis deu-se apenas pela simples extensão dos conceitos das primeiras às segundas. A 
partir deste momento a simples extensão de conceitos não se aplica mais eficientemente, 
existem agora divergências entre os conceitos aplicados as funções de uma variável e aqueles 
efetivamente aplicados a funções de várias variáveis. 

O inicio destas mudanças dá-se com o estudo dos limites das funções de várias 
variáveis, geralmente os autores adotam a utilização de funções de duas variáveis para 

exemplificar o que acontece com as funções de mais de uma variável. Aqui buscaremos 
sempre que possível utilizar as definições para funções de n variáveis, sempre que necessário 

fazendo-se o percurso a partir das funções de duas variáveis buscando sempre uma 
generalização para funções de n-variáveis.
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Definição 11: Disco aberto 

Se A = (a¡,a2,...,a,,) for um ponto em R" e r for um número positivo, então o 

disco aberto B(A;r) , será definida como o conjunto de todos os pontos P = (x, ,x2,..., xn) em 

R" 
, tais que HP-AH < r , com HP-AH = \/(xl -a,)2 +(x2 -a2)2 +...+(xn -un)2. 

Definição 12: Limite de uma função de várias variáveis 

Seja f uma função de n variáveis que está definida em um disco aberto 
B ((x10 ,xzo , x39 ,...,xn0 ),r) , exceto possivelmente no próprio ponto (X10 ,xzo , x3O ,..\.,x,,0 Então o 

limite de f(x¡,x2,x3,...,x,,) quando (x,,x2,x_,,,...,xn) tende a (x,“,x¿),x3“,...,xnfl) e' L, e 

ÊSCTCVGITIOSI 

lim f (P) = L 
(xl :X2 ›"-›xn )_›(xl0 :X20 :---sxno) 

Se para todo s»>0, por menor que seja, existir um 5 >0 tal que se 

0<HP-A||<ô,¢mâ<› {f(1>)-L{<z. 

Sejam L, M e k números reais e lim f(x¡,x2,._.,xn)=L e 
(x¡ ,x¡ ,.,.,x,, )-›{x¡0 ,flo ,...,x,!Ú 

lim g (xl, x2,..., xn) = M , nestas condições são válidas as propriedades: 
(x¡ ,xl ,_..,x,,)-›(x¡n ,X20 ,...,x,,n)



Tabela 04 - Propriedades dos limites de funções de várias variáveis 

R$813 da 593133 l 

( 
)lim [f(x,y,...,z)+ g(x_,y,..., z)] = L +M 

x, ,xz ,...,x,, -›(x¡n ,Jam __..,__x,¡O 

Rfigfa da dífefençaí lim )g_f(x,y,...,z)-g (x,y_,..._,z):l = L -M 
(A-¡ ,x2,..._,x,, )-›(x,n ,xln ,..., , 

Regra do Pmdumí lim )l:ƒ(x_,y,...,2)=<f(x,y,...,z)] = L=M z> 
lx» «Yz ›‹~-J» )“*l*1¬-› ›*›‹› -----=*››‹ 

Regra da um zgf(x, y,...,z) = 1‹L 
multiplicação por (M2------*~)*l*~››*1z››~~~›““f«›) 

i ' 

escalar: 

Regra do quociente: i 

f(x, L 
lim =-seM¢0 

¡ 

(fl g(x, y,...,z)l M 
Revra da otência: Se m e n forem inteiros, entãoO 

i
i 

m ln m 
lim )lf(X,y,...,z):|" =L” , desde que L" e 

| 
lx! .~xzz---,~¡›|)_›(x10›X:›¿, ›‹--› 1 

sf-y2+5 Exemplo 1: calcule o limite: lim íi 
Solugão: 

(W)->(~*›4) xz + yz + 2 

um ax?-y2+5 __ 3~32 -42+5 _ 27-1ó+5 _ 16 
‹»..»-'›»‹fi..4› x2+y2+2 ` 32+42+2 _ 9+1ó+2 `27 

Exemplo 2: calcule o limite: xsecx tg y 
,›f J,

* 

Solugãoz 

(ar -›OT 
¿>\ 

lim secx tg y=see0 tg %=l=l =l 
‹›‹z.i›»‹‹>›%)



Solugão: 

_ . _ , . . ~ . O 
Substltulndo dlretamente tenamos uma lndetermmaçao do tlpo 

14 

2 2 

Exempše 3: calcule o limite: ljrn si 
(IJ)-*(U) x - y x¢y 

- ~ x+y x-y _ 
x2 y” 

. ( )( ) _ hm í-= hm ---`-~= hm (x+y)=1+l=2 
(ai):-;(1›*) x- y (×››')-*(14) x - y (IJ)->(U) 

Solucão: 

Em 

xâ y x==_v 

. . . 2 + vz Exemplo 4: calcule o l1m1te: hm 
(X›zv›Z)_›(1>_]°_1) xb + ZL 

zxy+ yz _ 2-1.(-1)+(-1)(-1) _ _z+1_¿ 
‹v‹,.«,z›»‹1.-1,-1›x2+z2 

_ 
12+(_1)2 

_ 
1+1 

_
2 

Solugãoz 

Exemplo 5: calcule o limite: 
P 

3)ze_2'” cos 2x 

lim ze_2'” cos 2x = 3e_2'° cos Zfr = 3-l = 3 
P-›(7r,0,3) 

Definição 13: Inexistência do Limite de uma função de várias variáveis 

Se a função f tiver diferentes limites quando (x,,x2,x3,...,x,,) tender a 

(x¡0,x20,x30,...,xn0) através de dois conjuntos de pontos tendo x,O,x2°,x30,...,x,,O) como um 

ponto de acumulação destes conjuntos, então lim f (x¿,x¿,x3,...,xn) não 
*nn 

existe. 

(”'1~”2 JS ="¬*f› )'*l”1‹› Ja =*1z› )
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xy . . . Exemplo 6: Dada f (x, y) = --x2 + yz , calcule se existir 
(ml)1_n?.O,O) xl + yz 

Solugão: 

. . . , . _ ~ _ 0 f 
, . 

Substituindo diretamente teriamos uma mdetermmaçao do tipo E facil 

verificar que f (x, y) está definida em todos os pontos do R2 _, 
exceto no ponto (0,0). Desta 

forma para aplicarmos a definição acima deveremos tomar dois conjuntos de pontos que 

contenham (0,0) como ponto de acumulação, então: seja o conjunto S, o conjunto de todos 

os pontos do eixo das abscissas e S2 o conjunto de todos os pontos da reta bissetriz dos 

quadrantes ímpares y = x . Então: 

I - se (x,y) e S, :> (x,y) = (x,O) , logo: II - se (x,y) e S2 :> (x,y) = (x,x) , logo: 

. XV . 0 . 2
2 

l.llTl #=l1l'l'l,,í_=l1I`l'l()=() 
(^'›»lg:S_$0~0) .X7 + y x"*Q XL + 0 -*`*0 

(.xr,yg;š(0,0) xz + yz .r-›0 xz + xz .r-›0 2 
- z 

Como lim )f(x,y)¢( lim )f(x,y), decorre que lim f(x,y) não 
PeS'¡ PES; 

(x,y)-›(0,0 x,y')-›(0,0 ' (.r,y)-›(0,0) ' 

existe. 

Definição 14: Continuidade de uma função de várias variáveis 

Suponha que f seja uma função de n variáveis e A, um ponto de R”. Então, 
dizemos que f será contínua em um ponto A se e somente se as seguintes condições forem 
satisfeitas: 

1. f (A) existe; 
2. liin¡f(P) existe; 

3. yg¿f(P)=f(A)
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Definição 15: Descontinuidade removível 

' Se uma função f de n variáveis for descontinua em um ponto 

(xl ,xl ,x3 ,...,xn ), mas lim f(x,_,x2_,x¡,,..._,xn) existir, então dizemos quef 
" “ " “ 

(›:¡ ,X2 ,x3 ,__,,x" )-›(x¡0 ,xzn ,.r3n ,...,x,,n) 

tem uma descontinuidade removível em (x¡0,x20,x30,...,x,,0), se for possível redefmir a 

função fde tal forma que f(x,0,x20,x3O,...,xn0)= lim f(x,,x2,x3,...,x"), 
(xl ,x¡ ,.r3 ,...,x,, )-›(x¡0 ,xzn ,.›:¿n ,...,x,,n) 

entao esta funçao redefinida será contínua no ponto (xh , xzo , x30 ,..., xno 

Definição 16: Descontinuidade essencial 

Se uma função f de n variáveis possui uma descontinuidade em um ponto 
(x¡0,x20,x30,...,x,,n) tal que esta descontinuidade não possa ser removida; esta função tem 

então uma descontinuidade essencial em (x, ,x2o ,x3 ,...,xn O O 0

2 

Exemplo 7: Dada f(x, y) = , verifique se fe' contínua em (0,0). 
' x + y 

Solucão: 

É fácil verificar que fé descontinua, pois falha na condição 1 da continuidade 
de função de rz variáveis, pois: 

- 3 2 
.. 3-02-0 0 a. f(zz,y)=;¿i`:_$=ƒ(0,0)=a=5,p0rmt‹› z{j(0,o). 

.Porém estamos diante de uma descontinuidade removível, uma Vez que, se 
redefinirmos a função é possivel eliminar a descontinuidade. Desta forma teremos: 

""\

¢ 

DJ '< 
IQ 

*‹: 

f(x y) : Â ly se (x,y) ¢ (0,_0) 

i 

V 

0 se (x,y)=(0,0)
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Assim teremos que f (O, 0)=0 é também é fácil verificar que 

. 3 2 
z'

. 

lim q%= 0, de fato: 
(HV)->(°»°)x + y 

I- se (x,y) e S, :> (x,y) = (x,O) , logo: H - se (x,y) e S2 :> (x,y) = (x,x) , logo: 

2 2 3 
. . _ _ 

' 
. 3 . 3 

lim %=limÍ0-=lim0=0 lima šx y2=lin:1 xl =l1m x=() 
(x,yg:S(O,0) x + y x-›0 x + 0 x-›0 (x,_\;2;;(0,(l) x + y x-+0 2x .›:-›O 2 

Como 
_ 

lim f(x,y) = I 
lim f(x,y), decorre que lim f(x,y) = 0 , 

(1 ,y)-›(0,0) {.›:,y)~›(0,0) ' (x,y)-›(0,0) 
PeS¡ PeS¡ 

desta forma fé contínua em (0, 0). 

Sejam f e g duas filnções contínuas em um ponto (x,",x2n,x3“,...,xn0), então 

vale: 

1. f+g e continua em (x,n,x2“,x3O,...,xn0); 

ii. f-g' é contínua em (x¡0,x20,x30,...,xnfl); 

iii. f°g é continua em (xy) ,xzfl ,x30 ,...,x,,u ); 

iv. -Ji é continua em (x¡0,x20 ,x30 ,...,x,,0 ), desde que g(x¡0 ,xzo ,x30 ,...,x,,0 ) ¢ 0.3 

4. DERIVADAS PARCIAIS 
Seja f uma função de n variáveis, quando fixamos todas as variáveis 

independentes desta fmição, exceto uma delas, e se derivarmos esta função em relação a essa 
única variável independente não fixada, teremos a derivada parcial de f em relação a esta 
variável não fixada.
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Definição 17: Derivada parcial 

Seja P(1q,x2,...,x,,), um ponto em R" e sejafuma filnção de n variáveis 

x,_,x2_,..._,x" . Então a derivada parcial de fem relação a xk e' a função, denotada por Dk f _, tal 
que seu valor ftmcional em qualquer ponto P do domínio de f seja dada por: 

Dkf(x ,x ,...,xn)= lim ` f(x¡,x.¿,...,xk_,,xk + Axk,x,H,,...,xn)-f(x,,x2,...,x,,) 
1 2 

' 1\x-›O Axk ` 

Se esse limite existir. 

Vejamos a aplicação da definição 17 para uma função de três variáveis reais. 
Então as derivadas parciais def serão dadas por: 

f(x+Ax,y,z)-f(x,y,z) 
D, f (x, y,z) = AX , com y e z constantes. (derivada 

parcial de fem relação à variável x). 

f(x,y+Ay,z)-f(x,y,z) 
Dy f (x, v, Z) = lim ` 

, com x e z constantes. (derivada Í 
' Ay -›0 

parcial def em relaçao à variável y). 

z. f(x,y.z+Az)-f(x,y,z) Dzf (x, y,z) = AZ , com x e y constantes. (derivada 

parcial defem relação à variável z). 

São equivalentes as seguintes notações para representação das derivadas 

parciais da função f _, sendo fuma função de três variáveis reais. 

D_rf(x,y,z) = š;f(x,y,z) = jz, (x,y,Z) = f, = õx 
(derivada parcial de fem 

relação à variável x);
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- › d - - Ô _ _ 

Dy_f(x,y,z) = d~yf(x,y,z) = (x,y,z) = = "Í (denvada parcial de f em 

relação à variável y) e
i 

\ d z ÕÍ . _ 

DZf(x,y,z) =šf(x,y,z) = (`x,y,z) = =à_Z (denvada parclal de f em 

relação à variável z). 

Solugão: 

Exemplo 8: Seja g(x, y) = \/xz + yz - 2 , calcule as derivadas parciais de g. 

õg I ,) x õg 1 V : 
v 

.4z.7C: 
öx 2,/x2+y2-2 ¬/x2+y2-2 Õy 2./x2+y2-2 ,/x2+y¿_2 

Exemplo 9: Seja f (r,s,t,u,v,w) = 3r2st + st2v-Ztuvz -tvw+3uw2 , calcule as 
derivadas parciais de ƒÍ 

Solugão: 

al = Õrst ; ôl = ~2tv2 + 3w2; 
õr õu 

=3rt+í“v; _=St2-4tuv-twe 
9) 

'Q

‹

N ã”¿`~.¿ 

al=3r2s+2sw-Zuvz -vw; Êl=-tv-ë-óuw 
õt õw
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Exemplo 10: Seja f (x, y,z) = x2 y + yz2 + zã , prove que: 

192 (X»y,z)+ yfy (x,y,2)+ zífz (r,.›/52) = 3f (X›y›2)- 

Solução: 

Inicialmente calcularemos as derivadas parciais def 

fx (x, y, = Zxy ; 

];,(x,y,z)=x2 +z2; 

(x,y;z) = Zyz + 322 

Logo, 

Xfx (×,y,2)+›zf§., (x,y,z)+ (x,y,Z) = 3.f(x,,vz2} 

x(2xy)+y(x2 +z2)+z(2_,vz+3z2) = 3_f(x,y,z) 

2x2y+x2y+yz2 +2yz2 +323 =3f(x,y,z) 

3xZy+3yz2 +323 = 3ƒ(x, y,z) 

3(x2y + yzz + 23 = 3f(x_,y_,z) 

3f(x,y,z) = 3f(x,y,z) >> CQD. 

Definição 18: lncremento de uma função de n variáveis 

Seffor uma função de n variáveis x¡,x2,...,x" , e P for o ponto (x,,x2_,...,x,,) , 

então o incremento def em F será dado por: 

Af(P) = f(x, +¿~.›z,,›z2 +A›z2,...,zz,, +M,,)-f(P) 

Definição 19: Diferenciabilidade de uma função de n variáveis 

Se f for uma função de n variáveis x, ,x2,..., xn , e o incremento de f no ponto P 
for escrito como:
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Af(P) _ D1f(P)A×1 +D2f(P)A›z2 +...+D,,f(P)z_\›z,, +â1zn‹1+z2A>z2 +...+.›;,,Az< 
onde 5, -› 0,52 -› 0,...,e” -› 0, quando Ax, -› 0_,Ax2 -› 0,...,Ax,, -›0 então, f será 

diferenciável em P . 

Definição 20: Diferencial total 

Se ffor uma função de n variáveis x1,x2,...,x,, , e f for diferenciável no ponto 
P , então a diferencial total defserá a função df tendo valores funcionais dados por: 

âf(P,A›z,,A>z2,...,a\z,,)_ D,f(P)Ax, +n2ƒ(P)Ax2 +...+Dnf(P)A›z,,. 

Simplificadamente podemos reescrever a definição 20 por: Seja 

w=f(x¡,x2,...,x,,), definindo dx! =Ax,, dxz =Ax2, , dx” =Axn e utilizando a notação 

COIIIOI 

gçw- , em detrimento da notação D, f (P), podemos reescrever a igualdade da definição 20 

dwzflâz, +Ê`ía3z, +...+ôldxn 
õx, õxz 

' 
õxn 

Exemplo 11: As dimensões de uma caixa são medidas e obtemos 10cm, 12cm 
e 15cm, e as medidas são corretas até 0_,02cm. Calcule aproximadamente o erro máximo 
cometido no cálculo do volume da caixa a partir das medidas dadas. 

Solução: 

Então: 

Sabemos que V cm3 é o volume de uma caixa de dimensões x cm y cm e z cm. 

V = xyz
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Sabemos que as derivadas parciais de V são: 

ÕV ÔV ÕV _=yz -=xz _=xy 
õx ôy ôz 

Utilizando-se dV para a determinação de uma aproximação do erro fAV| 

teremos: 

dV =õ-Vcíx+õ-Vdy+Ê-Kd: 
õx õy õz 

dV = yzdx + xzafv + xvdz 

Sabemos que as medidas fornecidas são corretas até 0,02cm, logo S 0,02, 

[Ay] S 0,02 e S 0,02 , como desejamos determinar o erro máximo cometido na medida das 

três dimensões, tomaremos: x =10 , y = 12 , z = 15 e dx = dy = dz = O, 02. Assim sendo: 

dV =12-15-0, 02 +10-15-0, 02 +10-12-0, 02 

dV=9 

Logo, AV fz 9, então o erro máximo possível de acordo com as medidas 
fornecidas é de aproximadamente 9 cm? 

Teorema 01: Regra da cadeia 

Suponha que u seja uma função diferenciável de n variáveis x,,x2_,...,x,, , e cada 

uma dessas variáveis por sua Vez seja uma função de m variaveis y, ,y2_,..., ym. Suponha ainda 

que cada uma das derivadas parciais í'(z=1,2,...,r1;] =1,2,...,m) exista. Entao, u e uma 
" J 

função de y1,y2,...,ym , e
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Ê”zww1te1+staet Õyl ÕX1\Õyz/ Õxz ÕÍY1 Õxn Ôyz, 

Õ”zw1t@*i1wo1+~e1t Õyz õxi õyz õxz ÔY2 Ôxn 

Wt+t@~tt@*zt+i+@m 
õym õxl õym õxz Õym ôxn Õym 

A demonstração deste teorema pode ser verificada em Louis Leithold (2004). 

gšfš \___/

Õ Exemplo 12: Dada u =xy+xz+yz; x =r; y= rcost e z=rsent, ache 

Solução: 

Da regra da cadeia,
i 

â:f=tât1t:J+í2:)@:>+tí:1@:) 
Õu 5 = (y + z)(1) + (x + z)(c0st) + + y)(senI) 

õu 
3- = y+ 2+ xcost+ zcost+ xsent+ ysentr 

Substituindo x, y e 2, teremos: 
õu É = r cost + rsent + r cos t + rsent cost + rsent + r cos tsent 
âu 
-Õ- = 2r (cost + sent) + r (2sent cos t) 
r .

Ô 
au = Zr (cost + sent) + rsen2t 

,, 

Logo a derivada parcial de u em relação à variável r será: 
Õu í = 2r (cos t + sent) + rsen2tr
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Definição 21: Derivada totai 

Suponha que u seja uma função diferenciável de n variáveis xp. . , 16,, z e cada rw 

uma dessas variáveis por sua vez seja uma função diferenciável de uma única variável t, então 
u será uma função de í e a derivada total de u em relação a t será dada por: 

du__ õu {dx,)+ õu {dx2\+ + ãi {&\ 
dr äx, dr öxz dr i õx" dt i 

Definição 22: Derivadas parciais de ordem superior 

. _, . ~ Õ ` . Seja f uma função de n variaveis, entao em geral :J-, com z=I,2,...,n, 
axa' 

também serão funções de n variáveis. E se as derivadas parciais dessas funções existirem, elas 
serão chamadas de derivadas parciais de segunda ordem de jÍ Poderão existir 112 derivadas 

parciais de segunda ordem. 

Se novamente existirem as derivadas parciais das derivadas parciais de segunda 
ordem def, estas serão denominadas derivadas parciais de terceira ordem def 

Analogamente se define até as derivadas parciais de enésima ordem de jf 

São notações análogas de derivadas parciais de segunda ordem: 

. - dz 
. . 

82 f . _ 

(JC, yš Z) = Êfbg, ya Z) = fg (xa y: Z) : yƒxx : õxíz (dfifivada paffillal duas 

vezes em relação à x); 

. ff , . az f . . 

Dyxƒ (x, y, z) = Àmlv j (x, y, = jyx (x, y, Z) = fvx = (derivada parcial 

uma vez em relação à y e uma vez em relação à x).
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São notações de derivadas parciais de terceira ordem; 

ds 
_ _ t 

33 f . . A Dm f (x, y,z) = Ê] (x, y,z) = jm. (x, y,z) = jm = (derivada parcial tres 

vezes em relação à x); 

. › d3 
. . _ . 

83 f . . Dm] xhygzç) = dxzdv j (x,¬y,z) 
= jyxx (X, y, z jm z Êlderivada parcial 

uma vez em relação à y e duas vezes em relação à x). 

NOTA: Nas notações com subíndice (DW f (x, y,z) = fm (x, y, 2) = ,Lg ), a 

ordem da diferenciação parcial é da esquerda para a direita, enquanto que nas notações 
3 3 ~ 

fracionárias ( = aff ), a ordem é da direita para a esquerda. 
. 

dxtdv Õfãv 

Teorema 02: Teorema de Schwartz 

Sempre que as derivadas parciais de segunda ordem forem funções contínuas, 
?^ _? 

. . . . . , Õ Ô . . . _ 

as derivadas cruzadas comcidirão, isto e, -f'f~=-~`-Í-, quaisquer que sqam 1 e J. Este 
õxioxj Õxjoxi 

importante resultado é conhecido como Teorema de Schwartz e sua demonstração pode ser 
encontrada em Josep F. Bosch (2005). 

5. Exrunivros DE FUNÇÕES ni: vÁRrAs vAurÁvErs 
Dentre as características básicas dos gráficos de uma função estão à 

possibilidade de observação de seus pontos extremos, pontos estes para os quais a função 

alcança seus maiores ou menores valores. Trataremos aqui da discussão dos métodos que nos 
permitem determinar estes pontos extremos da função. Trataremos do assunto dividindo-o em 
três partes iniciando pelos extremos relativos, seguido pelos extremos absolutos e por fim 

abordaremos o método dos multiplicadores de Lagrange.



26 

5.1 Extremos Relativos de Funções de duas Variáveis: Uma Abordagem 
Algébrica 

Definição 23: Valor máximo relativo 

A função contínuafde duas variáveis tem um valor máximo relativo no ponto 
(xlfixzn), se existir um disco aberto B((a,b)_;r), tal que j`(x¡0_,x2Ú)2_ƒ`(x¡_,x2) para todo 

(x,,x.2) as B . 

Definição 24: Valor mínimo relativo 

A função contínua f de duas variáveis tem um valor mínimo relativo no 
ponto (xwxzn), se existir um disco aberto B((a,l›);r), tal que _ƒ`(x,0,x2n)S f(x1_,x2) para 

todo (xwxzo ) e B. 

Definição 25: Extremo relativo 

_ 

Se a função contínuafadmitir um valor minimo ou máximo relativo num ponto 

(xln ,x20) diremos que tal ponto é um extremo relativo def. 

_ . _ Õ 8 Para que isso ocorra se existirem _ f x x. e - f x x deveremos 9 

Ôx . 10 7 .ao 
V Õ . lfi 9 20 9 

'1 xz 

"\ 

ter £1f(x16,x2ü)=()e -Õ;-2_ƒ"(x¡U,x20)=(3. 

O ponto (x,0 , xzo) também é chamado de ponto crñíco def. 

Teorema 03: Teste da Derivada Segunda 

Seja f uma função continua de duas variáveis, tal que f e suas derivadas 
primeira e segunda sejam contínuas em algum disco aberto B(a,b);r). Suponhamos, além 

disso, que -§;j`(a,b) = O e %_f(a,b) = 0. Então,
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1) f tem um valor mínimo relativo em (a, b) se: 

62 ÕZ 82 2 Õ2 ÕZ 
H 2 äƒ`(a,b)-5-2-ƒ`(a,b)-íõx 

Y 

f(`a,b)¶ >0 e ãf(a,b)>0 ou QV f(a,b)>O; 

ii) f tem um valor máximo relativo em (a, b) se: 

ãf(u,b)-Êj`(a,b)-üiäãv-j'(a,b)} >0 e ã;;f(a,b)<0 ou -_2ƒ`(a,b) <0; 
Q) 

l`~¡

' 

Q) ÍJ Q)

` 

PJ 
BJ 

Õ) 
FJ 

Q) 

Q) 
É-J 

iii) f (cl, b) não é um extremo relativo se: 

ÕZ 82 82 2

I 'õ;2“f(a,b)'¶f(a,b)- ~f(a,b)4 <0, 

` 

iv) Não podemos tirar nenhuma conclusão se: 

õz 
. 

az 
_ 

õ2 
. 

ll É (¿l,b)o¶_ƒ (¿l,b)J = 

Para encontrar a demonstração desse resultado, veja Louis Leithold (1994). 

Adiaremos a abordagem do teste da derivada segunda para determinação de 
extremos relativos de funções de mais de duas variáveis reais para adiante, uma vez que o 

tratamento algébrico como o adotado para funções de duas variáveis reais se tomaria muito 
extenso e enfadonho. 

5.2 Extremos Relativos de Funções de várias Variáveis: Uma Abordagem 
Matricial ' 

Definição 26: Valor máximo relativo 

A função contínua f de várias variáveis tem um valor máximo relativo no 
ponto (x,“,x2“,x3“,...,xn0), se existir um disco aberto B((a,b);r), tal que 

f(x¡0,x20,x30,...,xnQ)2_f(x,,x2,x3,...,xn) para todo (x¡,x2,x3,...,x,,)eB.
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Definição 27: Valor mínimo relativo 

A função contínua f de várias variáveis tem um valor minimo relativo no 
ponto (x¡u,x2",x3",...,x,,“), se existir um disco aberto B ((a,b);r), tal que 

f(x,“,x20,x3fl,...,x"n)Sf(x,,x2,x3,...,x,,) paratodo (x¡,x2,x3,...,x,,)e B. 

Definição 28: Extremo relativo 

Se a função contínua f admitir um valor mínimo ou máximo relativo num 
ponto (xlfl , xzu ,x3“ , ...,xnu) diremos que tal ponto é um extremo relativo def. 

. _ . Õ Para que isso ocorra, se existirem í_f(x10,x20,x30,...,xnO) e
x 

) I

_ 

8 Õ 
ãf(x,0 ,xzo ,x30,...,xno deveremos ter ãf(x10,x2o,x30,...,x,,0 ) 

= O e 

§;_f(x10,x2O,x30,...,x%)=0. 

O ponto ( xíc , xzo , x30 ,...,x,,0) também é chamado de ponto crítico def 

Definição 29: Matriz Hessiana 

Considere a matriz diferencial da matriz diferencial, ou seja, a matriz de todas 
as derivadas parciais de segunda ordem def. A esta matriz chamamos Matriz Hessiana def 
e denotaremos por H (f) . 

Sejafuma função de n variáveis reais definimos a Matriz Hessiana de fcorno: 

É ôx,âzz2 õzz,õx,, 

õ2f Ô2j°
i 

ôx2ô:x¡ õxzz õxzôbcfl H<f›= 

Õzf Õ2f Õzf 
1_ õxmõxi Õxmõxíš õxmõxn
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Então da definição anterior temos que se fé uma função de duas variáveis sua 
Hessiana será: 

Õ)/ÕX Õyz 

ôzf äzf 
. af ' ôôy 

H(f(x°y)): õ2j¬ f . 

Analogamente se f é uma função de três variáveis sua Hessiana será: 

õzz õxõy âxõz 
82 62 ` Õ2 ”(f(”W”=êÉ íí 3% 
õzf õzf ir 
Õzôx Õzäy Õzz 

Teorema 04: Teste da Derivada Segunda Para Matriz Hessiana 

_Seja fuma função de várias variáveis tal que fe suas derivadas primeira e 

segunda sejam contínuas em um disco aberto B 
Õ Õ . 

ãf(x,0,x2n,x30,...,x,,n)=0 e ãf(x,n,x2n,x3n,...,x,,0)=0, tal que (x,O,x2”,x3“,...,x,,“) seja 

((a,b);r). Suponhamos, além disso, que 

ir fff 
, - , . 

Õzf" ÔX12 Ôxiâxz um ponto critico def e sejam dl = -;(x1 ,x, ,...,x,, ); dz = det , 
ax] 0 -0 0 

¿"*°2Õ”1 Õxf 
|‹ O zu x¡0 ,xl ,,



2 2 2 

da :dao @_f Li @_f 
, E 

Õx2õxl 8x2 ZÔX3 

,_ 

` 
az f õ2 f õzf 

i Õxf Õxlõx ÕA 

õ2 lr 82 f õ2f ` 
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' 

H 

'z 71 axa 

i“õx_. 
\ ôzf ôzf 

_ õxjiõxl Õ-x3Ôx2 ôxâz 
,flo ,X20 ,`..,›:"0 ) 

õ2 

Õxiz õx1õx2 õxlõxn Í 

õ2j¬ ÕZ ÕZ Í" 

d zdetâ õxlšaxrl 
'H 

Õx2õxn
` 

f Õzf Õzf 
;õxz›zÔx1 õxmõxâ õxmõxzz ,. 

_ 
10 *"'*x"‹›) 

Então: 

1) Se dl > O e dz >0 e d3 >0 e e dr, > 0, deduz-se que (x,0,x20,...,x,,0) é 

um ponto de mínimo local; 

ii) Se d1< O e dz > 0 e d3 < O e e (-1)" cl" > 0, deduz-se que 

(xlo ,xzo ,...,xn0) é um ponto de máximo local; 

iii) Se d, =0 para i=1,2_,3_,...,n, nada podemos afirmar sobre o ponto 

(x1u,x2u'°"'”x”‹› ) ; 

iv) Se d,.¢0 para i=1,2,3_,..._,n_, e não se verifica i) ou ii) o ponto 

(x,0 ,xzfl ,...,xñn) é um ponto de sela. 

Vilma (2007) 
A demonstração deste importante teorema pode ser verificada em Moises
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Or 
5.3 Extremos Absolutos de F nnções de Várias Variaveis 

Definição 30: Valor máximo absoluto 

A função contínua f de várias variáveis terá um valor máximo absoluto em 
seu dominio D, se existir algum ponto (xl“,x2“,...,xnn) em D, tal que 

f(x,”,x2“,...,x,,0)2f(x,,x2,...,x,,), para todos os pontos (x,,x2,...,xn)em D. Em tal caso 

f(x,o ,xzo ,...,xn0) é denominado o valor máximo absoluto def em D. 

Definição 31: Valor minimo absoluto 

A função contínuafde várias variáveis terá um valor minimo absoluto em seu 
dominio D, se existir algum ponto (xwxzfl ,...,xn0) em D, tal que 

ƒ`(xl0,x20,...,x,,0)£f(x¡,x2,...,xn), para todos os pontos (x,,x2,...,xn) em D. Em tal caso 

f (xp) ,x20 ,...,xn0) é denominado o valor mínimo absoluto def em D. 

Teorema 05: Teorema do valor extremo 

Seja fuma função de várias variáveis continua em R e seja R uma região 
fechada (definimos uma região fechada como aquela região que inclui sua fronteira). Então 
existe pelo menos um ponto de R onde f tem um valor máximo absoluto, e pelo menos um 
ponto em R onde f tem um valor mínimo absoluto. 

A demonstração deste importante teorema pode ser verificada em Louis 
Leithold (1994). 

5.4 Multiplicadores de Lagrange: Uma Abordagem Algébrica 

De modo geral existem dois tipos de problemas, que consistem basicamente na 
determinação de valores máximos ou mínimos de uma função, são eles: os problemas com 
extremos livres e os problemas com extremos vinculados. Esse último tipo ocorre quando 
desejamos determinar os extremos de uma função, porém uma ou mais restrições tem que ser 
obedecidas.
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Nos problemas com extremos vinculados, nem sempre é possível resolver a 

equação do vínculo para uma das variáveis em termos das outras. Para resolve-los, utilizamos 
um método creditado a Joseph L. Lagrange (1736-1813), conhecido como método dos 
multiplicadores de Lagrange. 

Definição 32: Multiplicadores de Lagrange para funções de três variáveis e uma 
restrição 

Suponhamos que queiramos encontrar os extremos relativos de uma função f 
de três variáveis, x, y, e z, sujeita ao vínculo g(x, y,z) = 0. Introduzimos uma nova variável 

Â , chamada multiplicador de Lagrange e formamos a função auxiliar F para a qual: 
i F (x,y,2,/1) = .f(x,y,2)+ ×1g(x,y,2) 

O problema consiste então em encontrarmos os pontos críticos da função F de 
quatro variáveis x, y, z eÂ. Os valores de x, y e Z que dão os extremos relativos de festão 
entre estes pontos críticos. Os pontos críticos de F são os valores de x, y, z e Ã para os quais 
se anulam as quatro derivadas parciais de primeira ordem de F. 

š=0; -õí=0; š=0 e õí=0 
ãx õy õz ÕÂ. 

NOTA: Analogamente pode-se estender o conceito a funções de n variáveis. 

Definição 33: Multiplicadores de Lagrange para funções de n variáveis e uma restrição 
Suponhamos que queiramos encontrar os extremos relativos de uma função j 

de n variáveis, x,,x2,...,xn , sujeitos ao vínculo g(x,,x2,...,x,,) = 0. Introduzimos uma nova 
variável À , chamada multiplicador de Lagrange e formamos a função auxiliar F para a qual: 

F(x¡,x2,...,x,,,Ã.) = f(x¡,x2,...,x,,)+Â.g(x¡,x2,...,x,,) 

O problema consiste então em encontrarmos os pontos críticos da função F de 
n+1 variáveis x¡,x2,...,x,,,Â. Os valores de x¡_,x2_,...,x,, que dão os extremos relativos de j 

estão entre estes pontos críticos. Os pontos críticos de F são os valores de x¡,x2,...,x,, el 
para os quais se anulam as n+1 derivadas parciais de primeira ordem de F.
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ê§=@;â1;=0; â1‹;=0,_,â'i=0 
ôx ôy ôz õzl 

NOTA: Quando diversos vínculos são impostos, o método dos multiplicadores 
de Lagrange pode ser aplicado se utilizarmos diversos multiplicadores. Por exemplo, se 

desejannos encontrar pontos críticos da função com valores f (x,y,z), sujeitos a duas 

condições laterais g(x, y,z) = O e h(x, y,z) = 0 , encontramos os pontos críticos da função F 
de cinco variáveis x, y, z, À e ,u, para as quais 

F(x, y, z, Â,,u) = f(x,y,z) + Âg(x,y,z)+ ,uhr(x, y, 2) 

5.5 Multiplicadores de Lagrange: Uma Abordagem Matricial 

Critério 01: Estabelecimento de extremos com uma restrição e funções de duas variáveis 

Suponha que se deseja otimizar uma função f de duas variáveis, duas vezes 
diferenciável e sujeita a restrição g(x, y): k, com k constante. Define-se a função 

Lagrangiana como: 

L(Â,, x,y) = f(x,y) - Ãfig (x,y) - lc] , onde À é chamado de multiplicador de 

Lagrange. Suponha que se obtenha o ponto critico (Â.,x0, yo) da função Lagrangiana, 

resolvendo o sistema: 

ÕL ë~Ã=€)-›g(x,y)=k 

õ¿=0-›ã=z'tê-“-gi então se define a matriz hessiana da função 
õx ôx õx 

ÕLzo_›í°ízz§í>'_ 
Ôy Ôy Ôy 

lagrangiana, como a matriz.



õ2L 
ÔÃÔX 

__ 2 . 2 H :det L L ig 
Õxõâ. ôx' 

õ2L õ2L 

õyõz ôyâzz 

ÊÊ2 
õfi 

Então: 

õ2L 

ííõí 
õ2L 
ã›?ã›? 

õ2LÊ 
= det

0 

Êä 
ax 

fi 
aa. 

Õi 
ax 
õ2L 
És? 
õ2L 

Ôyõx 

Õé 
öy 
õ2L 

ãáƒ 
õ2L 

0.? 
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Ílxo ›.Vo Â) 

Se > 0 então a função f tem um ponto de máximo no ponto (xo, yo); 

Se < O então a função f tem um ponto de mínimo no ponto (xo, yo). 

Critério 02: Estabelecimento de extremos com uma restrição e funções de três variáveis 

Suponha que se deseja otimizar uma função f de três variáveis, duas vezes 
diferenciável e sujeita a restrição g(x, y,z) = k, com k constante. Defne-se a função 

Lagrangiana como: ' 

L(/"L,x,y,z)=f(x,y,z)-Ã[g(x,y,z)-ki, onde Â. é chamado de 

multiplicador de Lagrange. Suponha que se obtenha o ponto crítico (4/Lxo, ymzo) da função 

Lagrangiana resolvendo o sistema: 

%=0-› g(x,y,z) 
ai z 0 _› Í z ÀÉ 

v õx õx õx 
<Í õL af ag !_=0-›-=/7.- 
lõy õy õy 

tõz âz Ô: 

lagrangiana, como a matriz. 

=k 

então se define a matriz hessiana da função



10 ai 
z Õx 

õg õ2L 

fi 
Ôy 
õ2L 

fi 
Õz 
õ2L 

Ô`x Õxz 

1 ôg ÔZL 
Ê=det Õrõy 

õ2L 
Õxõz 
ô2L 

Õy Ô)/ÕX 

õ¿ õ2L 

; Õz õzõx

O 

Sejam Hà =det aí 
ôx

É 
az. 

Então: 

Õ-V2 

ÕZL 
äzây 

ÕÁ 
Õx 
õ2L 
Íf 
õ2L 
õyõx 

Õyôz 
Õ2_13 

Õzz - (f‹››J"o›¡ozÂ-) 

9-5. 

_! 

Õy 
2 í í ai €H4=H 

õxõye 
õ2L

2 õy -K"~`o ›)'n z/1) 

Se [Hà] > O e [HJ < 0 então a funçaof tem um ponto de máximo no ponto 
(xo›yo›Zo)Ê 

Se < 0 e < 0 então a funeão f tem um ponto de mínimo no ponto 

(xo›.Vo›Zo)- 

Critério 03: Estabelecimento de extremos com uma restrição e funções de n variáveis 

Suponha que se deseja otimizar uma função f de n variáveis, duas vezes 
diferenciável e sujeita a restrição g(x1,x2,...,x,,)= k, com k constante. Define-se a função 
Lagrangiana como: 

L(/`1,x,,x2,...,xn)=_ƒ`(x1,x2,...,xn)-Â|:g(x¡,x2,...,xn)-k:|, onde Â é 

chamado de multiplicador de Lagrange. Suponha que se obtenha o ponto crítico 

(Â, x,u ,xzu ,...,x,," ) da função Lagrangiana resolvendo o sistema:



*šzg

× 

_) 

lagrangíana, como a matriz. 

Ê=det 

H4=det

0 

õg 
55 

É Õzf 
z_õx,, ôx,,ôx2 

‹ 

Õxl ôxl õxl 

Êš_=0_,L=¿Õí

É 
Õxz

O 

ÍÔL 
ã=0-›g(x,,x2,...,xn)=k 

íz‹›_›ízzzÔ_‹'>' 
õxl ax, õxl 

2 ` 

Õxf, 

õzf 
Ôx,äxn 

õg 
õxl 

õ2L 
õ›‹_fi 

2 1 
8x2 

õ2L 

_ Õ . =Â_g“ então se define a matriz hesslana da funçao 

-1‹».,y›‹z«, 

Sejam É = det , 

õxl Ôx1Ôx2 

QQ â2L õ2L 
8x2 Õxzãxz ÔX22 

Kxlo ,X20 ,,-,)

0 

Õg 

Êä 
Õxz 

õ2L 

.fã 3 
ôxz õx3 

õ2L õ2L 
âxl 

63 

ÔX12 
A 

Ôfãäxz Õffixz. 

ô2L ô2L ô2L 
Õ-*fz 

õg 
õxlõx, õxf õx2ôx3 

õ2L õ2L ô2L 
Õxz õxgõxl õxgõxz Õxf 

`í(X1o "'20 *X30 J) 

zízfi
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Se ¿FÊ3}>0 e [Ê4}<€} e [Êâ1>0 e e (-š)[Ê."_1>() entãoafunçãoƒ tem 

I V 5 Í um ponto oe maximo no ponto \\zl,x,fi,x2",...,xnO 

Se íÊz}<0 e {Ê4}<.0 e [Ê5]<€)`e e Q-1)[Ê,,]<9 (todos negativos) 

entãoafuncão 'tem um onto de mínimo no onto (Â x, ,x¬ . 2 \ 
7 10 kg/ ‹ Ho 

ó. eaoeeamâs os oTmizAÇÃo 
Exempšo 13: Seja f(x, y) = 2x4 + y2 - xz - 2 y , determine, caso haja, os 

extremos relativos de jI 

Soiugãoz 

Iniciahnente determinaremos as derivadas parciais de primeira e segunda 

ordem def Logo: 

i: 
_ _Hx 

_ 

I 

8 ,. i 

pontos críticos de f os pontos: (mí-,1)_;(0,1) e (š,1¶, pois ¬`-j (xU_,y0}=0 e 
1-4 

I 

`¿1
› 

õf 8x3 7
; of ôz 

Ê]-=2;v-2; Õf 
Õy Úyz

x \J

2 

= 24x2 -
, 

°£, "`~. 
l*›J 

Q)

\ 

|\)

J 
=._,` 

\Sã›) 

(lg) 

3” 

*M : :O 
51-03v 

Agora deveremos determinar os pontos críticos de f, para tanto de acordo com 

ôx 
x=~ l*~J*"'-*<Z> 

Í

1 x=-~ 
ôf 

2 
õf -=o=:›szz3-2›z=o=> zzz zz -g=o:>2.;,z-2=o=>;.z=1, iege Sâo 

2' 0'
, a defimção 25 basta fazermos (xa, yo ) : 0 e š- f (xo, yo) = O , assim sendo teremos: 01' ,f



calcuiadas teremos: 

Êara 0 psnto (-311
/ 

Q) 
|×›

N 

\›¡ 
l`~.`) :P1 

YU __Ê:°.__.- 

N.. 

'_ 

\_.Í'_/ 

Q) 
N» 

^.2¬ nf 

C3)
r 

nu "¬ 

NI 

/""""\ 9 

A2 

Lv

\ 

:i õ __ 
1) 

ÕV-^'

W ñLf =Z 

~×¬ 
Í\) -lã 

._...__\ 

|›-A 

_ 

..-Z

N 

É íõãf êäf i=í=(), :zí=í=u 
õxâv Itá) õxõy âvõx 

Para 0 ponto (OJ) 

62 f Í 2 1 f z 82 f í--` : - 
. 

--_”, : Í \ - í~` : - 
ãxz 

24x ZIW) :> õxz 24-\í)_¡ 2:> 
Õxz

2 

Õzf 
. â 

fff 
TT=2š‹'zz›.z) => Í=2 
agf 
ôxõy 

C3)

, 
QL)ÉR QLÊ “fz . 

Q› É 'P1 

rara 0 ponto
J 

'? 

i(‹›1) 

,...à 

PJ K*.) 

`*~s Q... U Q) ‹"
) 

1.: 

) 
"`H <l`. =O 

2 
' ^ 2 

Ôf=24x2-2 A 2 OX 

~:z QV

1 

E2. 

III 

1:' 
-| 
"›.| 

õzf Õzf m@_@à' 

f:”:"\ N 

... 

1.' 
'? 7 I À-f 1

¬ 

J)

f
)

L 

551..

N
À L

à 

A. r›:¿'( 
L- 

šf” 

Qfi
M 

'\` 
l\J Jia. /"__$\\¬ 

T-.J 

P-^ 

\________j 

- -2:> 

_õ7_õ7_@ 
' 

Õxõy ôzvõx 

â 
-:Í -2z> 

À. \ 4/ uà-

A 
"\.¿ 
C! 

21'
I
1

¬

f 
g__2 

Fã 

5-f yO)=9_ Aphczândo eâíes poníõs críticas às âiienvadââ parczaz" de segunda ardem 
y \ ,

4
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De acordo com os resultados obtidos e de acordo com o teorema 93 montamos 
a tabeia abaixo: 

Ponto 
1 5 f * 

I _ Í `2 * 

z` 
* 

_ 
- 

1 Conclusão 
Critico l fix” Ôiv ÔXOLV 

I
!

N Qi, Ns Qi, `*~› 

V9) 

No 

K* 
-|› 

Q” 

°¿›

~ 

"\*¬ 

9
% 

`S¿) 

ax 

šfšyl) Í 

4 > O 2 > 0 
ly 

O 8 > O 
¡ 

Mínimo relativo.
V 

\ 
,

g 

!

5 

1 

. Não é um extremo 
p 

(0.1) -2<o 2>o 0 -4<o i

_ 
' relativo. 

I ! 
* 

1 t 

z

I 

fd) 4 > 0 ‹ 2 > o 0 s > 0 Mínimo relativo. 

1"
1 

Logo a função possui dois valores mínimos relativos nos pontos K-:JI e 
*' / 

/""""\× 

[\` 

›-\ 

Í l \ l \ 
. l \ 9 . - , . _ 

l ,1 - -~ 
, dizemos que j tem um valor minimo relativo de eu fls» rflâ r 8

9
8 

Exemplo 14: Determine agora os extremos relativos do Exemplo 13, desta 
feita utilizando a teorema G4. 

Solugãox 

Inicialmente determinaremos as derivadas parciais de primeira e segunda 

ordem def Logo: 
cf' õ2f z õöf _ õzf _ O %=8x3-2x; -=24x -2; 
Ux Õxz Õxãy Ôyôx 
õf yf '_ = 2y ~ 2 ; z -7 

1 1 "' 
Õ; ,gy 

Agora deveremos determinar os pontos críticos de f, para tanto de acordo com 
_ , Ô _ Õ ,_ . 

a eiefm *ao 33 basta fazermos x , 
\ = 0 e _ í fx , 

› = O , assim sendo teremos: 
_ 

gn; 
o o Í õv 

. o o



Õl=0:>8x3-2:-;=0:> 
8x 

,_ c 

Í 
1 /1 \ _ ô 

pontos c-.ntic-os de f os pontos: --,É ;(0,1)eK;,1§, pols -j (x0,yo)=0 e 
\ 2 

i 

“ 

.›. j ôx 

Ô), 

calculadas teremos: 

_ 

1
. 

Para o ponto --,i 
\ 1 

õãf 
Ê? BJ 

_Ê:°___. 

7:-\ N 

= 24-xz - 

Q» 

Ca,

Q 

\›` 
_Ê9___. 

,_;::_` 

_.. 

Ni 

'Z I 
..-â 

õxõy öyõx - 

a2 f ôãf al f õ2 f 
(ID 

/""\ 
N.. 

sz) 

Para o ponto (OJ) 

62 f ~ = 24% -2 
,¬w2 
V./A»

Q .. 

_ 62 
(01 

.$,› 

Q* 

\‹rJ 

xa U 
.<~

j 
ff, 

os

- Qu aäf 
5365: =9i(‹›1) 

Para o ponto íäl) 

õãf z Ê 

âxz 
=24x ~2Ê{šJ¡|:> 

_. -¬›

z 

f...._a......-........ 

gi
U 

šš” 

°fi› 

:>A, 2 
.) 

õxõy Óyäx 

=2

.

J 
\~. U Qu 

Q) 
-1L 
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Í I 
ix 

'› 

ë~‹ 

«\›¬ 

aí; . z az; 
_2:>*á'x*í=_2 

fi 

J- Õ. 
r ~ =€) e ,l=()::›2y-2=i):>x=1, logo sao 

Ôy _1 "2 

.ƒ`(4x0,y0`)=O. Aplicando estes pontos críticos às derivadas parciais de segunda ordem 

-2 :>iâ2f
2

4 
} 5x2 

l\J Jšz. 
”`\ 

=G 

¬› D |`~J 'S z.1 
_/ 

ÕYÔX ¡” Ôxöy 

*H 

QJK. =() 

2 21' 
-2:>Õ“' ›_.ó =4 

5? |\) 
ix) -£=~› 

/-¬`. 

lx) 

\______/ 

::¬,2 
UJL-



{__ 
`\ 

,.....\

f LJ 

0,2) é um ponto de sela 

G2U 
QV
) 

~›"`¢` 

ôlf 
õxõfâvõz 5;; Om» õyõzz 

_ I 
_. |! 

___. 

É:š._.-- 

2".. Qz,

U Q) P.) 

32 V jp : 0{fx 

,Lg 
Õiv

2 

2 2 \zí”`¿'zÕf =0 

De acordo com os resultados obfd - d 

Q)
Y 

IU

~ 

×‹¬ 

";;-<~"” 

4,- 

dz = det 

, = 4 
õx“ N \.Í`_/ 

. 512 

. 
1 . E Para o ponto -Ê, 1 

Q)
: 

N

J 

\ 

. 

Q) 

Q)

í 

r~.¡ 

,¡_:

<

u 

`~›¬ 

QQ? 

`~°~. 

1 OS C 6 3001' dO COII1 O Êêüfflíälãš ÍEBI' 611105 

|

i

z 

-_.J 

F4 o zmuzàer zs 
1' e 2 

1)

_ 

¡`;..- 

eomo d=4>0^i -8 0 ^*~ 
I 

ez 2 - > , enzao pela teorema G4 deduz-se que o ponto 

Para o ponto (O,1 

az f 
d, = *Z 

äx 

"""""I 

d =det

) 

:-2 

Ê 
.°¿`~

N 

`¡\› 

% 
mg 

\$) 

""`› 

š_ãvõ›‹ âf 

como d, =-2<0ed2- 4 

J) é um valor de mínimo ioczal def 

-2 01 
2 A2 7 

I> dg = det = -4 
0 f Õ“f Ô 2 

:(0 ) 
É'

J 

- - < O, então pela teorema 04 deduz-se que o ponto
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fl 
Paraoponto 

l 

-,l 
`\-2 / 

_ 52.1' _ 
dl _ :â.,2 1 fl- 4 

Lu» 5%; 

az õãf 
âtfz õfâ' 

dzzâa , 
“I =,~›â2= zs 

ô f õif ' 2 

...............| 

Q- 9› 
l__í'.¬ 

ED 

.Jin CD 
._| 

__Ê:'*°“"-' 

,....... 

B) 

vø lôyõx ôyz 
J) 

como dl = 4 > O e dz =8 > 0 , então pela teorema 94 deduz-se que o ponto 
I `\ 

läl) é um valor de minimo local def \ z.. 

(IJ 
/"""""\ 

..._ 

./ 

Logo a função possui dois valores mínimos relativos nos ponto -;,l 
l

e 
“ /

/ 

Kšj), como f (-ä-J): f{š,1)= -Ê , dizemos que f tem um valor mínimo 
relativo de 

-Ê
8 

Nota-se que os resultados obtidos nos exercicios E3 e 14, utilizando-se as duas 

metodologias nos remeteram a resultados idênticos, como realmente deveria ocorrer. 

Exemplo 15: Seja f(x,y) = x2 + xz - y + yz + yz + 322 , determine, caso haja, 

os extremos relativos def. 

Solugão: 

Como fé uma fimção de três variáveis, deveremos utilizar a teorema 04 para 
determinarmos tais extremos relativos. 

inicialmente determiriarernos as derivadas parciais de primeira e segunda 

ordem def Logo: 

Êƒ~=2x+z; í=2y+2-1; af =6z+x+y 
ôx ôy Õz
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621” 62 f 
õxõz õzôx 

õzf 62f : iáí : Ê 
Ôyõz Õzõy 

=1E 

Avora deveremos determinar os pontos críticos de f, para tanto de acordo comC 
Q) (3)

) a definição 33 basta fazermos -f(x0,y0,z0)=0; ~f(x0,y0,z0)=0 e 

›¬ 

§› 5 
0 _ _ f(x 2 2 )- 0 ass1m sendo teremos: 

. ()>.)0> 0, 
"`

› 

Õ: 

fõf 
ôtx 

Êfiz 
1 

Õy 

1âí_ 
Ôz 

. , _ ,. 1 
possul um umco ponto cntlco, o pontozíã 

O

0 

CD 
z--~'-"'“^¬-'--¬ 

l\) 

><

R + N 2y+z +y+6z 

1. 

ll ___

0 
1: (x,y,z) = (9-G,%,-Edi, íogo f 
0 

^" “ ./ 

20” 

11 11 1 

V-^ 
os 

*“ 

\______.z 

Q» 

pois -õ;j`(x0,_v0,..._,z0) = O , 

Õ . . Ô . . , . . _ ãƒ (x0,yO,...,z0) =0 e í_/1(x0,y0,...,z0)=0. Aphcando este ponto cntxco as denvadas 
F Á 

parciais de segunda ordem calculadas teremos: 
/ . 

Parao ponto {-1- ll -i) 

êíí 
ÔXZ 

'1 '“\¡. 
fl' zz f 
~ 2. 
03" 

(3))
Ê 

x~ 

ro 

\¿_) 

z¬- gt) 

õãf 

'7 “1 111 1 
:> ^ 

'7 

“(1 11 1
3 

f) _. 

*H/1 11 1 
:> 

K2o”2o” 10 

Q)
E 

I\3 
"'¬ =2 

šõzíõ,-E) ÔX 

ô2f`=¬ 
2¶'2o”`E 

= '7 La 

›=\2f' ri V
_ 

'7 
. .__;) 5,2- 

L2‹›”2n” 10 

2 
' 2- Ô 2 

Õxâv ÕYÕX ÕXÔY šëøõx
O
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d3 = det 

como dl = 2 > 0 e dz = 4 > 0 e d3 = 4 > 0 , então pela teorema 04 deduz-se que 

1111 

_ .rf âxôyg :>d_ _4 _ 
f õ2ƒ' {“l,ll, I) 
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O 2

_ 
[_ _f_ 
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2 Õ2 fiãfi 
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õ,-.zêz 

agf 
Õzôx 

:effl ä#f_#f 
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ôlf 
âzôy 
62 f 
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õfif 
Õzõy 
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Q..- 

Q: 
Em-‹ 

__z 

äfzõv' =l 

_`\ _ 
Âvõ* ôzcfv 

=l 

De acordo com os resultados obtidos e de acordo com o teorema 04 teremos 

/""'°"\ 

toO 

l-l 

K.) 

1-1 

C) 

1--H 

P-4 

'__¡ 

c› \__- 

..z 

2 0 

Ôxôz 
Õ2.ƒ` 

E155 
agf 

. 

T2 
=> .zzg = âeâ 0

1 

>'-^l*~)*3 

1-» 

1 =>â3=4
2

2 õz' _¿--__*-- 

z-¬ Êšfñl 

o ponto -,-À,--1 é um valor de mínimo local def 20 20 10 , 

N . . , . _ ._ 1 

" 
1 11 1 Logo a funçao possul um valor mmnno relatwo no ponto --,- -- 
20 20” 10 

., l Il 1 11 _ . , . . ll como _ƒ 36,56,-E6 = -E , chzemos que] tem um valor mzmmo relatlvo de -E.
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Exemplo lá: Determine as dimensões relativas de uma caixa retangular, sem 
tampa e com um dado volume, sendo usada a menor quantidade de material possível em sua 
fabricação. 

Soiugão: 

Seja S = f(x, y, = xy+2xz+ Zyz , e V o volume da caixa, 'comemos 

g(x, y, z) = xyz - V, então deveremos minimizar a função f sujeita ao vínculo g (x, y, 2) = 0. 

Determinação de F. 

F(x,y, z,Â.) = f(x, y, 2) + /'lg(x,y,z) 

F(x,y,z,)i,) = xy+2xz+2yz+Ã(xyz-V) 

F(x,y,z,}L) = xy+2xz+2yz+/lxyz-ÀV 

Cálculo das derivadas parciais: 

Ê§:›*y+2z+Ãy2=() š¿íD2x+2y+Ã.xy=0 ( } Ôx 02 

ÔF ~:>x+2z+Â,xz=0 (ii) _ 

ay %:>xyz-V=0 (iv)0 

Subtraindo i e ii, obteremos: 

y-x+){z(_y-x)=0:>(y-x)(l+){z)=0, logo: (y-x)=0::›x=y (V) ou 

1+Â,z = O:> Â = -Â, eomz ¢ O (vi) , substituindo vz' em ii. Temos: 
Z i

\ Í 1` .t x+2z+/7.xz=O:>x+2z+K-- Êxz=O:>x+2z-x=O:>z=O, não satisíaz _ 2 / .¡1 

as condições: 

Substituindo v em iii teremos: 

2x+2y+)bg›=0:>2x+2x+/Íxg =0=>x(4+)lx)=0 

. 
4 .. (4+Àx)=0:>À=--, comx¢0 (vn)X .
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Substituindo vii em ii teremos: 

n 

I 4\` 
' ...\ x+2z+,¢xz=0:>x+2z+£--Jxz=0:>x+2z-4x=0:>z=; (v111; 

Substituindo V e viii em iv teremos: 

xyz-V=0:>x;›cš-V=():>s:=\/32V; x=y:>y={/EV e 

š/zrf

2 

Logo: {ã/2_I7,\3/2V,:\/Ê?
J 

, é um ponto crítico de F. é fácil Verificar que este 

ponto crítico é um ponto onde f tem um valor de minimo absoluto. 

Exemplo 17: Ache os extremos relativos da função f se _f(x, y,z) = xz +yz e 

se o ponto x,y, z) está na intersecção das superfícies xg + zg = 2 e yz = 2. 

Soiugãoz 

Seja a função F tai que: 

F(x,y,z,Ã.,,u) = f(x,y,z)+Ãg(x,y,z)+;1Í1 (x,y,z) 

F(x,_,v,z,/"L,,u)=xz+yz+Â(x2+y2 -2)+,u(yz-2) 

Determinando as derivadas parciais e iguaiando-as a zero teremos: 

ÔF 

õFE 
õ1‹¬Ê 

:> z+2z°.x=O (išb Õx 
ÕF ¬ _:> z+;¿z=0 (ii) 
5), 

F z t ÕT:> x+y+2×tz+,uy=0 (iii) O7 

:> 

I) 

x2+z2-2:0 (iv) 

yz - 2 = 9 (V)
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De ii obtemos: ,u = -1 (vi) ez =0, como 2 = O contradiz a equação (v) este 

será descartado. 

De itemos: Â = -Zi (vii) , aplicando vi e vii em iii. Teremos:
À 

x+y+2Ãz+,uy=0:>x+y-2;-z-y=0:>xl=z2 (viii)
x 

Substituindo viii em iv teremos: xz + 22 -2 = O :> 2x2 = 2 :> xl=l ou x = -1 

Assim sendo chegaremos ao conjunto de soluções possíveis para as cinco 
equações de i a v. r 

l\J'*-*l\J*""*l\¡*""^l\)*'-^ 

x=1 y=2 z=l )t=-- ,u=-1 

x=l y=-2 z=-l Ã=- ,u=~l 

x=-l y=2 z=l Â=- ¡¿=-l 

x=-l y=-2 2:-l Ã=-- /1=-l 

Do primeiro e do quarto conjuntos de soluções temos f(x, y,z) = 3 , enquanto 

que o resultado do segundo e terceiro conjuntos de soluções e' f (x, y,z) = 1. Logo, f tem um 
valor funcional máximo relativo de 3 e um valor funcional mínimo relativo de 1. 

Exemplo 18: Encontre os extremos relativos da função f se 

f(x, y, 2) = 3x + Sy +92 sujeita a restrição de xyz = 25 

Solução: 

A função Lagrangiana para o problema será: 
L(/l,x,y,z) = f(x,y,z)-z'tÍig(x4,yq,z)-k:| 

L(/t,x,y,z)= 3x+5y+9z-Ãhyz-25]



equações por y e 2' respectivamente teremos: É 
, 

_' :> y = e z = substxtuândo 

na primeira equação teremos: xyz = 25 :> x--5-=-š = 25 :> x = 5 , consequentemente 

, 5 
, 

3 , _ s. , 5 
y = â, z = ¡ e Ã. = š , portanto o ponto cnnco de] sera o ponto 5,3,š logo a Matt-tz hesstana

3 

Determinação do ponto crítico. 

TIÕL 

aê ôf 

¬ -'\ "\ 

1õl=O-›í= 

da função Íagrangiana será: 

= -ÊÊÊ < 0 e = -675 < O , então a função f tem um ponto de mínimo no ponto 

Í5,3,Í 
K 3,/ 

¡-
ê 

25 
'Y 

täí=()-›g(x,y,z)=f't 

Oy Oy Õy 
Õ2 1. 

L ãz Õz Ôz 

Í 
O yz :tz x) 

ã_det¡ yz S -/“tz - 
*xz -Âz O ~ 

Lay -Ây -/lx 

25 

1 0 

xvz = 25 
-G -Jg “

s 

- _ _› _/° 3=Â vz gx 3 ), multiplicando-se as tres utttmas 
* 

í =0-›-=Ã.Â 5=zl(xz) 

9=À(xy) 

ifxyz = 25 
Ê3x=í.(xyz) 3x “Y 

ê53'=7°U3'Z) 
,_.._....._ 

\C')N 

3xx 

,1

O 

>› 

‹\›

M 
`<2 

,é-zz----- 

= Âíxyz) 

= det 

5 
3]

3 

_ _ 1 ~
| 

l.J\O 
.xl _: t 5 0

ä 
›--1 Õ U.) 

U1\O O Í15 -- -3 

z 1 
H3 = det 5 O -1 

Í, assim telemos

L J
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Exemplo 19: Detennine a .reta que melhor se ajusta aos pontos 

(0›0)›(-1›2)›(-2»-1)›( * 
uk) 

U3 g/ f-\ .j""' 

l\.> 
\.../ (T f"\ “U3 

t\) 
gø 

Método dos mínimos quadrados 

Suponha que numa experiência realizada foram coletados os seguintes pares de 
dados (x,,jq),(x2,y2),(x3,y3),...,(x,,,y,,), tais que os 1:, não são todos iguais. A teoria 
subjacente a experiência sugere que os dados estejam ao iongo de uma reta y=ax+b. 
Devido a erros experimentais os pontos nao sao colineares. O método dos mínimos quadrados 
consiste em determinar a reta que meihor se ajusta aos dados, ou seja, consiste em determinar 
a e b de modo que a soma dos desvios verticais seja mínima.

o 
(Xi avi) G o

o 
O _

OO . O

ø 

4444444”

o

o

o 
o

o O 

zit* 

""""""" 

Dados os pontos (x,.,y¡),(1SiSn) o ponto sobre a reta y =ax+b que está 

mais próximo (distância verticai) dos pontos dados tem coordenadas (x,.,ax,. +5); logo o 

quadrado da distância Vertical a estes pontos é: 

Ef =((ax,.+b)- )2,1S:'Sn I,<= 

Minimizaremos a função f(a,b) = Ef + Ef + + Ef = ax, + b) - y,. )2 
Í=1



sistema: 

Sešugãoz 

4 22 , 4x 22 a=- eb=-,entâoaretae: y=-+-. 
7 71 '7 21 

Caíczušando as derivadas parciais -~, " 

az + Hb = 

n n
2 

í 
azxi + bz:-ci. = Zxíyl. 

fz! fz! 

!? 

1=] 1=1 

58 

âf õf e igualando 21 zero, obtemos o 
Õa 

n 

É yí 
Este é um sisãema íineaf, que tem uma única solução que minimiza ff 

'Q 

b-¡ 

'vw

3 

4 
4. 

M»-cai* 

¡\JIÍ×)L.›J›--~×JCD 
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É 1
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ê 2 _ 

. . yi *xi .Í-~

2
5
2 

6 3 6 

‹

I 

Vl
! 

V
,

6 1 

ÍÍ>ÍX,~I>Çyf ÊÍXQ `>Xz-:vt 

3| s 19 14¿ 

19a + 3b = 14 Logo obtemos o sistema: { , que tem solução 
L 

4- 8 

..‹ . 

3:1 z
=
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7. coissrnanacons rrnars 

Este trabalho buscou abordar o estudo dos máximos e minimos de funções de 
várias variáveis reais, ao longo deste, buscamos elencar todos os conhecimentos essenciais ao 

entendimento do tema principal. Buscamos construir os conhecimentos a partir da estrutura. 
mais simples, que no que tange o estudo em questão, são as funções de urna variável real. A 
partir destas definimos o que se .fazia necessário ao entendimento do estudo, fazendo as 

adequações necessárias criando assim as bases para o estudo do tema propriamente dito. 

Uma vez definidas as bases necessárias, partimos para o tema propriamente 
dito_._ abordando-o fracionado em três partes: o estudo dos extremos relativos, dos extremos 
absolutos e dos extremos sujeitos a urna ou mais restrições. Primamos pela apresentação 
destas três partes segundo duas óticas distintas; uma abordagem algébrica e outra matricial. 
Sempre que possivel generalizamos o tema para as funções de várias variáveis nosso 

propósito neste trabalho, procurando uma melhor abordagem fugindo da. abordagem 

geralmente adotada nos livros didáticos que ficam restritas as funções de duas variáveis reais. 

Por fim abordarnos uma série de aplicações dos conceitos descritos no corpo do 
trabalho trazendo a teoria para aplicação a problemas cotidianos e acadêmicos. 

Neste trabalho esqçuivamo-nos de apresentar as demonstrações dos teoremas 

aqui apresentados, pois estes são de fácil acesso através dos livros didáticos e também dado o 

nivel de aprofundamento cobrado neste trabalho, porém este poderá ser um passo seguinte na 
nossa longa caminhada de caça ao tesouro do saber. Entretanto todos os teoremas citados tem 
a indicação de onde o leitor que deseje um aprofundamento pode ter acesso a tais 

demonstrações.
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