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Resumo

Atualmente as técnicas de Pesquisa Operacional jaA se encontram
suficientemente desenvolvidas para resolver problemas da vida real. Tais técnicas
séo aplicadas em problemas de diversas areas, que em fungdo de suas proporgoes
e complexidades, ndo possibilitam mais sua administracdo de forma eficaz sem
auxilio de alguma ferramenta para otimizar sua resolugdo. Neste trabalho é relatado
as definicdes de Programacdo Linear bem como suas limitagdes, a elaboragdo dos
procedimentos para resolver um problema de uma empresa de fabricagdo de
produtos para obter o maior lucro possivel (ou o lucro maximo ou ainda maximizar o
lucro), aplicando-se uma técnica da Pesquisa Operacional: a Programacao Linear.
Para a formulagdo matematica do problema foi observado as suas limitagGes e
restricdes, bem como a utilizacdo do método grafico para a resolugdo do mesmo.
Em seguida estudamos a forma padrdo do método simplex, suas restricbes e a
fungdo objetiva bem como sua aplicabilidade na resolugdo do problema na forma
matematica e os possiveis procedimentos de resolucdo do mesmo. Ainda foi
estudado a utilizacdao do Microsoft Excel e os procedimentos utilizados na resolugao
de problemas de programacéo Iihear.
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1. Introdugdo

Programagdo Linear (PL) é um tema da Pesquisa Operacional (PO) aplicada
a solugédo de problemas que objetivam a otimizacdo de um sistema em estudo. A
otimizagao refere a maximizacdo de parametros, tais como: lucro,vendas, uso efetivo
de uma area, nivel de produgdo e uso de um determinado recurso, ou a minimizagdo
de parametros, tais como: custos de producdo, uso de um determinado recurso de
alto valor monetario e emprego de mao-de-obra.

Os modelos de PL sdo implementados por meio da elaboragédo de sistemas
lineares constituidos de um conjunto de equagdes e inequagdes que descrevem as
restricoes do sistema real em estudo, e uma fungdo objetivo que expressa o
parametro a ser maximizado ou minimizado, conforme supracitado. Para a resolugédo
dos mesmos aplicam-se ferramentas tais como o0 método grafico, o método simplex
e o uso do Microsoft Excel.

2. O que é Programacao Linear?

A Programacédo Linear (PL) € um conjunto de técnicas que se destinam a
resolugdo problemas de otimizagdo, ou seja, destina-se, de uma forma geral, a
diminui¢céo dos custos e ao aumento dos lucros, sendo linear tanto a fungdo objetivo
como as restricdes. Deste modo, o termo “programacéo” significa “planejamento” e
“linear” deixa antever que todas as expressdes matematicas utilizadas sdo fungdes
lineares.

A Programagado Linear tem uma vasta aplicagdo pratica, destinando-se a
resolucdo de problemas no campo dos sistemas econdémicos, de produgao industrial
ou das intervencdes militares. Por exemplo: no planejamento da distribuicdo e
produgdo de produtos; no planejamento a curto prazo em aproveitamento
hidroelétrico; nas decisdes ligadas as politicas = microecondmicas e
macroecondmicas de governo dos paises; na utilizagdo como sub-rotinas para
suporte de tarefas especificas em cddigos de programacao nédo linear; formulagédo
de alimentos, ragdes e adubos; blindagem de ligas metalicas e petroleo; transporte;
localizagdo industrial; carteira de agdes (investimento); alocagdo de recursos em
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fabricas, fazendas, escritérios, etc.; designagdo de pessoas e tarefas (composigéo
de tabelas de horarios) e corte de barras e chapas.

A Programagédo Linear visa fundamentalmente encontrar a melhor solugéo
para problemas que tenham seus modelos representados por expressoées lineares. A
grande aplicabilidade e simplicidade que a caracterizam devem-se a linearidade do
modelo.

A tarefa da Programacao Linear consiste na maximizagdo ou minimizagédo de
uma fungao linear, denominada fungéo objetivo, respeitando-se um sistema linear de
igualdades ou desigualdades que recebem o nome de restricdes do modelo. As
restricbes representam normalmente limitagdes de recursos disponiveis (capitais,
m&o-de-obra, recursos minerais ou fatores de produg&o) ou, entdo exigéncias e
condigdes que devem ser cumpridas no problema. Essas restricbes do modelo
determinam uma regido a qual damos o nome de “Conjunto das Solugdes Viaveis”.
A melhor das solugdes viaveis, isto é, aquela que melhor maximiza ou minimiza a
fungéo objetivo denomina-se “Solugdo Otima”.

O objetivo da programacéo linear consiste na determinagéo da solugéo 6tima.

Basicamente ao formular um modelo linear o analista deve seguir sempre as
seguintes fases:

« ldentificacdo das varidveis de decisédo
. ldentificagdo da fungéo objetivo

» ldentificagdo das restricdes

Verificagdo dos axiomas de linearidade
« Formulagdo matematica

Em geral s&o necessarios dois passos para a resolugdo de um problema de
programacéo linear, o primeiro € a modelagem do problema e o segundo é a
obtengédo da solugdo do modelo por meio de um método numérico. Como os
problemas podem envolver muitas variaveis e equagdes, 0 uso do computador é
imprescindivel. |

Nao existem técnicas definitivas para obtengdo do modelo mais adequado
para um certo problema, capazes de permitir uma regra geral para o
estabelecimento do modelo de um problema. Por esse motivo, é importante termos
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experiéncia e capacidade de analise e sintese para modelar um problema pratico
adequadamente.
A seguir apresentamos quatro modelos classicos de programagao linear, séo

eles:

1. Problema da Analise das Atividades: esse modelo consiste em achar qual
a quantidade de produtos a ser fabricado, obedecendo algumas restriges quanto a
matéria prima, mao-de-obra e tempo de producdo para que a empresa maximize os
lucros. Para que maximize a fungdo linear X4,X2,....,Xn (fungdo objetiva), devemos
saber que essas incognitas devem satisfazer algumas restrigdes:

. Fungéo objetivo:

. Z=maximiza . x ,tc,x.*t - tC.X.
. . Restﬁgﬁes: allxl+a12x2+ ..... +a]nxnsbl

amlx‘+am2x2+ ..... +amnan bn-equexlzo; xZZO; ..... x"ZO

o Formula compacta: maximizar Z = Z C X ;
Jj-1

. Forma compacta de restrigbes: . g, x,< b, (i=12...m)
=1

Podemos associar este modelo a uma empresa que tem m recursos
disponiveis para a realizacdo de n atividades. Suponha-se que as atividades
representem a fabrica¢do de produtos. .

Tem-se; entdo, paraj=1,2,..,ne i=12,...m,

- Parametros:
e b;: é quantidade do recurso i disponivel para as n atividades. (bi2 0)
¢ ¢;: lucro unitario do produto j.

e a; : quantidade de recursos i consumida na producdo de uma
unidade do produto j.
13



- Variaveis:
¢ x; (nivel de produgdo da atividade de j) . As variaveis x; (j = 1,2,...n)
sd0 as incégnitas do problema.

A fungdo Objetivo a ser maximizada representa o lucro total da empresa
nessas n atividades, as m restricdes informam que o gasto total do recurso i nas n
atividades tem de ser menor ou no maximo igual as quantidades de b; disponivel
daquele recurso. As restrigdes X; 20 (i=]-;2a-"--an) eliminam a possibilidade de

niveis negativos para as diversas atividades.

Temos a notagdo matricial deste modelo:

@ @ e G, X b G
b
A= 4 G b, X= X B=2|c= G

a, a, .. a,| | X, | b, €
Z =Max cx
Sujeito a :

Ax<b

x>0

2. Problema de Mistura ou Combinacgdes: esse modelo consiste em achar
qual a combinagéo que resultara no minimo de material por unidades do produto
final, um exemplo simples € o da dieta:

Fungéo objetivo: Z = minimizar o~ x +c,x,+--+C,X,

o Forma compacta: minimizar Z = Z X;
J=1
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onde, % 20(=L2...n)

Podemos associar este modelo a uma pessoa que deseja minimizar custos da
sua dieta diaria. As atividades representam o consumo dos alimentos que poderédo
entrar na dieta, e os recursos sdo as vitaminas que ndo podem deixar de ser

consumidas durante a dieta.
Tem-se, entdo, paraj=1,2,..,ne i=12,...m,
- Variaveis:

e X : quantidade do alimento j na dieta. Os x; (j = 1,2,...n) sdo as
incognitas do problema.

- Parametros:

o b; : é quantidade minima da vitamina i que deve ser obtida dos n

alimentos.
¢ ¢;: custo unitario do alimento j.
¢ a;: quantidade da vitamina i fornecida por uma unidade de alimento j.

A funcio objetivo a ser minimizada representa o custo total da dieta a ser
realizada com os n alimentos, as restricdes indicam que o total da vitamina i obtida
dos n alimentos tem de ser maior ou igual que a quantidade minima b; daquela
vitamina.

Em notagio matricial teremos:

Z = Min: cx
sujeito a :
Ax=>b
x20

3. Problema do Transporte: esse modelo tem como objetivo minimizar o custo
total do transporte necessario para abastecer n centros consumidores-destinos, a
partir de m centros fornecedores-origens.
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4. Problema de Alimentagdo de Maquina: esse modelo consiste em achar
qual a melhor maneira de se processar uma série através de um grupo de maquina,
obedecendo a capacidade da mesma além de outras restricdes, afim de que se
obtenha uma série de ordens que resultarao no custo minimo.

A resolugdo dos problemas de programagéo linear na sua grande maioria se
faz algebricamente, pois graficamente s6 conseguimos determinar quando temos
apenas duas ou no maximo trés variaveis. Observe o exemplo:

Exemplos de reducdo de um modelo de programacao linear para a forma
padrao:

Ocorréncia de desigualdades:

Mex =2 +x, —x,+3x, —x, A

syjeita a:

X +26,—x,+ x,+3x, 25 B

4x +x,—2x, —x, - <0 C
—2%;+x,+2x, 27 D

3%, +x, —X, +% =8 E

% 20,x, 20,x,20,x, <0 e x, qualquer F

e A; na primeira linha temos fungdo objetiva que no caso da forma
padrdo deve ser de minimizar a funcdo e ndo maximizar a funcéo,
entdo tera que substituir a mesma trocando entao o sinal.

¢ B; na segunda linha que chamamos pela letra A temos uma
desigualdade, como ja vimos neste caso temos que acrescentar
uma variavel de folga neste caso com sinal positivo, pois o sinal da
desigualdade é maior ou igual.

¢ C; na terceira linha também temos uma desigualdade, porém a
variavel de folga a ser acrescentada sera negativa por causa do
sinal menor ou igual

¢ D; a primeira coisa a fazer na terceira linha é tirar o valor negativo
da restricdo, para isso vamos multiplicar ambos os lados por -1,

16



depois vamos acrescentar uma variavel de folga positiva por causa
do sinal maior ou igual.

e E; na quinta linha temos uma igualdade, porém como vamos
explicar mais adiante temos que tomar cuidado com as condiges

do problema.

e F; as condicoes estdo me avisando que os valores de
% 20,x, 20,x, 20,x, <0 e x, qualquer, entdo podemos verificar

. <
gque temos problema com a variavel x, <0 ex, qualquer’ que

teremos entdo colocar uma variavel simétrica e uma variavel livre
Ficamos agora com o sistema da seguinte forma:

Moax=2x, +x, —x; +3x, — x, A
sujeitoa:

X +2x, =X+ X, + 3%, ~x5 =3 B

4x, +x,-2x,—x;  +x,=0 C

2x; — X, —2X; +x,=7 D

3x, +x, =X, +X; =8 E

% 20,x, 20,x;, 20,x, 20,x, 20,x; 20,x;, <0e x,V F

O passo seguinte serd de trocarmos as variaveis que temos problema das
condi¢des para o da forma padrdo e vamos ficar com o sistema da seguinte forma:

Min=-2x—x, -x';—3x",+3x",+ x, A4
X +2x,+ x5+ x'y—x"+ 3x,—x = B
4x, -x'3=2x',+2x", - x, +x, = C
-2x"—x"+x",—2x; +x=7 D

3x, +x, -x'+x" +x = E
F

1 [} ”
X5 Xy X5sXgs X5 Xgs X'3, X', x", 20

X =-x',%=x",—x" e Q(x)=-0'(x)

17



Colocando o sistema da forma matricial temos:

121 1 - 3 -0 0]x
40-1-22-1010}x
00-2-11-2001fx
310111 000|x

RO

3. Limitagdes da programacao linear

Estudando os modelos de programagao linear precisamos ressalvar sobre as

suas hipoteses e limitagdes.

Coeficiente Constante: Nos modelos de programacédo linear os
coeficientes sdo considerados como constantes conhecidas, 0 que na
pratica, esses valores podem nao ser constantes e sim variaveis. Para
esses casos € necessaria a analise de sensibilidade do modelo, que
permite fornecer os intervalos desses coeficientes para os quais a
solugdo 6tima continua a mesma.

Divisibilidade: As solugbes 6timas dos modelos de programagao linear
poderdo apresentar valores nao inteiros o que numa industria ndo seria
real. Uma opgao seria o arredondamento, mas poderia causar erros
grosseiros quando a demanda é pequena, logo para minimizar estes
erros temos que ter o cuidado de ao construir um modelo impor que o
mesmo tenha sua programagao linear inteira que se utiliza de outras
técnicas nao especificadas aqui.

Proporcionalidade: nos modelos de programagéo linear assume-se
para a produgdo de cada produto, a eficiéncia aumenta ligeiramente
com taxas elevadas de produgdo, aumentando desta forma, o lucro
marginal unitario e diminuindo a capacidade de producédo por unidade
de aumento na taxa de produgdo. Apesar disso o Departamento de
Pesquisa Operacional conclui que, para fins praticos, a
proporcionalidade poderia ser suposta, sem distorgdes Aditividade:
esta condicdo existe em todo o modelo de programacgdo linear e
18



consiste em considerar as atividades do modelo como entidades
totalmente independentes o que nao permite que haja uma interligagéo
entre elas.

Apesar de todas essas limitagdes a programagdo linear ainda é a ferramenta
mais utilizada na resolugdo de problemas reais que envolvam formulagdo de
modelos matematicos, ndo s6 por sua simplicidade, mas como também ao fato do
modelo sempre poder ser resolvido com as técnicas anteriormente explicadas.
Porém nao podemos deixar de explicar que a solucdo destes problemas na sua
grande maioria necessita do auxilio de computadores exatamente pela quantidade
de variaveis e de equacgbes a serem resolvidas.

4. Um exemplo de Programacgio Linear pelo método gréfico.

Uma empresa pode fabricar dois produtos (1 e 2). Na fabricagdo do produto 1
a empresa gasta nove horas-homem e trés horas-maquina (a tecnologia utilizada é
intensiva em mao-de-obra). Na fabricagdo do produto 2 a empresa gasta uma hora-
homem e uma hora-maquina (a tecnologia é intensiva em capital). Sendo x; e x2 as
quantidades fabricadas dos produtos 1 e 2 e sabendo-se que a empresa dispde de
18 horas-homem e 12 horas-magquina e ainda que os lucros dos produtos sdo $ 4 e
$1 respectivamente, quanto deve a empresa fabricar de cada produto para obter o
maior lucro possivel (ou o lucro maximo ou ainda maximizar o lucro) ?

Transformando os dados em expressdes matematicas a fungao lucro.

Admitindo que nao ha economia de escala mas quantidades fabricadas
quanto ao lucro, a fungao lucro é uma fungdo linear de x; e xz ou seja:
L = 4 x4 + x2, esse lucro deve ser maximizado por uma escolha de x; e x
Max L=4x:+x;

X1, X2

Se o problema parasse aqui o lucro seria ilimitado. Porém, existem recursos
limitados.
As Restrigles:

O que limita as quantidades fabricadas aqui sao as horas-homem e horas-
maquina disponiveis. Assim, as quantidades fabricadas e as horas utilizadas de

19



cada recursos ndo podem ultrapassar as quantidades de recursos disponiveis ou

seja:
H-H X1+ %x2<18 e
H-M Ixi+x2< 12

Assim, o lucro s6 podera crescer até esses limites.
O problema é entéo:
Max L=4x1+x

X1, X2

sujeito a
horas-homem Ox1+ X2 <18
horas-maquina 3 x1+x2< 12

x120ex220

Como o problema possui duas varidveis e as fungdes e inequagdes sdo
lineares, podemos obter uma solugéo facil graficamente.
Solugédo grafica

Primeiro precisamos saber, dado as restricbes, quais as possiveis
combinagdes dos produtos que se pode fabricar. Isso €, precisamos verificar qual ou
quais as areas que satisfazem as restricdes, pois a empresa s6 pode dispor dos
recursos "disponiveis”.

H-H

Ox1+ X2 <18

20

18

16 |

14

12

10

Grafico 1: area das restricoes
20



H-M
X1+ x2 <12

Como a empresa ndo pode violar nenhuma das restricdes, precisamos saber
a area onde as duas restricdes sdo validas, isso é, a interse¢do das duas regides de
restricdo, chamada de conjunto de possibilidades ou conjunto viavel.
Conjunto Viavel

o N o o
T T T T

-1 0 1 2 3 4 5

Grafico 2: intersecdo das duas regides de restricdo
Resta agora maximizar o Lucro.
L=4x4+x2
Ora, o lucro € uma constante para cada uma das combinagbes da x1 e Xz.
Assim, lucros diferentes geram retas paralelas onde o lucro é constante em cada
reta ou seja, as retas s&o iso-lucros.

20 T T T ™

18t

N
]

10

Grafico 3: retas iso-lucros
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Entéo é so tragar iso-lucros no grafico do conjunto viavel e obter a iso-lucro de maior
lucro que seja possivel de se fabricar das restrigdes.
Assim:

Grafico 4: iso-lucro de maior lucro possivel

Logo, o lucro maximo é 13 e deve-se fabricar x; = 1 e x2 = 9 para obté-lo.
Esses valores séo fixados diretamente do grafico. Veja o que acontece com as
restricdes nesses valores, ndo ha sobras.

5. A forma padrdao do método simplex

A grande maioria os problemas de programacéo linear estdo relacionados
com ambientes industriais onde a quantidade de variaveis € bem grande o que
dificulta a resolugéo algébrica. Por isso um dos grandes recursos usados é o Método
Simplex.

Para trabalharmos com o método simplex temos que transformar o modelo
matematico a ser tratado em uma forma padrdo. Algumas desigualdades devam ser
transformadas em igualdades. Existem algumas regras basicas para a
transformacgéo da resolugdo de programacéao linear para a forma padrdo (a que o
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método simplex aceita). Dizemos entdo que um modelo de programacao linear esta

na forma-padrdo quando ele respeita as seguintes condigdes;

As restricdes de ndo negatividade

dax=b ok 520 (=12.m
JA

x,20 (j=12,...n)

Fungao objetivo

O(x)= Min ic X

J=l

Porém nem sempre encontramos o modelo com esta forma padrao e quando

isso ocorre temos que usar alguns incrementos ou artificios para torna-lo um modelo

padrao para 0 método simplex.

Seguem algumas formas de reducdo para a forma padrao:

Ocorréncia de desigualdade: qualquer desigualdade ou inequagéo
linear pode ser transformada em uma equacgdo se subtrairmos ou
adicionamos variaveis positivas ou negativas denominadas variaveis
de folga.

Ocorréncia do lado direito ser negativo: basta muitiplicarmos toda a
ambos os lados por menos um.

Ocorréncia de néo restrigdo da variavel: ocorre quando a variavel pode

assumir qualquer valor positivo, negativo ou nulo, neste caso temos
que substituir a variavel livre por duas varidveis positivas para
mantermos a condigdo de ndo negatividade

Ocorréncia de variavel nao positiva: caso 0 modelo seja formulado com
uma variavel negativa basta substitui-la por sua simétrica na equacéo
do problema.
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e Ocorréncia de a funcdo objetivo ser de maximizagdo: basta entdo
substituir a funcdo objetivo dada pela sua simétrica, passando a
minimizar esta ultima.

5.1. O Método Simplex

O método simplex &€ um algoritmo criado para se obter a solugdo
algebricamente. Um algoritmo € um conjunto de regras que devem ser seguidas
passo a passo para se obter, no final, o resultado desejado.

A idéia é a seguinte:

Dado o problema na forma matematica

» Max L=4xi+x
Forma X1 X2
Padrao
s.a 9 +x2<18
3x1+x2<12

Precisamos arranja-lo de tal forma que possamos resolvé-lo.

Bem, se as desigualdades fossem igualdades, as restricbes seriam um
conjunto de equacgdes lineares e essa nés sabemos resolver.

Consegue-se isso acrescentando a cada restricdo uma variavel a mais, essas
novas variaveis sdo chamadas de variaveis de folga, para restrigbes do tipo <.
(Existem também as chamadas variaveis de excesso, para restrigdes do tipo >, mais
isso é outra histéria).

Assim podemos escrever:

(1) 94 + x2 + x3 = 18 pois, caso 9xy + x2 ndo seja igual a 18, x; esta la para garantir
a igualdade.

(2) 3x1 + x2 + x4 = 12 pois, caso 3x4 + X2 ndo seja igual a 12, x4 esta 14 para
garantir a igualdade.

Essas novas variaveis, também devem ser maiores ou igual a zero para
garantir a exigéncia das restricGes.

Obs: Caso a restricdo fosse, por exemplo: 9x4 + x> > 18 a introducao seria 9x4
+ X2 -X3 = 18, com x3 = 0. Ou multiplicar-se-ia a restricdo por menos 1 transformando-
a numa restricdo de desigualdade <.
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S6 nos resta o lucro. O lucro € uma equagdo e ndo uma inequagao, logo nao

precisamos introduzir variaveis.

(o)
()
()

O sistema linear fica assim:
L -4x-x2 =0
OX1+ X2 + X3 =18
X1+ X2 +x4 =12
Feito isso podemos proceder com o algoritmo simplex.

As etapas séo:

1.

Ache uma solugdo viavel para o sistema linear. (A solugdo viavel mais facil no
caso é x1= 0, xo= 0, x3 = 18, x4 = 12; chamada de solugdo ftrivial). Definir as
variaveis usadas na solugéo como VB e as nao usadas como VNB. VB = Variavel
Basica e VNB = Variaveis ndo Basicas.

Identifique a variavel que tem o maior impacto na fungdo objetivo. Isso é, a que
tem o coeficiente mais negativo (devido & nova arrumacgéo feita na fungéo
objetivo) na equagao correspondente a fungédo objetiva. (No exemplo € x4, com o
coeficiente - 4)

Aumentar o valor da variavel (de maior impacto) identificada no item 2 em todas
as restricdes até que esse aumento seja limitado por algum recurso. (No exemplo
podemos aumentar x4 até 2 em |; e até 4 em I,. Assim, x4 deve ser igual a 2, pois
um valor maior do que 2 viola I,).

Identificar em que linha esse valor limite ocorre. (No caso em |4)

Identificar a varidvel basica com a qual a variavel identificada no item 2 pode
trocar quantidades. ( No exemplo x3)

6. Fazer a variavel basica igual a zero.

10.

Definir a varidvel identificada no item 2 como variavel basica entrando (VBE) e
definir a variavel basica no item 5 como variavel basica saindo (VBS). ( x4 e VBE
exz3eVBS)

Fazer o coeficiente de VBE igual a 1 na linha da VBS.(No exemplo 9x4 + X2 + X3
=18 torna-se: X1 +1/9%2 + 1/9x3= 2.

Zerar os coeficientes de VBE nas demais equagbes do sistema através de
operagdes elementares e apresentar o novo sistema.

Redefinir como variavel basica todas as variaveis basicas anteriores menos a
VBS mais a VBE e as ndo-basicas como as VNB Anteriores mais a VBS menos a
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VBE e identificar o lucro e os valores das variaveis (x; =2 ;X4 =6 ; X2 =0 ; x3=0 ;
L=8).

11.Existe algum coeficiente negativo na equagédo da fungao objetivo(lp) ? Se sim, va
para o passo 2, se ndo, pare, essa é a solugéo viavel 6tima.
Dado o algoritmo vamos aplica-lo ao exemplo.

Passo 1:

(lo) L 4%y - X =0
(1) X1+ X2 + X3 =18
(2) 3x1+ X2 +x¢ =12

A solugdo viavel trivial (mais facil ) é: x4= x2=0; x3=18;x=12; L =0. As
variaveis x4 e x2 nao basicas e as variaveis x3 e x4 sdo basicas.
Passo 2: x1com o coeficiente -4.
Passo 3: x4 pode ir até 2.
Passo 4: ocorre em 4.
Passo 5: xa.
Passo 6: x3 =0.
Passo 7: x1 => VBE, x3=> VBS

Passo 8:

() L -4xi-x =0
) X1+ 1/9% + 1/9x3 =2
(i2) 31+ X +x, =12

Passo 9: Multiplicando I'y por 4 e somando a I, obtemos Iy, Multiplicando I'1 por -3 e
somando a I; obtemos I';

(F'o) L -5/9x; + 4/9x; =8
(') X¢+ 1/9% + 1/9x3 =2
(I'2) 2/3%2 - 1/3x3 + x4 =6

Passo 10: xqe x4 sdo basicas, x;e x3 sdo ndo basicas
Passo 11: Existe

Passo 2: x; unica.

Passo 3: em 'y xopodeir até 18, EmI';x; podeiraté 9 ;x,=9
Passo 4: ocorre em ',

Passo 5: xs.

Passo 6: x4 =0.
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Passo 7: x» => VBE, x4 =>VBS

Passo 8:
(o) L - 5/9x; +4/9x3 =
") x1+ 1/9%2 + 1/9x3 = 2
(I2) X2 - 1/2x3 +3/2x4 =
Passo 9: -1/91"; + I'y = 1"
~1/51" + g = 1"y
L +3/18x; +15/18x4 = 13
X1 + 3/M18xs -1/6x4 = 1
X2 - 13x3 +32x4= 9

Passo 10: xie x2 s&o basicas.
X3e Xs sao0 ndo basicas.
Passo 11: N&o. A solucédo é 6tima
L=13;%1=1;%=9;x3=x4=0
Quadro final da solugéo

X1 X2 X3 X4 b
L 0 0 106 5/6 13
R 1 ) 1/6 -1/6
R; 0 1 72 312 9

Tabela 1: solugdo final

5.2 O tabld simplex

Uma forma interessante de resolver um PPL pelo método simplex é a
utilizagcéo do tabld simplex. Trata-se de uma tabela que vai sento atualizada
iterativamente, de forma que temos, em toda a iteragdo, as solugdes viaveis do
método simplex;

Resumidamente, construimos o tablé inicial com os dados do problema:
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Estabelecendo as partigbes basicas e ndo basicas no vetor de solugéo, ou
seja, nas colunas da matrix: A = [B, N], para todos os vetores envolvidos temos:

B | 1
r=| 21N LD
cg L ex VO

Agora temos que conduzir o tabld de forma que aparegam o valor das
variaveis basicas na ultima coluna. Para isso muitiplicamos o bloco de m linhas pela
inversa da matriz B, obetndo:

1 -1 | -1
T = [ _I___L_{.B.__.’.Y__'f._ﬁ__f’]
¢ ) oy )

Agora temos, temos que deixar a funcdo objetivo em termos das variaveis ndo
basicas para identificar se estamos no 6timo ou ainda, que variavel deve entrar na
base. Além disso é interessante ter o valor da fungdo objetivo atualizada. Para isso,
multiplicamos cada uma das m primeiras linhas do tabl por cada valor do vertor de
custos basicos e somamos a ultima linha, resultando no seguinte tablo:

Assim podemos identificar as facilmente as véariaveis basicas, seus valores
atuais, o valor da fungio objetivo, assim como estabelecer se estamos ou ndo na
solucdo para interromper ou continuar a busca.

A Tabela 1 é um exemplo do ultimo tablé T°, no qual identificamos todos os
elementos do PPL.

6. Obtenc¢ao da solugdo com o recurso do excel

A utilizacdo do Microsoft Excel permite-nos de uma forma muito simples e
rapida obter solugdes de problemas de programacgéao linear, recorrendo ao médulo
de otimizagédo Solver.
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Em geral o médulo de Solver ndo esta disponivel no arranque do Excel. Para
o ativar, seleciona-se 0 médulo Solver no menu Ferramentas - Suplementos. Este
moédulo tem capacidade de resolver problemas de otimizacdo usando formas
alternativas a resolugédo via método simplex.

A forma como se organiza a informagédo na folha de Excel deve respeitar
certas regras, por forma ao usuario ser capaz de interpretar corretamente o

problema e obter a solugéo 6tima.

Para ocorrer o médulo Solver deve-se selecionar a fungdo solver no menu
Ferramentas.

Assim, e para que a exposi¢do seja mais simples indica-se na figura seguinte
uma forma possivel de organizar a informagéo e a forma de introdugéo dos dados no
madulo solver.

£ Mictosoft Excel - gp2-tabela. i

‘@) Fle Edt Vew [sen Fomat Tods Da Wndow Hep
De i SRY s &in-@ > -8l |Wmiws [ 2 e |
D17 - b
| A i B | c [EESDINE E | F i) H
|
Z | Vandveis de Decisdo |
]i Voleitok Catechumbo
5] 18 7
6
E8 Beiss Recurso por Bola Recursos
8 Voleitok Catechumbo  Em Usg Disponibilidade
10| Camara de ar 1 1 25 2t (5*C10+D5*D10
11| Operacdo de Costura 9 15 267 <———48——1(C5*C11+D5*D11
12 | Operacfes de Finalizacdo 11 8 240 241 C5*C [ 24D5*D 12
13
14| Funcéo Objectvo 7
15 ‘ Voleitok  Catechumbo
7] L__to | 65 { 2265 1} <€— 7Z=C5'C17+D5+D17
18]
i Solver Parameters EHE
_& NB‘B cdll'a dcvc ser yOIver alamelers
| 21 | indiCada 2 POSICAO U2 eemmtiTargsioiepy: [sost7] =) | : |
22 | célula referente a 'Ecbdfo‘ Foax CMp O yokeok [o Ll ‘
23| funcdo objectivo it 3 Close
% : éluia deve et
1<% Nesta ¢ ser
|25 | indicada a posicao das ———Je ) $515:5C55 3l e |
25| células referente as LSubjact ba the Cansrainis: opiions I
| Vaioves de decisho SD410 <= 5410 = | d |
.%, Neste campo sao U <= s =
«J | 12 <= §F§12 Change
30 | definidos os -——l Reset A1 l
31 constragimentos do ;‘ ‘Delete | :
32| problema. - Heb I
—3‘§“ Estes sao do tipo: _——
34| Ladodreito o o
= ganequacio

Figura 1: introdugédo dos dados no médulo solver.
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Devem existir células indexadas aos valores das variaveis de decisdo. Assim, as
células onde se definem expressdes, tais como a fungédo objetivo, devem estar
relacionadas com as primeiras, por forma a que exista uma atualizagdo desses
valores em resultado de alteragdes nos valores das variaveis de decisdo. Veja-se

isto mesmo na célula D17.

Na janela Parametros do Solver definem-se os parametros para o Solver

através de trés campos fundamentais:

Células variaveis : Neste campo devem ser indicadas as células referentes
as variaveis de decisdo. No exemplo apresentado as células B5 e C5 definem,
respectivamente, o nimero de bolas Voleitok e Catechumbo a produzir.

Definir célula de destino: Neste campo deve ser indicada a célula D17 onde
se definiu a expressdo que define a fungdo objetivo. Como se verifica, esta fungéo
foi definida a custa das células B5 e C5.

Submeter as restricdes: Aqui definem-se as condigdes de validade do
problema — Restricdes. Para tal devem ser definidas em células separadas a
expressdo que relaciona o consumo do recurso com as variaveis de decisdo e a

quantidade existente desse recurso.

Apo6s formular o problema no Excel, esta-se em condicbes de o resolver,
carregando no botdo Solve. No entanto, para facilitar o desempenho do algoritmo
otimizador devem-se ajustar um conjunto de opgdes que pode ser visualizada
carregando em Options. Aqui se ajustam entre outros parametros, a convergéncia, o
tipo de modelo e a condi¢cdo de ndo negatividade da solugdo, em um menu com a
seguinte configuracao:
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Limita o tempo de calculo a este valor
Limita o n° de iteracoes a este valor \‘MB“ _ Ak E

A solucdo Gpima verifica os constrangimentos dentro \Eadms Imn Cancel
de uma certa precisao. Esta serd tanto maior, quanto
N pecin

maior for o e de casas decimais consideradas. 0,000001 Load Hodel,,,
Apenas se aplica a problemas em que se pretendam / r—
encontrar um determinado valor para Z. L - = ______ISVBW
Qnﬂoavahcﬁorylatﬂadelfumuatevm.dw ]0,0001 Hep Deve se sleerionada sempre
durante 5 iteracdes consequtivas, o calculo para. , que existe uma
Deve ser seleccionado sempre que se pretenda resolver um /PFW"WM I™ Lise Automatic Scang diferenca de magnitude entre
problema de optimizagao finear. W AssumeNonNegative ¥ Show eration Resubs s vaores

Estabelece o valor minimo de 2ero para as varidveis de decisdo. Mostra os resultados parciais

iﬁ'fm j("w g

| | M i
Cqudate || (ot cmm\

Especifica  tpo de interpolaaoaser  Especifica o ipo de diferenciagdo  specifca o agoritmo usado para
utifizado, para se obterem estimativas numérica usada para calcular as determinar a direcc3o da proxima
iniciais das variaveis de decis3o, derivadas parciais da funcdo objectivo iteraio
e das equacoes dos constragimentas.

entre cada iteracao

Figura 2: Opgdes de configuracdo do solver.

No final da execucdo do médulo de otimizacdo surge uma janela onde se
define se a solugdo encontrada pelo solver se mantém na folha de calculo (neste
momento apenas € possivel visualiza-la) e pedir trés tipos de relatério. A figura

seguinte apresenta esta janela:

Solver Results

Solver found a solution. All constraints and optimality

conditions are satisfied

 eep sobver Sakion) T
Limits

€ Restore Original Values =

| OK I Cancel | Save Scenario... I Help I

Figura 3: Janela de definicdo ou visualizagdo de resultados.

No Relatério de Respostas sdo apresentados os resultados referentes as
variaveis de decisdo, funcdo objetivo e quantidade de recursos em uso. Os
Relatérios de Sensibilidade sdo relatorios de sensibilidade aos coeficientes da
fungdo objetivo, as disponibilidades dos recursos e do preco sombra na compra ou
venda de recursos. Abaixo apresentam-se estes relatorios.
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Microsoft Excel 10.0 Answer Report
Worksheet: [gp2-tabela.xis]Sheet2
Report Created: 24-05-2001 0:15:52

Target Cell (Max)

Cell Name Original Value Final Value
$D$17 Z 0 2255
Adjustable Cells
Cell Name Original Value  Final Value
$B$5 Voleitok 0 18
$C$5 Catechumbo 0 7
Constraints
Cell Name Cell Value Formula Status  Slack
$D$10 Camara de ar Em Uso 25 $D$10<=$F$10 Binding 0
$D$11 Operagéo de Costura EmUso B 337 $D$11<=$F$11 Not Binding 143
$D$12 Operagdes de Finalizagdo Em Uso 240 $D$12<=$F$12 Binding 0

Figura 4: Relatério de Respostas.

Microsoft Excel 10.0 Sensitivity Report
Worksheet: [gp2-tabela.xis}Sheet2
Report Created: 24-05-2001 0:15:52
Adjustable Cells
Final Reduced Objective Allowable Allowable
_ﬂl Name Value Cost Coefficient Increase Decrease
$B$5 Voleitok 18 0 10 1,916666667 35
$C$5 Catechumbo % 0 6,5 35 1,045454545
Constraints
Final Shadow Constraint Allowable Allowable
Cell Name Value Price R.H. Side Increase Decrease
$0$10 Camara de ar Em Uso 25 23 25 3,235294118 3,181818182
$D$11 Operagao de Costura Em Uso 337 0 480 1E+30 143
$D$12 Operagdes de Finalizagdo Em Uso 240 0,7 240 35 44,6875

Figura 5: Relatorios de Sensibilidade.

Como era de esperar os resultados obtidos sdo iguais aos calculados pelo
método grafico.

Portanto, a utilizagdo do Excel na resolugdo de problemas de programagéo
linear ndo oferece grandes dificuldades, sendo na realidade bem simples de aplicar.
A verdadeira vantagem deste médulo é resolver problemas com um maior nimero
de variaveis de decisdo, pois estes ndo sdo possiveis de resolver através do método
grafico. A grande vantagem do método do Excel Solver se deve aos relatérios
apresentados anteriormente, embora os modelos simulados sejam pequenos. Para
a utilizagdo de modelos com um grande numero de variaveis, programas
mais elaborados e de alto desempenho devem ser utilizados, como por
exemplo o MINOS, usado pelo pacote MATLAB, por exemplo. Outros programas
como o LINDO, também oferecem bastantes possibilidades superiores ao solver do
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Excel. Todos eles usam o método simplex com implementacdes adequadas para
determinados tipos de modelos.

6.1 Resolugdo de um problema com quatro variaveis de decisdo com o solver do

Excel.

A TecniBOLA, foi consultada acerca da possibilidade de produzir, em regime
de subcontratagdo, dois novos tipos de bolas: uma bola de Handebol, a Andebala, e
uma bola de p6lo aquatico, a Poley. Os gestores da TecniBOLA ap6s analisarem a
proposta, consideraram que esta oferecia margens de lucro interessantes, pelo que
decidiram realizar um novo estudo de otimizagcdo dos seus recursos, verificando se
existiria uma vantagem efetiva em produzir a Andebala e a Poley em detrimento dos
seus préprios produtos. Decidiram para isso utilizar o Excel.

Na tabela seguinte sintetizam-se as informagdes necessarias para realizar o
novo estudo:

BoIJ . Disponibilidade
W Voleitok | Catechumbd Andebala |  Poley o7

Céamara de ar [uc;] 1 1 1 1 25

Operagéo de Costura [min] 9 25 7 8 480

Operagdes de Finalizagéo| [min] 11 6 1 10 240
| Lucro T T R TR R T |

Tabela 2: Informagdes de quantidade e de lucro.

Como sempre & necessario obter a formulacdo matematica do problema.
Seguindo os passos ja ilustrados anteriormente esta pode ser enunciada como:

Z = Maximizar: 10.x,+6,5.x, +8.x; +9.x,
Sujeita a: X +1lx, +1x +1x, <25
9.x, +25x,+7x,+8.x, <480
11.x, +6.x, +11.x; +10.x, <240
x20,% 20,5, 20e x,20
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Com x4, X2, X3 € X4, Sendo as variaveis de decisdo, referentes ao numero de
bolas a produzir por dia dos tipos: Voleitok, Cate chumbo, Ande bala, Poley,
respectivamente.

Introduzindo na folha de calculo esta formulagdo, de forma semelhante a ja
mostrada, obtém-se que:

Target Cell (Max)
Eﬂr Name aﬂglnal Value  Final Value
$FS17 2 0 225.5
Adjustable Cells
J‘5“ Name Original Value __ Final Value
$B$5 _ Voleitok B 0 18
$C85 Catechumbo 0 7
$D$5_Andebala 0 0
$ES5 Poley 0 0
Constraints
“Cell "Name “Cell Value Formula Status _ Slack
$F$10_Camara de ar Em Uso 25 5F$10<=9H$10_Binding 0
$F$11_Operagéo de Costura Em Uso 337 $F$11<=$H$11_NotBinding 143
$F$12 Operacdes de Finalizagao Em Uso 240 $F$12<=$H$12_Binding 0
Figura 6: Valores
Adjustable Cells ) -
Final Reduced Objective Allowable Allowable
Cell Name Value Cost Coefficient Increase Decrease
$B$5 Voleitok 18 0 10 1.916666667 0.375
$C$5 Catechumbo 7 0 6.5 35 1.045454545
$D$5 Andebala 0 2 8 2 1E+30
$ES5 Poley 0 03 9 0.3 1E+30
Constraints -
Final Shadow Constraint Allowable Allowable
_Coll Name Value Price R.H. Side Increase Decrease
$F$10 Camara de ar Em Uso 25 23 25 3.235294118 3.181818182
$F$11 Operagao de Costura Em Uso 337 0 480 1E+30 143
$F$12 Operagbes de Finalizagio Em Uso 240 0.7 240 35 44.6875

Figura 7: Resultado final;

O Excel permitiu concluir que a proposta feita 8 TecniBOLA na realidade nao
oferece maior beneficio. Em suma, os pregos propostos face ao custo de produgéo
dos novos produtos ndo oferecem vantagem em relagédo a atual produgéo.
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Concluséao

A programacéo linear € uma ferramenta eficaz na otimizagdo de objetivos
(custo, perdas, etc...) em processos industriais, entre outros. Para tal iniciamos um
estudo de como modelar matematicamente um problema, observando seus
objetivos, restricdes e limitagdes. Uma questdo importante refere-se a dificuldade de
modelar matematicamente um problema real. Tal dificuldade leva a desprezar
algumas restricdbes tendo como conseqiiéncia uma solucdo 6tima do problema
modelado e ndo-6tima do problema real.

A seguir alguns métodos de solugdo sa@o propostos, tais como o método
simplex e o método Excel solver. Mais profundamente estudamos o método solver
do Excel resolvendo um problema pratico de uma empresa que fabrica bolas.
Modelamos matematicamente o problema desta industria, resolvemos graficamente
e fizemos a analise de sensibilidade encontrando os possiveis valores que as
variaveis podem atingir sem modificar (diminuir) o valor 6timo da fungéo objetivo.

Vale observar que a solugdo 6tima de um problema linear pode nao ser trivial,
principalmente se o nimero de varidveis aumentarem drasticamente. Para superar
este problema utilizamos um coeficiente de tolerancia para a solugao 6tima, ou seja,
aceitamos solucdes até 5% da solugdo 6tima, diminuindo assim a quantidade de
iteracdes e o tempo necessarios para encontrar tais solugdes.

Finalmente, observamos que o uso adequado da programacéo linear pode
gerar altos lucros. Embora néo seja tarefa facil a modelagem matematica de grande
maioria dos problemas reais, & fundamental para se obter uma solugdo
representativa.
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