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Resumo

Neste trabalho, apresentaremos a teoria das fragoes continuas, destacando a expansao de
nidimeros reais (racionais e irracionais) e a convergéncia dessas fragdes. Veremos que os
convergentes sao obtidos a partir das expansoes em fragoes continuas e que o n-ésimo
convergente € igual a sua prépria fragao continua. Utilizando o Teorema de Lagrange e
exemplos, apresentaremos fragoes continuas periédicas, a partir das quais podemos carac-
terizar um irracional quadratico. Estudaremos também aplicagoes das fragoes continuas

em circuitos elétricos.

Palavras-chaves: Fracoes continuas. Niimeros irracionais.



Abstract

In this work will introduce the theory of the continuous fractions, detaching the expansion
of real numbers (rational and irrational) and the convergence of these fractions. We will
see that the convergents are obtained from the expansions of the continuous fractions
and that the nth convergent is alike to its own continuous fraction. By using Lagrange’s
Theorem and examples, we will obtain the periodic continuous fractions, from which we
will get a quadratic irrational. We will also present some applications of the continued

fractions to the study of electric circuits.
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1 Introducao

As fracdes continuas foram estudadas por grandes matematicos dos séculos XVII e XVIII,
tendo aplicacoes em Analise, Teoria dos Numeros, Circuitos Elétricos e outras areas do
conhecimento. O objetivo deste trabalho é apresentar uma outra maneira de representar

numeros reais, fornecendo aproximagoes para nimeros racionais e irracionais.

Definimos fracoes continuas simples como expressoes da seguinte forma:

1

‘1’0+ 1 b
a+ ———
G,2+

a3+'

em que (a,), n > 1 é uma seqiiéncia de ndmeros naturais e ap é um ntimero inteiro. A
fracdo continua acima é denotada por ag + [a1,az2,a3,---]. Se a fragdo for truncada no
nivel n, ag+ [a1, a2, as, - - - , ay}, 0 resultado é uma fracdo continua simples, que é chamada

de convergente da fracao original. Por exemplo,

1

2+ 1

3+~

1
2 —
*3

é um convergente da fragao
1

1

2+

3+ 1

e
4

Se o nimero de termos for finito, dizemos que a fracao continua sera finita; caso confrario,

dizemos que ¢é infinita. Veremos que qualquer fracao racional p/q pode ser expandida em

uma fracao continua finita:

p/q =Q + [a'17 az,a3,p—1, an]-

Para representar um ndmero irracional em fragées continuas, recorremos a Transformagao
de Gauss, para mostrar que a sequéncia de convergentes da fracao continua associada a

um nimero z € [0,1) converge para x.
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A seguir, estudaremos as fragées continuas periédicas que Lagrange caracter-
izou em 1770: um numero irracional é perioédico se, e somente se, este irracional for raiz
de um polinémio do tipo az? + bz + ¢ = 0, em que a, b, c sdo inteiros e b — 4ac é posi-
tivo, porém nao é um quadrado perfeito. Por exemplo, 0 ntimero de ouro (¢ = 1+ i;)
é representado pbr 1+[1,1,1,---]. Finalmente, mostraremos uma aplicagao de fragoes
continuas em um problema de circuitos elétricos, utilizadas para obter a sequéncia a; de

uma associacao de infinitos resistores.



2 Expansao dos Niumeros em Fracgoes

Continuas

Neste capitulo, apresentaremos uma outra maneira de representar niimeros reais, fornecendo
aproximacoes para eles: a expansio ou (representagao) por fracdes continuas simples ou
regular.

O fato principal é que, dado qualquer niimero real x, existe uma sequéncia (a,), n > 1,
de ndimeros naturais, tal que escrevemos o numero x da forma

1
a + ————
as +

az+

em que ag é a parte inteira do niimero. A expressao 2.1 se chama expansao (representagao)

por fragoes continuas simples de x. Além disso, o nimero x € o limite da sequéncia
1
Un a; +

a2+‘ ]_
-. +
Op—1 + —
Tl

Chamamos os numeros a; de quocientes de x e as fracoes Pn de convergentes de x.

n

Definigao 2.0.1. Uma fracao continua simples finita tem a forma

; 1
& = qy + 1 ,
a9 +
az+ 1
- +
An—1 + —
13
e é também denotada por
Pn _ 1 1 1
n ° at axt.. an
ou, simplesmente, por
p
-2 = a0+ [alya’27a’37' . -,an]-
Gn

Veremos a seguir que um nimero real admite uma tnica representacio em fragdes con-

tinuas simples. E que, se esse for racional, sua expansao sera finita.
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2.1 Conjunto dos Nameros Racionais

Mostraremos, por meio de alguns exemplos, que podemos expressar um nimero racional

em forma de fragdo continua. Vejamos:

ExemploZ.l.l.zg=1+§2=1+—1—=1+-———1————:1+———-}———=1+———1————=
v o 142 14 14—t
32 32 32 94 2
1 1 35 15
14 ———g— =1+ T =14[1,2,7,2).

1+ 1 14+ ————
2+ 15 2+;_T
2 *3

) 79 . ~ , i
Observa-se que o numero 17 admite uma expansio continua finita.
Surge entdo algumas indagagGes: qualquer nimero racional possui expansao em fragoes
continuas? Em caso afirmativo, a expansao é finita?
Vejamos por meio de alguns exemplos, que qualquer racional possui representacao em

fracao continua:

79-4 316 128 1 1 1
E ( oededre ——— T e T _ = — —_— =
xemplo 2.1.2. =T~ i w1 T
— 14 1+
128 2+ = 24 -
60 60
_ . . 8
1+ T =1+ i =1+[1,2,7,2]
I ——— I+ ———
2+—————Z 24—
74+ = it
+8 7~|—2
Exemplo 2.1.3. %:O+71§=0+———-1—~3—§=0+——1—i-—=0+ 11 =
17 1 17 1 -g 1+1 E
32 32
1 1
0+ — =0+ i =0+ 1 =0+ 1 =
1+ 35 1+ 1 1+ 1 1+ T
1+ — 1+ 14— 1+
15 24 = 24 = o4 1
15 15 t—
= 7T+ =
2 2
0+11,1,2,7,2)
79 15 1 1 1
Exemplo 2.1.4. —Zf——2+2'? 2+§—7=—2+ +~2_ = 2+3+ T =
15 15 15
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3+“—”"1—

7+-2'

Responderemos as questdes acima através do seguinte teorema

Teorema 2.1.1. Um nimero z € R € racional se, e somente se, admite uma expansdo

em fragées continuas finita.
Demonstracao:

Considere um niimero racional P qualquer. Pelo algoritmo de Euclides, escrevemos:

S s

T ‘ e e
ap+ ;1, emque 0 <r;<qgeay = g . Lembremos que |a] denota o maior inteiro menor

que a. Vamos definir 79 = q.

p Ve ra - - -~ - - -
Se r; for nulo, = é um niimero inteiro e entao o processo termina na primeira etapa. Se
q

r1 # 0, obtemos

P 1
—=ap+ 7, 0<r <ry.
q 0
™ ‘
. ) . To
Seguindo agora o mesmo procedimento com —, teremos:
T1
To Ty
—=aq+—=, 0<r<n.
T T1

Se 79 = 0, entao o processo termina e, assim,

P 1
~=ag+ — = ap + [ai).
q a
Se 73 # 0, repetimos o mesmo procedimento com a fragao I
T2

Ocorre que, como ¢ > 11 > 72... > 0, entdo para algum indice n, este processo é

necessariamente finito, quando r,; = 0:

To _ T2
*‘—al+;-“-—-“>7‘o=al"‘1+”'2, 0 <7 <ry;
1 1
71 T3
;~=a2+;—=>r1=a2r2+'r3, 0<r3 <79
2 2
Ty Ta .
— = Qa3 + — = Ty = agl3 + 7y, 0S7’4<7’3;
T3 T3
Tn-2 Tn
" 1=an—1+r => Tn-2 = Ap-1Tn-1+Ta, 07, <7Tp_y;
n— n—1
Tn-1 Tn4

=a, + =2 Tp-1 = QuTq, Tn+l=0~

Tn Tn
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Este é o algoritmo da divisao de Euclides para encontrar o maximo divisor

comum entre p € q ou mde(p, q) = 7y:

‘a0 a1 ce- | Op—2 | QGn—1 an
plg|rm|r2 |--- |Tna1 | ™n |[Tny1=0
Como 7,1 > 1y, € Tpy1 = 0, temos que a,, > 2. Assim, a representagdo ag+[az, az, . . ., a,]

para o racional p/q é Gnica através do algoritmo de Euclides.Para termos unicidade na

representacao de um racional por fragoes continuas simples, devemos exigir a, > 2. Por-

tanto,
LA T =ag+[a1,09,...,0n1]
q
) (L1 + ] 1
+
®2 a3+: 1
¥
. Gn-1
‘O que prova, o resultado. [ ]
Como
1 1
Qn-1 B 1’
(@n-1—1)+ 1
segue que ag + [a1,az, a3, ...,a,_1 — 1, 1] seria também uma expressiao de P
q
Exemplo 2.1.5. Podemos escrever 1 + ! I =1+12,2,3,5]
24—
1
24—
34+
5
Ou,
1+ 1
1
2+
1
2+
1
3+ ——
S5—14~
+ 1

Observagdo 2.1.1. Vamos supor que € [0, 1) é um nimero racional (ao = 0): z = r,/7,.

Definindo

T2 T3 Tn
T1=_7 T2=_—'1"'1 Tn—1= 3
71 T2 Tn—1
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obtemos:

1 1 ‘ 1
— == (] T, -— T’-.., = Ay T_,——.‘_‘: n 0.
. 1+ T4 T as+ 15 T, n~1+ 1 T an +

Essa é uma outra forma de se ver que a representacdo por fracdo continua simples é unica,
se exigimos que a, > 2.Segue que

1 1 1

.o

= = 1 = =
01+T1 a a; + 1

x

Ezxemplo 2.1.6. Encontre a fragdo continua que representa o nimero =5 usando o algo-

ritmo de Euclides.

Como
67=1-55+12
55=4-12+7
12=1-7T+5
7=1-542
5=2-2+1
2=2-140
Temos,
| 1 J4f1|1}2]2
67 | 55 |12 | 7[5 |2 ]1]0
Logo,
67 1
— =1+ =1+[4,1,1,2,2].
55 4 1 -
+
1
1+
1
1+——i-
24 =



2.2 Conjunto dos Nimeros Irracionais

14

Propriedade 2.1.1. Considere a seguinte representacdo em fracdo continua do racional

p/a, v >'q: % = ag + [a1, 82,03, . . . , an). Entdo a representacdo de q/p €

9' =0+[ao,a,1,a2,...,an].

p

Demonstragao: Por hipdtese, p > q. Logo,

q 1
1 _0+.
P p
q
C0m07 p/q = Qg + [01,012,03, ... ,an]:
1
1_0+ -
p .
ai +
a2+_ 1
- —
ay

Observemos que a reciproca obviamente é verdadeira.

2.2 Conjunto dos Niumeros Irracionais

Para construir a expansdo de um nimero irracional x em fragoes continuas utilizaremos

a transformacgio de Gauss, que serd definida a seguir. Veremos, na sequéncia, que a

sequéncia dos convergentes ao + [a1, as, + . . ., +ay], converge para x.

Defini¢do 2.2.1. A Transformagao de Gauss T : [0,1) = [0, 1) é definida por:

(1 |1}
;‘H r7 0

T(z) = 4
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02 03 04 05 G5 07 08 09 10
x

Figura 2.1: Transformacao de Gauss
Propriedade 2.2.1. Se z é irracional, entdo T(z) é irracional. Portanto, se x € irracional
entdo T™(z) é irracional para todo n.
Demonstragao: .

(1) () 2¢Q=> > ¢Q

1 1 1\!
Suponha, que = &€ QeEGQ' Se;é@, entao (;) € Q (pois Q é um

-1
corpo). Mas, (;) = x, que € irracional, o que € absurdo!

(1) b) 2 Q= (V2€Z)z+2¢Q

Se z+ 2z € Q, entdo x + z + (—2) € Q, ou seja, x € Q. Absurdo!

Observagdo 2.2.1. (a) e (b) = T(z) € Q se x € Q. E a reciproca é verdadeira: T(z) ¢
Q=z¢Q.

1 1 |
5} ¢Q=>——|§J+H FQ=¢0=1¢Q
xr

ou seja, z € Q.

(2) (VneZt) T (z) €Q,se z ¢ Q.
Demonstragio (por indugao):

Para n = 1 é verdadeira, isto é, ¢ € Q = T(z) ¢ Q. Mostraremos agora
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paran > 1 que, se x € Q, entdo T™(z) € Q.
_ Seja y = T™(z). Por hipétese de inducdo, y € Q. Logo, T™!(z) = (ToT™(z) =
T(T™(z)) =T(y) ¢ Q, pois y ¢ Q. n

Lema 2.2.1. Sez € [0,1) € irracional, entdo T(z) = T; (definido na Observagdo 2.1.1)

para todo j > 1.

Demonstragio (por inducio):

‘ . Ty 1
Para j=1,z= ‘rl = 75" Como z € [0,1), 0 <11 < 1 €, logo, 1o = a;71 + 72,

o 2

b

com 0 < 79 < 71. Assim,

1
r= T
ay + i
as + T
'rn+1
n+
n
Entao, se
Tn = Gn41Tns1 + Tnto,
temos
Tn Tni2 | T
= Qpy1 + = Qp41 = .
Tn+1 Tn+1 Tn41 |
Por defini¢ao
Tnt2 Tn ) Tn Tn
Toy1 = = — Apy1 = —
Tn+1 rn+1 Tn-H Tn+1
Por hipétese de indugao,

Tn Tntt Tn+1

T™(z) = T(T™(z)) = T(’""’“) = .’"" - l Tn J = Tpp.

Logo, T"*Y(z) = T,+1(z). O que conclui a demonstragao do Lema. [
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Do Lema acima, concluimos que

€=
a; +
as +
€,
a =ay(z) = %J
wesr[a]- - o
Ay, = a,(x) = lT:;IJ _ [T:_IJ = I'T;‘:I—I—(EJ , Ou seja, ap(x) = l
comn > 1.

Com as defini¢des de T'(x) e a;(x), temos:

= o iTE @ = T@) +T(T(@)  a(@) + T2a)
Entao,
T = ! i =
al(x) + az(a:)—l—.‘ | )
" @) + —— 1
' an(z) + T™(x)

= [a1(x), az(x), . . ., an(x) + T™(z)).

Portanto, se x € R e ap € Z ¢ a parte inteira de z, temos que

1
z = ao(z) + T =

ay (I) + a2(m)+' 1
oy ;
n-1(2) + an(z) + T(x)
= ap(x) + [a:1(x), az(), . .., an(z) + T™(z)]

Observagdo 2.2.2. Note que, para todo n > 1,

1 1
a(T™(x)) + T(T™(z))  ansi(z) + T (z)’

() =

|
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Ezxemplo 2.2.1. Obter a expansao de V2 usando a transformacio de Gauss.

Como ag = |v2] = 1, segue que y =z — ao € [0,1).

Entao, |
o ] VZ+1 _|vEer| _,
al(y)*_y T ve2-1] o [E-nve+ny) |1 T
1 1 1 1
0= st - [ | [ - ] e
i y 'y
REEE 1 B 1 1 )
SeCi P e sy w) Bl RO ]l KGR
i T(y) ‘T(y)
=[\/§+1J=2.
Concluimos, que 2 = a1(y) = a2(y) = a3(y) = ... = aa(y),n > 1.

Logo, a expansio de v2 é dada por
’ 1

V2=1+ i

2+ ——3—

2.2.1 Expansao de ntimeros irracionais em fracoes continuas

Nesta secdo construiremos a expansdo de um numero irracional em fragoes continuas
utilizando aproximagoes sucessivas.
Seja x um nimero irracional e seja ap = |z}, ou seja, ap é o maior inteiro

menor do que x. Logo,

1 1
rT=ap+— 0<—<1
) I
e,
1
Ty = e T;>1
T—ao

Entao, podemos escrever
T =a; + —,
T

em que @y = | ], T2 é irracional e zo > 1. Assim,

1
Ty —ay

To =

Repetindo, sucessivamente, este processo, obtemos as seguintes equagoes:
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1
T=a+—, r;>1
Z

1
n=a+— 2>1002>1
T2

1
Ty=a+—, 23>1, a22>1
T3

Tp =0y + y ZTpp1>1, an 21,

Tn+1

em que ag, 4, - . . , Gy, SA0 inteiros e x;, Tz, T3, . . ., Tp 540 irracionais.

Observamos que este processo nao termina, pois isto s6 aconteceria se £, = a,, para algum

n, o que é impossivel, pois z,, nao é racional.

Através de substituigdes apropriadas, obtemos a fracao continua infinita

1 1 1 '
T2 as + —
3
1
= a9+ 1 ,
a + 1
as +
a3+__
’ 1
+

sendo denotada por:

ap + [a1,02,- - -] = lim a9 + [a;,ay, .. ., a,).

n—o00

Ezemplo 2.2.2. Encontrar a fragao continua de V3.

Sendo ap = [V3]| = |1,7320508...] =1 e \/§=ao+—1—=1+-—1—,temos

Ty Iy
oL _ 1 (341 VB+1
TSl VA1 GBr) . 2
Consequentemente
1 1
V3=1+—=1+
T Vv3+1
-2
Como
V3+1
al:l. 2 j=17
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entao,

1
\/§+1:1+__
2 Xo
e
1 1
? \/?_»+1_1 V3 -
2 2
Logo,
1
\/§=1+-x——_—1+ =1+ 7
! 1+ — 1+
T2 \/§+1
Como
as=|V3+1]=2,
segue que

Resolvendo z3 obtemos,

z3

Continuando o processo, temos

V3=1+- :
1+

1
1

2+ i

1 ——e
o

Ezemplo 2.2.3. Expressar v/7 como uma fragao continua.

Observe que V7 = |2,6457513...| = 2=> ap = 2. Logo, |

1 1 V3+1

1 1 (V7+2)
ﬁ:2+—-=:>$: . =
T VT2 (VT +2)
V742 .1
= =1
Logo,
\/'7+2=1+_1_____>z2: 3 3  MT+1_V7+1
3 Ty VT—-1 VT-1 V7+1 2
segue que
1
2 3 VT+1 Vi+1-2 3

=3 as+ 1,
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Continuando o processo, temos

VT+1 1 1
=1+ —=gy=—=V1+2=ay =4
3 Ta T T+1-3 4
3
Portanto
1
Vi=2+ 1
1+
1+ 11
1 .
+4+_

Vejamos outras representacoes de fragdes continuas:

\/i_0=3+[6,6,6,---]=3+[(ﬂ
V2=1+1[2,2,---]=1+[2

V5 =2+4,4,---]=2+[q]
—/2=-2+[1,1,2,2,---]= -2 +[1,1,2]

_\/3_’:'—2_{"[371’2’1127']:—2+[37r2]

2.2.2 Outras representacoes de niumeros irracionais

Seja x = \/n, com n € N, em que n ndo é um quadrado perfeito. Podemos também
representa-lo em forma de fragdes continuas, podendo ser simples(todos os numeradores

iguais a 1) ou ndo. Para tanto, obedecemos os seguintes passos:

e Temos a e b € N tais que n = a® + b. Logo,

e n_a‘(\/ﬁ—i—a):n—a?: b
vn (v )(\/ﬁ-i-a) va+a 2a++n-—a

e Repetindo o processo indutivamente, encontramos

b b
Vn—a= =
— b
2a++/n—a % + -
2% 4 — o
a+2a+\/ﬁ—a
Assim,
Vn=a+ b
b
2a +
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Exemplo 2.2.4. Expressar v/12 como uma fracio continua.

Como 12 = 3%+ 3, entdo

(V12+3)  12-9 3 B
Viz-3=(V12-3)- (Vi2+3) Vi2+3+3-3 6+v12-3

B 3 3 3/12-9 3/12-9 \/— N
6+v12—-3 +V12+3 12-9 3
Logo, '
3 3 3
V12-3= = = -
6+VI2-3 o, 3 ¢, 3
6+v12-3 64— 5
6+V12—3
=V12=3+ 3 —34 > 3 3
6 3 6+ 6+ 6+..
+_.__—_
3
6+ —

Neste caso, conseguimos transformar esta fragao em fracao continua simples, pois b = 3
divide 2a = 6. Assim, dividiremos o numerador e o denominador de algumas fracoes por

b e, somente, o numerador das fracoes intermedisrias por b. Entao

3/3 3/3 3/3
6/3+ 6+ 6/3+.
11 1

=3+

Portanto,

Ezemplo 2.2.5. Representar /20 em fragio continua simples

Como 20 = 4? + 4, temos

4
V20 =4+ =4+

8+ ————
8+ ——
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4/4 4/4 4/4
8/4+ 8+ 8/4+.

1 1 1

Y or 8 or

Portanto,

Ezemplo 2.2.6. Representar V19 como fracio continua.

Temos 19 = 42 4+ 3. Entao

4 (V1944 19-16 3
VI A= (V=) ) VB4 ViAd

3 3
T VI9+444—-4 84+/19-4

Seguindo a sequéncia anterior, obtemos

— 3 3 3
]_ = —_— —— —
? 4+8+ 8+ 8+..

Como b = 3 nao divide 2a = 8, nao podemos transformar esta fracao numa fracao continua

simples.
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3 Convergéncia das fracoes continuas

3.1 Convergentes de fracoes continuas infinitas

Observamos que todo nimero irracional pode ser, formalmente, representado na forma

de fragao continua infinita. Lembremos que se o niimero é racional, isto é,
p
'q— = Qg + [ah a3,03,-° ;Qqn—1, an]:

com qyp inteiro e aj,as,as, - ,0n-1, ay, inteiros positivos. Prosseguindo, sejam
1 1 ' 1
=@+ — =@+t —, =0+ —F—,""",
ai 1 1
a3 + — a; +
az

a2+ e
ag

em que ¢, ¢, C3, ... 5a0, respectivamente, os convergentes de ag+[a;, a2,a3,- - - ,an_1,a4);
o n-ésimo convergente, neste caso, é a propria fragao continua, ou seja, o préprio nimero
racional.

Vamos considerar p_; = 1, g_; = 0. Assim,

@ _ Po

_ e—— 9 = et 1'
1 % Do ag, Qo )
1 apaq +1 p
ca=ag+—=—"=2p —aap+1, q = ay;
a; a4 G
1
Cn = @ + — =P
ay -+ In
a2+. 1
oy
Qy,

Ezemplo 3.1.1. Seja a fragao continua simples

Ent&o os primeiros convergentes sdo: ¢co = 1/1=1, ¢; = 3/2=1,5, c; = 4/3 =1, 333...,
c3=11/8 = 1,375, ¢y = 15/11 = 1,3636... c5 = 41/30 = 1, 36666 etc
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3.2 Propriedades dos Convergentes

Dado um ndmero real z € [0, 1), existe uma representacio Pn do n—ééimo convergente
[a1,a2,- - - ,ay] que verifica as propriedades (1), (II), (III), (IV) e (V) abaixo. Isto implicara

que, para todo n, a fragio Pn é irredutivel. Temos entao que os p, e os g, podem ser
Gn

escolhidos de forma que as propriedades abaixo sejam satisfeitas.

Consideremos p_; =1,q_1 =0, po =0 e go = 1. Entao

(I) Paratodon >1

Pn = 0nPn-1+Pn—2 € Gn = QnGn—1+ Gn—2;

(IT) Para todon >0,
Pn—14n — Pnln-1 = (—1)";
(III) Para todo n > 0,

T = Pn + (Tn(x))pn—l .
n + (T™(2))gn—1"

(IV) Para todo n > 0,
Pa(2) = g (T(2));

(V) Para todo n > 0,
pn(il?) > 2(n—2)/2 e qn(il?) > 2(n—l)/2'

Provaremos as propriedades supracitadas usando o método de inducéo.

Demonstracao da Propriedade 1

a) Para n = 1, temos:

Do 1 1 a; +1
-=Oe""=P0+[a1]=P0+*=p01 .
Jo q1 Q) Q1

Entao,

P1r=a1Po+p-1 € 1 =aiqo+g-1.
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b) Suponha agora, por hipétese de indugdo que a propriedade é verdadeira
para algum n > 1. Provaremos ent&o, que a propriedade também é vélida para n + 1.

Sabemos que, por hipétese de inducao, Vn > 1, temos

_ 1
[alaa’Z)"' )an]z 1
ay +

Q2+
' 1
T
Q-1+ —
ay,

ésimo termo convergente, temos:

Substituindo agora a,, por a, +

)pn—l + Prn—2

[a11 ce Oy, a’n+1] = =
a, + )Qn—l + dn—-1
ap,

(o2
(

)pn—-l + Pn-2

ApGny1 +1 -
(“—) Qn-1+ Gn-2
Qnt1

_ QpOny1Pn—1 + Pn1 + Pn—20n41
 @nOni1Gn-1 + Gno1 + Gu_20ni1
_ @p11(anPn_1 + Pn-2) + Puy
T @n1(anGn1+ gn2) + Go1’
Recordando que, por hipétese de indugao,

Pn = QnPn—1 + Pn—2 € Qn = @nQn—1 + Gn-2,

temos:
Ant1Pn + Pn-1
[a1,a2,- - @, Qp 4] = —————
an+1‘1n + qn—l
Entao, como
[01, ag,--- ,an+1] = pn+1/(1n+1,

podemos escolher

Pnt+1 = Qu41Pn + Pn-1 € Qni1l = Gpy1Qn + Qn_1
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Demonstracao da Propriedade 1I:
Paran =0, temos p_igo — pog—1 = (—1°) =1, pois
P-1=q¢ =1 g1 ep=0.
Provaremos agora que a mesma relagdo também se verifica quando substituimos n por
n+ 1. Sabembs, da propriedade (1), que
Prt1 = Gnt1Pn + Pn—1 € Gnt1 = Qny1Qn + Gn-1-
Logo,
| Pr+1dn — Pnln+1 = (@ns1Pn + Pa-1)dn — Pn(@ni1qn + ga—1) =
= Qp41Pnln + Pn—19n — An419nPn — Gn—1Pn =
= Pn—1Gn — Pnln-1 =
= (=1)(Pugn-1 — Pu-14n)-

Usando agora a hipétese de inducao, obtemos
Prni1qn — Pulni1 = ("'1)('—1),1 = (_1)n+1’

o que conclui a demonstragao. : [ |

Observagdo 3.2.1. Por (I) e (I1), vemos que dado [a1, as, - - - , an, - - - |, em que (Vk > 1) a; >
0 (ax € Z), pn € g, ficam definidos de modo tnico pela interagdo: p_1 =g =1, ¢-1 =0,
po=0e | _
- ) P = @pn + Poz
Gn = Gpgn1 + gn-2

Observacio 3.2.2. Veja que a propriedade (II) nos diz que o maximo divisor comum de

Pn € g, deve ser igual a 1.

Demonstragao da Propriedade 111:
Vemos que, para n = 0, a igualdade se verifica pois T°(z) = .

Vamos supor que a igualdade se verifica para todo k& = 1,...,n. Temos que,
pela observacao 2.2.2,

Puri + T @) pr _ Prir — (@ns1 — 1/T™(2))-Pn _
Gn+1 + Tn+1(x)-Qn In+1 — (an+1 - I/Tn(x))'qu
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— (pn+1 - an+1pn)'Tn($) + Pn
(‘In+l - an+lqn)-Tn(-T) + qn
Mas, pela propriedade 1, isso é igual a

(@n41Pn + Pu1 — an+1pn)'Tn(z) + Pn _
(an-HQn + Gn—-1 — an—l-l‘ln)-Tn(:E) + dn

_ P+ T™(@)Pny .
n + T™(2)gn1

Porém, pela hip6tese de indugao, isto € igual a x. ]

Demonstragio da Propriedade IV:

Utilizando o processo de inducdo, provemos que para todo n > 0, sao ver-

dadeiras as seguintes condicoes:

a) Para todo n = 0, temos
20-1(T(2)) = ¢-1(T(z)) = 0 = po()-
b) Paran =1, obtemos
71-1(T(z)) = 9o(T(z)) = 1 = pa()
Provemos agora, que é valido para n > 1.
In+1)-1(T(2)) = ga(T'(2))-
Por inducgao,
0n(T(2)) = an1182-1(T()) + ¢o—2(T(2)) = @n11Pn(2) + Pn-1(2) = Pria(2),

o que conclui a demonstragao. [

Demonstragao da Propriedade V:
a) Para n = 1, temos:

- = 1
I’1=0»11D()+p_1=0+12‘2952:5

ol%

0-1 1
Q=0gp+qg-1=01>21227 = —<=
V2
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a’) Paran =2,
P2=ap1+po=0ax(0+1)+0=
—a>1=27 =20=1
@2 = a2q1 +go = apa; +1 > 28°D2 =2

b) Para n > 2, p, > 2% e g > 2°7. Logo,

n—-1-2

n-2
Pntl = Ony1Pp +Pp1 > 272 +27 2 2>

n—3 n—3

>0%° 49" = 9™ 1 0% =03 . 0% 497 =
=2% . (2% +1) > 9%° .9 = 9% +} — U
b’)

n—1-—1

-1
Ont1 = On41Gn +Gn-1 2 Any1-2° 2 +27 2 =

n—2 n—

=ap -2 +2°F >28.2"% £ 2% =

n—241 n—2
2

+2°

:2“7-2(2%“) S 9 g g7t

=2 ::2% -22%2-+-22%2::

)
i3

= 22.

Com as propriedades acima, podemos provar que os convergentes de um nd-
mero X convergem para X.Para isso provaremos o seguinte lema:

Lema 32.1. Dadoz e R— QP22 <. <P o Ponn D
qz Q2n Q2n+1 ¢

Pela propriedade II, p; 1¢; — pigi-1 = (—1)}, a qual é vélida sendo a fracdo

continua finita ou nao. Dividindo ambos os membros desta igualdade por g;¢;_;, temos

Pi1% _ Pidi-1 _ (=1)* P P _ (-—l)i,i >1
2i9i—1 qigi—1 2:i9i—1 qi—1 q; qiq;—1

(3.1)

Como, pela Propriedade 1, p; = a;p;_1 + p;—», temos que:

Pi2 Pi _ Pi-2% — Pi%i-2 _
G2 G 9i—24i

_ Pi—2(aigi—1 + ¢i—2) — (@iPi-1 + Pi—2)Gi—2 —
di—2G;

@;Pi—2¢i—1 + Pi—2Gi—2 — QiPi—1Gi~2 — Pi—2Gi-2
qi—2G; B
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_ ai(pi—2¢i—1 — Pi—14i-2) _ a;(—1)"!
i—2G; G20
e, pela propriedade 11, segue que '
Di2 _ Pi a;(—1)""

=——— com i>2 (3.2)
gi-2 @ qi—24;

Tomando i =2n e 2n+1 em (3.1) e 2n+1 em (3.2), obtemos, respectivamente,

_ —1)* 1 _
Pznl_@:( ) _ >O’@<P2n1;
Qon—1 Gon Pon—-192n d2n—192n @n on-1

-1 2n+1 -1
Pon  P2n1 _ ( ) — <0, P2n+1 > Iﬁ;
P2n  Qon+1 2nQ2n+1 d2nd2n+1 @2n+1 Qon
Pm—1  Pomt1 _ agn41(—1)*" _ O2n41 >0 Pont1 < Pon—1
d2n—1 Qon+1 Q2n-192n41 Q2n—192n+1 ’ Pn+1 g2n—1 '

Logo,
Pon < Pon+s1 < p2n—1-
@n  Gon+1 Q2n-1
Usando, agora, i = (2n+1) e i =(2n+2) em (31) ei=(2n+2) em (3.2),

repetiremos o pfocesso obtendo as seguintes desigualdades

Pon _ Pont1 _ (- __~1 <o, Pentr Pon,
) )
@on Pon+41 Qonqon+1 Ponqon+1 @on+41 d2on
Pont1  Pon42 (—1)%"+2 _ 1 >0 P2n42 < Pon+1 |
Qon+1 don+2 92n+192n+2 @on+192n+2 ’ Pon+2 Q2n+1’
Pon  Pony2 Qon42(—1)""H! _ —Qony2 <0 DP2n+2 > Pon
= - , .
don  Qon42 PonGon42 PonGony2 Pon+2 Jon

Portanto,
Pon < D2n+2 < P2n+1’
don Qont+2 q2n+1

o que conclui a demonstragao.
De fato, da prova do Lema é possivel obter

Don < Pon+2 << P2n+3 < P2n+1

Q2n Pn+2 Pn+3 Qon+1

O que acabamos de mostrar é que a sequéncia dos convergentes de indice fmpar, (2n +
1), forma uma sequéncia decrescente, que é limitada inferiormente, e que a sequéncia

dos convergentes de indice par, (2n), forma uma sequéncia crescente, que é limitada

superiormente.
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Provaremos agora, que o limite L para o qual a sequéncia dos convergentes converge é,
na realidade, o nimero irracional que deu origem & fracao continua. Mostraremos que o

lim Pi existe e é x. Pelo lema
gi
P2 <z < P2z-1.

q2i g2i-1

Segue que
gcgo B PE_ Py
Q2 @i-1 g2

e que, pela propriedade (11),

1

92i—1

(1

d2i—1

D2i—-192i
g2i—1

D2i-192i — D2iG2i—1
Qi1

21

0 <| gy — pa |<

b
Por absurdo, suponhamos que x € Q e z = o Entao, multiplicando a desigualdade

anterior por a, temos:

a
0 <| zg2:a — poia |=| bgz — paia |< .
_ g2;—1

Sabemos que a sequéncia dos ¢,s é crescente e g; > 1 para todo ¢ > 2. Logo, sendo i

suficientemente grande, obtemos a < ¢;.1, isto é,

a
0<I bge; — posa I< .
q2i-1

Porém, isto contradiz o fato de bgy; — po;a € Z. Portanto, x é irracional.

Teorema 3.2.1. Seja x um irracional e ¢; a sequéncia dos convergentes da fra¢do continua

associada a x. Logo,

:c—& < lx—p————k_l
ar k-1
Demonstracgao:
Pela propriedade III, temos:
_ P + T*(x)pr-1
@ + T*(T)qr—1
Segue que
B [t s
k @+ T*(Z)gk-1  Gr
_ lape + T*(z)qrpe—1 — prae — T(x)ge-apr|
g (g + T*(z)g-1)|
_ |T*(2)||gepr-1 — @e—1pe| | T*(2)|[(-1)F| |T*(z)|

lae]|ax + T*()ar—1|  |aw||ax + T*(z) x| - |ae||ae + T*(x) g1 |
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e
g PE1l P + T*(2)pr—1 _
B-1 ax + T*(z)qr—1 — Zi‘i

_ IQk-lpk + T*(2)pr-19k-1 — Pr—19k — Tk(x)pk—IQk—ll _
llIk—l(Qk + Tk(fl?)(ba—l)l

_ |Prai-1 — Pre-10x| _ |(—1)*| _
ge—1||ax + T*(@)qu-1|  |ax—1]| @ + T*(z)qe—1]

1
gk |k + TH(2) g1

1 1 :
Assimeomo gy < gy => — < — e T’“(x) < 1 temos

dk qr—1
Tk 1
r- P o @ 1 <
ae| @@ + T*(@)gr-1)  ae(gr + T*(z)qr-1)

1 Dr-1
< = |z — =|.
@r-1(qr + T*(z)qr—1) l qk-1
Portanto, : |
x—?—li<z—?—k—_—l, com k>1,
U k-1

o que conclui a demonstracao.

Teorema 3.2.2. Seja x um irracional e ¢; a seqiiéncia dos convergentes da fracdo continua

associada a . Temos,

. 1 1
<Ix—?—)£ < <=, comk>1. (3.3)
20k9k+1 |  @der1 Gy
Demonstracao:
Sabemos, pela propriedade 11, que
—1)*
Cp41 — Ckp = (1) , k> 1
Qr+19k
Assim,
Cry1 — C |= k Z 1 (34)

Gk+19k ’
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Entao, a partir do teorema anterior, concluimos que

Ix—ck l = Iz—ck+1+ck+1——ck | > | cpy1 —Ck+ T — Crpa |>
Slep—ce| = |5 Gop | = —— = [2—cen |2 —— — |o—a|
Ckt+1 — — —c = - —-c — — —c |-
kLT R Gr+19k R = Qk+19% *
Logo,
1
T —Ck |> . 3.5
! I 2qr119k ( )

Por outro lado, como z esta entre ¢ e cy1,

1

dr+19k ’

lz—c| <l —e|=
e, portanto, relacionando a tltima desigualdade com (3.5), obtemos

1 1 .
< =5, pots Gry1 > Qk
qrqr+1 QIZ + ’

<

<]x..?f
dk

20rqr41

o que conclui a demonstragao do teorema. n
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4 Fragoes continuas periddicas

Chamamos de fragcao continua periddica uma representagao como a dos exemplos 2.2.1 e

2.2.2, em que a sequéncia de nimeros se repete periodicamente, podendo ser denotada

por
ao + (a1, 02,03, . . ., Qk—1, Qky it 1y - - - 3 Bhgn—1s - - -}
em que Gpy, = ai € 0S valores Ak, ki1, - - - , Ok4n—1 formam o periodo que se repete. E a
fracao continua
ao +[a1,0k-1,. .., 0%, ..., Cxin_1]

chamamos de fragao continua periddica.

Lagrange, em 1770, caracteriza todos os irracionais que possui representagao
periddica, quando expressos sob forma de fragao continua. Segundo Lagrange, a fragao
continua infinita que representa um nimero irracional e periddica, se, e somente se, este
irracional for raiz de um polinémio do tipo az? + bz +c = 0 em que a, b e ¢ sdo
inteiros, a > 0 e b* —4ac > 0 nao representa um quadrado perfeito. Veremos,
entao, um resultado fundamental sobre fragoes continuas periédicas e nimeros irracionais

quadraticos: o Teorema de Lagrange.

Teorema 4.0.3 (Lagrange). A erpansdo em fragdes continuas de um mimero irracional ©

é periodica se, e somente se, T € raiz de uma equagdo quadrdtica.
Demonstracgao:

Como um ndmero irracional quadratico satisfaz uma equacao quadratica com

coeficientes inteiros, segue que

ar’ +br+c=0 (4.1)
Se r = ap + [a1,09,03,- - - ,ax,- - -], fazendo zx = ar + [ag41, k42, -+], entdo T = ag +
la1, a9, - - ,ar—1,z¢]. Além disso, pela propriedade (I) dos convergentes, sabemos que

I = ZEPr—1 + Pr—2
TrQr—1 + Qr—2

Portanto, substituindo o valor acima em (4.1), obtemos

2
TrQr—1 + Qr—2 TrQr—1 + Qr—2



4 Fracoes continuas periédicas 35

= 1‘1]‘,.’1512‘7 + Brzi + Cr =0, (42)

em que

Ap = api_l + bpr-19k-1 + 0413-1’
By, = 2apx_1pk—2 + b(Pr-19k—2 + Pr—2Qk—1) + 2cqk—19k-2, (4.3)
Cr= api_g + bpr—2qr—2 + 61113—2-

Afirmamos que A # 0 para k > 1. Pois, suponhamos por absurdo que 4; = 0, ou

seja, ap_, + bpx—1 + cg?_, = 0. Entao, resolvendo a equacgao, obtemos

—bgr_1 £ \/ (6% — dac)g?_,
Pe-1= %

—b+/b? — 4ac
2a

D= Jk—-1-
Logo,
D1 —bE VIV —4dac
Gk 2a ]

Assim, a equagdo (4.1) teria um nimero 2;7_&—_1 racional como raiz, o que é absurdo, pois x
k-1
é irracional. Portanto, A # 0 e a equacdo quadratica Axy?+ Byy + Cr =0, tem zi

como uma de suas raizes.

Provemos agora, que o discriminante A da equagio (4.3) é
A = B — 4A,,C;, = b* — 4ac.
Lembrando que By, em (4.3) é dado por
By = 2apr_1Pr—2 + b(Pr-1Gk—2 + Pr—2Qr—1) + 2Cqk_1k—2-
Logo,
B} = (2app-1Dk—2 + bPx—1k—2 + BPr—2Gk—1 + 20qk_145—2)" =
= 40°p}_1P}_s + 20bP}_1Pk—2Gk—2 + 20bPp_1D4_ok-1+
+4aCPr-1Pk—2Qk—1k—2 + 20bp;_ 1 Pr—2qk—2 + b7Dh_ g8 1+
+0*Pr—1Pk~2Qk—1Gk—2 + 2bCPR_1Gk—1GF 5 + 2abPr_1Dh_2Gk—1+
+b Dk 1Pk—2Qk-19k-2 + b'Dh oGk 1 + 2bCPr—2Gh_1 Q2+

+4aCPr_1Pk—2qk—-1k—2 + 2bCPE_1Gk—1G5_o + 2bCDR_2G°_1h—2+
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+4cqe_145_o-

Logo, |
B2 = 4a%p}_,p2_, + 4abp}_,pr-2qx-2 + 4abPr_1D%_sGk-1+
+84CPE_1Dk—2k-10k—2 + 20Dk _1Dk_2Gk—1qk—2 + °PE_1G5_1+
+0°p?_oqp_y ++ 4bCDr 10k 1075 + 4bCDK_2gE_ + AC7 G 1qr_s-
Assim,

B} = 40’p}_,p}_, + 40bp}_1Dk—2k—2 + 4abpe_1D}_oGr—1+
+(8ac + 2b2)pk—1pk-—2Qk—-1qk_2 + b2pi_1q,§_1 + b2p2_2q£_1+
+4bCPk—1Qk—1qz-2 + 4bCPk—2qz_1‘Ik—2 + 402q,§-1¢113_2-

Como Ay = api_; + bpx_1gk—1 + Cqi_y € Cr = Da_y + bpk—2qk—2 + Cgi_,, obtemos que
—4A,C = —4(ap?_; + bpr_1gk—1 + Ct_1)(ap?_o + bpr_agr—2 + Cai_p) =

= —4a?p}_\pE_, — 4abp?_,pr_ogk—2 — dacpy_1qp_—
—4abpk_1qk_1p2_2 - 4b2pk—1IIk—1pk~2¢Ik—2 - 4bcpk—14k-1lb%_z‘“
—4acp} oqt 1 — 4bpx_2gs_1qk—2 — 4G 1G5

Segue que
B2 — 4A,C,, = 4a?p?_,p: 4abp? , 4 2
Fy Cr = 4a°py_ 1Dy _o + k—1Pk—2Qk—2 + 4abpr 1Dy _oqk—1+
2 2.2 2
+(8ac + 2b°)pr—_1Pk—2Gk-19k—2 + VP _ 1G5+
+6%p 007 + 4bcpr—19k-195 o + 4bCpr—2gE_ G2+
+4c? qi-lqi_z - 4‘121’1%-11’12;_2 - 4abp,2c_1pk_2qk..2—s
2 2 2 2 .
—4acp;,_1q;,_y — 4abpr_1qk-1Py_o — 40 Pr-1qk—1Pk-20k—2—
——4b 2 _ 2 2 _ 4b 2 _
CPr—19k—14)_2 — 44CD; 2G5, CPk—2Gk—19k—2
4G5 1 Gh_s-
Reorganizando a equacao acima, temos
B? — 4A;.C, = 8acPr—1Pk—2Qk-19k—2 — 2b%_1Qk—1Pk—2Gk—2+
+(b2 - 400)?1%—1(11?:-1 + (b2 - 4‘10)?%—2‘12—1 =

= (b2 - 400)(“2pk—1pk—2qk—1%—2) + (b2 - 4ac)pi_1q,f~1+
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+(0* — 4ac)pi_oGi—1 =
(6* ~ 4ac)(—2pk—1Pk—20k-10k-2 + Py_10k—1 + Pi—20i1) =
= (0* — 4ac)(P}_145 1 — 2Pk—1Pk—20k—1Gk-2 + Py _2Gi—1) =
= (b2 — 4ac)(pr-19k-1 — pk—2Qk—1)2
Entao, pela propriedade (II), obtemos,

B2 — 4A,Cy, = (b — 4ac)((—1)"")? = b* — 4ac.

Concluimos, assim, a primeira parte do teorema.

Como, pelo teorema (3.2.3), para k> 1,

1
Tqk—1 — Pk-1 > ——,
qx
podemos escrever
Pr—1 €k
= - =,
dr-1 Gy
em que |e€x—1 |<1, ou seja,
€1
Pr—1 = TQp— + ——.
qr—1

Ent3o, relacionando a equagao acima com ( 4.3), obtemos

Qr—1 k-1

2
€L €.
A = a(qu_l + —u) + bgg—1 (mqk-l + qk—l) +egiq =

2
€
= ax’qi_, + 2amex_1 +a ((—1’;—1) +brgr_ +cgi =

2
€k
= qi_l (aa:2 + bx + c) + 2azxer_1 +a (:lk—l) + beg_1q.
k—1

Mas,
ar® + bz +c=0.

Segue, entao, que

2

ae
Ap = 2azxep_1 + ; = 4 ber 1 = €pq (2ax + a( Ck1 ) + b)

/] g1

Como

G-12>21e e |< 1,

(44)
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temos,
| A | <2]az|+]a|+]b].
Mas, como
Ay, = Cg-1,
| Ce |=| Ak1 | <2]az|+]a]+]|b].
Observe que X, a e b estdo fixos e os valores absolutos de A; e Cj sao limitados, pois
sdo menores do que nimeros que nao dependem de K. Entdao, como A, e C; sao

inteiros, eles podem assumir apenas um nidmero finito de valores diferentes quando K

variar. Finalizamos entao a prova do Teorema. [

4.1 Exemplos de fracoes continuas periddicas

Nesta secdo exemplificaremos fragoes continuas periédicas. Vale mencionar
que nem todo ntmero irracional possui uma expansao periédica quando representado sob
a forma de fragao continua. Vimos, também, que somente irracionais algébricos podem

ter representacao periddica.
Ezemplo 4.1.1. Represente /5 como fragio continua.

Como ag = |V5] =2, temos

1 v
T = =vVb+2=a,=|V5+2] =4
1 \/5__2 1 I.\/_ J

1 1
Ty = = =vV5+2=ay=|vV/5+2| =4
2T Vs+2-4 VB5-2 & 2= V5+2)
Como z; = x5, Vemos a; = a3 = az = ---. LOgo,

V5=2+[14)

. Dada a fragido continua periédica podemos reverter o processo acima para obtencdo do

namero irracional representado por ela.

Consideremos

y=2+[4]=4+
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1
Y
em que
1
44—

Da tltima igualdade, temos

1
y=4+—7
4+ =
y
da qual obtemos a equagao

1 Y '
=4 =y =4+ —"— =4y =1 4 2_16y—4 =
Y +4y+1 Y +4y+1 y 4y 6y+4+y=— 4y 6y

Y
0=12>—4y—-1=0.
Segue que

y?—4y—1=0, obtemos y=2++/5, com y>0.

Entao,

1 1 2++5

2+[4]=2+-=2+ =2+ =
[4] Yy 245 -1
-9 —
_2+2-Vh_ &
-1

Portanto,

24+ [4]=+5

Ezemplo 4.1.2. Seja a expansao 2+[2,4]. Determine o niimero que gerou essa expansao.

Consideremos
2+ 2,4 =2+ 11
‘ 2+ 1
At ——
24
ey
1
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em que

y=2+ i

24—
+4+‘

Da dtltima equagao, temos que

a1 1
T B D
y Y

Y 2
Y= +4y|1 Yy +y y+2+y=—

4 -8y —2=0= 2>~ 4y~ 1 =0,

2+ 6
2

da qual obtemos a equacdo 2y*> —4y—1=0, isto é, y =

1 1
2+ 24 =2+-=24+ "

Yy 2+v6
2
—2+—2—=2+2m

ST 246 —2

=2+4[2,4 = 6.

, com y>0
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5 O niimero de ouro

O ntmero de ouro, cujo valor aproximado é 1,618, pode ser obtido através de uma quan-
tidade (segmento) que ¢ dividida em duas partes cuja proporgao entre o todo e a maior
parte, é a mesma que a proporcao entre a maior parte e o restante. Mais precisamente,
consideremos um segmento de reta cujas extremidades sao A e C. Se um ponto B entre
A e C é tal que a razao entre o segmento de reta menor (AB) e o maior (BC) ¢é igual a
razao do maior (BC) para o todo (AC), diremos que essa razao ¢ durea e o seu valor é o

nimero de ouro.

Figura 5.1:

Entao, temos

(AB)\(BC) = (BC)\(AC)

Denotando AB = y e BC = z, temos que AC = x + y. O nimero de ouro

sera a razao entre x e y: ¢ = x/y. Mas,

g _zty_,.v
y T T
ou seja, ¢ = 1+ 1/¢, 0 que é equivalente a
$—p—1=0

Resolvendo esta equagao quadratica, obtemos o niimero de ouro, que é a solugao positiva

1+v5
p=—7—"
Podemos notar que
1 1
¢=1+5’:1+ i . (6.1)
14—
14+ ——
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Observando a propriedade (I) dos convergentes e (5.1), notamos que

= Pp-1 + Pn-2 N>2
Dn Dn-1 Pn—2 (5.2)
@ = Q-1 + (qn-2

' po = 1, = 2
bo D1 (5.3)
o =1 ¢ =1
A seqiiéncia dos denominadores (¢,)32, de (5.2) esta relacionada com s seqiiéncia de

Fibonacci (F;,)32,, que é definida por
F,=F,_ 1+ F,_,, n> 2, (54)

com Fp = 1e F; = 1. Os primeiros nimeros da sequéncia de Fibonacci sao, entao,
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55--- (cada nimero da sequéncia é obtido somando-se os dois
anteriores a partir do 3°). Vejamos agora como representar os valores numéricos dos

quocientes parciais na tabela abaixo

Elementos somados | Quocientes parciais | Valor numérico
1 1 1
2 1+ i 2
3 1+ —T g =1,5
1+
1 1 )
4 1+ —— 5 =1,666---
14—
1+
1 1 8
5 1+ 1 -=1,6
o
14—
1
14—
141
1
89
10 LLLLLLLLLY | o= =1,61818---
00 [1;1,1,1,1,1,---] 1,618033987 - - -

Tabela 5.1: Sequéncia de Fibonacci

A sequéncia de Fibonacci surge a partir da modelagem da reproducao de coel-

hos em um viveiro. Devemos supor que:
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e num viveiro coloca-se um casal de coelhos recém nascidos;

e 0s coelhos podem reproduzir-se com um més de vida;

e a partir do 2° més de vida, uma coelha sempre d4 a luz a um casal de coelhos

todo meés;

o coelhos nunca morrem.

Entao pergunta-se: quantos casais de coelhos havera no inicio de cada més? A

tabela abaixo mostra o nimero de casais de coelhos no inicio de cada més.

inicio do més | n° de casais descricao sequéncia
1 1 primeiro casal =1
2 1 primeiro casal Fi =
3 2 141 que nascem F,=2
4 3 2+1 que nascem F=3
) 5 342 que nascem Fy=
6 8 5+3 que nascem F;=8
7 13 845 que nascem Fg =13
8 21 1348 que nascem F, =21
9 34 21+13 que nascem | Fzg =34
10 59 34421 que nascem | Fy =55
11 89 55+34 que nascem | Fyg= 89
12 144 89455 que nascem | Fyy — 144
13 233 144+89 que nascem | Fj5 = 233

Tabela 5.2: Sequéncia de Fibonacci e o nimero de coelhos

Comparando (5.2) e (5.3) com (5.4), temos que
Pn=Fni1 € gn = Fn, n=>1

Como os convergentes da fracao continua convergem para o niimero aureo, segue que

lim 22— jim P2 _ = 1,618033 - --
n—00 Fn n—oo qn
Além disso
_F 1
Hm = — = ¢ = 0,6180339887 - - -

n—o0 n+1 @

Segue que
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p_H_1_,

@ Fo 1

n_kK_2_,

e B 1

p2 F3 3

P2_f3_9_ 45

92 F 2

ps Fs 13
—=——=—=1625

g Fs 8

pe _Fr 21

— =" = _— =1.615384615384615
q6 Fs 13

pr Fg 34

— = — = — = 1.61904761904761
o F 21 619047619047619

po _ P 14 0008088895
qi0 Fy 39

P Py 14930352 |
Paa _ T35 _ TO07 L 1.68033988749890
g Fay 9227465 39887498

Logo, dividindo cada numero da sequéncia pelo seu antecessor, resulta em

uma série que converge para um numero infinito 1.61803 - - -, o nimero aureo.



45

6 Aplicacoes

Neste capitulo veremos uma aplicagao interessante das fracoes continuas, envolvendo cir-
cuitos elétricos, que nos permitird obter a sequéncia a; da associacgao de infinitos resis-

tores.

6.1 Fracgoes Continuas em Circuitos Elétricos

A Fisica e a Matemética possuem uma relagdo muito forte de interdisciplinaridade em
seus conteiiddos. Com base nessa relagao, mostraremos agora um problema de eletrici-
dade envolvendo uma, asssociagao mista de resistores idénticos, cada um com uma re-
sisténcia R, conforme mostra a figura 1. As reticéncias horizontais indicam que o nimero
de sub-malhas quadradas é muito grande, podendo ser considerado como infinito. O
problema consiste em determinar a resisténcia equivalente entre os terminais do circuito.

Lembramos que a associagao em série de duas resisténcias R; e Ry leva a uma resisténcia
R R . R
R ok
R R R R
Figura 6.1: Associacao mista de resistores

equivalente R, = R;+ R; ao passo que a associacdo em paralelo leva a uma resisténcia

1 1 1 .
equivalente R, dada por Ee: = E —R-2-, ou seja, Rey = _1_—1_1_

+ —
R, R
Inicialmente, calculemos a resisténcia equivalente para os primeiros quatro

passos do processo formados a partir da figura 6.1.

R

M-

IR
M
R R,=R+R+R=3R
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R R R f
| R e RE = L
A —] —p ——
R R R R

logo,
3 11 :
Rey=R+ 7R+ R= " R=2T7500R
R R R
— W
zZR zR A,Rz
R R
R
R R R R R
— wh ‘W M-
R 2R 23R= R 2p=
—Wh Wi W Ah—
R R R R R
R R R
A W
F: R %R = -3 %R
AN W
R R R
logo,
11R 41R
Req =R+ 1—5 +R= —1?
R R R R
—W—— T —R R
!rR R{ Rf R = 17R 1;R 17R 1;3R=
~— Ly —m———w——Lwr
R R R R R R
R R R R R
R — W
= 1[ R 2 R '%R_—_ eR J’R J'!‘.‘!Rz
—W L W — W
R R R R R
R R R R
—— 2
4 Hp_ 4,
<R BR= 2R 2 R= g% R
R R R R R
R
entao,
41R 153R
Ry, =R+—+R=—.
“ t5e T 56

Agora, mostraremos o circuito da figura 6.1 gradativamente, onde R,, corre-

sponde a resisténcia equivalente do circuito mostrado no n-ésimo passo:
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1° passo:

30

xg

.........

== R,=R+ R+ (—E—'——**) :2R+_i—l—1—-

1/R+1/R; 1.1
R R
R;=R+R+ 1 ouseja, Ry = 2R+ !
3= R+ 1/R, ) 0PSB T 1
R 1
2R+.1_+ i
R R,
4°passo
Ri=R+R+ 1 =2R + - ! j
4 = JET1R) 1 , ou seja,

R R
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R 1
2R+1+ 1
R 1
2R+ 5 T
R R

n-ésimo passo:

Notando o padrao recursivo dos passos anteriores, temos:

1
R,,,=2R+Ti—’
R R,

Chamando de x o valor da resisténcia equivalente do circuito quando n tende ao infinito,

ou seja, x = lim Rz, temos que:
n—00

:1:=2R—I—1 =
b

. . 1
Como o processo acima ¢ infinito, logo £ = 2R + 47 Para = > 0.

R =z
Lembrando do que vimos (5.1), podemos chegar a equacio z? — 2Rz — 2R? = 0, e

encontramos como resposta = = R(1 = +/3). Obviamente, x nio pode ser negativo, entao

como solugio da situacio proposta temos z = R(1+ v/3).

Esta € a resisténcia equivalente do circuito mostrado. E, como obtivemos para

V3 um valor de 1+ [1,2,1,2,---], o que nos permite escrever:

T= R(2+ [1’2’ 1’2’“ '}) = (2+ [172) 1:-2" - ])R
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7 Consideracoes Finais

Nesta monografia, apresentamos um estudo introdutério da teoria das fragoes continuas
e sua relagdo com os nimeros reais (racionais e irracionais). Vimos que a expansio
dos niimeros racionais em fragoes continuas simples é finita e é calculada por sucessivas
aplicacoes do algoritmo de divisao de Euclides. Para estudar a expansao dos ntmeros
irracionais, introduzimos a Transformacao de Gauss. Vimos também que somente irra- .
cionais algébricos podem ter representacgoes periddicas, entre eles o nimero de ouro, que
tem conexdes com geometria, seqiiéncia de Fibonacci etc. Este trabalho ainda nos per-
mitiu mostrar uma aplicacao das fracoes continuas em um problema de fisica (circuitos

elétricos).

Esperamos, que este trabalho, entre outras coisas, venha contribuir para es-

timular o interesse pelo estudo das fragoes continuas.



[1

[2]

[3]

4]

[5]

[6]

[7]

[8]

Referéncias Bibliograficas

SANTOS, J. P. O. Introdugao a Teoria dos Numeros, Colecao Matematica Univer-
sitdria, 3% ed., Rio de Janeiro: IMPA, 2006.

JUNIOR, D. P. F.; LIMA, F. M. S. Usando Fragoes Continuas para Resolver
um Problema de Eletricidade de Forma Criativa. Fisica na Escola, v.7, n.1,
2006. Disponivel em:<http://www.sbfisica.org.br/fine/vol7/numl/>. Acesso em: 25

fevereiro 2009.

LEMES, L. C. Por que Fragoes Continuas? Faculdade de Matematica, Univer-
sidade Federal de Uberlandia, Uberlandia. 27 de novembro de 2006. Disponivel
em: <http://www.famat.ufu/eventos/semat6/docs/leandro.pdf>. Acesso em: 20

fevereiro 2009.

JORGE, D. R. Fragoes Continuas: propostas ergéticas e de aproximagoes, 2006. 126f.
Dissertagao (Mestrado em Matematica) - Pontificia Universidade Catélica do Rio de

Janeiro, Rio de Janeiro, 2006.

ANDRADE, E. X. L. ; BRACCIOLI, C. F. Fragoes Continuas: algumas propriedades
e aplicagoes, I Bienal da Sociedade Brasileira de Matematica, Universidade Federal
da Bahia, Salvador, 25 a 29 de outubro de 2004.

JfJNIOR, D. P. F. Fragoes continuas e circuito elétrico. Revista do Professor de
Matemaitica, n.63, p.43-47, 2° quadrimestre de 2007.

BELUSSI, G. M. et al. Departamento de Matematica, Universidade Estadual
de Londrina. Disponivel em: <http://www.mat.uel.br/geometrica/artigos/ST-15-
TC.pdf>. Acesso em: 18 de maio de 2009.

O ntmero de ouro. Interdisciplinaridade Ciéncias - Matematica, Departamento
de Educacdo, Faculdade de Ciéncias, Universidade de Lisboa. Disponivel em:
<http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm17/ouro.htm>. Acesso em 18 de maio de
2009.



