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Resumo 

Neste trabalho, apresentaremos a teoria das frações contínuas, destacando a expansão de 

números reais (racionais e irracionais) e a convergência dessas frações. Veremos que os 

convergentes são obtidos a partir das expansões em frações contínuas e que o n-êsimo 
convergente é igual à sua própria fração contínua. Utilizando o Teorema de Lagrange e 

exemplos, apresentaremos frações contínuas periódicas, a partir das quais podemos carac- 
terizar um irracional quadrático. Estudaremos também aplicações das frações contínuas 
em circuitos elétricos. _ 

Palavras-chaves: Frações contínuas. Números irracionais.



Abstract 

In this Work Will introduce the theory of the continuous fractions, detaching the expansion 

of real numbers (rational and irrational) and the convergence of these fractions. We will 
see that the convergents are obtained from the expansions of the continuous fractions 

and that the nth convergent is alike to its own continuous fraction. By using Lagrange's 
Theorem and examples, we will obtain the periodic continuous fractions, from Which We 
Will get a quadratic irrational. We will also present some applications of the continued 
fractions to the study of electric circuits.
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1 Introduçao 
As frações contínuas foram estudadas por grandes matemáticos dos séculos XVII e XVIII, 

tendo aplicações em Análise, Teoria dos Números, Circuitos Elétricos e outras áreas do 
conhecimento. O objetivo deste trabalho é apresentar uma outra maneira de representar 
números reais, fornecendo aproximações para números racionais e irracionais. 

Definimos frações contínuas simples como expressões da seguinte forma:

1 a0+~› a1+_*í1_ 
_+. ____.__._ GQ 

0,3+_ 

em que (an), n 2 1 é uma seqüência de números naturais e ag é um número inteiro. _A 
fração contínua acima é denotada por ao + [a1, az, a3, - - Se a fração for truncada no 

nível n, ao + [a1, az, az, - - ~ 
, a,,], o resultado é uma fração contínua simplas, que é chamada 

de convergente da fração original. Por exemplo,

1 2+“'"í_ 3+--
1 

2 __ +3 
é um convergente da fração

1 
2 + ~. 

3 + _T- 
2 + i-Í 

3 __ + 4 
Se o número de termos for finito, dizemos que a fração contínua será finita; caso contrário, 
dizemos que é infinita. Veremos que qualquer fração racional p/ q pode ser expandida em 
uma fração contínua finita: 

: aí) + [a1› a21a-31 an-17 anl' 

Para representar um número irracional em frações contínuas, recorremos à Transformação 
de Gauss, para mostrar que a sequência de convergentes da fração contínua associada a 

um número :lt 6 [0, 1) converge para x.
'
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A seguir, estudaremos as frações contínuas periódicas que Lagrange caracter- 
izou em 1770: um número irracional é periódico se, e somente se, este irracional for raiz 
de um polinômio do tipo aa:2 + bx + c = 0, em que a, b, c são inteiros e b2 - 4ac é posi- 
tivo, porém não é um quadrado perfeito. Por exemplo, o número de ouro (¢ = 1 + 
é representado por 1 + 1[1, 1, 1,- - Finalmente, mostraremos uma aplicação de frações 
contínuas em um problema de circuitos elétricos, utilizadas para obter a sequência a,- de 
uma associação de infinitos resistores.
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2 Expansão dos Números em Frações 
Contínuas 
Neste capítulo, apresentaremos uma outra maneira de representar números reais, fornecendo 
aproximações para eles: a expansão ou (representação) por frações contínuas simples ou 

regular. 

O fato principal é que, dado qualquer número real x, existe uma sequência (an), n 2 1, 
de números naturais, tal que escrevemos 0 número x da forma

1 IIJ=0z()-|-?-*--Í--- (2.1) 
a1+'_*__1_' 

(L2+;?:'_¡:"" 

em que ao é a parte inteira do número. A expressão 2.1 se chama expansão (representação) 
por frações contínuas simples de x. Além disso, o número x é o limite da sequência

1 zh : ao + 1
_ 

qn' al + i_..z..í.i.-__?_-_. 
0,2'i"_ 1 '+-__? 

an_1 + E- . 

Chamamos os números a, de quocientes de x e as frações E1 de convergentes de x. 
qn 

Definição 2.0.1. Uma fração contínua simples finita tem a forma 
- 1 

E-1í=(1,()+ 
1 , 

qn a1+ 1 
az + -_--_--~ 

0z3+_ 1 °+__"T 
0,n..1 + É 11 

e é também denotada por 
. pf, 1 1 1 .__ 1 ao + ___.. ...___ í, 

qn a1`l` a2+-‹- an 
ou, simplesmente, por 

Pn 
II* =0›o+l0‹11f12,G3,---,0›n]- 

11 

Veremos a seguir que um numero real admite uma unica representaçao em fraçoes con- 
tínuas simples. E que, se esse for racional, sua expansão será finita.
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2.1 Conjunto dos Números Racionais 

Mostraremos, por meio de alguns exemplos, que podemos expressar um número racional 
em forma de fração contínua. Vejamos: 

79 32 1 1 1 1 

ç šš 1+§2- 1+*3§ 1“l-“i-2 
e ..._ 2 _. 

1 1 
35 +15 

1+----Í-=1+----li-_-z1+[1,2,7,2]. “gm 1+';°”1_ 
"FÉ +í-7+_1. 

2 2 
79 r , _ 

Observa-se que o número E admite uma expansao contmua fimta. 
Surge então algumas indagações: qualquer número racional possui expansão em frações 
contínuas? Em caso afirmativo, a expansão é finita? 
Vejamos por meio de alguns exemplos, que qualquer racional possui representação em 
fração contínua: 

_ p 

79 - 4 316 128 ' 

1 1 1 EX€mP102.1.2. FÃ- -1-šš-1-Fã - 1+Ê1+Í_- 1+-“íT-'__-1 _- + -i- 1 + í- 128 2 + Ê- 2 + -L 
› 60 ÊQ 
1 1

8 
1+-----1í=1+-----1--=1+[1,2,7,2] 

1 + 1 
1 + 1 2+--* - 2+-i 4 1 

7-rã 7+§ 
47 1 1 1 Exemplo2.1.3. -fé-=O+7§=0+--3-§=0+-i-Í-=0+__;_í___z 

E 1-FE 1+-É 1+*““_'1_*-É 

32 32 
1 1 . 1 Ú+*í_1í=Ú+*í-T-*'=0+*-*í]._i'=0+~= 

1+-""'Ê'§ 1+~"-_? 1+"_*'-'ii 1+*-__'í'--' 
1+-~ Hi 1+--- 1+---- 

15 2+Ê- 2+-L 2+-1» 
15 ig 7+; 

2 2 
o+[1,1,2,7,2] 

79 15 1 1 1 Exemplo2.1.4. -If~-2+E--2+ã7=-2+š:Ê=_2+šT1_z 
15 15 Él

2
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_ 1 -2-l-il-_-=-2~I~[3,7,2] 
3+*-'T 

7+§ 

Responderemos as questões acima através do seguinte teorema 

Teorema 2.1.1. Um número rc G R é racional se, e somente se, admite uma expansão 
em frações contínuas finita. 

Demonstração:
_ 

Considere um número racional 
É 

qualquer. Pelo algoritmo de Euclides, escrevemos: 
É
= 

ag + %, em que O 511 < q e au = . Lembremos que [aj denota o maior inteiro menor 

que a. Vamos definir ro = q. 
p 1 1 . « ~ - . . 

Se T1 for nulo, - e um numero mtelro e entao o processo termma na pnmerra, etapa. Se
Q 

rl 79 0, obtemos 
p 1 
š=a0+'ií, 0<T1<T0. 

T1
4 

. r . 
7' 

Seguindo agora o mesmo procedrmento com -0, teremos: 
T1 

T o T2 -=a1+-, 0_írz<r1. 
T1 T1 

Se fz = 0, então o processo termina e, assim, 
p 1 ~=%+-=%+M} 
41 G1 

. . ~ T1 Se rz 96 0, repetlmos o mesmo procedlmento com a fraçao -_ 
T2 

Ocorre que, como q >_ T1 > rz . .. 2 O, então para algum índice n, este processo é 

necessariamente finito, quando r,,+1 = 0: 
To T2 --=a1+-==>r0=a1'r1+'r2, O5r2<1°1; 
T1 T1 
T1 Ts -=az+-=>1'1=azrz+'fâ, 0írz<1'z; 
T2 T2 
T2 T4

. ,;'=(l3“l'?;¬>T2-'=(l,3T3+T4, 0ST4<7'3; 
3 3 

'rn-2 _ 'rn --- - a,,_1 + -_- => r,,_2 == a,,_1r,,_1 + rn, O 5 1;, < r,,_1; rn-1 'rn-1 

'rn-1 rn-|~1 ""`_ = an + “__ í 'rn-1 : afnfrnv Tn+1 = 
rn rn
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Este é o algoritmo da divisão de Euclides para encontrar o máximo divisor 
comum entre p e q ou mdc(p, q) = rn: 

0/0 al - - - an-2 an-1 an 

P q T1 T2 
_ 

- - - Tn~1 Tn Tn.-4-1 : 0 

Como 1',,_1 > rn e r,,+1 = 0, temos que an 2 2. Assim, a representação a0+ [a1, az, . . . , an] 

para o racional p/q é única através do algoritmo de Euclides.Para termos unicidade na 

representação de um racional por frações contínuas simples, devemos exigir an 2 2. Por- 
tanto,

1 
1 :a'0+[a1sa21"'1a'n-1] 

q (I.1'i~í--1_--- 
C @+--- 

(l3+_ 1 ._+___,_ 
an-1 

O que prova o resultado. I 

Como 
1 __ 1 __ ___ mí., 

anfil (an-1 '_ 1) + 1° 
segue que ag + [a1, az, a3, . . . , a,,_¡ - 1, 1] seria também uma expressão de 

Exemplo 2.1.5. Podemos escrever 1 + -i-}~f-* = 1 + [2, 2, 3, 5] 
2 + 1 2+_--

1 
3 _ +5 

Ou,
1 

2+
1 

~¿í_ 2+----
1 3+--Í 

5~1+í 

Observação 2.1.1. Vamos supor que a: 6 [0, 1) é um número racional (ag = 0): x == T1/ro. 
Definindo 

T2 T3 Tn T1=-, Tzz-,~~-, T..-1= --, 
'F1 T2 T1»-1
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obtemos: 

1 1 1 1 
“°=Cl1+T1, **=0»2+T2"' í=afz.~1+Tfz-1,;--'=f1zz+0~ 
il? T1 

1 5 Tn-2 Tn-1 

Essa é uma outra forma de se ver que a representação por fração contínua simples é única, 
se exigimos que an 2 2.Segue que . 

1 ,1 x" " 
1 

""““
1 (l1+T1 ‹z+--- aí- 1 <12+T2 

al 
az-É-_ 

O
1 +“"“~1* 

an-1 + '_ 
Gn 

Exemplo 2.1.6. Encontre a fração contínua que representa o número É-É usando o algo- 

ritmo de Euclides. 

Como 

Temos, 

Logo, 

67=1-55+12 
55=4-12+7 
12=1-7+5 
7=1-5+2 
5=2-2+1 
2==2-1+0 

1411-22 
67 55 1275210 

M , 1 -=1+----~=1+M¿J¿J} 
55 4 1 - 

+ 1 1+---
1 1+-T 

2+§
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ta "o em ƒmção contínua do racional Propriedade 2.1.1. Considere a seguinte represen ça 
P a a Então a representação de q/ p' 'é '(š=a0+{al›a'2› 3›'°'› n 

%=0+[a0,a1,a2,...,a,,]. 

Demonstração: Por hipótese, p > q. Logo, 

q
t 

Como; _: a'0 + [a1›a'21a31 ' ° ~ 1an]; 

P 00 

-=0+-. 
p P 

1.

E 

q_ _

1 0+-__-_----1 . +"_*"'T"'" 
0z1+ 

(1,2+_ 1 
. 

_ +__ 
an

I 

Observemos que a recíproca obviamente é verdadeira. 

2.2 Conjunto dos Números Irracionais 

Para construir a expansão de um número irracional x em frações contínuas utilizaremos 
d ' Veremos na sequência, que a a transformação de Gauss, que será defini a a seguir. , 

sequência dos convergentes aí, + [a1, az, + . . . , +a,,], converge para X. 

" d G uss T : [0,1') => [0, 1) é definida por: Defintção 2.2.1. A Transformaçao e a 

T(:c) = 

0, 

â~[âJzz¢@ 

a:=0.
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Figura 2.1: Transformação de Gauss 

Propriedade 2.2.1.' Se x é irracional, então T(_x) é irracional. Portanto, se fc é irracional 

então T”(n:) e' irracional para todo n. 

Demonstração: . 

(1) ‹az›z¢o=›§¢o 
1 1 ~ 1 

'1 
_ , Suponha, quex¢ Qe;€Q. Se;€Q,entao €Q(po1sQeum

1 
1

_ 
corpo). Mas, (-) = x, que é irracional, o que é absurdo! 

2: 

(1) (b) :z:¢Q==›(Vz€Z):v+z¢Q . 

Se z+z€Q, então a:+z+(-z)€Q, ou seja,:v€Q. Absurdo! 

Observação 2.2.1. (a) e (b) => T ¢ Q se az §E Q. E a recíproca é verdadeira: T(a:) ¢ 
Q => a: ¢ Q. 

1 1 1 1 1 1 1 

E-|`;A| ¢Q'-=>;-{;‹|+[;J ¢Qí;§ÉQ=>Í¢Q› 
11: 

ou seja, sc ¢ Q. 

(2) (Vn G Z+) T"(x) ¢ Q, se ai ¢ Q. 

Demonstraçao (por induçao): 

Para n = 1 é verdadeira, isto é, ar ¢ Q ==> T(:::) ¢ Q. Mostraremos agora
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se sv ¢ Q, então T”(a:) ¢ Q. 
T”“(fl=) = (ToT”(fl1) = 

para n 2 1 que, 
' ' ` 

dução, y fi Q- Logo,

I 
_ 

Seja y = T"(:1:). 
T(T”(fv)) = T(y) ¢ Q, P 

Lema 2.2.1. Se .'12 

para todo j 2 1. 

Por hlpotese de m 
ois y ¢ Q. 

6 [0, 1) é irracional, então TÍ(:1;) = T§ (definído na Observação 2.1.1) 

Demonstração (por indução): 
V 

O 1), O < T1 < ro e, logo, T0 = aln +r2, Para. 

com O < T2 < 1' 

Pela hipótese 

(b) Suponha qu 

Então, se 

temos 

. T1 1 j=1,a:=-7;=É.Comoa:€[, 
'F1 

1.ASS im, 

1* fr 1' 
1! 

-9'=0z1'f"2==>(Iz1== -9 = '_
. 

T1 T1 T1 III 

de indução, temos: 

1' 

V 

r 1* 1* 1 1 Tlz;-fzäl-al zä- = ;- M zT(z)=:r1(zz) 
ra. 1 < j í n. Observe que 6 Tj(w)=T}, pa _
1 

1
. 

a +" 1 
2 ›~*--- 

a,,+71;l'-+1 
'fl 

x: 
a1+ 

"11 = 0›n+11`n+1 + 1'n+2› 

TH TTH-2 'rn -°_=Gn+1+T%==>0n+1= ;--. 
n+1 n+1 - Tn+1 

Por 
Tn+2 __ -- - - - azz+1 - 

rn.-H rn-§-1 
Tn+1 : 

7'-n.-+1 Tn+1 

tese de induçao Por hipó , 

T +1 'rn " Tn - _- = T,,+1. 
Logo, 

definição 
rn ' _ _1;,¿_ 

Ã 

13,

} 

) : T(_Zí__) = .___ 
Tn. T 1 Tn+1 

T"+1(a:) = T(T"'(:v)
+ 

() que conclui a demonstração do Lema.. T"+1(-77) = Tn+1
l
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Do Lema acima, concluímos que 
21 

. 
;1;=----------

1 ‹z1+--- 
‹1fz+"- 

ea 

ea 

A-›_ mzmfizfj 
G2 = “M = lá = H = tw

z 
4 .

É ›-I |..¿ L 

mmn2L 
Com as definições de T(x) e a1(a:), temos: 

z = --~Ê-- =› T(z) z 1 z 1 

a1(flf) + T(111) a1(T(f'1)) + T(T($)`) <12($) + T2(f1f) ' 

Então, 

se _- 
1

_ 
a1($) + 

0«2(í'1)+. 
_ ,

1 
. +

1 %”“;m?Wã fimamamamwwwm 
Portanto, se ar G R e ao 6 Z é a parte inteira de ac, temos que 

:v = a0(x) + 1 
1

= 
(Z1(ÂU) + 

0zz(íB)+. 1 ._+
1 

a"_l($) + 
a,,(a;) + 

= a0(x) + [a1(a:),a,‹z(a:), . . . ,a,,(a:) + T"(x)]
q 

Observação 2.2.2. Note que, para todo n 2 1, 
1 1 P@=mwmHflwwf%Mw+wwú 

Tn__1 1 
_ 

1 , 1 
an = a,,(x) = = = 

, ou seja, a,,(x) =
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Exemplo 2.2.1. Obter a expansão de \/2 usando a transformação de Gauss. 

Comoa0= = 1, segue quey=a:-aflê [0,1). 
Então, 

()_'_1_¬_›l1 _ ×/§+1 :\/§+1:2 ““"_zz ' «ë-1 ` 
<\/ã-1›‹×/§+1› 1

' 

›J l 

1 1 1 1 
“2<y>=_W Z ííí; 

= vm:'zl=lvfl=”“=2° 
y IU 

J l 

ll l 

aJzl_,,1,r,JztssJztà rlz ` 
T(y T(y) 

= [\/5+ 1J= 2. 

Concluímos, que 2 = a1(y) = a2(y) = a3(y) = . . . = an(y), n 2 1. 

Logo, a expansão de \/2 é dada por 
2

1 

2+"""”1_ 
2 ___.. +2+_ 

~ ~ 
2.2.1 Expansao de números irracionais em fraçoes contínuas 
Nesta seção construiremos a expansão de um número irracional em frações contínuas 
utilizando aproximações sucessivas. 

Seja x um número irracional e seja ao = |_a:_l, ou seja, ag é 0 maior inteiro 
menor do que x. Logo, 

1 1 x = a0+ --, 0 < - < 1 
IZI1 íIz'1 

9,
1 1:1:-í e a:1>1. 

_ cv-ao 
Então, podemos escrever

1 
271 = 01 + _-› 

1112 

em que al = lxlj, mz é irracional e :vz > 1. Assim,
1 Il?2=i--. 

ílI1""'(l1 

Repetindo, sucessivamente, este processo, obtemos as seguintes equações:
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A

1 
f a:=a0+-, :v1>1 

-'I71 

_

1 íU1=fl1+-'› í1¡2>1l11Z1 
$2
1 :1:z=az+-, a:3>1, azzl 

IU3

1 
mn : an. + ""_‹› 3Ín+1 > 11 an 2 11 

xn+1 -

- 

em que ao, a1, . . . , an, sao inteiros e :v¡,a:2, xg, . . . , mn são irracionais. 

Observamos que este processo não termina., pois isto só aconteceria se :vn = an para, algum 
n, o que é impossível, pois :rn não é racional. 

Através de substituições apropriadas, obtemos a frazção contínua infinita 

1 . 1 1
' 

:U . 

1 (l1+'°- (1z1+"'_'-Í- 
332 

0,2“|"a':"'
3

1 =a0+ 1 a1+__'___-_°Í-~_ 
a +---_-- 2 

(l3+
‹ ' 1 +___.__ 

a,,+_ 

sendo denotada, por: 

a‹›+ [a1,‹1»z,~--1 = 7}L{_1o‹1‹› + [‹11,‹1z,---,a.z]- 

Exemplo 2.2.2. Encontrar a fração contínua de 
1 1 sendo ao: Wšj z L1,732050s...J =1 e \/š=a0+;=1+-9;-,temos 
1 1 

x_ 1 _ 1 (\/íÍ+1)*\/íÊ+1 
1_\/š-1`\/š-1'(\/š+1)" 2

' 

Consequentemente › 

\/'š=1+i=1+-1-. 
221 \/§+1 

' 2 
Como 

\/§t+1 alzt'-2Ç_J:1'
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~ 

entao,

e 

Logo, 

Como 

segue que 

1 1 1 \/š=1+-=1+--Í-=1+-_-Í-_ 
351 1+ 1+ 

3 1 1 

2 (132 

1 1 
m2 \/š+1_1 \/É-1 

2 2 

332 \/š-i-1 

0.2: =2, 

1 1 \/š+1=z2=‹z2+-=2+-. 
1133 173 

Resolvendo 2:3 obtemos, 

1 1 \/š+1 :[32 Z :_ 
\/š+1-2 \/š-1 2

' 

Continuando o processo, temos 

1. 

1+"_"_T_ 2+*-T- 
1 _._.._ +2+_ 

Exemplo 2.2.3. Expressar \/'Í como uma fração contínua.. 

Observe que \/7 = |_2,6457513. . = 2 ==> ao = 2. Logo,
A 

Logo, 

131 \/7-2(\/7+2) 

\/7+2 I*--ä*_ía1I1. 

2 1 3
2 

segue que 

~ ~ _ . +1 
2 22 ×/'Y-1 \/7-1 \/'?+1 M2 

7 1 1 1 1 7 1 Q?-=1+“_:$$3= = =\/_+ z>(Z3=1 
2 173 3 ×/7+1 \/?+1-2 T"1 `_`í`_
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Continuando o processo, temos 

\/f+1 1 1 ---z1 = =\/í+2 =4. 
3 +z4¬x4 \/'7+1-3 :M4 __? 

Portanto
1 fiz2+_i-1__ 1+-í-

1 1+"'"T" Hz? 
' Vejamos outras representações de frações contínuas: 

\/ñ=3+[6,6,6,---]=3+[6] 

. ×/§=1+[2,2,---]=1+[Z 

\/š=2+[4,4,...]=2+[‹¶ 

¬/šz-2+[1,1,2,2,---]=-2+[1,1,§] 

¬/šz~2+[3,1,2,1,2,--.]z-2+[3,í2] 

2.2.2 Outras representações de números irracionais 

Seja 11: = \/E, com n G N, em que n não é um quadrado perfeito. Podemos também 
representa-lo em forma de frações contínuas, podendo ser simples(todos os numeradores 
iguais a 1) ou não. Para tanto, obedecemos os seguintes passos: 

0 Temos a e b G N tais que n = a2 + b. Logo, 
_ (\/ñ+a)_ 11,-a2 _ b fi`“"(`/ñ'“)' 

‹\/fi+‹z› 
_ \/ñ+‹z' 2‹z+\/ñ-‹z' 

o Repetindo o processo indutivamente, encontramos 
b b 

\/fi - a = = . _ b 2a + \/E a 2a + ____í5_____ 
2 ___í__ a+2a+\/E-a 

Assim,
b Jñ:a+~. 2a+--í--~ 

2a+-b_- 
2a+
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Exemplo 2.2.4. Expressar \/T2 como uma fração contínua. 

Como 12 = 32 + 3, então 

(\/í§~+3') 12-9 3 12-sz 12-3- = = = `/- (`/_ ) (\/ñ+3) \/ñ+3+3-3 6+\/15-3 

: 3 : 3 :3\/Tí-9:3\/íš-9:\/ñ_3. 
ô+\/É-3 \/Tã+3 12-9 3

. 

Logo,
_ 

3 3 3 ~3í .Í L" í 
ô+\/T2'-3 6+_j____ 6+í3_í 

6+\/Tí-3 6+ 3 ' 

õ+\/E-3 ' 

3 3 3 =\/Í§=3+-í-=3+-_-3-. 
6+ 3 6+ 6+ 6+...

3 õ+- 6+ 
Neste caso, conseguimos transformar esta fração em fração contínua simples, pois b = 3 

divide 2a = 6. Assim, dividiremos o numerador e o denominador de algumas frações por 
b e, somente, o numerador das frações intermediárias por b. Então 

3 3 3 
\/ 12 = 3 + _ -- -- = 

6+ 6+ 6+... 
3/3 3/3 3/3 
6/3+ 6+ 6/3+___ 

1 1 1 
2+ 6+ 2+ ' 

Portanto,
1 \/12=3+_-Í--. 

2+”*í"' ô+-- 
2+, 

Exemplo 2.2.5. Representar \/20 em fraçao contínua simples 

Como 20 = 42 + 4, temos 
4 4 4 ×/É =4+-i-_-=4+--i. 

8+ 4 8+ 8+ 8+...
4 8+-_ 3+ 

Transformando em frações contínuas simples, em que b = 4 divide 2a == 8, temos: 
4 4 4 \/2oz4 _-_: +3+s+3+...
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4/4 4/4 4/4 
8/4+ 8+ 8/4+,,_ 

1 1 1 z4 ---. +2+ 8+ 2+... 
Portanto,

1 \/šö=4+----T1. 
2+_'_'T' 

8 í.. +2+_ 

Exemplo 2.2.6. Representar \/É como fração continua.- 

Temos 19 = 42 + 3. Então 
«/Ê+4) 19- 16 3 m-z1z t/15-4 .< z z z 

( ) (\/ñ_+4) \/í§+4 \/í§+4 

_ 3 _ 3 
\/Íš+4+4-4 s+\/Íš-4' 

Seguindo a sequência anterior, obtemos 

3 3 3 1:4 ----. `/É +s+s+s+... 
Como b = 3 não divide 2a = 8, não podemos transformar esta fração numa fração contínua 
simples.
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3 Convergência das frações contínuas 

3.1 Convergentes de frações contínuas infinitas 

Observamos que todo número irracional pode ser, formalmente, representado na forma 
de fração contínua infinita. Lembremos que se 0 número é racional, isto é, 

3: a'0 + {.a11a21a3› ' ' ' van-11 anli 

com ag inteiro e ai, ag, ag, - -- ,a,,_1, an, inteiros positivos. Prosseguindo, sejam 

1 1 ' 1 c1=‹m+í, ‹>z=aú+--Í-, ¢z=a0+-í-1--,---, 
1 0,1+* 0z1+°*°í 

aq 0,2+-“ 
as 

em que cl, cg, cg, são, respectivamente, os convergentes de a0+ [a1, azz, ag, - - - 
, a,,_1, a,,]; 

0 n-ésimo convergente, neste caso, é a própria fração contínua, ou seja, o próprio número 
racional. 

Vamos considerar p_1 = 1, q_1 = 0. Assim, 
G0 P0 : i : --, I I C0 
1 qo 

P0 001 q0 1 

1 aoa +1 p C1=¢10+_=“_1“_=-l, P1=0»10›o+1› ¢11=ll1; 
(11 01 qi

z

1 cz..=a‹›+---T_=&. a1+-íç qn 
02+ 1 ._+___ 

an 

Exemplo 3.1.1. Seja a fração contínua simples 

9;-1+ 1 1 1 _ 
2+ 1+ 2+...' 

Então os primeiros convergentes são: cg = 1/1 = 1, cl = 3/2 = 1,5, cz = 4/3 = 1,333_,,, 
cg = 11/8 = 1,375, c4 = 15/11 = 1,3636... cg = 41/30 = L36666 etc
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3.2 Propriedades dos Convergentes 

Dado um número real 11: 6 [0, 1), existe uma representação ä-3 do n-ésimo convergente 

[a1, az, - - - 
, an] que verifica as propriedades (I), (II), (III), e(V) abaixo. Isto implicará 

que, para todo n, a fração 1-171 é irredutível. Temos então que os pu e os qn podem ser 
escolhidos de forma que as grlopriedades abaixo sejam satisfeitas. 

Consideremos p_1 = 1, q_1 = 0, pg = 0 e qo = 1. Então _ 

(I) Para todo n 2 1 

pu : anpn-1 +pn-2 e qn : anqn-1 + qn-2; 

(II) Para todo n 2 0, 
pn-lqn "' pnqn-1 : ("'1)n§ 

(III) Para todo n 2 0, 
:E : pra + (Tn($))pn-1 _ 

qn + (T"(f11))‹1,z_1 ' 

(IV) Para todo n 2 0, 
Mw) = ‹1n_1(T(fv)); 

(V) Para todo n 2 0, 
1›.z(:v) 2 2(”'2)/2 e ‹1fz(:v) 2 2("'1)/2. 

Provaremos as propriedades supracitadas usando o método de indução. 

Demonstraçao da Propriedade I 

a) Para n = 1, temos: 
_ 

1-
' Íflzg e Ê}_:p0_¡_[a1]:p0+__:Poa1+1. 

(Io (11 G1 01 

Entao, 

P1 = 01190 +19-1 9 (11 = (1190 + f1~1-
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b) Suponha agora, por hipótese de indução que a propriedade é verdadeira 

para algum n 2 1. Provaremos então, que a propriedade também é válida para n + 1. 
Sabemos que, por hipótese de indução, Vn 2 1, temos 

_ 1 
[a1›a2›"' 9001]: 

al +-ii 
0f2+ 

'

1 +iT 
an._1 + Ê nz 

. . 1 - , . 

Substituindo agora an por an + í na expressao do n-esimo termo convergente, temos: 
an+1 

f 1 
an + "__" pn-1 +pn-2 

\ an+1 
[a11"' ›an1an+1]: ' : 

f 1 
i an + í qn-1 + qn-1 
\ an+1 

(0«nan+1 + 
1) T Pn-1 +Pn-2 I K n+1 

:' 
(0›n0»n+1 + 

1) "”“í_ f1n~1 'Í' (ln-2 
\ an+1 

_ <ln,a~n+1Pn-1 + Pn~1 + Pn-20«n+1 _ _ 
G1zan+1qn-1 + <1n»1 + qn-20›n+1 _ 

_ <1n+1(GnPn-1 + Pn-2) + Pn-1 __ 
0fn+1(0››zf1n‹1 + qn,-2) + qn-1 ' 

Recordando que, por hipótese de indução, 

pu : Úfnpn-1 + pn-2 e qn : anqn-1 + qn‹-2: 

temos: 

: an+1pn +171:-1 [a'11a'21 ' ' ' 7a"n1an+1] a q n+1 n n-1 

Então, como 

[ala a2› ' ° ' 
1 afl‹+1] : pfL+1/qn+1; 

podemos escolher 

Pn+1 = f1n+1Pfz + Pn~1 6 f1n+1 = %+1<1n + qn-1

I
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Demonstração da Propriedade II: 

Para n = 0, temos p_1q0 - p0q_1 = (-1°.) = 1, pois 

11-1=‹10=1;q-1 ep‹›=0- 

Provaremos agora que a mesma relação também se verifica quando substituímos n por 
n + 1. Sabemos, da propriedade (I), que 

pn+1 : an‹I-lpn +pn-1 6 q'n.+1 : an.-4-lqn + qn-L 

Logo, 

pn+1q-n " pnqn+1 : (an.+1pn + pu-1)qn _ pn(an.+1qn + qn-1) = 
= an+1Pnqn 'l' Pn-lfln _ an+1f1nPn _ qn-lpn 2 

: Pn-lqn 'ípnqn-1 = 
= (-1)(Pzz‹1fl_1 - 1›1z-1‹1zz)- 

Usando agora a hipótese de indução, obtemos 

pn+1qn " pn.qn.+1 : ("`1)("`1)n : (-1-)n+11 

o que conclui a demonstração. › I 
Observação 3.2.1. Por (I) e (II), vemos que dado [a1, az, - - - 

, an, - - -], em que (Vk 2 1) ak > 
0 (ak E Z), p,, e qn ficam definidos de modo único pela interação: p_1 = qo = 1, q_1 = 0, 
p0=0e 

_

_ 

P pn : Úfinpn-1 `l` pn-2 

qn : anqn.-1 'l' qn-2 

Observação 3.2.2. Veja que a propriedade (II) nos diz que o máximo divisor comum de 
pn e qn deve ser igual a 1. ' 

Demonstração da Propriedade III: 

Vemos que, para n = 0, a igualdade se verifica pois = x. 
Vamos supor que a igualdade se verifica para todo k = 1, ..., n. Temos que, 

pela observaçao 2.2.2, 

pn+1 + Tn+1($)-pn : pn+1 '_ (an+1 _' 1/Tn($))'pn _ 
f1n+1 + T"+1(ffl)-qn ‹1fz+1 _ (afz+1 - 1/ T”(f'1))-fl»
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: (pn+1 " an+1pn)'Tn(x) + pn 
(f1n+1 _ lln+1¢1n)-T"'($) + qn 

Mas, pela propriedade I, isso é igual a 

(an+lp~n + pu-1 " an+1pn)'Tn($) +171» __: 

(an+1qn + qn-1 '_ an+1qn)-Tn($) + qn 

: nz + T"(1v)P.z,-1 ~ 

qn + Tn(x)qn-1 l 

Porém, pela hipótese de indução, isto é igual a x. I 

Demonstração da Propriedade IV:
V 

Utilizando o processo de indução, provemos que para todo n 2 O, são ver- 

dadeiras as seguintes condições: 

a) Para todo n = 0, temos 

flo-1(T(-'/fl) = ‹1-1(T(~'v)) = 0 = Po(flI)- 

b) Para n = 1, obtemos 

‹11-1(T(ff«')) = ‹1o(T(-'v)) = 1 = P1(fl=) 

Provemos agora, que é valido para n 2 1. 

q(n+1)-1 : 

Por indução, 

‹1»(T (11)) = ‹1«z+1q1z-1(T(fv)) + fl»-z(T(1fl)) = a«z+1Pfz(1') + 1›,z_1(fl¢) = 1›n+1(w), 

o que conclui a demonstração. I 

Demonstraçao da Propriedade V: 

a) Para n = 1, temos: 
. ___-__ 1 P1=G1P0+P-1=Ú+1Z`2022=§ 

_ 1 \/š = +_= >1>2°-*z__=_. (11 aiqo (11 a1_ _ 2 

`/Ê 2
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. a)Paran=2, 

pg =0¡2p1+p0=G,2(0+1)+0= 

:: ag 2:]_:: 2lš¿ :: 20 ::1, 

(12 =0f2<11 +110 = 11201 +1 Z 204)/2 = \/Í 

b) Para n 2 2, pn 2 2%; e qn 2 2117.1. Logo,
3 N!-I N 

Pn+1 = afz+1Pn +11”-1 Z G1z+12flš2 + 2 _ _ 2 

2: 2§šZ +_22š§ :: 
_:_i; ~ - -3 Eëë ::2% .2EÊâ +-2E§_ :: BD
: 

Mw
H + bb 

zzf'-š§.(zš+1)¿2Lš¿.2=2%+~Ê=2(-"ištg 

b”)
u 

1 m13 
Nw

H 

qn+1 : a'n+1qn + qn-1 2 an+1 ' + 2 _ _ 

n-1 -n-2 - 
zz,,+1-2 z +2 z z2%.2"T2+21š2= 

n.-2¡t1 n.-2 1 -2 - 2 2 2 _ +2 =2§.2”T+2"%2= 

=z"T~2(2â+1) 2212;-2.2=zflâ~@+â=zâ~& 

Com as propriedades acima, podemos provar que os convergentes de um nú- 
mero x conver e ' 

g m para x.Para lsso provaremos o seguinte lema: 
Lema 3.2.1. Dadoz:eR-Q,@ < < QE < <P”i¿ < < Ê. 

(12 (lzn ¢12n+1 (11
V 

Pela propriedade II, p¿_1q¿ - p,-q¿_1 = (-1)i, a qual é válida sendo a fração 
contínua finita o ” ' ` ' A 

u nao. Dlvldmdo ambos os membros desta igualdade por q¿q¿_1, temos 

Pi-1% _ Piqi-1 : (_1)i _> Pi-1 __ Ifi : (-1)i,¿ 2 1 (301) 
flzfqê-1 qâflé-1 qillz'-1 (Ii-1 (Ii (I-iqz'-1 

Como, pela Propriedade I, pi = a¿p¿_1 + p.¿_z, temos que: 
Pi-2 _ Pi : Pi-2% _ Pâqé-2 : 
Qi-2 qi (Ii-211-é 

: Pi-2(f1i<1i-1 + (1-â-2) ~ (llâpé-1 + Pi~2)qz:-2 
(Ii-2%

: 

: llâpâ-2%-1 + Pi-2%-2 - ai?-i-1f1é_2 " Pi-2l1â~2 
qi-2% '

:



3.2 Propriedades dos Convergentes 30 

: 0›i(Pi-zflâ-1 -Pi-1%-2) : <1z'(_1)i_1 
(Iza-2% 111-2%

3 

e, pela propriedade II, segue que
' 

. - -__ 

(Ii-2 qi qi-2% 

Tomando z'= 2n e 2n+ 1 em (3.1) e 2n+ 1 em (3.2), obtemos, respectivamente, 

P2”-1 _P21z. : (-U2” I p 

1 >O, P2” <P2n-1; 
flzn-1 flzn l12n-1q2n 021»-1<12n 112» qzfz-1 

Pzn _ P21z+1 : (_1)2n+1 _: -1 
<.0, P2n.+1 > P211; 

qzn f12n+1 l12nf12n+1 <12n(12n+1 f12fz+1 (1211

2 P211-1 __ P2n+1 _ 0›2n+1(_1) " _ 0›2n+1 > O P2n.+1 < Pzn-1 
qzn-1 l12n+1 qzn-1¢12fz+1 qzn-1f12n+1 

7 

f12n+1 llzfz-1 

Logo, 
_I&_n < P2n+1 < .P2fz_1_ 
Qzn Q2n+1 (1211-1 

Usando, agora, z' = (2n+ 1) e i = (211 + 2) em (3.1) e z' = (2n + 2) em (3.2), 

repetiremos o processo obtendo as seguintes desigualdades 

P2» _ P2~n+1 : ("1)2"+1 = "Í < 0, P2n+1 > Pan; 
qzfl q2n+1 f12nl12n+1 q2nf12n+1 ¢12n+1 (1211 

P2n+1 __ P21z+2 I (-1)2"+2 : 1 > 01 P2n+2 < P2”-+1; 
¢12«z+1 <I2n+2 fI2n+1f12n+2 l12››z+1f121z+2 f12n+2 €12fz+1 

Pzn _ P2n.+2 _: a2n+z(-1)2”+1 2 -(l2n.+2 < 0, P2n+2 >É 
11211 fI2n+2 €I2›zf12n+2 f12›z<12n+2 <I21z+2 (Ian 

Portanto, 
P211. P2n+2 P2-zz+1 _ < _-~ < --, 
qzn f12fz+2 l12fz+1 

o que conclui a demonstraçao. 

De fato, da prova do Lema é possível obter 

222<1_'âffl<...<12fH_3<%_ 
112» ¢12n+2 <12n+3 f.l21z+1 

O que acabamos de mostrar é que a sequência dos convergentes de índice ímpar, (2n + 
1), forma uma sequência decrescente, que é limitada inferiormente, e que a sequência 
dos convergentes de índice par, (2n), forma uma sequência crescente, que é limitada 
superiormente.
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Provaremos agora, que o limite L para o qual a sequência dos convergentes converge é, 
na realidade, o número irracional que deu origem à fração contínua. Mostraremos que 0 

lim Ef existe e é x. Pelo lema › 

ql 
P2i P2í-1 - < ar < -_-. 
flzi llzi-1 

Segue que P 

~ z<z.z-@<f1â:-f:ë, 
qzé l12i-1 (12i 

e que, pela propriedade (II), 

._ i ._ .'_ ¿i_ _12i 1 
0<|xq2i__p2i|< Pzz 1f12 _p2i Z Pzz iqzz P2 (12, 1 : ( ) : _ 

1121-1 (121-1 (121-1 (121-1

b 
Por absurdo, suponhamos que :Ir 6 Q e ar = E. Então, multiplicando a desigualdade 

anterior por a, temos: 

Ú <| f~'"Q2z'0« _ Pzia l=l bqzâ " P2z'l1zl< _a-¬ 
Qzi-1 

Sabemos que a sequência dos qzs é crescente e q,- > 1 para todo 1; 2 2. Logo, sendo i 

suficientemente grande, obtemos a < q,_1, isto é, 

O <| Õqzz' -192,11 |< 
f12z'-1 

Porém, isto contradiz o fato de bq2,- - pg,-a E Z. Portanto, x é irracional. 

Teorema 3.2.1. Seja :ix um irracional e c,‹ a sequência dos convergentes da fração contínua 
associada a 2:. Logo, 

qiz 1 fliz-1
~ Demonstraçao: _ 

Pela propriedade III, temos: 

:B : Piz +,Tk(93)Piz-1 
qk + Tklíflqiz-1 

Segue que 

:E _ Piz : Piz + Tk($)Piz_1 __ Piz : 
fliz Qiz + T¡°(f'?)f1iz-1 qiz 

: lqkpk + Tk($)fIizPiz-1 " Pizflk _ Tk(17)(Iiza1Pizl __ 

lQiz(qiz + T'°(íU)Qiz_1)l 

: lTk(íU)Hf1izPiz~1 _ (1iz=1Piz| : |Tk(ãI)H(-1)k| Z lT'°(í1I)| 

|l1iz| lqiz + Tk($)<Iiz-1] |fIiz||l1iz + Tklffiiqiz-il |l1iz| lqiz + T'°($)<Iiz-1|'
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__ Piz-1 _ Piz + Tk(í1?)P¡z~1 : 
q'°"1 

flrz + Tk($)<l1z_1 _ Iii 
flk-1 

__ |<11z-11% + T'“(íB)P1z-1qk-1 - Piz-1l1lz _ Tk(íU)Pk-1%-1| I 
Iqlz-1(f1k + Tk(fl7)(1¡z-1)] 

Z Í 

Ipkqk-1 - 1›zz-1‹1zzI Z |(-1)'°'1| : 
lflrz-1H<1k + Tk(a,)q¡z-1| Iqlz-1||f1¡z + Tk(flU)€11z-1| 

_ 1 

|‹1zz_1||‹1zz + T '“(fl1)‹1k-1I' 
1 1 Assim como qk_1 < qk =› -- < í e T'“(:L') < 1 temos 

fllz flk-1 

_ Piz : Tk($) < 1 < 
Qk ¢1k(Q¡z + Tk($)f1k-1) f1k(¶Íz + Tk(f'13)<1k-1) 

_ 
Giz-1(<1¡z + T'°(1I)l11z-1) fllz-1

. 

Portanto, - 

1 __ 

3:-É-'Í < x-É-,Ê-Í, com k?_1,i 
Giz <11z~1 

o que conclui a demonstração. 

Teorema 3.2.2. Seja sc um irracional e ci a seqüência dos convergentes da fração contínua 
associada a ar. Temos, 

1 1 1 i--<:c-g-)5<--<-2,comk21. (3.3) 
2f1kfIk+1 (Ik <I¡zz<1¡z+1 Qk 

Demonstração: 

Sabemos, pela propriedade II, que 

_1 k 
C¡z+1~C¡z= LL, ¡$21- 

<1¡z+1l1¡z 

Assim,
1 

|zk+1 ~ ck |= «-_, fz z 1 (34) 
fIk+1¶lz
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Então, a partir do teorema anterior, concluímos que 

lfi7_C¡‹l=l$-C1z+1+Ck+1*-C¡z|Z lC1z+1-C1z+x-c¡z+1|> 

1 1 
>|ck+1-ck| - |a:-ck+1|= -----|:1:-c¡,,¬L1|2íc--[srt-c¡,|. 

Logo, 

<1¡z+1<11z <11z+1ll¡z

1 
zzz _ zz,, |> --. (só) 

2f1k+1f1lz 

Por outro lado, como ar está entre ck e ck+1,

1 |< |‹zz,+1-ck |= -, 
Qk+1íl1z 

e,_ portanto, relacionando a última desigualdade com (3.5), obtemos 

-L-< a;-pk <¿-< 1 pois q >q 
flk q1z<1¡z+1 411%, 

M1 k, 
2f1¡.:fJk+1 

o que conclui a demonstração do teorema. I
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4 Frações contínuas periódicas 
Chamamos de fração contínua periódica uma representação como a dos exemplos 2.2.1 e 

2.2.2, em que a sequência de números se repete periodicamente, podendo ser denotada 
por 

ao + [a1, az, az, - . . , azz-1, ak, az.z+1, - . - , azz+zz_1, . . -1, 

em que a¡,+,, = ak e os valores ak, a¡,+1,. . . , a;,+,,_1 formam o período que se repete. E à 

fração contínua 

(10 +[0,1, (l¡,,._1, . . . ,(1,k, . . . , (lk+n_1] 

chamamos de fração contínua periódica. 

Lagrange, em 1770, caracteriza todos os irracionais que possui representação 
periódica, quando expressos sob forma de fração contínua. Segundo Lagrange, a fração 
contínua infinita que representa um número irracional e periódica, se, e somente se, este 
irracional for raiz de um polinômio do tipo aa:2 + bx + c = O em que a, b e c são 
inteiros, a > O e b2 - 4ac > 0 não representa um quadrado perfeito. Veremos, 

então, um resultado fimdamental sobre frações contínuas periódicas e números irracionais 
quadráticos: o Teorema de Lagrange. 

Teorema 4.0.3 (Lagrange). A eapansao em ƒraçoes contínuas de um número irracional :v 
é periódica se, e somente se, 1; é 'raíz de uma equação quadrática. 

Demonstraçao: V 

Como um número irracional quadrático satisfaz uma equação quadrática com 
coeficientes inteiros, segue que 

a:c2+ba:+c= O (4.1) 

Se ac = ao + [a1,wz,a;›,,--~ ,a¡,,---], fazendo ak = ak + [a¡,+1,a¡,+2,--~], então 1: = ao + 
[a1, az, - - - 

, a¡,_1, Além disso, pela propriedade (I) dos convergentes, sabemos que 

:E _: 
-'lílzpk-1 + Piz-2 

- flllzfllz-1 + Qrz-2 
Portanto, substituindo o valor acima em (4.1), obtemos

2 

am-2.+.bx_§_c:Oía ~ $kpk_1+pk_2 +c_:0 
$lzf1¡z~1 + flk-2 ífllzfllz-1 4' qlz-2
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em que 

Alz = aPä_1 + bplz-1<1k-1 + 6413-1, 
Bh = 204%-1P1z-2 + b(P¡=-1111;-2 + Piz-2f1¡z-1) + 20%-1f1lz-2, (4-3) 

Úlz = aPÊ_2 + bplz-2<1¡z_2 + 011112- 
Afirmamos que Ak 96 0 para k 2 1. Pois, suponhamos por absurdo que Ak = 0, ou 

seja, apÊ_1 + 51%-1 + CqÊ_1 = 0. Então, resolvendo a equação, obtemos 

-bq¡,_1 :l: ¡/'(b2 - 4ac)q,f_1 
pk-1 = 2a 

-b zi: \/b2 - 4ac 
Piz-1 = TQk-1- 

Logo,
q 

Piz-1 -b i \/b2 - 4ac
_ 

llk-L1 
: 

20
' 

Assim, a equação (4.1) teria um número racional como raiz, o que é absurdo, pois x 
zz-1 

é irracional. Portanto, Ak 76 0 e a equação quadrática Akyz + Bky + Ck = 0, tem :ck 

como uma de suas raízes. 

Provemos agora, que o discriminante A da equação (4.3) é 

A = Bi - 4A¡,C'k = bz - 4ac. 

Lembrando que Bk, em (43) é dado por 

Blz = 211191;-1P1z-2 + b(P¡z-1%-2 + Piz-2<11z-1) + 2C¿11z-1q¡z-2- 

Logo, 

Bã = (2aPk~1Pk-2 + bP1z~1l11z_2 + bpk-2l1lz-1 + 2CfIk-iqlzz-2)2 = 
= 4a2PÊ-1PÊ_z + 2‹1bPÍ_1;v1z-zqzz_z + 2ab1›k_1PZ-z‹11z_1+ 

+4aCP1z~1P¡z-2l11z-1<1¡z_2 + 2abPä-1P1z-zqlz-2 + Ô2PÊ_1q¡Í_1+ 
+Í12Pk-11%-2411;-iqk-2 + Zbcpk-1%-1f1¡Í-2 + Êabpk-ipä-2%-1+ 

+b2Pk-1Pk-zqlz-1<1k_2 + b2PÊ_2qÍ-1 + 2bCP¡z-24113-1%-2+ 
+4aCP¡z-1P¡z-2l11z_1l1k-2 + 2bCP1z-1%-1<1¡Í_z + 2bCP1z-2f1¡š~1<11z-2+
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+4C2‹1Ê_1‹1Ê_z- 

Logo, - 

BZ = 4fl2PÍ-1PÍ_z + 4abPÍ-1P1z-2f11z~2 + 4abP¡z-1PÍ-zf1lz-1+ 
+30fiI11z-1Pk-2¢1¡z-1Q¡z_2 + 2b2p¡z-1P¡z-2f1¡z-1%-2 + b2p¡Í_1q¡Í_1+ 'f 

+b2pÊ_z‹1Z_1 + 4b¢1›zz-1qzz-1‹1Ê-z + 4b¢1›zz_z‹1zÊ-1 + 4¢2‹1zÊ-1‹1Ê-z- 
Assim, 

Bi =_ 4a2z›Ê-11>Ê-z + 4abPÊ_1z›zz_zqk-z + 4‹1bPzz_11›Ê-z‹1zz_1+ 
+(3aC + 2b2)P¡z-1Plz-241;-1qk'2 + b2Pä_1(I1Í_1 + b2PÊ_zf1.Í_1+ 

+4b¢1›zz_1qz‹_1‹1Ê-z + 4bcPzz_z‹1¡Ê-1qk-z + 4¢2qÊ-1‹1Ê-z- 
Como Ak = apÊ_1 + bpk_1q¡,_1 + C'q,Ê_1 e Ck = pã_2 + bplzzzqlz-2 + Cq,f_2, obtemos que 

_4A1zC'k = _4(0«PÍ_1 + Õílk-1f1¡z-1 + C (11%-1)(0«PÍ-z + bplz-2%-2 + C<1¡Í_z) = 

= _4<12PÍ-1PÊ-2 _ 4abPÊ-1Pk-2%-2 _ 4aCP1Í-1413-1_ 
_4f1bP¡z_1l1¡z-1Pä_2 _ 4b2Pk_1l1lz-1P¡z~2‹1k-2 _ 4bCP¡z_1q¡z-11113-2°" 

“4aCPIÍ-291%-1 " 4bPl=«2qlš-1fIk-2 _ 4C2qlš-1f1¡š-2- 
Segue que 

BÊ _ 4A1zCk = 4a2PÊ_1P¡Í_z + 4f1bPÊ_1P¡z-2%-2 + 4abP¡z-1PÊ-zfllz-1+ 

+(8a0 + 2b2)Pk_1P¡z-29k-1f1¡z-2 + Õ2PÍ_1<1¡Í_1+ 
+b2PÊ_z¢1¡Í_1 + 4bCPk-10k-1913-2 + 4bCP¡‹z-2¢1¡Í_1q¡z~2+ 
+4‹12‹1š-1qÊ_z - 4‹121›zÊ_11›zÊ_z - 4‹1I›1›Ê_11›zz_z‹11z-z-f 

_4l1CPÊ_1f1¡Í-1 _ 4fl«bP1z-1<1¡z~1Pã_2 _ 4b2P¡z-1%-1P¡z«2qk-2_ 

-4b¢1›zz-1‹11z-1‹1zÊ-z - 4‹wPzÍ_z‹1Ê-1 - 4b¢1›zz_zqzÊ~1qfz_z- 
-4¢2‹1zÍ-1‹1zÊ_z- 

Rx-:organizando a equaçao acima., temos 

Bi _ 4Â¡zÚ¡z = 3ClCP|z~1Pk-zqk-1%-2 _ 25%-1<1¡z-11%-2f11zz_2+ 

+(b2 _ 4‹w)I›zÍ~1‹1Ê-z + (b2 _ 4fl›¢)1›Ê-z‹1Ê_1 = 
= (52 _ 4<“3)(_2P1z~1Pk-2‹11z-1‹1k-2) + (52 _ 4aC)PÊ-1<11Í~1+
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+(b2 _ 4aC)Pã-29%-«1 = 

(b2 ~ 4‹1¢)(=2I›zz_1Pk_zqk_1q1z_z + I›Ê_1qÊ-1 + pÊ-z‹1,Ê_1) = 

= (52 _ 4aC)(Pä-191%-1 _ 2Plz-1Pl=-2f1¡z-lflk-2 + Pi-241%-1) = 

= (52 “' 4aC)(P¡z-1l1k-1 "' Piz-291;-1)2 (4-4 

Então, pela propriedade (II), obtemos, 

Bi - 4A,,,0,, = (IF - 4‹z‹z)((-1)"+1)2 z b2 _ 4% 

Concluímos, assim, a primeira parte do teorema. 

Como, pelo teorema (3.2.3), para k 2 1,
1 

517%-1-Piz-1 > -'"› 
qlz 

podemos escrever 
Piz-1 51:-1 

15 2 "_*' _ T› 
i qk-`1 qk_1 

em que 
| 
ek_1 IS 1, ou seja, 

- E «__ 
znz_1 = wqk-1 + -"-1. 

qk-1 

Então, relacionando a equação acima com ( 4.3), obtemos . 

Mas,

2 
6 ._ _ At = a 1v‹1zz_1 + -I"-1 + b‹1zz-1 w‹1zz-1 + qi + c‹1zÊ_1 = 
Qlz-1 qlz-1

2 
e _ = a,z¡;2qš_1 + 2aa:€k_1 + a _|_ b¿,;qä_1 .¡_ ¢qš_1 z -1

2 

= q¡Í_1(aa:2 + bx + c) + 2a:vek_1 + a + be¡,_1. 
k-1 

aw2+b:v+c=0. 

Segue, entao, que 

Como

2 
Ak = 2aa:6k_1 + 91-6511- + be¡,_1 == e¡,_1(2ax + aval) + b) (11%-1 92'” 

11k-1 2 1 6 I Ek-1 lí 1,
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temos, 

|Az‹|s2Iaw|+|‹1z|+IbI- 

Mas, como 
Ah = Giz-1, 

, |C'k|=|A¡,+1|<2|aa:|+|a|+|b|. 

Observe que x, a e b estão fixos e os valores absolutos de Ak e Ck são limitados, pois 

são menores do que números que não dependem de K. Então, como Ak e Ck são 

inteiros, eles podem assumir apenas um número finito de valores diferentes quando K 
variar. Finalizamos então a prova do Teorema. I 

4.1 Exemplos de frações contínuas periódicas 

Nesta seção exemplificaremos frações contínuas periódicas. Vale mencionar 

que nem todo número irracional possui uma expansão periódica quando representado sob 
a forma de fração contínua. Vimos, também, que somente irracionais algébricos podem

~ 
ter representação periódica. * 

Exemplo 4.1.1. Represente \/Ê como fração contínua. 

Como ag = = 2, temos 
1 . 

íII1=7._5*_3=\/š+2-Í>a1=|_\/š+2_|=4 

1 1 =----=--= 5+2 z 5 2=4 1172 \/š+2_4 \/š_2 
\/_ :N12 

Como 1:1 = 1152, vemos al = az = ag ~ -- - . Logo, 

\/5=2+[Ã] 

. Dada a fração contínua periódica podemos reverter o processo acima para obtenção do 
número irracional representado por ela. ~ 

Consideremos 

_, 1 y=2+[4]=4+¿-1-- 4+-“T” 
4 ___. +4+_

.
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1

y 
6IIlql1€ 

1. 1124+---Í-. 4+'í1 
4 ___ +4f 

Da última igualdade, temos
1 y=4+-T 

4 + - 
Y! 

da qual obtemos a equação 

_ 1 _ y _ 2 _ 2 _ y-4+É_-1~;_>y-4+4ZT{__1--4y +y-1Õy+4+yi4y -].6y-4-- 
IU 0=>y2-4;/-1:0. 

Segueque 

yz-4y-1:0, obtemos y=2+\/Ê, com y>.0. 
Então, 

1 1 2+¢š 2+4 =2+~=2+--=2+-_-z [1 y 2+V5 -1 
-2 2--5 ___i¡_1:=v5 

Portanto, 

2HÃ]=Vš 

Exemplo 4.1.2. Seja a expansão 2+ I2, 4|. Determine o número que gerou essa expansão. 
Consideremos

1 2+ñ1L=2+---¡-- 
` 2+i---T-- 

4+**_1" 
2 .___ +4f

1

Ê/



4.1 Exemplos de frações contínuas periódicas
} 

emque
1 y=2+--2. 4+¬ 

2 ___... +4+`
‹ 

Da última equação, temos que 

_2 1 _2 1 
Çy- +fií>y- +Ãšfi_Tí> 4+- --- 

Z/ ll/ 

3/ 2 =2 sí 4 =8 2 y +4y+1=> y +3/ y+ +3/=> 
4y2-sy-2=o=›2y2-4y-1=o, 
~ , , 2 6 da qual obtemosaequaçao 23/2-4y-1:0, lsto e, y= %, com y>0 

1 1 2+[2,71]=2+-=2+-í- 
y 2+\/6

2 

2 2- 6 =2+-í=2+2( \/_) 

2+\/5 -2 

=2+["2,4']=\/6.
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5 O número de ouro 
O número de ouro, cujo valor aproximado é 1,618, pode ser obtido através de uma quan- 
tidade (segmento) que é dividida em duas partes cuja proporção entre o todo e a maior 
parte, é a mesma que a proporção entre a maior parte e o restante. Mais precisamente, 
consideremos um segmento de reta cujas extremidades são A e C. Se um ponto B entre 
A e C é tal que a razão entre o segmento de reta menor (AB) e o maior (BC) é igual a 

razão do maior (BC) para o todo (AC), diremos que essa razão é áurea e o seu valor é o 

número de ouro. 
A B C 
C I O 

Figura 5.1: 

Então, temos 

(AB)\(BC) = (BC)\(AC) 

Denotando AB = y e BC' = sr, temos que AC' = x + 'y. O número de ouro 
será a razão entre X e y: gb = Mas, 

y ÍIÍ ÍIÍ 

ou seja, ‹í› = 1 + 1/ ¢›, o que é equivalente a 

- ¢›2 - ¢ - 1 = 0. 

Resolvendo esta equação quadrática, obtemos o número de ouro, que é a solução positiva 

_1+×/5 <Í>---2+- 

Podemos notar que 
1 1 ¢›=1+-=1+-_-1-_. 1 (õ.1) 
(I) 1+ `

1 Hi1+
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p

Q 
Observando a propriedade (I) dos convergentes e (5.1), notamos que 

: - + fl- 7 Z 2 Pn Pn 1 P 2 'fl 

(52) 
qn : qn-1 + qn-2 

e
. 

Po = 
flo: 

1, p _ 2 1 mm 
1: ql : 1 

A seqüência dos denominazdores (qn)z°:0 de (5.2) está relacionada com s seqüência de 
Fibonacci (F,,)z?;0, que é definida por 

F” = Fn-1+ Faz, n 2 2, (54) 

com F0 = 1 e F1 = 1. Os primeiros números da sequência de Fibonacci são, então, 

1, 1,2, 3, 5, 8, 13, 21,34, 55--- (cada número da sequência é obtido somando-se os dois 

anteriores a partir do 3°). Vejamos agora como representar os valores numéricos dos 

quocientes parciais na tabelaabaixo 

Elementos somados Quocientes parciais 
i 

Valor numérico

1 

2

3 

5 1+

z

1 1+- 2 

4 1+*_--T- 
+"_1 

---- -ziõ 
1 7 1+-'ii' 5

w 
10 p¿1J¬1;,1J¬1J¶1] šš 

=z1,ô1s1s.-- 

oo [1;1,1,1,1,1,---] 1,õ1so339s7--- 

1 
1 

1
1 

i 3 _--T 521,5 
1-l-Í 

1 5 -=l6 
3 , 66 

1+- 
1 

1
8 

1+--
1 1_ +1 

Tabela 5.1: Sequência de Fibonacci 

A sequência de Fibonacci surge a partir da modelagem da reprodução de coel- 
hos em um viveiro. Devemos supor que
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o num viveiro coloca-se um casal de coelhos recém nascidos; 
0 os coelhos podem reproduzir-se com um mês de vida; 
0 a partir do 2° mês de vida, uma coelha sempre dá a luz a um casal de coelhos 

todo mês; 

O COelll0S IlIlIlC3« IIIOIT GIII. 

Então pergimta-se: quantos casais de coelhos haverá no início de cada mês? A 
tabela abaixo mostra o número de casais de coelhos no início de cada mês. 

Além disso 

Segue que 

início do mês 1 

n° de casais descrição sequência 

1 1 

2 1 

3 2 

4 3 

5 5 

6 8 

7 13 

8 21 

9 34 

10 55 

11 89 

12 144 

13 233 

primeiro casal 

primeiro casal 

1+1 que nascem 
2+1 que nascem 
3+2 que nascem 
5+3 que nascem 
8+5 que nascem 
13+8 que nascem 
21+13 que nascem 
34+21 que nascem 
55+34 que nascem 
89+55 que nascem 
144+89 que nascem 

F0=1 
F1=1 
F2:-2 
F3=3 
F,,=5 
Fãzs 
F6=13 
F7=21 
F8=34 
F9=55 
F10=89 
Fu = 144 
F12 = 233 

Tabela 5.2: Sequência de Fibonacci e o número de coelhos 

Comparando (5.2) e (5.3) com (5.4), temos que 

pn:Fn+1 6 qn:Fn› 

Como os convergentes da fração contínua convergem para o número áureo, segue que 

nzl 

Fn - 11 um _” = um li- = ‹1›= 1,ô1so33- n.-›oo F” n-›oo 

um Ê- z Â = ¢ z o,ô1sos39ss7- 
TI.-*OO Fn+1 Õ
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F 1 É-;_1z_z1 
(Io Fo 1 

2?1=ÊÍ%:Ê:2 
Q1 F1 1 

&_ë_âr 
G2 
_.F2_2_ 1.5 

P5 Fô 13 _ = _ = _ = 1.625 
415 F5 3

F Pô 7 21 _ = _ = _ = L615384615384615 
qô Fe 13 

PYF 
É = Í,-*Í z É z 1.ô19o47ô19o47õ19 7 7 

12 
010 

2% 
(134 

Logo, dividindo cada número da sequência pelo seu antecessor, resulta em 
uma série que converge para um número infiníto 1.61803 ‹ - - 

, o numero aureo 

Fu 
F 10 

Fzõ 
Fâ4 

. z 

= ä = L61797752808988825 
14930352

V _ Eñš - 1.õso339ss749s9o
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6 Aplicações
p 

Neste capítulo veremos uma aplicação interessante das frações contínuas, envolvendo cir- 
cuitos elétricos, que nos permitirá obter a sequência ai da associação de infinitos resis- 

tores. 

6.1 Frações Contínuas em Circuitos Elétricos 
A Física e a Matemática possuem uma relação muito forte de interdisciplinaridade em 
seus conteúdos. Com base nessa relação, mostraremos agora um problema de eletrici- 
dade envolvendo uma asssociação mista de resistores idênticos, cada um com uma re- 
sistência R, conforme mostra a figura 1. As reticências horizontais indicam que o número 
de sub-malhas quadradas é muito grande, podendo ser considerado como infinito. O 
problema consiste em determinar a resistência equivalente entre os terminais do circuito. 
Lembramos que a associação em série de duas resistências R1 e R2 leva a uma resistência 

R R R R 

R R 

R R R R 

Figura 6.1: Associaçao mista de resistores 

equivalente Re., = R1 + R2 ao passo que a associação em paralelo leva a uma resistência 
, 1 1 1 _ 1 

equivalente Reg dada por 
Ee-1; 

- É + -É-š, ou seja, Reg _ 
R1 R2 

Inicialmente, calculemos a resistência equivalente para os primeiros quatro 
passos do processo formados a partir da figura 6.1.

R 

%R 
R R@.,=R+R+Rz3R
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R R R R 
. z w qi, zw íw 

R R Râ R R 'w\ › W R W* 
R Ê R R 

logo, 

3 11 V 

Re, = R + ÃR + R = XR = 2.750OR. 
R R R 

1 ‹!N` vw 'VW 

* N Mr ~ 'W\z 
R R R 

§7U 

:ui 

R R R R R 
= Rr ~ wr W» z 4» 9;, 

%R %R %3R= %R Jfškz 
= M* sw» ‹ 

R 'É' R É 
R R 

Nf 'W 

w W, ‹ 

R R 
w»
R 

logo, 

11R 41R RW-R+T5+R~-lí 
R R R R R R R 

1% Rš R% R%= šrz %R %R %sR= 
-.R w «R Rr w 

R R R R R É'

R 
_ 

vn 

sw - ar
R 

gx 
šx 

gx: às: 
1°* 

10% :uš xi 
2:3 

R R R 
t W “ ' W 1 Ã 

_: W w ¡ W t VW R R R R R
R 

entao, 

41R 153R R¿q_R+¶+R~ 46;. 
Agora, mostraremos o circuito da figura. 6.1 gradativamente, onde R" corre- 

sponde a. resistência equivalente do circuito mostrado no n-ésimo passo:
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1° passo:

R :ZR 
2° passo:

R

R 
'W 

R1 
, . . . . . . . . 

%w R R 
. W gh

. 

}1 }1z 
= Wazz ‹ "W 

R É R 

1/R + 1/R1 __ * 1 1 =z›Rz=R+R+ =2R+-1--T
+ 

3° passo: 

R Í R §:u 

RR; 

R3=R+R+ É-), móseja, R3=2R+2 

4°passo 

11€ 
ÍÍÍ%RÍÍÍÍ%/%RÊ 

R / 
1 1 

1/R+1/R __R 

R3 

1 1 R4=R+R+ =2R+T-T, ous
+ 

R R R R 
‹ vw _w «W R . 

%R: R% R%Rf 
1 vw "w~ .nr Í 

R R R R 

1/R+1/R3 __ _ R R3 

eja, 

1 1 +?‹-T- 
2R+í“_1" 

§+í1



6.1 Frações Contínuas em Circuitos Elétricos 43 
il 

+ 1 R 2R+1í--¬-1-_- 
R ZR*-f"T 

Ff, 

n-ésimo passo: 

Notando' 0 padrão recursivo dos passos anteriores, temos:

1 R,,=2R+ 
R Ra-1 

Chamando de x ouvalor da resistência equivalente do circuito quando n tende ao infinito, 
ou seja, zz: = lim Rx, temos que: 

1lz_YOO

1 :1:=2R+1 1
=

+ 1 R 2R+T__"-ri 
R 2R+-Í* ~ 

E+..

1 

R+ 1 2R+_1__"`_i___ 
___+______í_

1 R 2R+T'_ 
§+-. 

_ _ 1 Como o processo acima é mfimto, logo x = 2R + Iii- para ar > 0. 
.__ + ._ R av 

Lembrando do que vimos (5.1), podemos chegar a equação 1:2 - 2R::: - 2R2 = 0, e 

encontramos como resposta x = R(1 :l: Obviamente, x não pode ser negativo, então 
como solução da situação proposta temos 1; = R(1 + 

Esta é a resistência equivalente do circuito mostrado. E, como obtivemos para 
\/É um valor de 1 + [1, 2, 1, 2, - - -], o que nos permite escrever: 

zzz = R(2+ [1,2,1,2,»--}) = (2+ [1,2,1,`2,~--])R
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7 Considerações Finais 
Nesta monografia, apresentamos um estudo introdutório da teoria das frações contínuas 
e sua relação com os números reais (racionais e irracionais). Vimos que a. expansão 

dos números racionais em frações contínuas simples é finita e é calculada por sucessivas 
aplicações do algoritmo de divisão de Euclides. Para estudar a expansão dos números 

irracionais, introduzimos a Transformação de Gauss. Vimos também que somente irra- 
cionais algébricos podem ter representações periódicas, entre eles o número de ouro, que 
tem conexões. com geometria, seqüência de Fibonacci etc. Este trabalho ainda nos per- 
mitiu mostrar uma aplicação das frações contínuas em um problema de física (circuitos 
elétricos) . 

Esperamos, que este trabalho, entre outras coisas, venha contribuir para es- 

timular o interesse pelo estudo das frações contínuas.
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