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RESUMO

O objetiva deste trabalho & obter uma descrig3o matricial de
Gz’ o grupo dos automorfismos dos octénios, assim como associar a
G =seu disgrama de Dynkin através da &lgebra de Lie £,

O objetivo sera alcangado pelo camirho seguinte:

7

a) Descrever 62 matricialmente.
b> Provar que Gz ¢ um grupo de Lie.
€3 Calcular a Algebra de Lie gz-

d> Provar que £, é simples.
O diagrama de Dynkin de Gz resultara da simplicidade de g, €

de sua dimenssio.



ABSTRACT

In this dissertation we will give a description for the group
02 of the automorphizms of the octaves and construct its Dynkin
diagram, using the Lie algebra gz.

We will praceed in the following maner.

a) Dezcribe g, rriat.ricially.

b> Prove t.hat,‘ G_ is a Lie group.

¢ Calculate the‘Lie algebra §2 of Gz' |

4> Prove that £, iz a simple Lie =algebra.

We will obtain the Dynkin diagram using the simplicity of g

2
and considerations concerning its dimension.
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INTRODUGXO

Iniciamos o trabatho com conceltos e resultados sobre
Algebra=, Grupos e Algebras de Lie e diagramas de Dynkin.

Em segulda, definimos os octénios e provamos que formam uma
algebra n3do associativa que contém uma cépia dos quatérnios;
denotamos por 62 o grupo de seus automorfismos. ,

Obtemos uma descrig3c matricial para Gz’ contruindo em
matrizes trés classes de automorfismos de [0, e provando que todo
elemento de G, &€ a composigido de trés automorfismos, sendo um em
cada clzsse ap;esent.ada-

Provamos que G_ & um =subgrupo de Lie conexo e compacto de
=07, [E). Calculamas g;,. a Algebra de Lie de Gz’ e provamos gue gz

& =zimples o que possibilits associar dizgrama de Dynkin.



CAPITULO I - PRELIMINARES

Neste capitulo inicial apresentamos os conceitos e
resultados que possibilitam a leitura do trabalho. Os resultados
de Algebras, Grupos de Lie e Algebras de Lie, Sistemas de Raizes e
Diagramas de Dynkin foram apresentados segundo as exposiges de

I6l, [8]1 e [2] respectivamente.

ALGEBRAS

Uma algebra sobre o corpo K & um espago vetorial A sobre K,

munidoe de uma operagioc de multiplicag8c de vetores satisfazendo as

condigBes:

1> ab € A ¥ ab e A

i1 alb+c) o abtac ; (atbdc = acthc ¥ ab,c € A

(iii> tdabd =dtadh = althd ¥WabeA ¥t eK

Uma SAlgebra & dita com unidade gquando existe elemento neutro
pars =& nmultiplicacio. Algebra assoclativa ¢ comutativa 3> & uma
denominagdo dada a 4Algebra guando 2 operacfSo de multiplicagio &

associativa (¢ comutativad.

Existem outras duas propriedades da multiplicagio da &Algebra
A, que lhe d3o denominagio
Civd ¥YabcecA,abnm Osge e s6zeaces0Ooub=0
(v):  aCab) = a’b e <Cabdb = ab® ¥ ab € A

- Quando temos Uv> A & uma algebra com divis3o, e guando temos

v A & uma Algebra alternativa. Algebras axssoccliativas =30

alternativas. .

Finalmente, uma Algebra com divisSe A & normada, gquando
existe uma forma quadratica positiva-definida em A, N: A — B
t=l que NCab) = NCadNCbhD, ¥ a,b = A,



O centro de uma Aalgebra A - o ~conjunto

ZCAD m { a e A ;abe=ba,V¥beA)d

5 ¥

Note que R e <€ s=atisfazem as definiqﬁes, € podendo =ser
tratado como uma 4algebra sobre R ou €, e em todos os casos
trata-se de 4lgebras que, por serem comutativas, coincidem com

seus centros.

Usaremos intensamente uma terceira Algebra que ¢é definida
como =segue! ‘

Sejam 1, 4, k, e 1 dernot,;ando os elementos da base usual de
4
R

elementos basicos, e estendido pela linearidade e distributividade

QO produto quaterniano em R* & definide através de seus

a todo conjunto B
i e 32 = k¥ a -1, 1ij 5 -1 = k, k= -kj=i, KM= -ik = §,

onde 1 gera uma coéopia de R.

A proposicio abaixo mostra que R* com o produto quaterniano &
uma slgebra. Esta algebra ¢ chamada Algebra dos Quatérnios e
denotads por M.

PROPOSICAO 11 H ¢é uma Algebra associativa e n3o comutativa.
[Imediatal

Identificamos o quatérnio x com (xi_.xz,xg,x‘) as suas
coordenadas em relagio = base i, 3, k, 117> e denotames
seu canjugado por X =a (-xi,—xz,—xg,xd)_ E facil ver que xy = 5—!)-:
¥ x,y € H .

Definimos a normsa de x e H por»

- - 2. . 2. 2
|x|=‘/xx =Y,xx w/x+x+x+x
2 2 = T4

PROPOSIGCAO 12 Todo quatérnic x n3c nule é inversivel e
x ' = Q/jxfi.-tuém disso [x-s| = [x[—‘. [Imediatal R

PROPOSICAO 1.3 MH ¢ uma élgebra com divis3oc normada.

Dem. Sejam x,y € H tals que xy = 0. Suponhamos que x = 0 e

multipliquemos por X ", x—i(xy) = 0 Como H & associativa, y = Q o



Um’ gquatérnio x & unita=io quando  |x| = 1. Notamos que o
conjunts das quatérnios unitardos coincide com a esfera unitaria

s 4
S  em K. ) -

Futuramente ser@io Utels as proposigSes seguintes:
PROPOSICAO 14 2ZdH> = [R [Imediat.al

P_ROPOSIGKO 18 Se A é uma Algebra alternativa entio (ab)a o atbad
¥ a,b € A, [6, pg 2871

Um automorfismo de uma algebra A é um isomorfismo do espacgo
vetorial A, T : A ——— A tal que TCabd m T<adT<bd, ¥ a,b € A. Um
anti-automorfisme ¢é um automorfismoe do espago vetorial com
multiplicagio revertida. Involugdo e ant.i-involug3o =30

respectivamente automorfismos e anti-automorfismos de ordem 2.

PROPOSICAQ 16 A aplicacdo conjugagdo ¢ uma anti-involugio de H.
[Imediatal. ‘

Chamamos a atenglo para o fato de que os automorfismos de uma
Elgebra A formam um grupc com a aoperag3c de composic3e. Denotamos

este grupo por AutdA) Claramente Aut(R) = { Id X

PROFOSIGAC 1.7. Aut <C> = 2 . [Imediatal
Lembramos que S0(3,R) & o grupc das matrizes quadradas reais
X de ordem-3, tal que detX = 1 e X * = X". Mais tarde veremos que .

S043,[R>) & um grupo de Lie conexo e compacto de dimens3oc 3.
PROPOSICAC 18 AutdH) = S0¢3, R). [6, pg 1811

Uma derivacio de uma &lgebra A € uma transformagdoc linear
T : A ———-}“}A tal que Tdabhd = aTMbIX+Tdadb, ¥ ab e A. Chamamos
Der-CAD ao ’é‘én junto das derivagSes de ‘A. Note que DerdAd & um
subespago vetorial de End(A) - o espago vetorial dos endomorfismos

do espacgoe vetorial A,



GRUPOS DE LIE E ALGEBRAS DE LIE

Um grupo de Lie G & uma variedade diferenclavel de classe c®
Cconf. (8} pg 5> dotada de uma estrutura de grupo tal que a
aplicagdo

G x 38 —— @G,

im,n) ———s mn * é Gm.

Note que da definicioc de variedade diferenciavel, temos que
um grupo de Lie & um espago topolégico de Hausdorff localmente
Euclidiano. Esta observagBo seré utilizada no capitule IV.

Um grupo de Lie & compacto {conexo), =se & um espago

topolégico compacto {conexod.

SE0 exemplos de grupos de Lie (RN+), (€7,> e <GLMRY, .
o zrupo daz matrizes quadradas‘reais inversiveis de ordem n.

Uma algebra de lLie £ =sobre R é um espaco vetorial real g,
Junte com uma operag8c bilinear [,]‘ P X £ ——— &, chamada

colchete, que satisfaz:

1) Ix,vl = -[y,x] ¥ x,y € &
> (0,91, z3HIy,z],x3HIz ,x1,yv]l = O ¥ X,V,Z2 € & - Ident. de
Jacobi.

Observamos que pela _bilinearidade do colchete, 4algebras de

Lie =20 exemplos de algebras.

Qualgquer espace vetorial V =scbhre R torna-se uma algebra de
Lie, com a multiplicacSo trivial xy = Q, ¥ x,v & V3. Este tipor

de Algebra de Lie ' " chama-se
. “

trivial. Um exemplo de Algebra de Lie n3o trivial & o espago

vetorial £1(n,R> de todas as matrizes reails quadradas de ordem.n,

com o colchet_,e definido por [X,¥Y1l = XY-YX ¥ X,Y € GLn,RD.

No que cegue trataremos com variedades diferenclaveis,

deivando subentendido gque =30 de classe c®



Uma aplicagSo ¥ : M ——— N é um difeomorfismo < » classe Ck,
k 2 1, entre as variedades diferenciaveizs M e N se ¥ & uma bi Jegso

_diferenciavel de clasge Ck, com inversa diferencliavel de classe

.

Se M & uma variedade diferenciavel e m e M, duas fungBes '
£f,6 ' M — 3 R tem o mesmo germe em m, se elas coincidem em
alguma vizinhanga de m. Isto define uma relagdoc de equivaléncia no
conjunto das fungdes c® em vizinhangas de m. As clasgses de
equivaléncia =40 chamadas de germes, e o conjunto das clésses de
equivaléncia € denotado por Fm. Com as operagSes de adig3o,
multiplicagdo por escalar e multiplicago de fungSes, Fm é uma
algebra real.

‘Uma derivac3o da algebra Fm é chamada vetor tangente a M no
ponte m = M. 0 conjunto Mm = { v v & vetor tangente A Mem me M}
¢ chamado espago tangente 38 M no ponto m € M. Sendo Mm = DerdFm),

Mm & um espago vetorial real
PROPOSIGAO 19. dim Mm = dim M. [8, pg 141

O fibrado tangente da variedade diferenciavel M é
TM = mgM Mm, onde define-se a projeg¢So
m: TMY ——— M; n(v)=mseve)‘{m.

O fibrado tangente TM) & uma variedade diferenciavel cuja
topologia & a mais fraca que torna a projegio continua

Ccanf. [81 pg 192 -

oA
.' 'Um\> campa de vetores em um conjunto U aberto em M & uma

“aplecacBo X U ——3 TCMY  tal  que e X m Id,, Este campo de
G n 14

vetores & Cm quando X for Cm.

Denotaremos X(m> por Xm.

FROPOSICZO 110 Seja X um campao de vetores em M Entio as
afirmacgtes seguintes =30 equivalentes:

¢t x e g®




<i1> Se U é aberto em M.e & € CXU ent3o x> e c%d.
(8, pg 351 .

Se X e Y =30 campos de vet.ores ¢® em M, define-se o colchete
de Lie de X e Y por [X,Y]m(f> o meY(fD- YmCXCf)), onde
r e c%m.

PROPOSIGCAO 111 Para qualsquer X, Y e Z campos de vetores c®
em M vale:

16 [X,Y]l é um campc de vetores ¢® em M

<di> XYl = -[Y, X2

i1y [0X,Y1L,ZHIY,Z1,X0H[Z,X1,Y]l s ¢ [8, pg 361

Sejam d um grupo de Lie e m € G. Translag8o & esquerda por m
& o difeomorfismo Jlm t g —— g lm(n) = mn, ¥ne G Um campo
de vwvetores X em G é dito invariante & esquerda =se dlmox = Xolm,
¥ me G. 0O conjunto de todos os campos de vetores em G que =30
invariantes a esquerds, é denotado pela letra mintscula

.

correspondente g,

FROPOSICZO 112 Seja G um grupo de Lie e £ seu campo de vetores
Invariantes & ésquerda.
> £ & espago vetorial real e p ! g — G° ;3 XD = XG & um
isomorfismao.
{il) Campo=s de vetores invariasntes a esquerda s3¢ c®
111> O colchete de Lie de dols campos de wvetores invariantes &
eaquerda ¢ novamente um campo invariante a esquerda.
civd £ Torma uma 4Algebra de Lie com o colchete de Lie de campos .
de vetores. I8, pg 851

) SDegue de ) que dim G = dim Ge = dim g

Define-se a Algebra de Lie do grupo de Lie G, como a Algebra
de Lie g dos campos de vetores invariantes a ezquerda em Q.
UIzaremos é“notaq,a”o G «— £ pars designar que G é grupo de Lie
com Algebra de Lie g
d

Exemplos: R e <« t‘<3§> i be R

OGLRY 3 £1Cn,RD

Y]
B

=]




"Autt (V) e——— End (V3 onde v & um espago
vetorial real de dimensSo finfta
GL,C> e— £ n,C>. [ 8, pg 861 -

Para cada elemento X de uma algebra de Llie g, define-se a

aplicag8o adjuntas, adx ! & — £ por adx(y> w [x,yv]l, ¥ v € &

Um homomorfismo entre grupos de Lie G e H ¢é uma aplicagdo
@ 1 8 ——— H tal que p & c® e ¢ & um homomorfismo de grupos. Se
=lém dizso ¢ é um difeomorfizmo ent3oc ¢ € um isomorfizmo 'de grupos

de Lie.

Um homomorfismo entre Algebras de Lie g e h €& uma
transformagfo Hpnear w @ £ ———— h que preserva colchetes. Se
além dissoc yw for bifjetiva ent3o y € um isomorfismo de algebras de

Lie.

) Seja 6 um grupo de Lie. Um subgrupo de Lie de G é um par
CH,g> tal gue: ’
<1 H & um grupo d= Lie.
11> dH,9> ¢ uma subivariedads de G.

(iif> ¢ : H —— G & um homomorfismo.

Quandc ¢(H> é fechado em @, (H,p> ¢ um subrupc de Lie fechado
de G. No caso em gque ¢ & a identidade, n8oc faremos referéncia a

aplicagio.

Seja £ uma Zlgebra de Lie. Um subespago h = £ €& umz
sub&lgebra de Lie de £ se K,YI € h, ¥ X,Y € h

Uma subaizehra de Lie h de g €& dita um ideal de’ £ se
(,2Y1eh, ¥Xeg ¥Yech A Agebra de Lie g ¢ -simples quando
os seus Unicos ideais =30 os triviais,

“

Um grupo ‘de Lie & simples quando sua &lgebra de Lie & simples.

Seja H,¢> um =subgrupe de lLie de G e mejam h e & suas
recpectivas algebras de Lie. Entdo dqﬁ ¢ um isomorfismeo de h com a
subalgebra dpdh) de «. [8, pg 231 '” - y i
Cov b
:\‘J» .‘ i‘ . ) g .

. b . i
RS

——— - 5w

¥
st



PROOSIGRO 113 Considere o grupo de Lie R com sua &lgebr: de Lie
" r. Sejam G um grupo de Lie com Algebra de Lie £ e w !0 — &
wn homomorfismo. Ent3c existe um unice homomorfismo ¢ : R —— G

tal que dp = y. (B, pg 2011

Ra proposlicio 1138, consideremos o homomorfismo

Wx:’“—'——"’gi

t% —tX, para X € g fixo.

Sbhtemas w1 dndco homomarfismo exp . : R ——— G tal que

d{expx(tg—‘;}) = LXL

Definimos ent3o a aplicagBo exponencial

e @mexp 1 g — G ; X f—————;@:pxﬂ)

FROPOSICZO 144, Sejam 6 «—— £ e X € g£. Ent3o

D exp(ilX) = exp (L2 ¥ LR
Ciiy exp((t.‘+t2}f{) = exp(t,il‘i) expdlt X3 ¥ tg ’t'z e R
Y  expl-tX) = explLXd ¥t e R

o

€ivy eXpr £ — § & ¢ e d exp: g — Ge & a ldentidade,
zasim a aplcacio exponecial & um difeomarfismo entre UImMmE
vizinhanga de 0 em £ e uma vizinhangs 3= e em Q. I8, pg 10TL
FROPOSICAC 1.15 Sejam H,p> subgrupo de Lie de 4, £ &lgebra de
Ifde de © & X e & Se X € dethd entBc explti) € pdid V L € R
Feciprocamente, =se expl(tll € > para t em algum intervaloe
s eprte entBo X e delds

&, pp 1041

FOPOSIGES 146 Sefam B oum sﬁbgrupa de G, £ slgebrs de Lie de G e
t um subespaco de £ Sejam U e ¥V vizinhangas de 0 em £ e de & em @
respectivamente , tal gue exp f o U ———— ¥ & um difeomorfismao.
Suponhamos que exptU iy o = V H. Ent30 H com =& lLopolegls
induzida ¢ um subgrupo de Lie de G, h & uma subilgebrs de Lie de g

e h & a alpebra de Lie de H. {8, pg 1051



PROPOSICED 147 e = exp: gl —— GL(n,C> é dada por

A

w
- S_-n

n
N A /nl B temos 22 propriedazdes:

FR LA
€Y  del o™ = o'l

1439 B oF e¥ == AR BA. B8, 2GBL

PRAFOSIOEO 148 Scjem € um grupoe de Lie e H um zubgrupe fechado
“de Q. IimtE¥e E tem uma estrutura de variedade gque o torna um

sulgrupe de Lie de § com & toapclogia induztda. (8, pg 1L0L

PROPOSTCAO 119 © Sejam 6 um grupo de Lie comexe com dlgebra de Lie
<, B wn subgrupe de Lie coneaxo de G com Llgehra de Lie . EntZo H
& um cubgrupe nommel de @ s2 & 80 me iz & wmn {deaml de £

8, pg 198L

FROFOSTGRS 120 Szism B un aubgrupe fechs: d= um grupoe de Lie &,

m L mH ; m s § ¥ o conjurnta & esguerds madule H. Seja

s o4}
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de Lie G I"ntf_a & variedade homogénea ¢ cam & ecslrutura de gpupo
rzturs’, & um grupo d¢e Lie. [8, pg 1241

PROPOSTGRO 1.22  Seiz H umisuhgrupo fzchado de wm grono Sz Lie €.

-

Ho caraxos, entFo @ & consuo. [S, pg 1EIL
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PROPOSICAO 1.23 S” tem estrutura de grupo ‘Ej:e Lie se e =26 8e n o 1
ou n = 3 ([8, pg 1271 -

Apresentamos alguns subgrupos de Lie fechados de GL(Nn,C> que

seriao utilizados posteriormente.

UCr) 2 { X € AL, @) ; X * = ¥ '

SN m { X e GLN,CY ; det X m 1 e X = X ' >

OM,E = { X « GLn,RY : X "= X'
SO,F> m { X € GLN,RY ; det X = 1 e X - = X

A &lgebra de Lie de S0¢n,[R> & soln,R)
= {X € git,[R2 ; X = -xt > cuja dimens3o & nn-1>-2 conforme

g, pg 107). Esta algebra de Lie =sera usada no capitulo IV.

PROPOSICEO 124 > SOn,R2, SUn), Un> e GLn,C> =30 conexos.
11> GL(n,R> ¢ O0n,RY tem duas componentes.
I8, pz 130,1311.

PROPOSICED 125 UWn} é compacto. [, pg 108l

COROLARIO  SUnY, On,RY e SO0n,[R> =8c compactos.

SISTEMAS DE RAIZES E DIAGRAMAS DE DYNKIN

Seja V¥V um espago Euclidiano real de dimens3o 1 > 1. Para cada
r € V, » = 0 definimos Wr(x) m x - 2¢r,30Or 7 <r,r>, a reflexsio no

hiperplanoc ortogdﬁal 3 r.

Um subcornjunto ¢ d_e V & chamado um sistema de raizes em V =se
4> § & finltoe 0 ed& :
iy & gera V R

L
it



411> Se r, &8 € & entdo W _(8) < &
dv) Se r, = € ¥ entZo 2{r,s>/4r,r> ¢ inteiro

v} Ser, tr € § e se onde L€ R entZo L = *i
Os eclementos de © sZo¢ chamados raizes.

Um subconjunte N de 2 ¢ chamado um sislema de paizes
fundamental se
i3> T & Mnearmente independente
€ri> .T@d;z reiz em & & combinzs8c lneasr de raizes em [, onde os

coaficientes sZo todos inteiros nZ¥o negatives ou nio positivos.

Ka inteng3o d= obtermes um sistema undamental [ para
guzlguer sictema de ratzes #, munimos o espacge V com ums ardenacdo

total.

~ s + .
Seja ¥ um subconjunto de V satisfazenda:

.i-.

- +
[ 49! Se v = ¥ et >0 ent3o tv € V

.%
iy Se u, v e ¥ entBo utv € ¥

4

¢ii1) Para cada v € ¥, exatarvente uma das condigBes & verdadzira
J:'.
veVlV, vel ouwvml
T “ i \<+
Um L&l su conjunto v pode ser obtido, xar exenpko,

eccolhendo ums e 2 LW s s ¥ de Ve tomando

. L
- L
Y =4 Ttw ;o primeire coeficiente nBo zero & positivo
w = A
Intraduzimas agora vma relagBo de ordem 2 @ Y, CEThrmngdo
v,z v gquando U oo Dizemas gue oo ow_oende
LU =1 V-*.
L2
U subconjunte de # -« chamade um sistoma de ralro
-

+ . . .
s¢ tem a forma & [ ¥V  psra algum V¥V sesblisfazendo O,

acimsa.

PROPCSFGRQ 1326 Todo sistema de raizes pasilive em & cantdéin um

P

aistema fundamentat. (2, pg 4]

.

PROPOSICEOQ 1.27 Se [T = < '13'1_,...,1%‘ Y & um =zistema fundasmentsl em
N o7 ,;d‘r;h-
%, ent3o <1“,,x~}> =0 ¥ =i 12, pg 1GL
N g N s F
4
12 :
+ T .
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- ™

Uma subalgebra h de uma élgel—;i\a de Lie g €& dita uma
sub4algebra de Cartan se satisfaz as condigBes seguintes: -
1> hr o 0 para algum r, onde h2 a [hh] e hr = [h,hr__‘], r =2

(11> Se Ix,y1 € h para todo vy € h ent3o x € h.
A dimens3o da subalgebra de Cartan é chamada o posto de g.

' PROPOSICZO 1.28' Se £ é& uma Algebra de Lie simples e h uma
subalgebra de Cartan, ent3o g pode éer apresentada - como
= he lr1 .. @ lrk’ soma direta de h com um nYimero de
subegspagos 1-dimensionals, lri. onde [h,lﬂ] < 1., para todo i

ry
{2, pg 351

A decomposigio £ = h @ lx-x &.@ lrk da propoesicio ¢ chamada

uma decomposicdo de Cartan de g.

Seja £ uma Algebra de Lie simples e g = h & 1r1 : JO 1}'\k uma
~decomposicBe de Cartan de g Em cada subespago 1i-dimensional 'lr’
egcolhemos um vetor n3o nulo e Para cada y € h, [y,er] é um

: 1
multinpleo escalar da er, e escrevemos [y,er] = r(y)er

A aplicagdo » : h — [R ; Y b r{y> & linear em

virtude do colchete e portanto r é um elemento do dual de h.

As aplicactes rl,_..,rk s30 chamadas as raizes de g, e os

subespagos lrz""’lrk g30 chamados o5 subespagos ralzes de g

frelativos a subilgebra de Cartan k2. Note gue a aplicagdo nula
J R

n3e’é uma ratz.

Definimos agora a aplicaglo K ,» ' hxh-———>I[R por -

KR,y > = traq,o(.adx.ad 3. Yemos que <« X,¥ » W y,x M ¥ay  h
Y

PROPOSICAQ 122 Cada elemento do dual de h & expresso na forma

VY b & ¥,y ¥ para um Unico elemento x € h. [2, pg 361

0O elemento x = h -associado a aplicag8o ¥ +——— 1r(yd sera
.7 .
identificade com a raiz r, assim r pode ser considerado como um

elemento de h.




1

Considerando as raizes como elementos de h, =seja & o
subconjunto de h cobtido desta forma. Chamemos de hr o conjunto dos

elementos de h que s3c0 combinagBes lineares de 2 com coeficientes

reais. hr é um espago vetorial real

PROPOSICAO 1.30

1> & gera h.

31> Se x € hr, <f XX D=0 e «x¥;x»==0 apenas gquando x = 0
{2, pg 371

Segue gue hr_ é um espago Euclidiano e dim hr = dim h.

1
Definimoes o comprimento de x = hr por |x| B8 ( « X » ¥ e o
&ngulc o entre x e y € hr como sendo o utnico ¢ [0, 2Z)
satisfazendo « x,y » = [x]| |y| cos o
PROFOSICAO 131 0 subcenjunto § do espago Euclidiano hr Tforma um

sistema de raizes [2, pg 371

Ao sistemza de raizes & em hr chamamos de sistema de ratzes da

Algebra de Lie =simples g.

Segue da proposig3o 126 que & contém um =sistema de raizes

fundament.al 1.

Se jam P pi rajizes fundamentais distintas em g, e seja Gij o
angulo entre elas. Pela proposicdo 127, « _pi,pi » = 0 e portanto

o , ¢ um Arngzulo obltuso.

i
Sendo pi,pj e ¢, 2 pi,p.i » S K p,L,p_L >>: e
24 pj,p,L » /S« pi,p'i » _ s3o0 inteiros, e assim

N 244 pi,pj >»>2 VR <4 pi,p_l » p‘i,pi » = 4COSzo‘ij & inteirao.

Desde que @ = cos®’e € 1 temos 4coszo'i, = 0,1,2,3 ou 4. Mas

m 27 811 5%
. ¢é¢ opbtuso e portanto c'.f'_L_ s -, A ou f1. Sendo p., p.
, i i

1 J 2
linearmente independentes, excluimos .. = 1. Assim o aAngulo entre
vl
2% 87T S0

g’ ¢4’ o
§

-14 . i

¥

NI o v

duas raizes fundamentais digstintas é

°



Para cada par de raizes fundamentals distintas Py, ' P 7
_definimos um numero “inteiro nij por nLj - 4(:0820'”J Segue que nij
=0, 1, 2, ou 3 gse i # j.

0O diagrama de Dynkin de uma Alggbra de Lie simples & é um
desenho composto por pontos e t,ra;;;os da forma =eguinte. Os=s pontos
" correspondem as raizes fundamentals de £ e dois pontos
correspondentes a duas ralzes distintas est3oc Ndgados por nij

tragos.

Os Unicos diagramas de Dynkin de algebras de Lie simples, =3o
apresentados em [2, pg 40,43], com as dimensBes das subalgebras de

Cartan. Encontramos apenas um dlagrama cuja dimens3c da Algebra é

14, a saber, U { denotado por G_,. Temos também um

tnico diagrama cuja dimensSo da algebra & 3, a saber, 0 denot.ado

pox- A1.




CAPITULO II - A ALGEBRA D B

Neste capitulo apresentamos os octénios, derivamos algumas
propriedades que nos permitem provar que os octénios formam uma
Algzebra com unidade, n3oc comutativa, nio associativa, alternativa,
com divie3o e normada Encerramos apresentando uma forma matricial

para os octdnios.

OCTONIOS

Consideramos o espago vetorial R%. o produto escalar
pessikiita obter uma base ortonormal para.lRa, que denctaremos por

ie, je, ke, e, 1, §, k, 1.

Definimes uma operacg3o de multiplicagio de vetores em R® pela

tabela
| i« | jo ke | e |} i J |k ’ 1 |
fe |- 1 |- Lk J -1 e |—ke Je ie
je ! kl-11-11- 31l ke | e |-1e| je
ke |- ] i |- 1 1- k |[-je ie e ke
e i 3 k (-1 |~ie |-je |-ke e
i |-e |-ke | je | 1e |- 1 kK |- 3 1
F 1 ke |- e (-ie Je - k §- 1 i 3 -
k |-je ie |- e ke J |- 1 |-1 k
1 e Je ke e i 3 k 1

e estendemos a todo IRB da maneira usual
Vamos . dénotar R® com tal operag3So por [ e chamar sgeus

elementos de octénios. Olhando a tabela, vemos gque D contém uma

copla da Algebra MH. o

16
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-
Podemos escreve. uns octdnio -
-
x-xie+xje+xke+xe+xi+x6_j+xk+x como a soma de
1 2 3 4 5 K4 8

suas partes pura e real, ) — -

X m Pux) + Re(xD onde Re(xd> = xB e Pulx) m x - xe
ou como um par ordenado de quatérnios,
x m ( X' ,x) = xX'e + x" onde x'-x1+x2j+xk+x
1 s -
x”-xi+x6_1+xk+x
5 ? 8

Usando a notagdo X para a imagem do quatérnio x pela
conjugagio de H, segue que a conjugagio de um octénio x tem a
forma

X m - Pu(xd + ReG) = (-x‘, X

Para efeito de calculos €& conveniente encontrarmos uma
féormula para o produto de octénios x e y, gque ndo envolva as
- dificuldades causadas pela Talta de associatividade.
C ke m ({ide # 1(jed = -ke 3.

xy ® (& XY,y = (e + X"Ny'e ¥ YO =

m (' edy'ed + (X edy” + x"(y'ed + x"y”

Verificamos que x'eXy'ed = —;" x

' edy” = O’ ;")e
x"{y‘ed m (y' ke

Asgim’ (xl ’xlf)(yf ’}y"> = _;! x‘ + (xl ;'l)e + (}’r x‘l)e + x.}}'ll
= (x' ;‘" + Yl x'l>e + (_:\;‘ x' + x'l)?")

- (xl ;,ll + y‘ xl)’_;’l xl + xlt-\’.il) (1)
Escrevendo os octdnios x e y como
}:=x1e+x°je+xke+xe+xi+xj+xk+x
| 2 2 4 ] G 7 B

r =2 v ia %+ v + vk r + v v r ) '
y=yletyjetyke tyes+yltyJ+yk+y,

aplicamos a férmula (1) e encontramos as coordenadas do produto xy

em relagBo a nosza base.

17




xyﬂ

fe¢ Xe¥g T XN, T XY T XY T XY F XY T XY, M xays) +
je(—x_?y‘ T XY, Y XY, T XY, T XYV T XY rxy, ¥ xzya) M

ke( XYy T XY, T XY T XY, XY T XY T XY, Tt xsya) +

€ (—x5y‘ T XY T XYe + a4 + XV + Ve + *9Yo + x4ye) * 2)
1¢ & + x;yz T XYe T XY, + s~ XD s + *& 2 + xsya) *

3 (_xsyx TRy, * X ¥ T XY, + X Vs * XV T X5V, * xaya) M

k< XY T X4Yo XYy T XY, T XYy XY, * XgY2 * x—7y8) +

-—r - 4 - -— - 4 — ¥ - -+ r
1¢ X1y1 . xzsz xsya x4y4 x5y5 xd}ts x?y'z xase)'

PROPOSICZO 21 D & uma Algebra real.
Dem. Dados %, v, Zz D e t &R
> xy & um par de quatérnios, assim xy € D
As igualdades
11> tdnyd = (Lxdy = xdty)
1) xCy + 2D m xy + x2 ; X + yIZz B X2 + yz
seguem da regra do produto P e de resultados équivalentes para

quatérnios

A& &lgebhra D é chamada a3 algebra dos octénics ou Alzebra de
Graves—-Cavley-Dickson. Notamos que D & uma Slgebra com unidade

<13, nZo comutativa ¢ 1 = -Ji > e nio associativa
ke 2 {(ijde # 1{(jed = ~ke > T

PROPOSICAO 22 [ & uma algebra alternativa.

Dem. Devemos verificar que x(xyd> = xzy e xydy = xyz, ¥ x, v « D
Faremeos apenas a primeira; a segunda & analoga. '
wxyd = (xR’ w2y L,y e

= (xl -'x!l>(xl ;;l‘ + srl xl!, - ;' xl + x"sy")ﬁ

mO (Y X HRTYIOIHOE YUY NN, Ot y Y XN+ X Cmy X ARy D=
=C-x* %y’ X’y R e B L
== [x* | By’ 4t (PUCEReCk! MY 1k, my™ x| - Re eIy I’ 45Xy =
MC-*y' Ix, |2+ w! (ZRQ(X"});'”‘!' v _V‘ XN, - zx, lzy,,_ 4;', %’ RN+ X"X"}’"}a
mC-y* %' X’ + X ROy XYY+ TEVCNTIREINEING y"—;' RN PR XTH NURTY IR
OO’ X7HXY XUIYURYY (O NTURTY, -y Ox’ X7+ N RN R ERIKIY =

= O X 4 RN, -x' N+ NURTIGY LD

= [Cx X720 173y’ ,.y")::xzy o

©



COROLARIO V¥ x, yv € D, (eydx = x(yx).

Dent - Proposig@o 1.5 g

PROPOSICAO 23 [R é o centro de D.
Dem. Imediata, visto que [H é& subalgebra de D e Zd{H) = R

LEMA 21 ¢ : D —m—Mm 8 D ; XxXr—m—-sy x é uma anti-involugio, isto

& ¥ x, vyel, ¥t elR vale:

1> §+y-;{+§
i) tx = tx

Aild x = x
vy Xy = yx .
Dem.: 4> e 41> =80 imediatas.

Y x m %', %) m (~x’,x"d m O L,XT)> om0 1D

Gvd xy = eyt o+ oy XY, - YR O+ XUy

m (-’ ;_,.u - }'l X", _;: xo + W ),u)
- (_yl xn - xl ;u" _;f yd + y"xu)
= -y’ ,;”)(—x‘ ‘,>—c")

=% -

Definimos a norma de um octdénio x por

( 2 1

—— = B —

|2} = God" = oot = ¢ Ex: )x, segue que |x| = |x|, |x|] z0 e
=4

%] = ¢ =¢ e =¢ =e x = C.

El e

E facil ver que para todo x e D, x &= Q, x = J_(/;xlz.

LEMA 22 . Para x, v € 0, com v # 0 temos:

D vy = ox e v i = x

Cii> (yx)ydz = y(xy—i)'

Ciii) Se x = 0, Gad * a v a7t

Dem. 1> (xy)y—‘n 'y + yIx", - yxT o+ XYY LYY S ]y[qu:
e Cxt §"S"'+3'.; 3ty ity v N -y x.,y..’;,. ORI x -3 X’ ;,.._,,x..y.,;,..)/ | v 2_
ol P e e N N b R
= o |y]% x|y s y|%E D mox

Para y_"(yx) = X a demonsiracgio é analogsa.

ie




di> Sendo D alternzuv::;. partimos da jgualdade
v + 0% e oy + 0y + 0y™H -

(yy + yx + xy + xx Oy m Cy + 300 + xy D>
Crydy cyy oy HOooy T ey + yexy ™D + x exdxy™H

Fazendo uso de (1) temos

VoF Y M+ x GOy Tey + vy +x o+ oy ™D

A alternatividade garante (xxdy * = x(xy D e portanto

Gyt e yoy™S

Giii) De () temos yyxd = x m ¢y *yIx W¥x,yeD com y # 0-
Fazendo x = (xy> * obtemos

Gyd e vy yeayd Tty m oy Nk oGt e oy

PROPOSICARO 24 [ & uma s#lgebra com divis3o.
Dem. Sejam xy €« D tq. xy = 0. Suponhamos gque. y # 0, ent3o temos
seu inverso y . Multiplicando por y & ambos os lados da igualdade

xy = 0 temos (xy)y—1 = Oy"1 = 0. Aplicando agora o lema 22 vemos

que x = 0 g

LEMA 23 <> |t.x| = It.Hxl ¥xel e¥telR
| G x| o= x|t ¥xeD, x*0
Dem. [Imediatal.

A lei de distributividade x(ty + lz) = txy + Ixz com t, 1 € R
e %, 'y, z € [, permite interpretar a multiplicago y —— xy>

~ 8
por x = D fixo, come uma transformagio lnear em [,
M¢ : D — D
¥ — Xy

onde v & tomado como uma matriz coluna.

Da igualdade Mx(v> = xy, vemos pela férmula (2) que o

operador Mx tem a forma
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F % X -x X =% X % x
- -] 7 6 5 P 8 2 1
-¥% x X -X_  -X x =
? 8 5 3 8 1 2
_ w -X X x X =X -X x
S 5 B ? 2 s 4 -}
-X =X -X X X X x x
L . e ] 1 2 <
M = x X -X_ -X X -X X X
4 2 1 e 6 5
-X x X X X X =X by
1 < 1 2 7 e s S
X -X X =X -X b x »
2 1 4 8 G s 8 ?
- =X -X =X X =X _ -X X
L 4 2 s 4 5 G ? a

Podemos entBo associar a cada octdnio x, uma matriz quadrada
de ordem 8, M :D — £WB,RKR) ; X — Mx. Esta aplicagBo ¢é
Hnear, isto &,

Mixryy =2 M + My e Mixy m tMx ¥ x, vy e D e ¥ L = [R. Com efelto,
Moryy{zd = (x + yiz m xz + yz m Mx(2) + Mylz) = (Mx + My>Oo

¥ z e D

Maw(z? = {(txdz = LOmed = tMx(zd = (LMx2(z) ¥ z < D.

Qualquer tentativa de obter uma aplicag3io
¢ ' D —— £148,R> preservandec também o produteo nde procede,
visto gque neste caso D | seria isomorfo a uma parte de g£IB,R>, e a
coépia de D estaria  munida, em  gi¢8,[R, de multiplicacgSo
associativa, contradizendo o fate gue B €& uma algebra n3lo

associativa.

FPara um octdonico unitario fixe =, vamoes denotar & matriz Ms

por Mz = Imprl, p,r 1,2,..,8.
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CAPITULO III - AUTOMORFISMOS DE D

1
i

O objetivo aqui & obter a representagioc matricial dos
aﬁt.omorfismos de [, para utiliza-la no capitulo IV.

Baseamo-nos em [71 e atacamos o problema como segue.
Construimos 3 classes de automorfismos e damos suas representagSes
mat.riclais. Posteriormente verificamos que todo automorfismo € a
composgicdo de 3 automorfismos, um de cada classe apresentada.
Verificamos também que os automorfismos de D est3o contidos em um

subzrupo classico de matrizes, a saber, SO7,R).

AUTOMORFISMOS

Sabemos que cos automorfismos de D tem estrutura de grupo;

denotaremos este grupo por 62.

Um elemento T € Gzh ¢ um automorfismo do espagoe vetorial
P = E® tg TOoy) = TOOTCY? ¥ %,y e D Sende T2 # 0, temos seu
inverso e a ipgualdade T) = T1d = TUITA) implica T = 1
Pela linearidade de T, vemos gque a parte real de um octdnic &
invariante sob atuag8oc de automorfismos, isto ¢, automorfismos de

D atuam apenas nos 7 primeiros elementos basicos. Aléem dis=so, para

X = (xi,..-, X, xe) e T(x> = (yi,-.., Yo ye) temos T(x> = Tdx).

De fato, x = -x + Zxﬂ e T = ~T(x) + 2T(xe) =

— (-yi’_“’—}r?' —};8} + 2XB = T{x).

Como consequéncia, T € G preserva norma. Com efeito,
|TGo|? = TOOT = TGOTGD = Txxd = TCx|™ = |x|®. Logo T &
uma tranzsformagio ortogonal

x
I

Ty = TCxl.yv2 = [x] T Portaﬁto, podemos considerar T & (32

P .
e S ent.do

U

e x € D é . puro e y =

&
atuando no conjuntoe dos octdnios puros unitarios, a esfera S° em
Ao d
R
o}

Na inteng3o de' descrever os elementos de Gz’ vamos




,;: —_
inicialment.: o= preocupar com.:. automorfismos internos, Isto &,

conjugaces por octdnios rixos nﬁc_; nulos.

U D —— D ,xx0 JE—

Yy — xyx

onde a ordem que efetuamos o produte é desconsiderada em virtude

do lema 2.2,

PROPOSICKO 3.1. U: D—— D, y — xyx s Xx#0 & um
automorfismo do espago vetorial D = R".

Dem. <12 Ux(t.y} = xt,yx—1 = t,x‘_,a'x_1 = tUx(y) ¥YVyeD ¥t ek,

ii> Ux(yi-z) = x(y-!z)x—" = ().:3,:+3~cz)x_i = NYN Yyzx P m Ux(y)+Ux(z)
Y yz el

G UCY) = 0 3 xyx "= 0 3y a0

Assim Ux & uma transformag3o linear injetiva de D em D,

portanto & automorfismo do espage vetorial © g

Parsa qgue Ur fosse também um automorfismo da ASlgebra D,
necessitariamos Ux(yz} = Ux(y).uv(z) ¥ yvwvz € . Porém para X = e,
vyveilez= ] temos ~k = eke * = UG(L:) ] Uo(iJD = eie_t.e._je-—1 =

= (13- = k

Bugcamos saber sob gue condigdbes impostas ao octonio x & 0,

U & um =utomorfismo de L. Para isso provaremos slguns lemas.

-

Note gue podemos reduzir conjugagtes por octdnios, A

conjugagBies por elementos da esfera s’ cocténios unitariosd, pois

se x 27 0o 5= ,—l temos
!

»

-1 ;: x ; - ik
U {y) = xyx = xy, T2 ® T,y,>, = sxs ma sxs s UG ¥ v e
x IRt :

4y




Até o final deste capitulo, s ¢ um octénio unitario, 17, -

LEMA 31 CUD" = U _ = U
= =

Dem. Dado vy & D, UQoU _1(}') - Uc(s‘—")'s:) - s:(x;--iys?m:“1 =
=
= [s(=s i(ys)ls m (ysds ‘e y

Por outro lado, U . Ug(y) = U _1(sys_1) - 5-1(sys_1)s =
= =2

= [S-i(s(ys-i))ls = (ys_i) s = y.

Note que utilizamos o lema 22 4

LEMA 32 Uy =Uu se e 26 g¢e s &ttt s, teS.

Dem (&) Evidente

1

DU GO UG ¥xeDssxs ' mtxt’ ¥xeb.

Se 2 = 31 temos xt = tx ¥ x € D, assim t. = 1 pois t € ZAD

a t e 57,

Se s # ¥t ent3o & n3Io é colinear a 1. Completamos uma base
) ~ e Pl ~ ~ ~

a2 partir de 1 e s, B3 = { ie, je, ke, e, i, j, s, 1 e

aortonormalizamos 3° apartir de 1, obtendo

3= { ie, je, ke, e, i, j, =, 1y onde = = T—T
s

s =g - i== s .
]l s
Py

o~ i p-]
Saegue gque S = o5 + = = sfjs + 2 1, azssim s = S
= ] 8 -

in
T

-1 -1 -8
Trabalhamas sgora com SXs = txt. L, ¥ xeDesesS .

Temos ent3do a igualdadé

(}:' S“S"}S"X"S") = -

= (t" xllt'll_’_xa tr"t;"-"t' xt tr —t-‘ t.".\'",{::-f,’};—;"‘t' xl t;"_‘:s'—‘——t:. F_!_t'"xl't'lr),

Vo

M
=




Para x' =& O ) -
€0, s”"xX"s") m (L' X"L"-t L %", L' t' x +Lx"L'D
W (x" X2 e D com x' = Q. W(l)””
Comparando os primeiros membros de (1), |
L'yt -t'y) m O ¥y € H,
donde t° = 0 ou ;‘L" = t”y ¥yeH fle, t“" = 0

Supondo t” = 0, comparamos os segundos membros de (1)

s"y;—"_ E'—t.'y = y— ¥ v e IH, mas isto ¢ impossivel pois temos a
igualdade de um automorfismo com uma anti-involugio em [H. Portanto
' =0, ie, t e Ss, reduzindo o problema a H. Mas pela
acaociatividade de H temos para todo x € H

1

sws =t.xt,-1gsx;-txca—s-t.xnx;t-:);t,elkzzcm).

|st] = |g]jt] =1 s st m M a3 sstI m s st = s g

COROLARIO ConjugagSo por um octénico unitario t & um automorfismo
internc de H se e somente se t € S°.

1

‘DenL {&) Evidente (L = Ss, txt ' ¢ automorfismo de H)

(3> A hipdtese diz que para todo y € H, b’ ,t")(o,y)(-—tf,t?) =
= (0,3)(0,}*)(0,&) para algum s € Ss, o que corresponde a igualdade
€13 do lema e implica que t & Ss.

2

E S S 7
era#s = tT, st 8

LEMA 33 u_u,

Dem. Se UU *e G ent3o UU G UU Ny = U U txyd
a t 2 s t s t 2 t

¥ xy e D : )
Em (2) colocando x = Ut(u) ey = Ut(v) para v e v em D temos,

U_Cud U v = U_U U cud U cvdd ¥ uv e D

Aplicando U:1

UU an U_v = UM G U e ¥ u,v, € D, isto &,

2Clausd(evadds m tLCCbutXCtvtdt ¥ u,v € D ‘ 3)

>
'U"b



= ;
' = . 3 ]
Como  no lema 3.2, assum! a5 & € 8§ . Veremos que t. € 5.
= oy = 8 ,-3 s ,-8 o ]

s{(susXsvsiIs = (W svistv' g u’s T, eV u g THu'v’y 4)

Colocando u’* = v’ = 0 em (4), segue que (3) tem a forma
uv B LCCLULICLVLY) ¥ uwv € M

Conjugzando por t, tCuvdt = CtutdCtvt) ¥ wv € H, 1isto 6,
conjugacio por um octénio unitarioc t ¢ um automorfismo de H, e

pelo corolario anterior, t & Ss.

Agaora facamos u” = v’ = 0 em (4). Segue que (3) tem a forma
(O,—;a vusHt = (0,—{3;ut3) ¥ uv e H
Para a = vu € H temos

;Sa sgz Caat. ¥ a<cH

Pelo lema 32, s° = t? -

LEMA 34 U_e€ G, e s = ¥

i 2

Dem(:)UHEUHc IdEUHUI 5(52:;3 = + 1

() Se &8 = 1 entd3o U = Gz' Se = # * 1, assumimos como

no lema 32 gue = = O,=2) Sﬂ.

U {xy> = €0,y 4y’ X"~y ' x* +x"y")(0,;) ¥ uy € D

m " yryt x")s,s:(—;"_x' +x"y")(0,‘s—) =

= ' F—ky' x")sz,sc—;’_x‘ +x"y");) _ )

3 — b4 -
Para s = 1, como s8 = 1 temos 8 = 5 e dai,
: ’ 2 r” r 2 LLJ - —2 _l & Lyl 4 -
Ueyd = (X's™s vty a2 sx"ds,s -y ' x*+x"y"2sd
-
r’ 2 —f!_ L4 2 'l- —2—.I * - -2 e 0’-—
= (x's sy'sty’'s sx"s,-s y' xR sts x"y'sd

) 2 =, 2 = _zT=z2z 2 "y .
= (s gy”sty’'s sx"s,~s y' '8 te=x"v'sd . (@)

- 2 —_
= (' sz,s:x"s)(y' = ,sy's)
= (' 2,ex”20,82(yv’ 5,5V 20,52

= (0,230 ,x"0,5200,53Cy,y 20,




+ -

= ﬁﬁ(x'}j U;(y). . ¥ x, vy e

Para sg = -1, sz = -s- e de (5) temos -

U Cxyd m (~(x’ s sy "y’ S 8X"Is,~8 (-y’ X’ +X"y* I8
= ((x'szs*,?ﬂ," szs:x");,gz;i_'—x' ;—g:zx“y" =)
L 2 —n_ ’ 2 n- ol 4 ¢ ’ 2, o — u—
2 (s ayst ya'sx"s, 8 y'x's tsx”ssy“sd 8  (6) e portanto temos

U_Cxy> = U_GOU Cyd ¥ xy € D. o

PROPOSICXO 32 Ue G, se e s6 se s € €% (x € S x = 172 } ou

s = 1
Dem Pelo Lema 3.4 temos

Uﬁeezse e =26 se 8 = i,
Como ant.eriormente, podemos considerar s e Ss < H,

s = (0,(35,86,8?,83)

SgSE(ZSS,ES_S ,235,232—1)(5,3,3,3)
. 5 8 s B, 78 g ] s" 7 8
k! 2 L2 2 8
-+ o = - R s +
s & (485b-8 Ss, 43638 _6,4:.7:.8 S7’4Sa 3:.3) = (0,00,0,._1)

( sr(4s:—1) = 0 &> 35 = 0 ou <..:8 m 12
s(4sz—l}=0 = = = 0 ousg = 12
= 8 P g

&= "
g (42812 2 0 &2 =2 =m0 ou s = 12
? ] ? e
433—33 4 e O &= Sa =1 ou sB w 112
segua e =" =1 s s = 1 ou s, = —-3172

SS =-1 ¢ 5 =1 oUu SB = 1.2

Assim U= < Gz se =6 se s = 1 ou S Reds>d = *z12. Pelo
lema 32 U = U__ portanto (s,s ..,5 .~ 1/2) € S° representa o
mesma  automorfismo que (—si,_._,—s?A/Z) < §d, e Lambém U_1 = U(
Logoe os automorfismos internos de D, intdD), =30 exatamento Us

Py ne » - S
para s = 1 ou 8 € S . Note que §° & homeomorfo a $ o



Segundo nossos ob jetivos, precisamos desci® ver.

matricialmente U € G2 para tal temos a proposigio seguinte.
- »

PROPOSICAO 33 Para s € §6 , a forma matricial de Ug = (Upr) é

dada por Uprn 2(spsr+sampr>—<5pr, p,reai, 7.

Esta férmula utiliza os elementos da matriz MS = (mpr) do
capitulo II e 6Pr o delta de kronecker. Ela é verificada
diretamente, aplicando U$= nos vetores basicos e colocando os

coeficientes em coluna o

Consjideramos a matriz de Us: como uma matriz real 7x7 em vista
da nossa observacBo inicial de que os automorfismos de D deixam
invariante a parte real de octénlos. Em verdade quando

consideramos ’UJ_ como matriz 8x8 temos lJm = Ual s 0 e Uee = 1.
Assim a forma matricial de U e G & [Id) ou
2 F4 TX?

2
s -1/2 22 s 4s 25 8 -5 25 s +s 28 58 -8 28 s t8 28 = -=
1 172 1°8 & 174 5 1's 4 e @ 177 T2

?
L2
28 8 8 28 -1/2 25 g +8 25 s +8 28 8 -8 28 5§ -8 25 5 _+=5
2 2 7 2 28 5 24 © 2 s 8 26 & 27 1
2
PsS s 48 P s -5 2T-1/2 25 5 s 28 s +8 28 8 -8 28 5 -8
2 1+ o 32 5 g a &4 7 8 5 2 8 ¢ 4 87 4

. 2
2 58 -8 288 -85 288 -8 282-1/2 28 5 +t8 28 § t8_ 28 s _+5
1 4 2 o 4 8 7 4 5 g 4 6 2 4 7 8

[L I N

2 o 45 22 s +s 28 8 -8 28 5 -5 25 -1/2 25 8 -5_ 25 5 _+t=
s 2 . 5 2 2 5 o4 1 5 6 7 57 &

3

) 2
25 & -5 28 s +8 2Ds s +s 28 5 -5 2a s ts 2s ~1/2 28 s -8
i g S 2 4 c g S 4 2 5 7 S ? 05

LA L

Za s 4 2825 -5 28 58 +s8 2o s -s 28 8 -5 2s s +s5_ 28 -i72
v s T2 ? 72 4 ? 2 25 & 76 5

ende s= ¢s , =, 8,8, ,8,8,s5 =12 < 5.
_ £ 2 3 4 L o ? 8
Futuramente utilizaremos a

PROPOSIGAO 3.4 IntdD> € SOC7,R) »

Dem. Sabémos que os automorfizmos de D =30 transformagdes
ortogonais, assim IntdD> € OC7,R>. Para Uge IntdD> temos
(Uzz}-'i = '(U:)T e  portanto det.(Ug) a ti, Resta ‘ provar que
deL(U:)‘ # -1, ou =seja, que U; estid no companente ’ ident.idade de

[T R 7@ )

O LR




Para s = 1, U = Id e SO(?,[E). Pado s *# 1 € s’ conzideramos o

arco

v 0,1} — s S o

. . (1-t)] + ts
' * TI-031 + ts|

conexo que liga 1 a s.

Além disso a aplicagdo U : S7 —_— oK7,R>, = ——— US
& continua e portanto Uui(0,113> & conexa em OC,R> e lga Id a Ug.
Logo U_ estad no compcnente identidade de O0C7,R> e portanto

det.(Uﬂ) = 1. -

Como conseqiéncia da falta de assoclatividade em s?

apresentamos a

FROPOSICAQO 35 NEo & verdade que IntdD) ¢ um subgrupo de
AutdDd = G . - h
Dem. Vamos exdbir U, Ul < Int (D) tq URUt & Int D).

Tome s = 3 ie + 172, t = l—g e + 172 em $° e considere suas
matrizes
"1 o o} 4] 0 o o 7
0 -1,2 o 0 c 0 -1/2
c 0 -1./2 ] ¢ -vY3r2
i 0 0 -1./2 ¥3rz 4] 0 = U
0 o 0 -¥3s2 . -172 o o
o o Y32 0 0 -1./2 o]
0 ~¥3r2 o 0 o 0 -1,2




C ~1/2 o 0
0 -1/2 0

-0 0 -172

0 o 0
Y32 0 0
32 0

0 c Y3 2

T ~-1/2 (o] 0
0 14 3/4
0 -3-4 1/4
3/4 0 )
-¥Y3r4 Q 0
0 -¥3s4 Y34
o VY34 ¥3s4

Supondo que UU = U = (at

a2 m —172 = 2r2-1/‘2
11 1
a = -1/72 = 2rj—1/2
Mac & = -¥3/72 =

.. 0 -¥3./2 0 0
0 o ~¥Y3/2 0
0 o T0 ~-¥Y3,2
1 0 0 o
o -1/2 0 0
0 0 -1/2 0
0 0 ] -1,2
0 -¥Y3r2 0 0 ]
0 0 Y34 -v3/4
0 o ¥3/4 Y34
-1./2 -¥Y3,4 o o
-¥3r2 174 0 0
0 0 1/4 -3/4
0 ) 3/4 1/4

)
J

< IntdD> temos

14

a2 rm @ m
1 4

2r r ~r = (0. Absurdo =
15 £

=U U

Ainds sochre auvtomorfismos internos temos o

LEMA 35 Uﬁ e IntdD>. Uh(e) B e &S = 1 ou s‘ B i';"STXZ

Utilizando a matriz para

Dem. U (ed = e ¢ 528’ & e & se = es.
produto por cctdnios a esquerda, vem que
Se = eSS €2 § = 58 B S = s =5 8 =20, s mi/2 e s =
) 2 3 5 s 7 8 4
m +Y3/2 cu s = 1 g .
YVamos procurar agora os . demais elementos’ de G2 gue
estabilizam e. Denotaremos este subconjunto de Gz por G =

2a

= { L € g, L(ed = e }» Veremos que Gz~ ¢ isaomorfo a SUWE.

e

=

LT aQ

2a

Claramente L,T implicas

°

a
2o

30



Dado um octénio puro x, podemos escrevé-lo na forma

xn'i(xe-l-x)+_j(xMe'+";¢)+k(xe+x)+xe
1 5 2 '] 8 ? 4

Chamemos 2Z2 = X e + X, 2z =m xe + X zZ mxe +x, em cada
1 1 s” T2 2 ¢ s ) 7
z, n = 1, 2, 3, troquemos e por 1. Assim a cada octédnio puro
. -]
X - x4e temos associado um Unice elemento z = (zi, zz, zs) e €, e
reciprocamente. Segue que L € (i’2 pode ser visto como uma matriz
Qo

de GLC3,0D.

PROFOSICAQ 3.6 Gze é isomorfo a SUC3).

Dem. Considere a aplicagS8o A : 620———-\» GL(3,0>;
L ————— AL onde ALCZ) = L( para x® associado a

Zz = (z‘, Z,» zs).
1> A esta bem definida.

Dados L = T = (32° e z & Cs, ,seja x associado a z. Entio

AL(z) mLdx) = T(xD = AT(z)

1i> A & injetiva
Novament.e tomando L,T € ng e z & Cs com X associado a =z, temos

AL B8 ACTY 9 A (22 = AT(z) 3 L{x> = TOD - L = T

¢ii1y A preserva operag3o

a
Aind=, ze LT = Gz e z € € com x associado a =z, temos
. &

LT € G e LT(x> == LGOTIRS

g

A (z) s LTGD @ LOO = A (z)A Cz> = A A D
LT Y L T : L T (22

CIvS A(G%) = SIS
Para A & A temos |A ()| a |L&D| = x| = |z], sssim A
L za 1 . L
preserva comprimento de vetores e portantto AL & unitaria. Segue

que AL & disgonalizavel.

3t
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Lembramos que A, A m Id, fe, ww = ww m ww =1
L L 14 2 2 s 8
Consideramos a igualdade L ao = L (1)L o e notamos que 1, J e
k s3%o associados respectivamente a 1,000 e (0,1,00 e €0,0,1).

Aplicando A temos

)] 1 4] (] Cw 7%
AL 4] = AL Q AL 1 = 0 = 0‘ wz
1 0 o we 0 o

Escrevendas em linguagem de produto de octénios temos k w, =

o ‘Lwﬂ._j.w o Se jlam W= B + ibn, an, bon € E. o= 1, 2. 3 dal,
l¢a+ eb > = ida + eb >ja_ + eb > =
-} ] 1 2 2 2
=(axi + bhieda j + b je)m kitaa - bbd + eC-ab_ - b a)d
i 1 2 2 1 2 £ 2 12 12
Segue que a = aa - bb €€ b ® ~-Cab + bal).
9 12 12 8 12 172

LW R W W =W W B W o 2W wow =i
3 1 =z 2 2 1 s 2 4

Portant.o AL & unimodular e unitario, isto &, AL e SU (3>

Para a inclusio contraris, tome B = v, ¢ ¢ e SUEG2
" G v,
\ c o v

v =a +1ib > e C, n = 1,2,3..

VYamos supor gque B = AL e ver qual a forma de L para que
tenhamos I, & Gze. Dados = = (zi,zz,zs) € Cs_. seja x o octénio

assoclado a =z, com =z & (x| ¥x Y no= 1,23
. ™ nu 4+n )

Ldxd m A (2D = B(z) = |v = Cax+b x> + (ax ~b x>

L : 171 174 1w s 11
vz = |(ax+b x MM + (ax -b x )
22 22 26 2" 2 2

v oz Ca x +b »x 21 + (ax -b x>
s s a8 87 g7 8 &

32
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Reescrevendo esta matriz como LmaLm "\!lpi'ko cé)lunamde numer-os

reals temos: { - ~Ub§a-~ :
[a % +b x ] e
174 1'%
ax +bh x
22 2 o6
asx3+bax7
LGS = ax +hbh x
1’5 174
ax ~-bx
26 2 2
ax-bx
|27 23
e portanto L tem a forma
_31' 0 4] 0 b1 0 0 ] [ (4] T
Q az 4] Q 0 b2 4] Re (B> 0 Imd(B>
4] 0 33 0 0 0 b Q
o o o 1+ o o of " o o0t o o o
-b 0 0 0 _aa1 0 (4] (3]
4] ‘—bz 0 0 0 az 0 -Im(B> 0 Re (B>
0 0 -b 0 0 0 a 4]
= 3 3- e —

det. L = det [ Re(B> Im(B>] = det [Re(BXRe(B) + Im(BXm(B>] =
|~ Im(B2 Re (B>

a> + b o o
1 1
= det ()] az + bz 0
2 2
0 (4 az + bz
a 8

Mas B* B = = v v =1=a’+b’=1n=123

™

Portanto L € um isomorfismo fixando e, a verificag3o de que

Lixy) = LODLLYY para gqualsquer octdnios puros x e y segue de

caleule, lembrando que v v vy m1 e vv 1 3 veEVV =
1 2 = non : 12

3=(33—bb)ebu—(aa+bb)
2 2 2

o~

Segue da demonst,ragﬁo da proposigioc 3.6, que L € ng

33




- Re (B> 8 Im(B>
se esbtsel = 00(1)000
-Im(B> g Re (B>
Vamos identificar L ocom matrizes desta forma, obtendo uma

representacio matricial para ng.

Note que L, sendo automorfismo, preserva norma e portanto é
ortogonal; além dissa, vimos que detdl) = 1, Concluimos

que-G2 c = S50(7,[R).

No lema 35 vimos que U (ed = e para s=1 ou s = Y8 2.
Claramente tomando B = Id € SUC33, vemos que B e U’ representam o

mesmo automorfismo. E natural peguntar qual a matriz B € SUMD

~G
tg B e U, com =eS” e s = +¥3/2, representam ¢ mesmo

automorfismo. A questio torna-se simples gquando escrevemos a

forma matricial de UH.

~1/2 O 0 (V] -8, 4]
o —1/2" o o -8, 0
e o -172 0 c -s,
M = o o o 1 ¢ ¢
] s, 70 o o 1.2 L] Qe
o s, 0 1] G -1/2 4]
“*_10 G s, 0 0 c  -12
—1/2—341 o o
e claramente B = - 0 “1/2‘841 4]
o o —1/‘2-3‘.‘&

Apresentamos assim a intersecgBo entre SUC3E> e Int.dD).

. Até este ponto temos obtido a representacglo matricial de duas

clagses de automorfismos de D, IntdD> e ng, que estio em SO07,R3.

34
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Apresentaremos uma terce,csa zlagse, também contdda em SOC7,R), e
provaremos que todo automorfismo de D pode =ser escrito como a

composgigBo de trés automorfismos, um em cada classe apresentada.

PROPOSICAO 3.7 R : D —— D, &, X" — (%', xX"> & um

automorfismo de D, que pertence a S0O(7, [R).
Dem. A forma matricial de R & -1

Claramente R & um isomorfismo de ®® em R® que delxa fixa a

ultima coordenada. Além disso,

R(x,y> = RICG X"y’ ,y"2] = (-x'y’ —y R ,-YOX YD) =
= L=y P40y IR - -y IR IRy - R Ry YN
= R{x> ROy ¥ x, v € D.

Sendo R automorfismo de D, R é ortogonal e como det (Rd=i vem

que R < SO(?,[R}.-

’

A terceira classe de automorfismos que anunciamos é

exatamente RE, € = 0 ou 1.

Necessitamos novamente de lemas para chegarmos ao objetivo

deste capitulo.

LEMA 3.0 Se x e Sé, existe = € S°

-1/2 < %, =1

t.g. U;(e) = X se e s =se

Dem:. (N UV (> = 3 Zsz L2 =

s e S =y e 54 y, = 172y 3 0 < si < 3.4
-
Assim -1/2 < xS 1

e
A el
-~

1A

Ced Consideramos -1-2 < x, 1 & devemos encontrar x € S tg. o

sistema abaixo tenha solug3o.




4 5 1
22 &8+ ®
4 2 6 2 _
228+ s ®=mx e e
4 8 7 8
4 2si—‘1/2 =X Note que j& satisfizemos s, = 172

-8 + 28 & =X
i 4 5 L]

-8 + 28 s m X
2 4 6 3

-8 + 28 8 =X
8 4 7 7

Chamamos a = 284 e reescrevemos o sistema matricialmente.

n nxn n=1 2, 3

44N 4+n

232-1/‘2-1:
£ 4

A parte matricial n3oc nos imp8e restrigles, o determinante

das matrizes dos coeficletes para n = 1,23 ¢ a‘H = 2s:+1 # 0. Da

segunda parte temas s, = ifx4/2 + 174 |, segue que s, € o, va-21

ou 3'4 e [-¥3/2, 0L .
7
2

sz',’l: 374, sabemos que I x = 1,
1 1 L=4 L.

u.M 3

Resta verificar que r» = .

Da igualdade dco sistema, com a = 234, temos

Cas += )2-&-{35' += )2+(as += )2+(:::s —1/2}2+(as - >2+
£ 005 z 6 g "7 4 5 4

2,/ 2~2 "2 2 2 2 2 2, 2, 2 2 2 2 2 2 2
.3(3%*Sis+s+s_+s)+(s+s+s+s+s+s+s)+s—s-as+1/4 =, 1
- 1 2 8 4 5 & 7T 1 278 "4 5 o6 7 4 4 4

by

rCa e 1) - si - as - 3/4 =0

r(is

& N

+ 1 —“3s':’— 3/4 = 0

+ 1> - 3/4(4Si + 1) = 0 » (»r - 3/4)(4sj + 10 = 0 =

N,

r{4is

2> - 3/4 2 093 = 3749 5
COROLARIO Dado x € Sd.. existe s € §° com s, € Li/.’&, Y321 ou

36




s, € [-¥3/2, ~1/21 tq. Uced = x ou RU (> = x ) ~
Dem. Se 0 = x, <1, pelo lema 3 =5 € s°© tq. Ug(e) m x e da
izuzldade —2$i-1/‘2 = x temos s e /2, ¥3/2) ou

s, € (-¥3./2,-1/2).

Se -1 =< x4 < 0, consideremos Yy € Sd, y = RO e temos
a =< Y, < 1, come no caso anterior, 3 8 € s tq. Ug(e) m R(X> com
s, € (1./2,vY372) ou s, € (-v¥3/2,-1/21. Aplicando R vemos que

I = e §6Vt.q. R Ug(e) = X com = € [1/2,-172] 4

Do corolario, obzservamos que os conjuntos

Xn{xesd;xeuﬁ(e)oﬁxnﬁuﬂ(e) colnse§6e1/2$s4$'/§‘/2}
YmxeSxe U_Ce> ou x w RU (e com s € S° e-v3r2 = s, -172)

~ S
s30 iguais a 57 .

N

LEMA 37 Dado A € 6, 3 s ¢ S° com - Y82 < s, £ 172, 3 £ € O,

tq. AR"U_ e SU@.
Dam. A e G ¢ auvtomorfismo, assim existe x & s° tq. A = e.
‘"Para este &, aplicando o© corolario anterior, existe =5 & S‘s com

b--¢§‘/‘z = 5:4 < =172 tq. R'EU:(e) w ¥ onde £ = 0 ou t. Portanto,

ARsUh(e> = Adx) = e, isto &, ARSUQE SUC3Y (estabiliza e)

TEOREMA 31 A aplicagdo

w:SU(S}x{seg‘%;i/ZSsdS’fé“/z}x{ﬂ,i}———-——562
€L,s,£) —— LU R"

& sobij‘l:_: Jeloras,
Dem. Dado A = Gz" pelo lema 37, 3 L s §6com -¥3/2 £ 'L4 =-1,2,
F=oeX 0,1 > tal. gue A.R":U,L e SuUd3. Chamemoaos L = ARSUU
apliquemos U:‘: UT e facamos & = 1. Segue que LU= = AR'S.

Finalmente, ._’é.plicamos R” e obtemos LU‘_RS = A com L & SIK33, & < s°

a 172 £ = 'Sﬁ/Z,.—:ml)Duim
%

Chamamos a atengSo, para o fato de tLemmos obtide uma

- o o
representagio mat.icial Pas todos os aut.omorfismos de D,

5



outrossim obtivemos G2 < SO(?,IR).?

'Y LRI e
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CAPITULO IV - O GRUPO DE LIE G; - SUA ALGEBRA
" DE LIE E DIAGRAMA DE DYNKIN

Verificaremos que 62 é¢ um grupo de Lie conexo e compacto, e
calcularemos sua Algebra de Lie £, A simplicidade de £, nos
possibiitara associar =seu diagrama de Dynkin, em fung3o da

dimen=sSo de £,
GRUPQ DE LIE (32

Com a notac3o do capitulo anterior, consideremos os seguintes

subconjuntos de S0C7,[R>:

X= 4G , Y = {Id, R >
Z={Uﬁ;se‘§écom1/2$s4$ﬁ/2}

Estes 'éubco_njunt.os =80 fechados em SX7,R>). Para Y é

evidente, pola Y é& finito e SO0C7,R> & espago de Hausdorff. Para 2z,

chamemaos gé = {8 & s°© y L2 = s, < ¥3/2 > e consideremos a

N

restricio da fungZc projegSe sobre o guarto eixc_),,n4 'S —m R

que ¢ continuea, =Sague que S$° = n;i 172, V¥3r21 €& fechade no

compacto § ¢ e portanto é compact.o. Por outro lado,
u: s° T———* SOCTRY 3 s ——— U é uma aplicagBc :continua , de .

Y &
B . 1 ’ ~r
compactd em Hausdorff, portanto ¢ fechads. Assim 2Z = UsSH e

fechado em SOK7,[R>.

Para provar que G‘2 & fechado em SO0O7,R>, verificaremos que

[~
toda seqléncla em Gze que seja convergente tem limite em’ 62
(=]

Lembramos iniciamente gque toda matriz unitaria & normal e portanto

diaponalizavel.
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A eagd seasbseA-’aOOObOO]
2a . 1 1
0O a 0 0 0 b O
2 2
0 0 a—-0 0 0 b
— 8 . - 8
0 a 0 1 0 0o 0
-b 0 0 0 a 0 O
1 1
O-b 0 0 0 a O
2 2
0 0-b_0 0 0 a_ |
- - 2
31+1b 0 0
onde Am o az-!-ibz 4) e SuUd3d
0 O a+ ib
-] 8
Tomemoes uma seqléncia xn e Gze’ xn —_— %X & S0(T7R2,
da forma
" a 0] 0 4 b 4] 4] T
in in
0 a 0 4] (4] b 4]
2n 2n
0 0 A 0 0 0 b
an an
1 o o (4] 1 (4] 0 0
-b 0 o 0 2 (0] (4]
in i
4 -b 0 (4] 0 a 4]
2N _ 2n
0] -b 4] a Q a
L an Sn -
onde
a + ib o (4]
N in in
X m O a + ib O e SU
N n
(o] ¢ a + ib
an an

A
g

‘Como o limite & dado termo a terma, vemos que %X tem a forma

LA

c G 4]
1
0 c - 0
2
0 (4] c
g
Q o . 0
-d 0 0
Y
o -4 0
2
0 o -d
- a

"'/

C o O » © © ©

n © o o o

o o,

40

4] Q

d Q

2

(0] d

s

.0 0
Q0 0

(o] iy

z .

(4] Cs-l

X
n

é
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precisamos verilica- que

e+ 1d, 0 0 -
= o c + id 0 e SUG).
b 2
0 0 c + id
8 8

Lembrando que o produto de matrizes e a fungio determinante

=30 continuas temos

det.Cx> = det( umcﬁr) > = limC det(?:h) y = 1

~a PN

X = lim(xh) lim(xn) = lim(xnxn) = Hm Id = Id, portant,o" X é
"fechado em S0(7,E).

Eendo Sb(?,ﬂ-’l) compacto, segue que X x Y x Z ¢ compacto. Além
disso, a apHeagBo ¥t X xY x2Z —-———+ So(7,.R> produto de
matrizes & continus com dominio compacto e contradominio
Hausdorff, portante yw & fechada. Sabemos do Teorema 31 que
G =y (X xY x 22 azssim G2 & um subgrupo fechado de SO07,R) e

_

pela propogigic 118 G2 & um subgrupo de Lie de S0O(7,R).

O grupc de Lie @G & conexo e compacto. A compacidade é&
imediats, para =a conexidade utilizamos o resultado de (7, pg 244}
que afirma qgue 62 7 SUC3>» ¢ homeomorfo a s° Sendo s€ e SUM

conexos vem da proposigio 1.22 que Gz é conexo.
ALGEBRA DE LIE g

rocuramos agora a algebra de Lie de G, a qual denotaremos
Xt ' -~

P
por-_»'“;g'. \Senda G, um subzrupo de Lie de SOL7,R> ns  topologia

induzida, > > & uma subAlgebra de Lie de so(7.R>. A dimensSo de'gz.

oL

szendo a mesma de Gq & 14

*
[N
. <y

Provaremos que g & a subalgebra de s0(7,R> formada pelas
derivaqﬁes da Algebra D. Inliciamos provando o lema seguinte.
LEMA 41 Derivac@es da algebra real D formam uma su_béxlgebfa de
Lie de g£I8,R), ' N
Den. Claramente cL + T & Dexdd), ¥ c e R é*f’ ¥ L, T ¢ Dei<DD.
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Devemo= verificar que o colchete de derivages ¢ uma derivag3o.
S:_jam I., T €« DerdD>, %, v € D,

IT,L]1 (uyd> = v -

m (TL - LT xy) =

m TL(xy> - LT(xyD> =

m TOAE YY) + LYY - LXTCy) + Tdyd =

mxTLyIH+TOOLYI+L GO Ty TLOR Y- XL Ty >~ LOOTCyd-TOOL Yy~ LTIy =

= xTLLy) - xLTC(y> + TL(x>y - LTOGDY =

e xT,LIy> + FT,L)(x)y -

A priorl” T € DerdDd) & um endomorfiomoe de 'RB, porém  a
igualdade T> = TC1.1D = 1T + T = 2T garante T> = O

assim consideramos T como uma matriz 7Tx7.

Chamemos g = { T € Der<D> tq T € s0<7,R> ¥; portanto T € £ =se

e 526 e TOYY = XT¢y>» + TOGY, ¥ x,y e D e T = -t

Sendo DerdD> e =o(7,R> subespacos de 7, B>,
£ = DexrdD> n co(7,R> & um subespago de £I(T7,R> e portante £ & um
subespago de <£o(7,R>. Além digszo, LTl € ¢ ¥ LT € g e portanto &
& uma subalgebra de Lie de <so(7,[R2.

Um elemento T € so(7,R>} tem a forma

O T T T T T
12 13 is 5 16 17
-T g T T T T
12 zz T 24 25 26 27
P -t =T 0 T - T T T
’ 13 23 34 25 36 2
T = -T ~T ~-T G T T T
B X 14 24 34 45 46 47
-T ~T -T _ -TF e T T
¢ 15 25 as e 5S 57
-T ~-T_ _-T_ -T ~-T 0] T
16 26 -1 46 LT a7
-T =T -T__ -T -T -T o
SR 27 37 4v 57 S7 .

Exiginc}g} que T =satisfaca a regra de derivag8c para os pares
de octonio i1 e 3, ie e je, de e i, restringimoes T & formads)

seguinte



i 0 T T T 7 at
12 18 14 15 16
- 0 T T T b
12 23 24 25 26
- : -T 0 T T T c
13 23 a4 1 36
- -T -T (0] T T d
14 24 4 45 46
- -T -T -T o T +T JY e
i5 25 as 45 12 sS4
- -T -T -T -CT +T > 0 o
16 26 86 46 12 384
i -a -b -c -d -e - 0]
onde a = T + T » b = T - 7T , ¢ = -T - T >
46 85 - ¥ 45 15 26
d T - 7T . e = T - T y ' m T + T
z5 16 18 24 14 23

Yerificamos através de calculos que uma matriz T da forma (%
satisfaz Tdxyd = ¥TGD + TGOY ¥ xy € D e portanto temos

T € £ se e 826 s T tem a forma (x2,

Segue que g ¢é uma subslgebra de Lie de dimens3oc 14 de
S0<¢7,R>. Para concluirmos que g = g , basta provar a inclus3o

£ < gz; neste =sentido temos o

LEMA 4.2 Aeg=>e“‘eez, ¥t elR
Dem. Devemos provaf gue etA(x_v} = et too etA(y), ¥xvyvel ¥t elR

2afoxyy +A%0oan + At oo
t 31 4

et oy) = Idlxy) + LACHYY + L
2

Not.amos que

A eyy » ALY + AQDDY

£ ixy> = ACAGIVIY = xAz(yO + ZAOIA(YY + A2(x>y

APy = ACATxyY = xATCyY + BAGOATGY + 3ATG0AG + AT GOy

n T ~t l.' L
y szer U D n=k 3
A G = T P ATO> A v

k=o

Portanto,

k2 n - 1
Ay oo n-k ., . e
—_— N e

nt k?o holo T ey O A “y3

ta LA,
e T e Tiyde=

=(IAOHAGOHTA TG+ PAT GO+ )aacy LA+ TA Tt AT G+l)
2! gt 2! st

.
i/
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Efetuando o produto e agrupando as poténcias t.emoéw

m = 0, Ida(xdIdCyd = Iddxy>

m = 1 L(xALYD> + AGDyY) = LACxY)
2
m = 2 t*EA% ) + AcA + APl = L AZeyd
21 2t 2!
axA3Cyd> | AGOAZGYY | AZGoAGYY L ATooy,  tia
me=3  tCHET ot T2 * 71 T TET ) A O
k2l n
c 1 k.. n-k. _t n
me= m t.\kgo oL T ATOGD A 2 ) = o A xy2

,

Portanto e*A(xy) = e *0Go ~e-tA(y) ¥x, vel Vy R, isto &,

14
e er,‘!‘te!R.-

Lembramos que pela proposicio 1.15,

gzn{AesoC?,[R);emeGZ ¥t e R

O lema anterior garante gue para toda matriz A e £ & so(7,K>
temos ‘&“‘h = 62 ¥ t « R Segue que g £ g e portanto g = gz é =

algebra de Lie de G .

O passo seguinte € provar que g & simples. Como espago
vetoria@,fi chamemos { vor vz,..., Ve ¥ a base ordenadsa de £,
definida como segue: cada v, corresponde ao valor 1 para

1

variavel indicada da matriz <« e 0 para os demals, segundo

correspondéncia
¢
v —s T - .y v — T v —— T v —— T
i 12 2 2 18 3 14 4 15
L4
v —— T ’ v —— T v —— T v —— T
5 46 S 23 7 z4 8 25
v — T v — T v — T v — T
© 26 10 94 14 85 12 86 -
vo—— T : vV — T
13 45 14 40

Sera essencial nas contas gque seguem o conhecimento de

e
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Slguns colchetes -~ entre elementos basicos, lembrando que

[ = - \ '
vi,vj] ‘[vj,vL] L 4 vi, ‘j € £, temos

fv ] v 1 [v 1 v ]
1’ 2’ s’ 4’

v = Q0 - - -

1
v_ =-v - - -

2 s
v =m-v v_ m-y - -

E: ? 8 10
v ®m-V_ -V v @2y v By -V -

4 s 8 4 14 4 12 18
v_=m Vv -y v =-v -V v_=m 2v v_ ==V
5 4 5 .12 18 5 4 5 10
v = v v _m-y v = O v = v

S 2 G 1 G 6 42
vo= v v_ =m0 v_ &V v_o=-v

7 s 7 ? 1 7 11
Vo= vV -V v o= v v o=V v = Vv -V
8 4 o g 18 8 14 g 10 14
voom vty voo=m-v v e-V v = 0

o 5 8 o 14 o 12 o

v = 0 v o= v v =y v o= v

10 10 s 10 2 10 5

v o=-v v o= 2V v ==V v =-2v

11 12 11 4 11 5 11 2

v o=V v o= oV otV v = v v =V

42 14 12 5 8 12 o 12 &

v o=-v v =~V v = v -y v = Vv -V
12 14 13 8 18 4« v 12 3
vo= v v o= v v o= 2v v o=-v

14 18 14 4 14 5 14 2

tilizaremos ainda

Seja I um Ideal de £, Consideremos [ =# G. Se algum elemento
basico estiver em g  teremos I = gz- De fale, =e vi € I, pela
asperacio de colchete, teremes também em 1] Vo "3’ vc, Vo v“ ,o-

Voo ViarYeo Além di==o,

v €T@I'=siv ,v 1= -v &1 =2 v <=
2 2" 2 10 10

i

I

= Iv N1l = 2v Il =2 v = I
- A 4 4

=20v ,v 1= -v €l = v e 1
-~ 2718 8 8

v I =slv v 1= v e 1
2 2" 11 L]
2Iv , v 1= v < I
- 3" 12 o

Segue que e v, €l entso I = £,

w e X v v 1= -~-v e I ] wm o
2 = z ' o s i £,
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v, eI-:;[vs,\'7]= v, el-;lngz
v, € 1= [v4 ,v“] = --2v2 el a31m= £,
v, €1 s1v_ v J = 2y €l a1m g,
vdel=>[v6,v2]- v, eI-pI-g2
7EI=)[V ,vg]- v1 &I-)I-gz
Ve el = Iv ,vg]n -v14el-)[v1‘,v2]-—v‘el-)lngz
vpel=>[v ,\'S]- v1zel=>[v2,v4]- vdelél-gz
v1oel=>[v10’vs]= v, elélugz
‘s EI=}[V11,V9 lm "V elélngz
1261")[‘7;2"9]- voelalngz
viselélvis,vz]n Ve elublﬂgz
V. € I = [vi“,v2 l= v, € I 1 = g,
14
Geja 1 &~ g2 um ideal de .gz, Seja x e 1 » xu.z aivi.
Verificaremos que a = az = ... = a“‘ = 0 e t.gremos quel-tgz é

simples. Utilizaremos o fato que nenhum elemento basico esta em L

34

[v{.’x] =1 = [vf.[vf.x]] el = z, =X + [vi,[vi,xl =1
, _ . _ B . e
hi,zi] 1 =3 [v 5,,[v1,,21]] = 1 =2 3(35 ae)v1 e 1 =3 a = -a €D

4 12
v ,2z1 = 3Ca —a v +v 2> - 3(a +a v ~v I =
277y 4 o s B 5 8 4 o

= 3(a ~a v v 3 el 3 (v ,Iv ,z H=2Ca ~a Jv el a2a = a (2)
PR 5 B8 . 3 1 1 4 © s < %

Restringimos x a4 forms
+

X = oa + a_ v av+tav+t+avitavtav-av+tavita v o+
2" 2 2 2 38 4 4 LI 4 G 6 T T = 8 4 ¢ 10 i0

;av+

13 4%

v _+ta v +a v
1z 12 18 13 14 44

"2
a
£v ,}J e\%[v v all el =2z = 3 + [v v x1) e
z 2 z" 2
<z
=}[v,z]eI-¢atv,[v,z]]eIa-ﬂBaveI@»a =0 32a =0
4" 2" 2 ¢ 2 4 ©

v ,z 1 = 9alv - 6a + a Ddv el =2 a = -6a (2
2 2 4 44 11 14 4 14 14
Considerando x como
¥ = oA v + av+ av+dt av++ agav+ av- avt a v o+ a vo+
1 4 2 3 g L G o T 7 s 8 10 10 14 4114

z
2 v ++ a A4 + a v
£2 12z 18 18 14 44

fv s e alv v a1l el 222z =x +Iv v x11 el =
8 " "9 g 3" 8

14




=> [va,zgl el 2 [vs,[vs,zgll el < -1035\'8 él s a = 0 = aa = 0 .
v ,2 1 m 5z + (5 + 10 -
PYG AV PP 814)V5 €Il Be4" 2314 4>

De e te
€)) 4 mos a =a = 0
Obtivemos até este ponto a = a = 5 m a5 = a = a3 =
4 5 8 © 11 L14
portanto
X ®m a Vv +tav dav tav ta v ta v +a v ta v
4 4 2 2 8 8 66 7 7?7 10 10 42 22 418 18
fv,zlelaalv [Ivz1llel ([a +2a v el =
RG] 2" "4 1 10” 14
3a +
= . 2310 = 0 (&)
v  zlel=alv,v,zNel»-Ca +2a I €l =2
27 4 814 1 10" 11
-, -+ -~
+ a 2a =0 >
De () e () tema=s a =a = 1§
xXE=av +av +av. tav t+ta v -ta +v
2 2 2 8 s ¢ 77 12 12 18 18
Temos agora que z,®ay, + a v < I, assim
[v4_,v21 1 =2 (232 - a.?)v"Li eI = 232 - a, Y] D
; v = + r y. +
E\ag,{vzlh o 2]]] el = (232 37)\ ‘e e 1 = &32 a = 0] {2
De (/) e (8) temos & = a = C
\
Xx=avytav +a v + a v 22 = 3 v + av
2 =2 ¢ o 12 12 12 48 8 &
v Jv vz M e 1 = (2a_ + 3a Ddv €l 228 + 3a =0 (§2)]
37 2 4T s 8 6 44 8 &
; ; = - + g +
£y g,[w 4_-’["3*23]]} el =2 (233 aé)\ is € I » 233 a_ = 4] 10D
De (Q) e (10D temos a = a_ = ) h
FPoranto consideramos x = a VvV a8 Vv
£2 12 18 1%
[vg,ivi_.xll el » 2312 —aig)v4 1 = 2312 —a o 4
47
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Ve

[vs,[vz,xJJ el <+ (3,312 - 813>v14 el =« 3a12 -a, = 0 12

De (11D e (12) temos a,"™a, =
Obtivemos que todo ideal I de £, tal que 1 & £, é
necessariamente o 1ideal nulo; segue que gz ¢ simples. Podemos

ent3doc associar A gz seu diagrama de Dynkin.
DIAGRAMAS DE DYNKIN

Sabhemos que o© grupe dos automorfismos da Algebra dos
quatérnios & SO03,R>, um grupo de Lie. Claramente sua algebra de
Lie, <o¢(3,R) & simples e tem dimens38c 3. Podemos ent3o associar a
c0¢3,R> seu diagrama de Dynkin. Pelo capitule 1 temos apenas um

diagrama de Dynkin cuja dimen3So da Slgebra ¢ 3. Portanto,

’

.Aa O

& o diagrama de Dynkin de 50(3,R).

Sendo £ uma Algebra de Lie simples também podemos
azssociar-lhe seu diagrama de Dynkin A dimensBo de g & 14, e
novamente Lemos apenas um diagrama cuja dimensZo da algebrz é 14

As=zim

é& o diagrama de Dbynkin de £,

rd

A

Podemos tirar algumsass Iinformsgfes sobre £ e so(3,R> em

fungd3o de seus diagramas de Dynkin. Por exemplo‘, vemos gue as
dimenses das subalgebras de Cartan de ‘ g2 e SOCS,[E) s&Ho
respectivamente 2 e 1, e também gue seus sistemas undamentais de
raizes possuem 2 e 1 raizes respctivamente. Além disso as duas
rajzes fundamentais de gz e'sp?.iJQ Hegadas por 38 trages e portanto

2 N T .
n, = 3 = 4cos 012, donde d.i?if; = ,Bns6 ¢ o angule entre estas

-

-
2
S
%
¥
[
S
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raizes. r -
Estes mesmos resultados sobre £, e so0(3,R> s8o obtivels

- através dos -seus sistemas de raizes; porém sua construgio

envolveria uma série de calculos. Note que através dos diagramas

de Dynkin estes resultados tornam-se simples observagdes.
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