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RESUMO 

O objetivo deste trabalho é obter uma descrição mat.ric:lal de 
G2, o grupo dos automorfismos dos octônios, assim como associar a 
G2 seu diagrama de Dynldo atraves da algebra de Lie gz. ' 

O objetivo sera alcançado pelo caminho seguinte: 
a) Descrever G2 mapricialmente. 
b) Provar que G2 -e um grupo de Lie. 
c) Calcular a álgebra de Lie gz- 
d) Provar que ga é simples. . 

O diagrama de Dynkin de G2 resultará da simplicidade de gz e 
de sua dimensão. ›



ABSTRACT 

In this dissert.at.ion we will give a description for the group 
G2 of the automorphisnxs of the octaves and construct its Dynkin 
diagram, using the Lie .algebra gz. 

We will proceed in the following maner- 
3) Describie Ga m/at.ricially. 
b) Prove that- Ga is ze Lie group. 
c) Calcula-.t,e the*Lie algebra gz of G2. _ 

d) Prove that. gi is a simple Lie aigebra. 
we will obtain the Dynkin diagram using Vthe simplicity of g 

and considerations concerning its dimension. ,
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Iwreoouçxo 

Iniciamos o trabalho com conceitos e resultados sobre 
Álgebras, Grupos e Áigebras de Lie e diagramas de Dynkin. 

Em seguida, definimos os octônios e provamos que formam uma 
álgebra não associativa que contém uma cópia dos quatérnios; 
denotamos por G2 o grupo de seus automorfismos. 

g

~ 

Obtemos uma descrição matricial para G2, ccmtruindo em 
matrizes tres classes de automorfismos de ID, e provando que todo 
elemerxto de G” é a composição de tres automo1~í`ismos, sendo um em 
cada classe ap;-esentada- 

Provamos que GQ e um subgrupo de Lie cone-xo e compacto de 
S0(?_.lT=3). Galculamos g;, a álgebra de Lie de G2, e provamos que g 
e simples o que possibilita associar di:-:grama de Dyn!d.n.
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CAPITULO I - PRELIMINARES 

Neste capitulo inicial apresentamos os conceitos e 
resultados que possibilitam a leitura do trabalho. Os resultados 
de Álgebras, Grupos de Lie e Álgebras de Lie, Sistemas de Raizes e 
Diagramas de Dynkin foram apresentados segundo as exposições de 
lol, [8] e [21 respectivamente. 

ALGEBEAS 

Uma álgebra sobre o corpo K e um espaço vetorial A sobre K, 
munido de uma operação de multiplicação de vetores satisfazendo as 
condições: › 

(i) ab e A V a,b e A 
(ii) a(b+c) I=I ab+ac ; (a+b)c =l ac+bc V a,h-,c e A 
(iii) t(ab) ==(ta)b H a(tb) 

V 

V a,b e A, V t e [K 

Uma álgebra e dita com unidade quando existe elemento neutro 
para a multiplicação. Álgebra associativa ( comutativa ) é uma 
denominação dada a aigebra quando a operação de multiplicação é 
associativa ( comutativa)- 

Existem outras duas propriedades da multiplicação da álgebra 
A, que lhe dão denominação 
(iv) '~fa,beA,ab=OseesoseaI=0oub=0 
sv) -- scan) == 3% e `<.â1>>b = ab* V .â,b E A 

' Quando temos (iv) A e uma álgebra com divisão, e quando temos 
ÉíšzO (v) A e uma álgebra alternativa. Álgebras associativas 

alternativas. , 

Finalmente, uma álgebra com divisão A e` normada, quando 
existe uma forma quadratica positiva-definida em A, N : A ----› [R 

tal que N('ab) H N(a)N(b), V a,b e A.



O centro de uma álgebra A Ç o.¡=':on_1u|¬4to » 

z<A›=‹aeA;zzb-=1›a,v››éA›. £ 

Note que [R e C satisfazem as definições, C podendo ser 
tratado como uma álgebra sobre IR ou C, e em todos os casos 
trata-se de algebras que, por serem comutativas, coincidem com 
seus centros. 

_ Usaremos intensamente uma terceira álgebra que é definida 
como segue: 

Se jam i, J, k, e 1 denotando os elementos da base usual de 
ER4. O produto quaterniano em IR4 é definido através de seus 
elementos basicos, e estendido pela linearidade e distributividade 
a todo conjunto E124. 

12-=_12==1<2=-1, 13:-Jizk, _uz-=-Lzjzi, 1<1=.-nz=_1, 
onde 1 gera uma copia de IR- 

A proposição abaixo mostra que ER' com o produto quaterniano e 
uma álgebra. Esta álgebra é_ chamada Álgebra dos Quatérnios e 
denotada por IH. 

PROPOSIÇKO 1-1 [H é uma álgebra associativa e não comutativa 
[Imediata] 

Ide ntificamos o quaternio x com ,x8,x4) as suasA

~

X 
z-LE'

X 
Vw coordenadas em relação a base { 1, _j, k e denotamos 

seu conjugado por :Í = (-xi,-xa,-xS,x4>. E facil ver que = 37; 

V x,y e D-L - 

Def inimos a norma de x rs IH por 
|x| = 1/xš' = Y/:Tax H 1/xi-9-x2+x1+x2 

1. 2 s 4. 

PROPOSIÇKD 1.24 Todo quaternio x não nulo é inversivel e 
›z`* = š/;›z¡*..A1ém disso |×`*| = ¡›z¡`*. :Imediata _. 

'W 

PROPOSIÇKO 1.3 [H é uma álgebra com divisão normada.
_ 

Dem. Sejam x,y e [H tais que xy == O. Suponhamos que x == O e 
multipliquemos por x- ,`, x_1(xy) E 0. Como 8-! é associativa, y =-= O E
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Um' quyxté-rrnio x e unitazfl-io quando |x| I=.1. Notamos que o 
conjunto dos quatérnios unitários coincide com a esfera unitária 
SS em IE.- -

- 

Futuramente serão úteis as proposições seguintes: ' 

PROPOSIÇKO 1-4 ZGH) = IR [Imediata] 

PROPOSIÇÃO 1.5 Se A é uma .álgebra alternativa então (ab)a = a(ba) 
V a,b E A. [6, pg 287] `“ 

Um automorfismo de uma algebra A é um isomorfismo do espaço 
vetorial A, T : A _---› A tal que T(ah) n T(a)T(b), V a,b e A. Um 
anti-automorfismo é um automorfismo do espaço vetorial com 
multiplicação revertida. Involução e anti-involução são 
respectivamente automorfismos e anti-automorfismos de ordem 2. 

PROPOSIÇÃO 1.6 A aplicação conjugação e uma anti-involução de IH. 

:Inu-_-âiâtzl.
' 

Chamamos a atenção para o fato de que os automorfismos de uma 
algebra A formam um grupo com a operação de composição. Denotamos 
este grupo por Aut(`A>. Glaramente AutCIR) = ( Id. }. 

PROPOSIÇKO °1.'?- Aut (C) E Za. [Imediata] 

Lembramos que SO(3,lR) e o grupo das matrizes quadradas reais 
X de or-dem~3, tal que' detlfi == 1 e 35: = XL. Mais tarde veremos que 
SO(3,[R) e um grupo de Lie conexo e compacto de dimensão 3. 

Peoroslçzo 1-a Auun-|> = so<s, ue). Ló, pg 1311 

Uma derivação de uma álgebra A é uma transformação linear 
T : A É*-LA tal que T(ah) = aT(b)+T(a)b, V a,.b.e A- Chamamos 
Der`(A) ac) 'conjunto das derivações de A. Note que De-r(A) é um 
subespaço vetorial de End(A) - o espaço vetorial dos endomorfismos 
do espaço vetorial A.

¡
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- GlálIPOS DE LIE E ALGEBRAS DE LIE ac 

Um grupo de Lie G é uma variedade diferenciavel de classe Gm 
(conf. [B1 pg 5) dotada de uma estrutura de grupo tal que a 
aplicação 

G x G -_---â 6, 
(mm) f--à mn_¿ é Gm. 

Note que da definição de variedade diferenciavel, temos que 
um grupo de Lie é um espaço topologico de Hausdorff localmente 
Euclidiano. Esta observação será utilizada no capitulo IV. 

Um grupo de Lie e compacto Ccorzexoš, se e um espaço 
topologico compacto (conexao). 

São exemplos de grupos de Lie (lRfÍ,+), (<D*,.> e <GL(n,lR), . ) 

o grupo das matrizes quadradas reais inversiveis de ordem n.
/ 

Uma álgebra de Lie g sobre IE é um espaço vetorial real g, 
junto com uma operação bilinear [,1 : g x g _---› g, chamada 
colchete, que satisfaz: ' 

(1) [x,y] H -[y,›-1] V x,y E g 
(ii) [[x,y1,z]+[[y,z],x3+[£z,x],y1 == 0 V x,y,z e g - Ident. de 
Jacobi. 

l A 

Observamos que pela .;biLinearidade do colchete, álgebras de 
Lie são exemplos de algebras. -

. 

Qzialquer espaço vetorial 1' sobre [R torna-se uma álgebra de 
Lie, com a multiplicação ÉHÃ1'-ivial. (xy E O, V x,y E V). Este tipo' 

de álgebra de Lie 
K 

_ 

-Í chama-se 
trivial. Um exemplo de algebi'-a de 

V 

Lie não trivial é o espaço 
vetorial §l(n_,lI-3) de todas as matrizes reais quadradas de ordem. n, 
com o colchete definido por [X,Y3 = XY-YX. V X,Y e GI_.(n,lR). 

No que segue tr ataremos com variedades diferenciáveis, 
deixando subentendido que são de classe Caí “

c
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Uma aplicação xp : M ----› N é um difeomorfismo if: cšasse Ck, 
k 2 1, entre as variedades diferenciaveis M e N se tp e uma bijeção 
diferenciavel de classe Ck, com inversa diferenciavel de classe 
di 

Se M é uma variedade diferenciavel e m e M, duas funções ' 

f,g : M -là IR tem o mesmo germe em m, se elas coincidem em 
alguma vizinhança de m. Isto define uma relação de equivalência no 
conjunto das funções Cm em vizinhanças de m. As classes de 
equivalência säo chamadas de germes, e o con Junto das classes de 
equivalência e denotado por Fm. Com as operações de adição, 
nuiltiplicação por escalar e multiplicação de funções, Fm é uma 
álgebra real. ' 

-Uma derivação da álgebra Fm e chamada vetor tangente a M no 
ponto m E M. O conjunto Mm = { vfv e vetor tangente a M em m e M } 

é chamado espaço tangente a M no ponto m e M. Sendo Mm H Der(Fm), 
Mm é um espaço vetorial real. 

PROPQSIÇÃO 1.9. dim Mm = dim M. (8, pg 141. 

O fibx-ado tangente da variedade diferenciavel M é 
TCM) =I mg" Mm, onde def ine-se a projeção ' 

~ n:T(M)---.-›M; n(v)=mseveMm. 
O fibx-ado tangente 'l`<M> é uma variedade diferenciável cuja 

topologia é a mais fraca que torna a pro jeção continua 
(conf. [81 pg l9). - - 

_. 3 
.'Un;5 campo de vetores em um conjunto U aberto em. M é uma 

aplicação X : U --i› T(M) tal que n ‹= X = Idu. Este campo de 
vetores é Cm quando X for Gm. ° 

Denotaremos X(m) por Km. 

PROPOSIÇÃO 110 Se ja X um campo de vetores em M. Então as 
afirmações seguintes são equivalentes: 
=;1> x é c°° 

Í

` 

\ ¡ I ¡_!
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cu) se u é âbemo em Mie ff e c°°<u> então ×‹r›~‹e c°°<u>. 

E8, pg 351. - 

Se X e Y são campos de vetores Cm em M, define-se o colchete 
de Lie de X e Y por [X,Y]m(f> H Xm(Y(f)>- Ym(X(f)), onde 
r e c°°<M›. 

PROPOSIÇEO 1.11 Para quaisquer X, Y e Z campos de vetores Cao 

em M vale: 
(1) [X,Y1 é um_ campo de vetores Gm em M. 
(ii) [X,YJ = -[YJD 
(iii) [[X,Y],Z]+[EY,Zl,XJ+[[Z,X1,Yl u O E8, pg 361. 

Sejam G um grupo de Lie e m e G. Translação a esquerda por m 
e o difeonlorfismo Im : G ----› G ; lm(n) =I mn, V n e G. Um campo 
de vetores X em G e dito invariante a esquerda se dlm‹›X |== Xøim, 
V m e G. O conjunto de todos os campos de vetores em G que são 
invariantes a esquerda, é denotado pela letra minúscula 
correspondente g. / 

PROPOSIÇÃO 1.12 Se ja G um grupo de Lie e g seu campo de vetores 
invariantes a esquerda. 
(1) ge- espaço vetorial real e p : g _--› 6° ; p(X> = XG e um 
isomorfismo. 
(ii) Campos de vetores invariantes a esquerda são Cm. 
(iii) O colchete de Lie de dois campos de vetores invaríantes à 
esquerda é novamente um campo irxvariante a esquerda. 
(iv) g forma uma algebra de Lie com o colchete de Lie de campos _ 

de vetores. E8, pg 851. 

Segue de (1) que dim G = dim Ge == dim g. 

Define-se a álgebra de Lie do grupo de Lie G, como a álgebra 
de Lie g dos' campos de vetores invariantes a esquerda em G. 

Usar-emos a/'notação G' ‹----› g para designar que G e grupo de Lie 
com álgebra de Lie g.`“` 

Exemplos: [R ‹---_+ t(`%> 5 t e [R } 

GL(n,lR) ‹----'-V-› gl(n,.[R) 
«J 

'Ê

É
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~_._____ 5 

'z=*»uiT- (V) ‹_-à End (V3 onde V é um espaço 
vetor-ia! real de dimensão firnita. - 

_ 
GL(n,GÍ.) ‹_---› gl (n,C_). $, pg 861. _ __ 

Para cada elemento x de uma álgebra de Lie g, define-se a 
aplicação adjunta, ad? : g _--› g por adx(y> I [x,y], V y e g. 

Um hemonzorfismo entre grupos: de Lie G e H é uma aplicação 
gr: : G -_---› H tal que p e Cw e qo é um homomorfismo de grupos. Se 
.além di-5.-sêo ça é um cEi1`eomc›ri`1smo então qo é um isomorfismo *de grupos 
de Lie. 

Um homonxorfismo entre álgebra-.S de Lie g e h e uma 
tzúrzsformeção linear W : g ----› h que p1~e_se1~va colchetes. Se 
além disso w for bíjetáve então yu e um isomorfismo de áigebras de 
Lie. 

Seja G um grupo de Lie. Um subgrupo de Lie de G é um par 
€H,¢›=) t..-el ‹:;u'e:

' 

(1) I-1 e um grupo de Lie. 
(li) CH,.;e) e uma subvariedede de G. 

(iii) ço : H ---i› G e' um h‹:›momoI-i`ismc›. 

' Quando ç'›(H) e fechado em G, (H,‹p) é Lun subrupo de Lie fechado 
de G. Ne caso em que qo e a identidade, não faremos referencia 3. 

aplicação- 

Seje g' uma 1-âlgebra. de Lie. Um. suhespaço h E g é uma 
subelgebra de Lie de g se E2›‹í,Y1 e h, V X,Y e P1. 

_
1 

Uma subáígebra de Lie #1 de g e dita um ideal de' g se 
E3*-í_.Y1 e h, 'V X e g, 'á' Y e h. A .álgebra de Lie g é -simples quando 
os seus L'm1cos'i'deeis são os tmiviais. 

. . Q z . 

', 4 r. 

Uñi grupo *ge Lie e simples quando sua áígebrza de Lie e simpíes. 

Seja (H,¢›> um subgrupo de _Lie de G e se_1em h e g suas 
I-espectives álgebx-as de Lie. Então dço é- um iemno1~f1s:mo de h com a 

V ‹ 

subzâdgebre d¢(h) de g. E8, pg 9`3].` ' /V 
. -à, - 
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PRÚPOSEÇZO 1-13 Considere cz grupo de Lie ER' com sua ázš.geš:›:~: de Lie 
r-. Sejam G um grupo de *E-.ie Acçqm :álgebra de Lie g e ur : z^ --ía g 
um homomcâz-fismo. Então e›ds-me um unico Êxomomorfísmo qo : IR --__-+ G 
tal que dp uz gp. E3, pg iflil. 

Ra preposição 1.13, consideramos o homomorfismo 
. wx : r -É-‹› g; 

__ tä e---›t.X, para X e g fixo. 

Úbtenms uz 1 único kâomomor-fismo expx: IR _----+ G tal que 

díexpštã-2)) ez tffí. 

D-eE`in.imc›s então :-.z .~a;p£5.‹::.'éâgãlo esqsorzerzcial 

e==e>cp:g----›G;}{r--›e:;'›x(í) 

FRGPOSEÇFZO 1.14. Sejam G ‹----4» g e X e g. Enâtãfo 

(1) e~:z:g:›('L§I) W e-›‹:pv(t.> 'rf L E ER 

Qi) e-&.:p((t.t+'t,2}Í~í) E es;p(t.1}i'.') e-:=:p(t._›Í'€) V t.£,t,2 e ER 

am: emzc-mz: zé E-zpcâ-.:=:>`* v f. e R 
=i£*.'} enépz g ----+ G é Gm e ci §¢----âz Ge é a í.<iem',£dled;e, 53 id. 
assim a aplica;-zãe exfponecir-àl*. é um d.ií`eomox~f`ismo emzbre 

v:?¿zirzku=.~..rzça. dâe Q em g e uma vizinhança de e em G. E8, pg 16331. ' 

PRGPOSEÇÃO 2.1.5 Sejam €H.,¢›) subgrupo de Lie de G, g ázšgfefara de 
Lie de G e X -e g. Se X e dçaíhb exrztälo e›‹.'p(*c,3à';) ea çøfilšíä- K' L e IRL 

Fi.eci¡_:›I=c›cam'zez':t.e, se er›q:\»(t.)~E) ie ¢:›€E-531 ps.>:~a t. em efig-um í›.¬1.í,c-;1'¬va‹.Lo 

z= Ver:-t.‹i. entãø Tí e dç0£[{}. 

Eêà, pg 'JG-=í›1. 

PEÃÚPOÊEÇEO 1.16 Sej;=_:.m. E um subgrupo «ie G, ,g zálgehwà de Lie :Ee G e 
P1 um aubespeçú de g. Sejeúm U e “J viziniâanç.-as." de O em g e de e em G 
E-es1;›e‹:t.i\z'.f.m1ent,e _. tal que exp 

E v: U -----›~ V e um ‹:š.ife‹:m-1om~1~*`1'=.smo. 

Euponbâmes que expíli ff P1) = V fi HT. Então H com sf.. topologia 
induzida é um sukzgí-upa áe Lie de' G, h é uma aubálgebx-à de Lie de g 
e h é 3 £~J.gebr-a «ie Lie de E8, pg 1051
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PROPGEÇIÇÃÍG 1.1? e Im exp: _¢gE€rz,G2> ----› Gf_.(n,C> é dada por
m 

eA¬=' E-:Q An/nã. E tçemaa as p1~og:::~ie‹:£s;d;es: 
1'”.'¿ 

Iz. i. CÁ.) cn dai, ‹_› ê *" 

€iíz> eáfig fz ek em sâe M3; 125!.. E8,,pg; ÊGSI. 

P`1`ê?.£Ê1;POf§§1§f§§?kfG 1.18 Sczjam G um gr-upa de Lie e H um subgruvpo fechado 
de G. Išrätššo P1 tem uma câs:LI~u.t.ura de var-iledade que ea 'borma 

ê;-:UJ3;;_::»u“]xz:› de Lie da G com às. üozizoàogíza ín.<:f.uzid-.a. E8, pg £1;EI1. 

I?“`J3;OP('J'S'}".(,>ÍZ;t3' ii? .fm G um grupo de Lie conaxoz com áigehra de Lie ff) fã) Là. fi 

g, |".{ um s:u1:›.¿fr=u.1t›-c›~ de F.,Í.‹_=.é conexo de G cam .f'-â‹J.g‹:-zhíma. de Lie 51. Então H 
é um ›::fi.tI3,_-:=_;1:*\-.1¬¿::‹:› If›:.zz:»m1'¬.al cia G swf: e só ae i'z é um fÍcÍ‹:a.l de g- 

Eâ, [rg i:í.51. ~ 

` ` 
/=.£} 1-28: jsëm H. um â;:.sí':¿",°1t~u.p‹:x 11`e~ch,:2:.-:í‹:› ds um g:-rupo da Lie G, ›-J Q Q šf! 2 

Ffllš 

fl! { mzä ; rm às G 3- o ‹:‹:xn_jU.z='xL.‹: ré.. e.-.~:.=zque›f~c5,âê. mx~.'1z‹:šê.:J›\-L .'i1.Í=_=;jâ 

'ft : G -~~~--â~ Ê .sz 1§~T.~ú_“;-;:;â§‹f‹.w ffês-tulmfi... íí*,:.¬,'^¡}âi'í`.‹:§ Ê t.,àz-x:'»:‹.. Umér. ürsicââ cl-f: *U-í;.u:f\^:›z 
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Citi? Se xx' - . -;f:›:j. me L:-:zw `.:¿i1ê.'›':..â~;: .a *W che- mlí cz» \.1.mâ-1 :.;:L;-..:;¿ G 
F *a iii O 

*ff 

Gi fg 

T : W ------+-› 6% taí auf; ' ê T w EE, 1'.2(lIf1_ 
. Ú L _ 

rj-_; ' .fÍ`c;::=z:¬.,'â~ ‹:é:›'â.c:*f.5:‹‹ - da um sul; '1.~u;1‹3 1"rz~f:š?z;:d.o (113 f¬'^:›;*u*:vo. 
__» . I av J 

` 

T.:
- 

_ 

é; 

de lÍ..íc-z íš, '¬.u_f{..'-1 âë u'f¬,-ir .. 
:'*.< 1';.í.:::í_`.z¬;.¬,‹51¬.-:Sc z

.

O L) Fü O 'HZ LJ 5.1 z»7 

‹'

xv Q? ¬_ (13 "|'. 

§.›-x:~f.:›-1:z‹::~;,::›"_¿;'f-3`::› z ~›.'L..féz1-.~i‹':2-.¬ fzzrfšfiú ‹:I.¬f~.'z:~;-:¬...=:cj`;5âs vs-;~¬ú'\ . hé:»m‹:›¿'

O
I Í 

Lú 'Lâ- 
Á4

. ;› É 'YW ÍF. Í 3. 3 P}¿GP:GÊ1`(§ZÍ` S`»<.==‹_~,'~.~=; H 1.='m suÍ:>`s_~,^:c~u.f:›<:› m:1.¬:¬.¬.e~_L e :. z- c;z:~ uârzrâz gfmrpo 
fl šé. O Cx- Lá' C/4 (D àia Lie G. EP›.“¡;.É'-Ea š:z»omeç;‹.‹Enz‹3.â Q com .fa-_ ‹2\;¬'L.:-L:"í;1;z:i~:à. cfe g;í.~up‹;›

B 
K5 Is* (5 fã ::;i._, é um g-;x~u;:=o ake Lie. E8, pg Li›š'«á`.1- 

I#'{R*.Cš~POS1`ÇÃ“Ú “S..Íz`-.fi Seja H unƒz_.fsVz:_~1_z~C-,~'::f\'_:.§_:-‹:› í"‹2c:.I›z‹~:›o'â3 de \.1.;~.¬. ¿_~::~”~~i*;\m <'š~:â Lie 
_ ..` ' '~ > 

flí II' ‹ 'L kzQ E5 Í.) 1"' E-ie E-ã e Q são ‹:¢:‹r;'z~«;--xosj. 
' ¬ Gê ëà ç:‹:mf.-2§:.‹:r. !`L._.. pg 

H -

' 

m ” ` 

~
. 

¿
› 

' _ 
` -- - « Z-_--_ › ___--_-í-\_.-¬..__.i_-__._;._ _.. _ _ 

.v. T _ 

- ~ ~ \ '. ,z'& 4 * J A7' »'*. z



'F' 

. * "". 

PROPOSIÇKO 1.23 Sn tem estrutura de grupo de Lie se e só se n ll 1 

ou .n I 3. E8, pg 1271. - V 

Apresentamos alguns subgrupos de Lie fechados de GL.(n,C) que 
serão utilizados posteriormente. 

u<z.> = ‹ x e e1.<n,‹1:> ; 
x`* - SE 

* › 

su<zz>=<xêeL‹:n_.‹1:>;àe'‹.x-1ex¬=›T*› 

o<z~.,u~2› z < x E e1.<zz,u2> Q; 

x`* - x* › 

so<z.,n=:> = ‹ x E eL<rz_.rR› ; dez x -= 1 e x`* - X* › 

A áLLgebr-a de Lie de SO(n,lR) é .so(n_.[R) 

fz' { X e g1m,lÍFí) ; X lr -Xi } cuja dimensão é n(n-1)/2 conforme
z 

E8, pg 1071- Esta álgebra de Lie será usada no capitulo IV. 

PEOPOSIÇÃÚ 1.24 (1) S0(n.[R)_, Süín), U(n) e GL(n,<C) são conexos. 
(ii) GL(n.lR> e ()(r|,.D3) tem duas comporxentes. 

[8, pg; i30,1311. 

PROPQSIÇÃO 1.25 I_!(n) é sompacto. E8, pg 1081. 

COROLÁRIO SU(n), 0(n_.[P2) e SO(n,[R) são compact.c›s. 

SISTEMAS DE RAIZES Q DIAGRAMAS DE DYNKIN 

Seja V um espaço Euclidiano rea! de dimensão l > 1. Para cada 
I- E V, I- rf O definimos WrCx) I: x - 2<r_.x)r / <r,r>_. a reflexão no 
hiperplano ortogonal 3 r. _ 

Um subczorxjunto sf» de V é chamado um sistema de raizes em V se 
(1) SÉ é finito e 0 e Í* '› .` 

(ii) šê gera V 
4 

Í* 
.f Ã/ 

uz* 1
' 

‹ ‹»_ ›› 

11

ä 
is» . 

I
.

1 

fz 

sz 

,_ 

J:-*Ê 

.-)`

› 

“zvzz

.

,



im) se z~, S G áezzââó w_,_<zz=> 5 az 
,~ 4, 

(iv) Se r, S e ë então 2<x~,s>/<r,::~> é in='š;eír~o 

ÇV), Se r, tz- e ê e¬sevç›r_»çíe t.‹-e [R então 'L lv ti 

Gs: elementos de fã sâø chantados raizes. 

Um subconjunto II de i> é che.ma‹;£o um sistema dae raízes 
funáamxental se 
(ia) H é Mzn.ea1~m'z.emt.e irâdzepenaíerme 

61112) Têísd-2. rfsiz em š' é cambia Jímzeear de raizes em TI, cmde os fã mg, D. 

‹:ozefi.aí.ent.es são todas irzfieir-os não fz»-egetivos ou não pasitivús. 

Na intenção de obter-mos um sistema un‹:Emu.e-nÃ;.a1 FI para 
qualquer .‹.=:.is:.%.ex-ne de 1:-.szíizes 52, xlwírrinlos o espaço V com uma céFd.e:xz-zção 

total- V 

¬ . 
+ - seja V uma suz1:›cc›n._$un.L.o de V ::â:3i.isí`a;L‹;›zx›.d‹;1: 

-:~ ~ + S'.eveVe'L>üe1':É.e‹.;»›t.veY 
z __ 

-ê- N -ê- 

Liñiš be u, *J e É' e~::'›z<;.z5›z›;› u+r=v 5 V 
f"\ W' *J 

fe- E2 
¬` 

F5 ii G* ID 
‹+ 

|"`\ 
ph #1* mz V 1* ge «a tú fã câziâ v 5 Vai, uma das ccmdíções e W;-1_*â:!edf:-_-:í.1?=.z›. 

\LfeÊ',-xfeãf ouv‹~=C 

« › \‹+ Um ted su: cønjunto \‹ po‹:§=é› ser oIsí;í‹:äo_, pm* e‹>.~c-;~¡z1'à31-1é.c›, 

esfcolš'-z-en‹io uma ksa: e { v£,,...,'-«L } de V e- fi'.om;=›.~n.d.o 

1
. 

+ . . , ,, . N _ 

E? É 4.. 
_; 
0 pz~1.m=e1;x-cz ceeflciente nz-ao zero e 1â‹::eí1-'.,iv‹::V 3» 

hj 
.n 

C* 

,.

_ 
'S 

,.

, 

1 =i z 

I.rzi;1-‹:›du::í:¬::.Qs eg-‹:›1:~e. uma 1:-e3..*â.¢¿;è}lo dee <;wdem_ '21 em V, ~¿`v;â‹í'"är:;š.L¬..‹3.~:› 

=.' š xe: qaëeznda \â.= -V f: 
`z-" *LÊ {G}. leiizerxwoes' fzgu-2 \= 

1 - 2 f 2 
\ . 

. ¬ ..«¬ z..,- ._ 
^-x 1. ×.'›z:_-. ).O.C 

,_k ._ 
z-z 

v -H; 5 EF. 
:_ :â 

z .-' ~' 
; um _ me de :¬:-37€.:-'=:2.“; 31-:;››:=.:-`í;í.\1.f›:â vzÉ ëz C» Cu0 151. *ši Um szub-cc›:¬›._'§u.:¬›.tn. die 

._~ !"› '-'¬ H" \./ 
.I ('\ ?"*- _-sz I' 51 \,/

J 
se tem a fÍc.1¬mâz Ê Q V para .ezlgum Vw" 5.13-.í;í.«.:i?ââ.ze1;›<5.o <Lí..à_f 

acima. 

PRO-PC*§}Í<,`iIš.O 1.236 Todo sistema de 1~e.i2es ¡_›‹:›:~:i.\L.Í.v‹.:› em ‹:cxn.¬(..‹'_im um 
sistema 1"u1'zde.ment,.ai- E2, pg 143 

PROPOSIÇZÊO 1.27 Se U K { 'Í~'1_,...,1'>¡ } é um ~.1i›T:i.er'na í_"'4\_L:1<:`;.'z;1'11€.-1¬.(;..2.-J. em 
` .r ff» 

ã, e:°;*...."`=;`:› <1~_,x~) il 0' 3:'-e àrflj. eí'Í/2, /pg 151. 
1 J .› 
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'_¿ Uma subalgebra h de uma álgebra de Lie g e dita uma 
subalgebra de Cartan se satisfaz as condições seguintes: ~ ~__ 

(1) hr =| O para algum r, onde hz = [h,h] e hr = [h,hr__1], r Z 2 
(ii) Se [x,y1 e h para todo y e h então x e h. 

A dimensão da subalgebra de Cartan é chamada o posto de g. 

PROPOSIÇÂIO 1.28 Se g é uma álgebra de Lie simples e h uma 
subalgebra de Cartan, então g pode ser apresentada '> como 
g == h G lri ame lr soma direta de h com um número de kl 

subespaços 1-dimensionais, lfl onde [h,1r_L] S lrí para todo i. 

tz, pg 351; 

A decomposição g = h e IP* eme» lrk da proposição e chamada 
uma decomposição de Cartan de g. 

Seja g uma álgebra de Lie simples e g == h 8 1,1 e...e› lrk uma 
decomposição de__ Gartan de g. Em cada subespaço 1-dimensional lr, 

escolhemos um vetor não nulo er. Para cada y e h, [y,er] é um 
multi lo escalar de e e escrevemos [',e 1 = r( )e T' 1” T 

A aplicação r : h -_---› [R ; y n-----› r(y) é linear em 
virtude do colchete e portanto r e um elemento do dual de h. 

As aplicações r1,-..,.rk são chamadas as raízes de g, e os 
subespaços 121,.-. ,lrk são chamados os subespaços raízes de_ g 
(relativos a subalgebra de Cartan h). Note que a aplicação nula 

, .J - 

rzã'‹;;.*é uma raiza. " 

Definimos agora a aplicação << , >> : h x h ----› [R por A' 

<< x_.y >> E traçošíadxad ). Vemos que <<- x,y ›> << y,x >>, V x,y e h.Y 

PROPOSIÇKO 1.29 Cada elemento do dual de h é expresso na forma 
y 1----› «T x,y >> para um único elemento x e h. (2, pg 361. 

O elemento x e h «associado a aplicação y |_í› r(y) sera 
.f _ 

identificado com a raiz ~`r¿‹ *assim r pode ser considerado como um 
¡,~,_ .l 

elemento de h. 7 i

. 
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'.¿ 
Considerando as raizes como elementos de h, seja ë o 

subcon_1unto_ de__I¿ _o_bt_ido desta forma.-V_C_b¿ap:l1emos de hr o conjunto dos 
elementos de h que são combinações lineares de fe com coeficientes 
reais. hr é um espaço vetorial real. 

PROPOSIÇKO 1130 
(1) ë gera h. 
(ii) Sexehr, <<x,x>>š0 e <<x;x>>=0 apenas quando x=I0 
(2, pg 371. 

Segue que hr e um espaço Euclidiano e dim hr H dim h.

1 

Definimos o comprimento de x e hr por |x| = ( << x,x >> )2 e o 
angulo o' entre x e y e h. como sendo o único o' e (O, Zn)

T 
satisfazendo -:< x,y ;~> E |x| }y| cos ou

1 

PROPOSIÇJEO 1.31 O subconjunto i do espaço Euclidiano hr forma um 
sistema de raizes. (2, pg; 3'?]. 

Ao sistema de raizes i^ em hr chamamos de sistema de raizes da 
álgebra de Lie simples g. 

Segue da pr-oposição 1-26 que i› contem um sistema de raízes: 
fundamental II.

\ 

Sejam pi, pi raizes fundamentais distintas em g, e .seja ou o 
angulo entre elas. Pela proposição 1.27, << pfpi >> S O e portanto 
ou é um :â-.ngulo obtuso. -. 

Sendo pi,pj e ë, 2<< pi,pj >> / << p_L,p_L >:: e 
2<< p¿,p,L ›>_ / << pi,pj >> 

_ 

são inteiros, e assim 
4<< pi,pJ_ >>2 / << pi,pí >> << pj,p¡ >> == 4cos2o'¿j e inteiro. 

' Desde que O E coszo S 1 temos 4cos2o'iq¬ = 0,1,2,3 ou 4. Mas 
an sn 5. 

›¬›?JQw 

,.. 

‹_,' 

'v 
cê Os cf__ é obtuso e portanto og == Ê, ou rs. Sendo p_ p_ u LJ 2 L' J 
= fr. Assim o angulo entre 

duas raizes fundamentais distintas e -, -É-5.1, -É-R, -Ên. 

line armente independentes, exc luimos 

‹› .~ 

›
.

J 
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n 
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_: 
Para cada par de raizes fundamentais distintas pi, . p 3, 

de_!_`i;nimos um número "int_._e¿i_r_o nu por nu I 4cos2o'u, segue que nu 
IIO,1,2,ou3sei›=j. 

O diagrama de Dynkin de uma álgebra de Lie simples g é um 
desenho composto por pontos e tra‹,-',os da forma seguinte. Os pontos 
correspondem as raizes fundamentais de g, e dois pontos 
correspondentes a duas raizes distintas estão ligados por nu 
traços. " 

Os únicos diagramas de Dynkin de algebras de Lie simples, são 
apresentados em [2, pg 40,431, com as dimensões das subalgebras de 
Car-tan. Encontramos apenas um diagrama cu ja dimensão da álgebra é 

14, a saber, O~ denotado por G2. Temos também um 
único diagrama cuja dimensão da álgebra é 3, a saber, O de-notado 
por A1.

u 

.- 

ús 'V 

\ í‹ ~ _* ...aí 
_ I 
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cAP1TuLo H - A ÁLGEBRA m 'Í f 

Neste capitulo apresentamos os octonios, derivamos algumas 
propriedades que nos permitem provar que os octônios formam uma 
.álgebra com unidade, não comutativa, não associativa, alternativa, 
com divisão e normada. Encerramos apresentando uma forma matricial 
para os octonios- 

OGTONIOS 

Consideramos o espaço vetorial (Ra. O produto 'escalar 
possibilita obter uma base ortonormal para_lRa, que denotaremos por 
ie, je, ke, e, i, j, k, 1. 

Definimos uma operação de multiplicação de vetores em 1128 pela 
tabela. 

.\¡'ie je§l:e\fe¡'il._j\!k'i||
1 ie - 1 -kp J 11- i e `-ke__1e ie 

ije 
ke - J 1 - 1 1- k -Je W ie 

l e 
; 

na 
jelk-1§-ii-j ke e l-ie 

e i _j k - 1 -ie Â-_je"-ke e i-e-ke jelie-1 km-j i
I 

,I 

1 =.ke I~ E -ie 
; 

je - k H- 1 ¶ 
1 jp: . 

k -jà 
L 
ie m- E ke J *- 1 *-41 kpã 

'
› 

p

\ lMie*je keleli _1 kii 
e estendemos a todo IRS da maneira usual. 

Vamos . denotar- IRS com tal operação por [D e chamar seus 
elementos de octónios. Olhando a tabela, vemos que ID contem uma 
copia da álgebra IH. ~-¿_

â 

hió 

› 

' 

. 

' ~ 8 
1 

_ 

.¡- ._ J, *‹¬ ›› 1 
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Podemos escreveÍ un; octonio .- 

*u 

xIxie+x_1e+xl›-;e+xe+xi+x6_j+x~k+xcomoasomade 
1 2 ea 4 5 7 a 

suas par-tes pura e real, ~ ~ 

x I Pu(x) + Re(x) onde Re(x) I xe e Pu(x) I x - xa 
ou como um par ordenado de quatérnios, 
x I ( x',x”> I x'e + x" onde x' I :(11 + xzj + xsk + X4 x"Ixi+x6j+xk+× 5 7 e 

Usando a notação Ê para a imagem do quatérnio x pela 
conjugação de IH, segue que a conjugação de um. octönio x tem a‹ 

for-ma 
š - - Pu<›o + Reco - <-×', §"› 

Para efeito de cálculos e conveniente encontrarmos uma 
formula para o produto de octonios x e y, que não envolva as 

' dificuldades causadas pela falta de associatividade. 
( ke I (`i_j)e if i(_je) I -ke ). ' 

:ay I_(x'_,x")(y',y“) IW(x'e + x")(y'e + y") I ' 

I (x' e)(y' e) + (x'e)y"' + x"(y' e) + x"y” 

Verificaznos que (x'e)(y'e) I -y'x' 
(x'e)y” I (x'§")e 
x"(y' e) I (y'x")e 

As-sim, (5-:',x")(y',y") I -§'x' + (x'§")e + (y'x")e + x"y” 
E (xo šn *_ yu xn>e + (_š:.¡ xr + Xrnytr) 

Ê ix: ;,¡r + Y: X››l›_;ø X; + Lrnyn) 

Escirevendo os octonios x e y como 
:~:=x1e+x_›_1e+xke+xe+xi+›.:j+xk+x 

1 ._ 3 4 5 0 7 B 'É'ie+*e+'ke+'e+'1+' +'l~:+' 5 :fã :«:_,J se 54 sã 561 3? se 

aplicamos a formula (1) e encon'L.1×amos as coordenadas do produto xy 
-em relaçšio a nossa base. 

‹› 

'› 17
\ 
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×v =
y

+ ie_( xay 1 
_1e(-x7y¿ 
ke( xóyt 
e (-x5y¿ 
1 C x¿y¿ 
J C-xgvx 
k ( xzyl 
1 (-xiyl 

+ X + x + - 3; - BY2 5y3 XÓY4 Byä x 

×,.â'z 
' *#9 + X + X + X BY4 1y5

+ 
×›~ 

*Ci 'Í' 

gn 
-.gun + +3.: +31- 4y2 153 24 75 

“ X 'Í' X ' _ X ° X ' 9' 1y2 433 BY4 GES 

PROPOSIÇÃO 2.1 [D é uma álgebra real. 
Dem- Dadas x, y, z e [D e 1. E [R 

vz ' *Jg + *zm ° ×.Y5 * *zu 
X + X 'Í' 'I' X '- 5y2 BYB ×7y4 2y5 xiyó 

xzyv + xaye) + 
xâyv + xzya) + 

xúyv + xsya)
+ ly6 

Zyã + XSY7 + x4yB> 
×zvz-×z›f,.,-*Y +×›' '×7Yó*×.,Y7+*zY.>+ 

xflyd _ XSY7 + x6yB› 
xy +×y +x-y) 56 B? 78 

XZYZ _ XBYS _ x4y4 _ XSY5 _ xdyõ _ x?y7 + xflyfl) 

(1) xy é um par de qu.at.er‹n1os, assim xy e ll) 

As igu:-:Idades 
(11) t.(xy) = (txäy 'I'-' x(t.y) 
(ii1)x(`y+z)=xy+›:.z ; (x+y)zI-=xz+yz 
seguem da regra de produto (1) e de resultados equivalentes para 
quatérnios E 

A álgebra D é chaunada. 3 álgebra dos octônios ou álgebra de 
_ 

Graves-Gayley-Dickson. Nomamos que [D é uma álgebra com unidade 
(1),, não cc›mut..at.iva ( 1 j H -Ji 3 e não associativa 
( ke E (ijëe i= i(_1e) = -ke Í)

` 

PROPOSIÇÃO 22 [D é uma álgebra alt.ernâa;t.iva. 
2 2 Dem. Devemos verificar que x(xy) = x y 

Fat-emos apenas a pr-imeira; 3 segunda é 
xCxy) = (:zz' ,x”)[(x' ,›:“')(y' ,y")]== 
= (xr-'x||)(x‹ 5, +- Sr xa' _ 3!: xa + x:rS,u)E 

e (xy)y = xy , V x, y e 
análoga. 

¡=(xr (_š.r xr +x1ay|:)+(xr -§ør+y: xvø)xør,_ (,_:a ;,|o+y a x:r>xr + Xn(_;,: xo +xar$, )= 
.__ _ o ,r 0 o n ar a u ar ,n .ra u u c ,r . o n a í -C x az. y +x y x +x y x +3 >. x ,- y x ›. -›."y x'- x y x + x"x”y")= 
ac- ]×' |2y' +×' <'¶"<z12ec×">›>+y' ›z'*›z",-y-W 

| 

X'
| 

m(-y' |x' |2+ x' (2Ple(x"))š'f'+Vy'x"x”,.- fx' |2y"- ';" x' 2FEe(x">+ :~:"x y *É 
a(_Yø šr xo + xa ›_{uš':n_._xo Xušu + Y`‹ xr¡xn:,_šr xa y|¡_ç: xa ;u_ gr xo xn+ xr‹)`¡|},›a = 
m((xr ;{¡r+x¡ x›|);,¡›+yc (__::n ,ir + xøaxal), _š,r (xo ;,|: 

1 Cx! šll + xl XII' _; xl + xIlxlI)(yf '.3'I;l) 
= [Cx' ,x")(x' ,›:")I(y' _.y“)==x2y E 

18 D: 

ll 2-<2Rz=_›<›z">y' >×'+›z"× y >= 

+ xl xd:)+<_§r xc +x|fx0a>y n)= 

~\
.

4 ' 
'X

+
+
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COROLÁRIO V x, y e ID, (xy>x II ×(yx). 
Dem: §_ 

§'_:-_Qposição 1.5 . 

PROPOSIÇKO 2.3 IR é o centro de ED. 

Dem. Imediata, visto que IH é subálgebra de ID e Z([H) Il [R - 

LEMA 2.1 p : ID _---› ID ; xr----› Ê é uma anti-involução, isto 
é,Vx,y-eID, Vteflëvalez 
(1) ;¿+yI;‹+§ 
mí G?-zš 
(111) x I x 
(iv) xy I yx

_ 

Dem.: (1) e (11) são imediatas. 

cm) š - <×',×"› - <-×' ,›Ê"› - <×',›Ê"› - (›z',×"> 

(iv) ,Tv = cxúšfaf + 5,0 xa' _ çaxa + xøryci) 

E (_xI gil __ $'I XII' __çl xi + xllyll) 
E (__y: xu _ xr ça, _;f ya + šøršøn) ` 

= (_ya ,š_:n)(__×ø \';u> 
=*'yx _ 

Definim-as a nørma de um octônio x por 
_.1. 1 1 

_. ._ 8 _ -¬* -1 2 2 ~ > 
|›:[ â (mf E (xx) == ( Exi ), segue que |x| = |x|, |x| _ 0 e 

i=£ . 

|>:{5(5s:eesÓsexn0. 

É fácil ver que para todo x e H), x Ff 0, xfl = :Ê/|x|z. 

LEMA 2-2» Para x, y e ID, com y # O temos: 
(1) (›:y)y-1 = x e y_&(yx) == x

_ 

(ii) (','x)y_1 E y(xy_i)_ 
am) se x zé e, <›<y>`* É _v`*×`* 

Dem. (1) (:›:y)y_1== (›:'§" + y'x"_. - §'x' + x"y")(-y',§") / |y|2`Í== 
= É (X. š..y..+y_; x..y..+y. X. _y. x..y..__;,. X. Y. x.._;,. X. ;,..+x..y..š;..>/ 

| 
5, 

I 

2: 

z <›‹' wa* + sv' |“›='.› |›~1*=‹~ + ›‹~s›-'s*> f W» 
z (›:' |y|2, ›z:"|y|`¿) / |y|2== (x',›:") II x 

Palfa y_!`(y›:) n x a d‹=ên\c›nf:t.1~:zz¢'.~ão é análoga- 

19 
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(ii) Sendo ID alternÃÍ‹.iv:;f., partimos da igualdade 
(y + ×>2y'* z (y + x><<y + ×›y`*› 

'¿ 

(yy4+ yx + xy + xx )y_1 I (y + x)(1 + xyfä 
_ _ 

~ 
__ “__ 

(yy)y_,`+(yx)y_*+(xy)y_*+(xx)y_1 n y + y(xy_') + x +x(×y'-t) 
Fazendo uso de (1) temos 
y + (yx)y_1+ x + (xx)y_1 Il y + y(xy_1) + x + x(×y-*> 
A alternatividade garante (xx)y i I x(xy 'Ô e portanto 
(;¶)y-1 l= y(xy_,3 " 

(iii) De (1) 
_ 

temos y 1(yx) I x :I (y *y)x V x, y e ID com y rf O ~‹ 

Fazendo x == (xy) 1 obtemos 
(xyfi == y'-1( ytíxy)-1 ) = y_1( [x_1(xy)](xy)_* ) = y_*x_1 - 

PROPOSIÇJEO 2-4 [D é uma álgebra com divisão. 
Dem. Sejam x,y e [D tq. xy II 0. Suponhamos que_ y rf 0,. então temos 
seu inverso yú. Multiplicando por yú ambos os lados da igualdade 
xy E O temos (xy)y_: = 0y_* I 0. Aplicando agora o lema 2.2 vemos 
quexflfl. _ 

LEMA 2.3 (1) |tx| == V×elD eVtelR 
_ 

(11) |›z`*| = |×¡`* v ›z E ID, x == 0 
Dem. [Ime-diatal. 

A lei de distributividade x(ty + lz) I txy + lxz com t, 1 e [R 

e x, ~y, 2 e ID, permite interpretar a . n1ultipl1caç,ã'o y 1----› xy 
_, s por x e D fixo, como uma transfer-maçao linear em B? _. 

. Mx : [D --_-› [D 

y â-----› xy 
cmde y é tomado como uma matriz coluna. 

Da igualdade M×(§.‹') = xy, vemos pela formula (2) que o 
operador Mx tem a forma 

- 

' E 
f _ 

\ › F



'kk = x x

X 
._ 

\ X X 
‹ .z 8 7 ó 5 4 3 2 

X X X X “X “X X 7 B 5 6 3 I 1 \x'-xxxx-x-x ósav2:4 
*X X "X X " 

\-x -x -x x x x x 5 ó 7 a 1 2 s 

'X X X ' 
L 

-x -x x -x x 4 s 2 1 a 7 ó 
-X X X S 1» S 2 7 B 5 

'X X “X 'X X X 2 1 4 8 6 5 B *-x -x -x -x -x -x -x 
1 2 s 4 5 ‹› 7 

›‹'Í 
11 xl2

xs
x4
x 5 
xa,
x7 
xa_¿ 

Pode.-mas então associar a cada octónio x, uma matriz quadrada 
de ordem 8, M : ID ---‹› gl(8,lR) ; X ›_-_› Mx- Esta aplicação é 
linear, isto é, 
Mâ×+y› s Mw + My e M-:uu n t.M× V x, y e ID e V L e ER. Com efeito, 
M‹×+y›(z) E (x + y)z I xz + yz I }~L\‹(z) + M_vCz) I (Mx + My)(x> 
'Vze[D. 
McL×›(z) = (tx)z Im t.(›:z) I t.M×(z) I ('LM×>(z) V z e ID- 

Qualque 1* t.e-nt.:-.1t,1v.s de obter- uma aplicação 
gl- 3 ID í-i› gZ(8,[E)« preser\'ar|do também o produto não procede, 
v1s'.t.o que neste caso [D seria isorlxorfo a uma pa1~t.e de gl(8,lR), e a 
cópia de [D estaria ñluhida, em gl(8 IR), de multiplicação 
ass‹:›ci.=ativa_. ccxntradizendo o fato que [D é uma álgebra não 
associativa. 

Para um octônio ur:it.ário fixo sc, vamos der1ot.ar a matriz M: 
por Hz 5 Línlprš, pp 1,2,..-,JS. 

-ev 
iii.

O 

z S, × 
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c.›\P1'ruLo 111 - Auromoerxšmos D1: ln vt 

I O objetivo aqui e obter a representação matriciaf' dos 
automorfismos de ID, para utiliza-la no capitulo IV. 

Baseamo-nos em [7] e atacamos o problema como segue. 
Gonstruímos 3 classes de automorfismos e damos suas representações 
matriciais. Posteriormente verificamos que todo automorfismo é a 
composição de 3 automorfismos, um de cada classe apresentada. 
Verificamos também que os automorfismos de ID estão contidos em um 
subgrupo classico de matrizes, a saber, S0('?,lR). 

AUTOMORFISMOS 

Sabemos que os automorfismos de l`D tem estrutura de grupo; 
denotaremos este grupo por G2. 

A 
. 

. / 

Um elemento T E G2 é um automorfismo do espaço vetorial 
[D E [RB tq. T(>.:y) = T(x)T(y) V x,y'e ID. Sendo T(i) afi O, temos seu 
inverso e a igualdade T(i) I= T(i-i) = T(1).T(i) implica T(1) fl= 1. 

Pela linearidade de T, vemos que a parte real de um octonio e 
invariante sob atuação de automorfismos, isto é, automorfismos de 
LD atuam apenas nos '? primeiros elementos basicos. Além disso, para 

x = <xi,..-, x_?, xe) e T(x) == (y1,-.., 317, ye) temos T(;) == T(x). 

De fato, -›_: 2 -x + Zxa e T(:_‹:) = -T(x) + 2T(xB) == 

=-=' (-y1,...,-§.f?, -xe) + 2x8 == T(x). 

Como consequência, T e Gn preserva norma. Com efeito, 
|T<›o|2 = 'r<>o'r<›z› == '1¬<×>'r'<›É> = 'rooÊ> = 'r<|›;|2› = ;›z|2. Logo 'r é 

mf '\ uma transfol mag-,ao ortogonal.
x 

Se x e [D é z puro e 3,' ‹= e Sd então 
`_~ | 

Tíx) = T(|:<|.y) = |x| T(y). Portanto, podemos considerar T e (32
ó -atuando no conjunto dos ootónios puros unitários, a esfera S em 

nã”.
, 

o. m_
t 

«_ 
.wi 

Na intenção descrever os elementos de G2, vamos 
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f» ' 4. 
irxicialnxenife rzos preocupar come aut.omo1~1`ismos internos, isto é, 
conjugeçöes por octonios fixos nulos. 

~ Ux : ID --z-+41) , x # 0 

y 1-_-› xyx'1 

onde a ordem que efetuamos o produto é desconsiderada em virtude 
do lema 2.2. 

PRoPos1ç:so 3.1. uxz u> --_-› ln, y ›--› zw *, × z-= o é um 
automorfisnxo do espaço vetorial ID I ERB. 

Dem- (i) Uxflíty) E xtyx * = taayx * H t,U×(y) V y e ID, V t e IR, 

(ii) Ux(y+z) = x(y-!z)x_i == (xy+×z)x_i In ›:yx¬`+xzx-1 I U (y)+U×(z)X 
Vy,ze[D 

o:fi.>uv<y>=o=›×w*=oz›y-o 

Assim Ux é uma traxxsfornxação linear 1n_1et..ivaA de ID em ID, 

por-tarzto é 2-.utomorfisnxo do espaço vetorial ID . «- 

Pax-za que Ur fosse também um aut.omo1~fismo da álgebra ID, 

rwoessitariamos U (vz) E U (y).U Cz) V y,z e ID. Porém para x = e, X _ X 2-Í 

5' E 1 e 2 E J temos -k E eke ' m Ucšk) m Uofij) if ele i.e_je 1 
== 

E (-1)(-J) E k. 

Buscamos saber sob que condições impostas ao octonio x Pfi 0, 

U é- um .automo1~1"ís1no de ID. Para isso p1\ovà1~emos alguns lemas. 
ø.

¢ 

Note que podemos reduzir conjugações por octônios, à 
conjuga;-:ões por ekementos da esfera S7 (octonios un1t,á1~ios), pois 
se x F 0 e s' E Lemos 

¡,. 

Ux(y) E >:y›:-1 = xylšlz E == sx; :I sxs¬== ~U¡___(y) V y e ED. 

zé' 

E3, 

Q* _*`~
\

I
u 

1. 

.K .



Até ' 0 final deste capitulo, s é um octönio unitário, 1.3., ,¡

7 seS. 

LEMA 3-1 (un) * - u _1 - u_ 
Q E 

Dem. Dado y e ID, Uszü _1(y) I UQ(s-úys) I s:(s_*ys>s_-1 I
9 

E [s(s *(ys)1s *I (ys)s * H y 

Par outro lado, U _¿‹› Ug(y) II U _:(sys_1) Il s_1(sys_*)s E 
2 9 

É [s-1(s(ys_i))1s = (ys_1) s == y. 

Note que utilizamos o lema 2-2 . 

LEMA32 U_EU.seesÓsesnit.;.s,t,eS7. 
Dem (‹.f=) Evidente . 

<=,.›> u__<›z> = ut‹;×> v x e u> zz› s×z=-.`* -= t.›.~c.`* V X e ID. 

Se s 5 ii t.‹=_-mos xt. = t.x V x e ID, assim t. I :fl pois t. e ZCID) 
e t, e S13. ' 

Se s Ff il então s não é colinear a 1. Cc›mp1et.amos uma base 
` A A A A A A 

3 par-tir de 1 e s, fi' II { ie, je, ke, e, i, j, s, 1 } e 

‹:›1~t.Qrz‹:›rm,a1ízan1os fi' apartir de 1, obtendo 

f‹1jl< 1'^1›ú^S`L ,fiflë e, e, e,e,,._],s, ones=-I-šT 
J- (Ê SES--1*-I' -'ÊS"S;.

s 
fâ 3 Segue que s E s-L + ss = Bsls + sai, assim s 5 S E [H 

Ç-|§

1 ›-› 

wv ink 

-1 -1 ¬s 
TI-ab;ê.1he.:m3s .agora com sxs == txt. ', V x e [D e s e b . 

Temos então a igualdadé 
(}:r Susn,Suxns,Iu> = ` 

É ;tlr+x| t,nt'n_¡_.L: Ft: _tú t'arx:o‹›{r:~tr};_|:+tl X: t`n_§_o__t.'n ‹7+tr¡xørt7), 

'‹fxelD._ 
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'F 

Para x' H O `-"
~ 

'JC 

Sllxfilší) - (ti ;_l_l-t'fI._t'O tIIxll't:TtO ;T+tIlxIItT) 

V (x',x") E ID com x' n 0. (1) 

Comparando os primeiros membros de (1), 

1.' <¶‹."-1.'y› - o v y e rH, 

donde t.' H 0 ou yt' I t.“y V y e IH, Le., t." II O 

Supondo t" == O, comparamos os segundos membros de (1) 4_ 

s”ys” t't.'y = y V y e IH, mas isto é impossivel pois temos a 
igualdade de um automor-fismo com uma an'‹..i-involução em EH. Portanto 
L' s 0, Le., t. E S9, reduzindo o problema a EH. Mas pela 
äsociatividade de lH temos para todo x e IH 

sxs-1 = txt-1 àsxš- txt-._=›s_t.x = xšt, -àst. elR = Z([H). 

|st.| = |s||t.|`==i=›st..It1==›s(st.)IIts=àt.==is¡ 

GOEOLÁRIO Conjugação por um octônio unitário t. é um automorfismo 
interno de [H se e somente se t. e S3. 

Dem. (¬‹'=) Evidente (It. e S3, txt 1 é autonlorfisxno de ll-D “ 

(-›) A hipótese diz que para todo y e IH, Ct' ,t")(0,y)(-tT,t.") = 
= (0,s)(0,y)(0,s) para algum s e SS, o que corresponde à igualdade 
(1) do lema e implica que Í. e S3. 

Lew. 3.3 un ut* e G2 zà S” z irfí. em e S? 
Dem- se u u¬ e G enàâó u u"*‹:×› u u"*<y> zz u u`*<×y> 2 L 2 Q L sz t 2 1. 

'fe' ›:,y E !D (2) 

Em (2) colocando x Ifl Utíu) e y m Ut(v) para u e v em [D temos, 

uñczn uñ<v> = uHuz*<ut<u>.uL<v>> V u,v E LD. 

Aplicando U?
_ 

Uffiüñíu) U__(v)> m Ut1(Ui(u) UL(v)) V u,v_. e ID, isto é_, 

s{(sus)(svs))s Il t.((t.ut,)(t.vt.))t V u,v e [D 
` 

(3) 

' '_ 25 
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? ` 

_ '_ _ s -s s -9 -sr 9. s((sus)(svs))s In (u's v"s +v's u":.=-. ,-s v'u's +u"v") 
_ (4) 

Colocando u' I v' n O em (4), segue que (3) tem a forma 
uv - Ê<<f.uí.'><1,vÉ>> V u,v é IH. 

Con jugando por t., t.(uv)t. I (t.ut.)(t.vt,) V u,v e ÍH, isto é 
conjugação por um ocLon1o__un1t.àr1o t. e um automorfismo de IH 

pelo cor-olámio anterior, t. e S3. 

Agora façamos: u" = v" = O em (4). Segue que (3) tem za forma 
(0,-ga vuss)t. = (0,-Fvuts) V u,v e (H. 

Para a = vu e lH temos 

ssa ssa Last. V a e [H 

Pelo lema 3.2, sa == ta

/ 

Lam 3.4 u^ e G2 <=› S3 = :1 

f ‹. 
. . 3 5 Como* no lema 3.2, as:sum;_€':~›s S e S _ Veremos que L e S . 

Dem<=,›>u_=uñzm=u_u1*eG2=›sg=:1 
(ze) Se S I ii então U e G2- Se S == t 1, assumimos como 

no lema 3.2 que s == (0_,s) e S5.
O Uñ(xy) E (D,s:)(x'y"+y'›:",-z,"'x +x"y")(0,s) V x,y e ID 

== ((x' 3_f:+y' x")s,s(-Fx' +x"y”)(0_.š) ==
_ 

zu (oc ;7¡+;.›' ×">s2,sc-z,Í'_×' +x"y">š> (5 

s 2 Pal'-a S = 1, como ss = 1 temos s = S 
' 

2 _- -°-2 - 
U_Q(xy) = ((x's S y"+y's2sx")s_.s (-y'x'- + 

= (x' s2sy"'s+y' s'.2sx"s_.-szy' x' s+s2x"3.f"s) 

= (>:' s2s;'"š+y' s2sx“š_.-šzšf' x' sz-1-.=.:x"§f"'§..) 

= (x' s2,s:x"š)(y' s2,sy"š)
_ 

Im (›:' s_.sx")(0,s)(y' s,sy")(0_,s) 

2 <o_,s><›z' _.›z"xo,š><o,â><y'_.y"><o,š> 

e daí, 

x”y")š) 
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”Ê" 
‹". 

== U__(x`›"U¿(y). .¿ V x, y e ID 

Pare ss I -1, sz I -s _e_‹__¿i_e_M(5`_)_t.emos: ~ 
_____~__~ 

I.[_(xy) I (-Cx .s sy"+y s sx ')s ,-se (-y'x +x y ')s) u2___¢2o2-2-¡nn- 
= ((.x' s2sy"+y' s2s:x")š,š;2;'_x' š-š=2x"y” É) 

a (x's2sš"'š+ y's2sx”Ê:, -šzy' x' sz-4-sx"sšy"§) I (6) e portanto temos 

U_(xy) I UH(x)Ug(y) V x,y e ID. 

PP¿O?OSIf".EO3-2 Uetš seesÓseseSI{×eS xI1/2}ou -«‹s v_ 9 2 2 ' B sui 
Dem Pelo Lema 3.4 temos 
UeG 2 2 9 Como anteriomnernte, podemos considerar S e S Q ,

3 se e só se S Iii. 

S I (0,(s5,só,s?,sB)
W nd" n I¬. 

sa 11 ‹=¢(4s sz- .~:~: , és sz

% 

segue es3=1‹==.às-wi

S 

lema 3-2 Uh H U_= port.ant.o (s1_.S2....,s7_.-1/2) e S7 ;\ep1~ese¡\La 
mesmo automorfismo que (-s£,_..,-s_1_.1/2) e 5 , e também U_1 I U1 
Logo os automorfismos irzt.e1\nos de ID. int.(ED), são e›‹_:at.amento 

2ss,2ss ,2ss_. 
. se õe, 'Pa 

58 5 (SB 

s (43 

~a 

O. 

L! 

zowmwmn 

-'-1)=0 ¢====› S 
s(4s-1)=¬0 ézà s 

ecézz-1>eo ‹z=› SG
C 4-'-3 :1 0 _. of. SB E ámà G8 

OU 3 rs
B 

==0ou 
==Oou 
wüou 
:aii 

~1`/2 

8=-Ie-›s==-'1ous8== 1/2 

,V . .\,_ O *O 

CUS B 

S É 5 B 

S É 6 B 

3 is
B 

_¡šó 

Zsz -1)(s _. s ,s , S) . B 5 G 'F 8 

- â.G,4â?z::-s_,,-és:-ssa) - ‹o,o,o,:1> 

.ti/2 

ii/2 

Ii/2 

ii/2 

¡ Assim U__ e G2 se só se 's == ii ou sa = Re(s) = ii/2. Pelo 

pax-e. S E 1 ou s ee S . Note que S é homeoinorfo a S° E 

J. 

ez 

.>? 
Q...



I Segundo nossos objetivos, precisamos descrf vez: 
matricialmente U__ e G2 para tal temos a proposição seguinte. 

- ? 

"50 PROPOSIÇKO 3.3 Para s e šá, a forma matricial de U9 = (Upr) é 

dada por Uprn 2(spsr+sBn\pr>-ópr, p,r=i,...,7. 

Esta fórmula utiliza os elementos da matriz Ms H (mpr) do 
capitulo II e ôpr o delta de kronecker. Ela é verificada 
diretamente, aplicando UE nos vetores basicos e colocando os 
coeficientes em coluna ml 

Consideramos a matriz de UQ como uma matriz real 7x? em vista 
da nossa observação inicial de que os automorfismos de (D deixam 
invariante a parte real de octonios. Em verdade quando 
consideramos U_ como matriz 8x8 temos Um '= Uai H O e Uee = 1. 

Assim a forma matricial de U e G é [Id] ou 9 2 ?x? 
¬`2s2 -1×'2 2ss+s Zss-s Zss-1-s Zss-s 2ss+s Zss-s Í 

1 7 1 9 cs 1 4 5 1 5 4 ‹1 ó 3 1 7 2 z 

NN»

N 

LONN 

D U 

LO

H Zss-s Zs -1/2 2ss+s Zss-I-s Zss-s Zss-s 2ss+s 21 7 4 ‹s 25 s 2‹s 4 27 1
\ 

2ss+s 2ss-s 2s-1/2 2ss_+s 2ss+s Zss-s Zss-sz s1ós2s 4'.›as2s‹s1:-:'24
2 2ss-s Zss-s Zss-s Zs -1/2 2ss+s 2ss+s 2ss+s

1 41 4.2 ‹s 45 :› 4 «só 2 47 s 

\c›. 
›,."'1 

il L1 

N
L K! ih

O 
N 
UI cz 

-J 

ra 

0. 'J 

z2ss-+s '2ss+s Zss-s 2_ss-s 2s-1/2 2ss-s 2ss+s is14s2_s 53254 'zsvól
L -s 2ss+s 2ss+s Zss-s Zss +s Zs -1/2 Zss-s
¿ s óz za ós 1 cl: z ós 1* 5; 

2ss+.s Zss-s 2ss+s Zss-'s Zss-s 2ss+s Zs-1/2¿ :»1z 721 'Ps-1 742 'esa 'ras
¡ 

_ 
*zé ‹1ndesê(s,s.s.s,s_.s_,s,ssi/2>eb. 1' z^ 3' 4 5 ú 'z a

z 

Futuramente utilizaremos a 

Psoroslçxo' 3.4 1m,<LD› 5 so<'r_.fR> _: 

Dem. Sabemos que os automorfismos de ID são transi`ormaç'öes 
ortogonais, assim Int([D) E 0<'.f,[R). Para Use Int([D) temos 
(U3) i = (U:)T V e 

_ 
portanto det(Ug) H ii.. Resta provar que 

det(U ) ?= -1, ou se ja, que U esta no componente identidade de 
2 ` E 

O('?,.'Fí). ' 
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Para sr. H 1, U” I Id e S0(7`,[ÍÍ). Iffado s af 1 e S7 congzlderaxnos o 
BPCO 

~ w :[041 ---» 5? V »"--- 

(1-L>1 + às 
<1~m›1 + us] t. r › 

conexo que liga 1 à s. _ 

` ru Além disso a aplicaçao U : 
S7 ----› 0('?,lR), S |---¬› US 

é continua e portanto U<w([0,1])) é cone.-xa em 0('?,U2) e liga _Id à U 
Logo U__ está no componente identidade de 0('?,D2) e portanto 
det.(U2) := 1. - 

Como conseqüência da falta de associatividade em S? 
apresentamos: a 

PROPOSIÇÃO 3.5 Não é verdade que Int.(lD) é um subgrupo de 
AuL<m› - G, 

`" " " 

Dem. Vemos exibir Un, Ut e Int. (ID) tq. Ugllt Q' Int. (ID). 

WV Tome s = -1/-É-` ie + 1/2, t. B -fg e + 1/2 em Só e considere suas 
matrizes 

T 1 o o o o o o T 
> › 

` zo -1/2 0 0 o 0 -1/2; 
¬ Q' 0 -1/2 Q o -Y§>2 o

1 

\ 

"G o o -1/2 vãfz 
;

1 
1 0 0 0 -fã/2 , 

-1/2 o o
1

D O H C0 

; 
0 o vãvz o .o -1/2 o 1 

o ~f§/2 0 0 
t 
0 o -1/2o 

M- :- 
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'F 
,Q 1-1/2 ` O 

o -1/2 
-o o 
o o 

vãvz o 
-o vãäfi 
0 o 

`-1/2 o 
o 1/4 
o -3/4 
3/4 o 

-fã/4 o 
0 -fã/4 

_ 0 fã/4

o
o 

-1/2
o
o
o 

vãvz

o 
3/4 
1/4
o
o 

v§>À 
vãvâ 

_¿ o -fš)2 o o f 

o o 
»~ o 

O -1/2 
0 0 
0 O 

o -vãvz o o ` 

O O 
O O 

-vãvz 1/4 
O O 
O O 

-vã/2 O 
o o.m«_. -fã/2 

1 o o o - u 
O O 

-1/2
O 

vãvn -vã/4 
v§74 fã/4 

-1/2 -fã/4 o o =u¿u

O 
-'1/2 

0 O 
1/4 -3/4 
3/4 1/4 _ 

,_ Supondo que U UL.= U n (aii) e Int.([D) 'Lemos É T 

au E -1/2 E 2r -1/2
3 U E -1./2 E 2r 

FHFH 

-1/2
O zg pin rg n 

E -1f§Í/2;21~r-r =¢0.Absu1~do¡ 15 1 5 4 

Ainda sabre aut.‹_›mc›1~fismos internos 'Lemos o 

LEMA às U é InL<m>. l1<e> = é ee S z 1 Qu E z +v3k2 
Q z 4 '_ 

Dem. U Ce) = e e=› ses' = e ‹==› se == es. Utilizando a matriz pala 
pr-oduto por octônios :-1 esquerda, vem que 

mifš/Zeusfli 

Vamos procurar :agora os .demais elementos de G que 
estabilizsxn e. Denotaremos este subconjunto de G2 por G2 ==

O 

se-=es<-+~s =s =s =s =s s ==0,s mi/Zes == 
1 2 s 5 av s 4 

É { L e G”, L.(e) l= e }. Veremos que Gb é isomorfo a SUC3). 

Claramembe L.,.T e (Bh implica LT ea G? _ 
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Dado um octonio puro x, podemos escreve-lo na forma 
xn1(:‹e+x)+_j(xe+×)+k(xe+x)+xe 1 5 2 ó s 7 4 

Ghamemosznxei-x,zIxe+x zl=×e+x, em cada 
1 1 5 2 2 6' 3 3 7 

zu, n I 1, 2, 3, troquemos e por 1. Assim .a cada octonio puro 
x - x4e temos associado um único elemento z n Çzí, 22, za) e C3, e 
reciprocâmente. Segue que L e 62° pode ser visto como uma matriz 
de GL(3,LE). ` 

PROPOSIÇZO 3-6 62° é :lsomorfo a SUCS). 

Dem. Considere a aplicação A : G2 í--à GI..(3,C);O 
L ›--_--› AL onde A]-“(2) B I..(x> para x associado a 
z = (21, z2, za). 
(1) A está bem definida. 
Dados L = T e 62° e z e Cs, ,seja x associado a z. Então 

AL(z) II L(x) rn T(x) I AT(z) 

(11) A é injetiva 

Novamente tomando L,T e Gm: e z e C3 com x associado a z, temos 
ACI.) I=_ A(T} -› A* (Z) E ATCZ) -¢ LCX) == TCX) -› L r= T 

" f _ ow iii-1=)_A preserve. operaçeo
5 Ainde., se L_.T E G2 e z ez (E com ›: associado a 2, temos 

- s 

LT e G2 e LTCx) H I..(x)T(x) É x
\ 

As cz) -="1.'r<›o Lou -z A (zm cz) zz (A A ›. LT › L 'r ' L. 'r (2) 

(IV) A(G_,G) = SU(3> 
Para A E ACG temos |A (2)| H |L(x)| == |x| = lzl, assim A 

1. ze L ~ L 
preserva comp1×iment.o de vetores e po1~t.anLt.o AL é unitária. Segue 
que AL é diagonalizável.

d
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escrevemos AL na for-ma diagonal, AL I wi O O 

_ O w O _ _ 2 

O O v3 

_oL _. _ ._ LembramosqueA AIId,i.e.,ww Iww -ww Ii. LL 11 22 as 
Consideramos a igualdade Lao n L(1>l..(J) e notamos que 1, j e 

k são associados z~espect.i\fament.e a (1,0,0) e (0,1,0) e (0,0,1). 

Aplicando A temos 

fiLífi@1wH21~{fâ1~mm 
Escrevendo em lirnguagem de produto de octônios temos k wa I 

Q 'l.w1._j.\z‹ 2. Se-_1.a:n vs?-É I an + Ibn, en., bn e n. II 1, 2, 3 dai, 
k(a+eb)=1(a+eb )_j(a+eb) = 

s 9 1 2 2 2 

=l(ai+b1e)(a_1+b_1e)IIk[(ea -bb)-1-e(-ab -ba). 
1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 

Segue que ea I= aiaz - híbz _e bs I -(aih: + biez). _-.wlwwàwwflwâwwwni 
s 12 9.2 1 9.21 

Portanto AL é unimodular e uriitiário, isto é, AL e 'SU (3) 

Para a irzclusão oont.rà1~ia, tonxef B H vi 0 0 e SU(3> 
u 

O va 0 
1 

A) 
, 0 o vs 

9. 
\.+_ 

I/V* 

U' v ^= .(3 ) fe (II, n = 1_,2_,3.. 
'h Pl 

Vemos supor- que B == AL e ver qual a forma de L para que 
tenhamos: L e' Gze. Dados z = (z¿,z2,z9) e C3, seja x 0 octõxúo 
associado a z, com 2 = (x _+x 3 n == 1,2_.3. 

' 'H \'\\. 4'f'ñ 

L(x)=A(z>==B(`z)=== vz (ax+bx>i+(s›‹-bx) L * 11 1115 1:. 11 vz =='(ax+bx)1+(:a›;_-bx) 22 22 2‹s 2° 22 
` 3. vz (ax+bx)i+(a>:-bx) ss 

A 

sas? ¬s‹s_ 
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L(x) Il 

"f` Í 73',\U¡'=.~ - . . Reese:-‹=_-vendo esta matriz como \_ma‹-ma 'fä`°c¿›1l'un‹Ei de `númeI~os 
~ ¬ *f f--:dl mz, l 

~› ¬ - 

ax-*bx 1: às ax-*bx 22 zó 
.ax+bx as 97 
ax-1-bx ‹ 15 11 ax-bx zó 22 ax-bx 2? as 

e portantb L tem a forma 

\a. O 0 O b 0 O 
1 1 

0 a 02 
0 0 ag O 0 O b 
uo o 0 1 o 0 o 
1;z_o o o o 

o *-bz o 

0 O
\ 

._ 
3 3 

_; _ 

0 O bz O Re(B)

I 

.3¿ O 
O 0 az O -Im(B> 

-b 0 O O . a 

° I m(B) Re (B) 

loan

_O 
0 Im(B)
0 
1 0 0 O
O 
O Re(B)
O 

det. L II det. ÍRe(B) Im(B)} I det. [Re(B)Re(B) + I_m(B)Im(B>] == 

32 + bz 0 O 
1 1 

== det. O az + bz 0 
2 2 

O 0 az-*bz 
s s 

ax __ __. 
nn- Mââs 1-:.zz=›,vv =-1z>a2+1›2-z1,n===1_,2_,3.z 

LX 'f`¡T\ P1 H 
I

K 

-- “za Por-t.;=znt‹.› L e' um isonxorfisxno fixando e, a verificaçao e que 
'

› 

L(xy) =~L(x)L(y) para quaisquer octónios puros- x e y segue 
cálculo.. lembrando que vivzvs H 1 e v v H 1 -zà vam viva 
.El =(3.'e›.-bb)eb==-(aa+b 2 12 12 9 12 1 bz). 

`\ 

flfl 

Segue da dennonstmação da p1~oposiçã`o 3.6, que L. e 62° 
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...__ ___... O 
Re(B) 0 Im(B)

0 seesoseLI 001000
0

0 
_ . -Im(B) 0 Re(B) 

Vamos identificar L com matrizes desta 1" orma, obtendo uma 
representação matricial para 62°. 

Note que L, sendo automorfismo, preserva norma e portanto é 
ortogonal; além disso, vimos que det(L) I 1. Concluímos 
queG2° '_-É SO('?,l`E). 

No lema 3.5 vimos que Ug(e) I: e para s B 1 ou s4 II t1/'ET/2. 

Glaramente tomando B B Id e SU(3), vemos que B e Ui representam o 
mesmo automorfismo. E natural peguntar qual a matriz B e SUCS) 

“G -s tq- B e U , com s e S e sl; == :V3/2, representam o mesmo 
automorfismo- A questão torna-se simples quando escrevemos a 
forma matricial de U”. 

É-1/2 nz o o -S4 o o ' 

, 

0 -1/2 O O O -S* O
\ 

4 
o o -1/2 0 o o -S4 

MH E 
i 

0 o o 1 o 0 o
F "

I 

¿ 
S4 Q 0 0 -1/2 0 0 
0 sá o o 0 -1/2 0

} 
í

› 0 cê S o o o -1./2 
jx 

4 _ 

' -1/2-S41 O 0 
e claramente B = - 0 -1/2-s¿i' O 

O O -1/`2°'S¿i 

` Apresentamos assim a interseczção entre SUC3) e Int([D). 

.Até este ponto temos obtido a representação matricial de duas 
classes de automorfismos de ID. IntC£D> e 629,. que estão em S0(?,ER). 

34

z 
A'_.v`



,, __ 
Ap1~esenta1~emos uma terce›.¿-a fslasse, também conf-ida em S0(7,lR), e 
provar-emos que todo automorfismo de ID pode se-ur escrito como a 
composição de tr-és automorfismos, um em cada classe-_ fzypr-esentada. 

Plaovoslçxo 3.? R z m ---› ln, <×', ×"> ._-› ‹-×', ×"› é um 
aut.omo1~f1smo de ID, que pertence a S0(7, IR). 

1 _! _1 O.. 
Dem. A forma matricial de R é -1

1 0 1 1 ..

1 

Glaraxnente R é um isomorfismo de IRB em [Re que deixa fixa a 
última coordenada. Além disso, 

_ R[(x| ›x|ø)(-yo 'yu)] E (__xø š,._| _S,| xu,_i7ø X1 +x|¡yør) _ 

H (Ç-x)šÍ"+C-y' )x"'_.- (_-Ê' >C.-3;' )+x"y") I (_-x"_.x")(-y'_.y") 

' = R(x) R(y) V x, y e ID- 

Sendo R automor-fismo de ID, R e' ox~t.og-anal e como -det. (R)=1 vem 
que R 6 SO('.?,[R).. d

1 

A terceira classe de automorfismos que anunciamos é 
exatamente RE, e = O ou 1. 

Necessitamos novamente de lemas para chegarmos ao objetivo 
deste capitulo. d 

-\f LEMA 3.6 Se x GSÔ, existe s ESÓ tq. Ug(e) == x se e só se 
-1/Zdí 3; E 1. - 

_~g. . 

Dem; -(,'à,.~)V`¿U (e) E =~. 29.2 -1/2 m x 
* -- 

_ 
2 4 4 

š'é 'šé =*‹y E S7; y = 1/2:/..› 0 s ea 5 3/4 
À B 4 

,àââim -1/à 5 ›z s 1 
_, \ 4. 

.ø-'I-" - ' 'un 

N . 

(cz) Consideramos -1/2 S x-4 E 1 e devemos en‹:ont.x~a1~ x «E S6 tq. o 
si.st.ema abaixo tenha solução. 
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. 

'_~' 

'2zš:s:`"`+s nx _, 4 x 5 1 ' 

Zss +s nx 42 ó 2 _ Zss +s nx -- 43 7 s 

4 2a:-1/2 I xl* Note que já satisfizemos se I 1/2 
-5: +2ss lx 1 ¢5 5 
-s +2ss nx 2 46 ó 
-sz +2ss: lx 

_ 9 4? 7 

(ih:-:mamas a m ZS4 e z~eesc1~evemos o sistema matricialmente. 

[Í Â] Ííll “FÍLLJ nI=1,2,3. 

za* - 1/2 - × 4 4 

A parte matricial não nos impõe restrições, o determinante 
das matrizes dos coeficletes para xí == 1,2,3 é a2+1 = 2s:+1 v= 0. Da 

segunda parte temos sá 1: i1'x¿/2 + 1/4 ¬. segue que s4 e E0, 1/§`/21 

ou S4 6. E-fl?/2, D1. L, 

7 7 
Resta verificar que r = ig* sÍl= 3/4, sabemus que Lgáxí = 1. 

Da igualdade do sisteme, com 3 == 2s¿, temos ' 

(as +5: )2-9-(as: +5 )2-I-(as +5 )2+(as -1/2}2+(as -S >2+ 
1 5 2 ó 9 'F ~4 5 1 

-\ 2 +(as-s>"-2-(as~s)e1 ó* 2 7 s
› 

3
. 

.e=2(‹s2+'¬.š.2+~__12‹g2-›s2+s:“Í+s2>+(s2+s2+s2+s2+s2-‹s2+sz>+¬s2-sz-as +1/4 ==. 1 
1 2 3 -É 5 O 7 1 2 3 4 5 Ó 7 I É 4 

'N 

1~<.‹z2+ 1) - S: - 334- 3/4 z o
N rc-45 + 1) -n3sÍ- 3/4 = o 

1~(4s
ã ̀

f 

ih! + 1) - 3/4<4s: + 1> == o .z> <1~ - 3/4><4zz: + 1) z= o zà 

=›1*-3/4==0=›1~==3/4¡ 
.f` 

6 ' 
' _ «Ô _ 

-`. ' 

_., GOROLÁRIO Dado x e S _. existe s e S cam sd E '\/3,-*B1 -ou- 
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S4 6 l-1/:Í`/2, -1/21 uq. uQ<e› - × ou Ru ce) - × ~
Q 

Dem. Se O S x4 S 1, pelo lema 3 s e S6 tq. Ug(e) ll x e da 
igualdade *ZSÍ-1/2 I ×4 temos s¿ e [1/2, °/Ê/2] ou 
S4 6 l--¢'ã`/2,-1/21. 

Se -1 S x4 S 0, consideremos y e S6, y Il R(x) e temos 
O 5 y4 S 1, como no caso anterior, 3 s e šó tq. Ug(e) II R(x) com 
s4 e [1/2,Y§/2] ou si' e E-'›*'§`/2,-i/21. Aplicando R vemos que 
3 s e šóvtq. R Ug(e) I x com s¿ e [1/2,-1/2] . 

Do corolário, observamos que os conjuntos 
` ~ xzozesflxzu_<e>‹>u×-=Ru_‹:e>‹z‹›mses°e1/zss4sw'§`/z› 

Y H (x e Só; x = UH(e) ou x II RU_=(e) com s e šd e-Ê'/2 S s4Sv-1/2} 
._ ó _ sao iguais 3 S _

- 

L1‹:M.›. 3:? nado A e G2, 3 S 6 š° com - ví?/2 s S4 5 -uz, 3 .‹z 5 ‹o,1›
_ 

uq. ARSUH E Suns). 
Dem. Al e GQ é aut.omor1"ismo, assim existe x e Só tq. A(x) I: e.. 

Para este aplicando o corolário anterior, existe s e S6 com 
-'›"§`/2 E sá S -1/2 tq. R¿U=(e) I: 3: onde E- I 0 ou 'L Portanto, 

AR€U#(e) = A(x) = e, isto é, AR€Uge SIK3) (estabiliza e) 

TEOREMA 3.1 A aplicação 

wzsu<s>›z‹sê“š'Ê;1/2534:súfã`r2››z‹o_.1>--+62 
. 

r' 

€L._.s,.‹:) ›-----› LU'_Fã" 

é_ sobr`Â=_-je!,o1~ê-.. 

\. 

_ NG '¬ Dem- Dado A -E G2, pelo lema 3.'?¡ 
' 3 t. ez S com -1/3/'2 S 1.4 S-i/2, 

-* s 3 .-: e { 0, 1 } tel ~. que AR`“Ut e SUC3). Chsmemos L H AR Ut, 
apliquemos 

` 

U:¿== UT e façamos s II Í. Segue que LU: == A125. 
' .-: .-9 _ «-5 

Fin:-zlmerzte, ¿e.pli‹:amos R e obtemos LU`_R` Hr A com L e SU(3),~s e S 
e 1/25s 'S'v'37/2_.::mOou1E4 

Chamamos sz at.enç;'šío,,¡ para o fato de Lerjnos obtido uma 
... ~v« ` 1'-epl -esentéâaçao m:;t..rici al pm-:-z todos os :ssutomori ismos de ID ,

s 

3? 

Í* \: 
›4- 

- 

'Y '___"_ A Í' __ 

¡ à -Í'-x

Q \



out!-assim c›ht.1vemos: G2 E SO(7,lR).7Í zj.

D 

\`. 
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'Í 
‹: . CAPITULO Iv - o ei-'zuvo me Lua ez - sm ÁLGEBRA 

" 

DE 1.115: E MAGRAMA DE nvmcm 

Verificaremos que G2 é um grupo de Lie conexo e compacto, e 
calcularemos sua álgebra de Lie gz. A simplicidade de gz nos 
possibilitará associar seu diagrama de Dynkin, em função da 
dimensão de g2.

" 

GRUPO DE LIE G2 

Com a notação do capitulo anterior, consideremos os seguintes 
subconjuntos de SO('?,lR): z 

xze, Y-<1d,R› 20 

z=<uF;se'š°‹z¢›m1/zss'4s¬/§/z› 

Estes 'subconjuntos são fechados em S0(':`,lR). Para Y e 
evidente, pois Y-e finito e SO('?,lR) e 

chamemos šó I { s e šü ; 1/2 S sá S '›f§`/2 ) e consideremos a 
quarto eixo, 

_ U4 : 
šó ----› [R 

espaço de Hausdorff. Para Z, 

restrição da função pro jeção sobre o 

que e continua, segue que šó mz 11;: [1/2, ft?/21 é fechado no 
'IM-6

. 

compacto S e portanto è compacto. Por outr-o lado , 

U 1 
š-Ê' S()(?,lR) _; s ›----+ U é uma aplicação - contínua , de 

R É 
.¬ 

" 
z E 

' ~ '
. compacto em Hausdorff, portanto e fechada. Assim Z == U(S°§ e 

fechado em SOC'¡_,[R). ` 

Para provar que G2 e fechado em SO<'7,CR), verificaremos que
G 

toda seqüência em Gia que seja convergente tem limite em " 62°. 
Lembramos iríiciamente que toda matriz unitária e normal e port,ant.o 

diagonalizavei. ' 

.

' 
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AeG se-e«sÓseA 29 ._¿ 

Tcmemos uma seqüência x 
da forma 

onde 
a +ib an 

a 0 an 

`0 0 a Sn 'o o o 
b o 0 ih 

I:-'1000b0O 
1 1 

O 320 O O b20 
O O a~0 O O b s -- --›~ s 
O O 
b 0
1 O-b

2
0 0.. 

aí-Hb: 
onde À II 0 az-Hb: O e SIK3) 

0 0 a + ib s s 

\0 a 2n 

O
O 

O -b 0 2h 
` _0 O -b 0 O O a É - Sn Ein -

En 

O 1 O O O 
O O ai O O 
O O 0 a O2 
b O 0 O a 3 3 

O O 

G,x -----›×eS0(,'?lR),x é 20 n n 

b O O \ ih 
O b O

, 

2I"| 

O O b Â Sn 
O 0 O 1 

0 O
,

3 an 
O O 13 20 

O O ih 
;: E O 3 + ib 0 e SU(`3) 

21~ Zn 
O O _ â + lb 

' Sn Sn
\ 

-
x 

Como Q limite é dado termo za termo, vemos que x tem a forms 

f\f 

.xa 

!' 
,..à rh 

c 0
1 

O
0
O 
-d

c2
0
O 
'D 

1. 

O -d
2 

O O

\
‹

O 
- O
c9 

. O
o
o 

-ú 

_ z 

'd 0 O
1 

0 d O2 
O 0 ds 0‹0 O 
c¬0 O

1 

0 O c O 
2 \ 

O O 0 c 
s 9 

' 
'

1

\ 

*IU

à 

*‹..-



'H precisamos ve1~i.'.1cafj que 

c + id O O ~ 
'_ 1 1 . 

_._.__. 

x II O c2+ idz O e SLK3). 
O O c + id s s 

Lembrando que o produto de matrizes e a função det.ez~minant.e 
uv sao continuas Lemos ” 

âe1.<§› = deu u.m<›Ê › > -= umc aeuš › › - 1 
_ n _n __ 

,,,_ .A A 1. A __ 

xx I limêxn) 1.im(xn) == lim(xnxn) I Lim Id II Id, portanto X é 
fechado em SO(7,[R).

1 

Sendo S()('?,H-2) compacto, segue que X x Y x Z é conxpacto. Além 
disso, âz aplicação ur : X x Y x Z _---› SO('?_.[R) produto de 
matrizes é continue com dominio compacto e czontr-adominio 

Heusdorff, port.:-mt.o lp é fechada Sabemos do Teorenna 3.1 que 

G2 I: W ( X 1: Y x Z ), .fa-.ssinx G2 é um subgrupo fechado de SO(7`,lR) e 
pela proposição 1.18 G2 é um subgrupo de Lie de SO(?_,[R). 

O grupo de Lie Gn _é conexo e compacto- A compacidade é 
imedis-.t..'z-., para a oonexidede utilizamos o resultado de E7, pg 24%! 
que afirma que G2 / SLK3) e homeomorfo 3 Só. Sendo Só e SU(3) 
conexos vem da px-oposição 1.22. que G2 é conexo. 

ÁLQEBRA me 1.15 gq 

_, À 
Procuramos agora e álgebra de Lie de G”. e quai denoteremos 

1.2'-'^ ' 

por-in' ;. `›\Sendo G0 um subgrupo de Lie de SOC'?_.[R) ne topologia 
5° 

*mz 

W \_
N 

induà šq e uma subálgebra de Lie de :_¢c›('?.[R)_ A dimensão de gz, 
sendo a mesüma de Gu e 14 

. no 
, ‹ w ."- ›! 

PI-c›*;'.ez1í-e'x›nos que gq é e subálgebra de soC'?_.lR) í`o1~meda pelas 
de1~1\z'aç3es de álgebra (D. Iniciamos provendo o lema seguinte. -

4 

LEMÀ 4.1 Derivações da :_-=kl;;eb1~a real E) formaxn uma subzãxlgebba de 

,,_

- 

..- 

~$.-° 

Lie de ' " J» 

Dem- Glaramente CL + T e De1~([D), V c cê [R~ V L,T e Dei~([D). 
_‹ _ _ 

e . 
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Devemos verificar que o colchete de derivações e uma derivação. 
sé) am L, T e De1'~(lD), x, y e ID, 

[T ,I.._]_ (xy) I V

` 

Il CTI.. - LT) (xy) I 
Il TL(xy) - LT(xy) I 
II T(xL(y) + L(›c)y) - L(xT(y) + T(x)y) I 
=›.:Tl..(y)+T(x)I..(y)+L(x)T(y)+TL(x)y-xLT(y)-L(x)T(y)-T(x)L(y)-LT(x)y II 

I xTL(y> - xLT(y) + TL(x)y - LT(x)y II 

Q x[T,L](y) + [T,L](x)3.' . 

'PA 'g-.x~í<>1~i" 'E e De.:~(f.D.) é um er~.-iowfivrftsmmà de IRB, parem a. 

igualdade T(1) II T(1-1) 1= ITC1) + T(1)1 == 2T(1) garante T(1) II O 
assim consideramos T como uma matriz 7x? _ 

fl' VJ C* V2 fl' 

Ghamemos g = { T e De1~([D) tq T e s‹:›('?,[R) }; portarzto T E g se 
Tíxy) = ›:T(y) + T(x)y, V x,y e [D e T = -Tt- 

Sendo Der([D) e .s:oC'?,{R) subespaços de gl('?,lR), 

g == Der-(ID) so('?',lR) e um subespaço de gI(?,[R) e por-tento g e um 
subespaço de so('?_.[R). Além disso, [L,T] e g V L,T e g e por-tarzto g 
é uma subálgebr.-a-de Lie de sc›('?,[R). 

Um 

, 'i 

'I 

elenxento T e So('?_.[R) tem a forma 

O T 'E' T T T T 12 13 :zé as 16 1? 
-T O T 2!' T T T 

12 za ' 24 25 zé 2? 
-T -T Q T ' T T T às za aê as só só 

T = -T -T - T O T T T 
- 

›§ 14 24 34 45 âó 4? 
-T -T -T -T o T - T 

R 
15 25 35 

_ 

45 56 5? 
“ -T _-T -T -T -T o T 10 26 SG 4-d 56 (S7 

-T -T, -T -T --T -T 0 17 2? 37 47' 57 6? 

Exigindã* que T sat.is1`a¿_;a a regra de derivação par-a os par-es 
de oc:t.ônio i e j, ie e je, ie e i, 1~est.1~1ngim‹;›s T zà for-ma($) 
seguinte 
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' o 'r T 'r 'r 'r Í zflà
_ 12 19 14 15 16 

-T O T T T T b 12 25 24 25 zó - 5 -'r - -'r o 'r 'r 'r C 18 23 34 95 Sd 
-T -T -T 0 T T d 14 24. sm 45 us 
-T -T -T -T 0 CT +T ) e 15 25 as 45 1 2 s4 

T 
-T -T -T -T -(T +T ) 0 f âó zõ só 4‹s 12 sà 
-a -b -c -d -e -f O 

onde a I= T + T , b I T - T , c Il -T - T , 46 25 só 4.5 15 26 
" d T - T . e I T - T , f I T + T 25 16 às 24 14 zs 

Verificamos através de calculos que uma matriz T da forma (lr) 

satisfaz T(m') I :~;"l`(y) + T(x)y 'If x,y e ID e portanto temos 
T e g se e só se T tem a forma (Ir). 

Segue que g é uma subalgebra de Lie de dimensão 14 de 
SO('.?,¡R). Para c:‹:›nc1u11~mos: que g I gq, basta provar a ir|c.1usã'o 

g S g ' neste sentido temos o 2.' 

LEMÀ42 Aégz>e"^êe, vnéua.2 
Dem. Devemos provar que etA(›.:y) I= et^(xJ e&^(y), V x,y e ID, V t e IR 

e`“*<›.¬}> = Iâczqn + 1.›.<×y:› + §2A2‹:×‹,›> +_g._”'A3<×y> + fjA°<›zy>+... 
2! 3! 4:! 

Notamos que 
A (1-:y) I xA(y) + A(xI›y 
9 _ .-_, oz 

.¢."Ãx5.') 2 A(A(›:y)) ==‹= xA`-Cy) + 2.fiL{::).f\(y) + A¿(›:>_v 
âgcxw == â<A2‹:×y> == ×A5c_v> + 3A‹;×›A2<y› + sA2c×>A<_v> + A”'c›z>y ' 

/n 

1°»
x 

zzlä. 

N 
Y 

'n TH! k Q n _ k
I 

I; :Ú 
Portanto, 

_

V 

A-.“<›z_v> 
“' * 

nz . n-k.. ` 

-----nl É E -----r k! A €>:› A qr) 
' ' 1:20 

LA Lâ. e (x) e (y>=.›
_ 

z(1_‹zi<›;>+f..»z <×>+f'â 2<›z>+§'A sax) +...)(1ú<y›+‹.A <y>+¿2A *<;.~>+f.à3<y>+...) 
2 É 3 É 2 É 3 É

. 
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Efetuando o produto e agrupando as potências temos 

mI0, 
mli 
m-2 

Id(x)Id(y> II Id(xy) 
t.(xA(y) + A(x>y) n t.A(xy)

2 
‹.2({A2(y> + A<×>A<y› + A2<×>š!) - äA”<×y> 

Ill: 

n- _'_ 
T`I H 

. 1. m E m ‹.( z ne A*<›z> A *<‹,z> ) _ M A"c›.y> k=Ú 

Portanto e*^(xy) == et^(x) ~e-L^(y) V x, y e ID, V y e [R , isto 
emeG2,Y1.e 

Lembramos que pela proposição 1.19, 

O lema anterior gar.aní.e que para toda matriz A e g E <:o(f,lR) 

f¿.emos:. eua e G2 V t. e (F2. Segue que g E gd e po1~tant.o g uz 
2 ..

1 

g2=‹Aesúc'r,r1=:>;é*^zz‹a2 'fue 

:álgebra de Lie de GQ.
' 

O passo seguinte e provar que gfi é simples. Como espaço 
*H , m 

vet.oriaJ¿_,,;« chamemos { vi, v2,..., viä } a base ordenada e 
definida cgmo segue: cada v_ corresponde ao valor 1 para 

1. 

variável indicada da matriz (lr) e 0 para os demais, segundo a 
correspondencia 

ef I' v_-~›T _"',¡_, vt-›T v---›T v--›T 
1 12-~ zw 2 -\ 13 s 14 4 1.5 

V _-› T M 
5 ~ âó. 

V i--› T ' 

za zó 
v ---› T 13 45 

Será essencial nas contas que seguem o conhecimento 

v---›`T v----›T v--_›T 

IR). 

mac > Ac >A2‹ > â2<'>A< > A”‹ › ff' 
3 t'S( zsly + X2' Y + X2! yes* 3,: y)'§~^s°W› 

6 28 7 24 B 25 v---›T vi-›T v---+T 10 34 11 S5 12 S 
v ---‹› T 14 às

‹ 
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P 
*fxlguns colchetes -~ entre elementos: básicos, lembrando que 
[vvvj] II -[vj,v¡_] V ví, vá e gz, temos 

Eví, 1 lvz, 1 lvs, 1 

v II 0 - -
1 

V ='\' 
2 (S 

V I-V 
3 7 

V =~"'V -V 4 5 B 
V HV5 
v = v 

cs 2 
v = v 7 s 
v = 

na 

`!Q 
v = O 1o 
v =-az' 
11 12 

V 5 Q 12 11 
v =-v 
12 14 

V = V 14 13 

v-v 41:: 
I=v+v ss 

V ."\' 
B 10 

" v --zv 
4 1 1 

V 3"V “V 
5 12 1 S 

-v 4 o V. 

v I-v ó 1 
v H 07 
v I v a ~ 19 
v ==-v

_ Q 11 
v = v 1o s 
v = Zv 11 1 
v n v -Pv 12 5 e 
v =-'v 

19. a 
v == v 14 1

1 

Utilizare mos ainda 

[v4, 1 

v II-v -v - 
4 1 2 13 

v II 2v v =- 
vn `~ =

V 5 4 5 10 
O v v ó ó 12 

\1 Q - ̀1 \1 g-v7 1 7 11 

v =-v v B 0 
9- 1: -2 

V E \_› uv: E-R; 
1: za 12 ó 

v = Zv v =-v 

V É V V = V " 
B 14 B 10 1 

v H-v v 5 v 1o 2 1o 5 
v =~v v ==- 2v 
11 5 11 2 

V fl\""V V Ê'-V-V 
13 4 O 13 G 3 

14 5 14 2 

[v,vJ==v [v,v1=r-v [v,v1=0 [v,v}==v-v só 14. sv 13 se so 101 
Iv ,v II =-Zv [v _.v 1-= 2v [v ,v 1 = O 5 14 3 ó 12 o 12 12 _

' 

Seje. E um Ideal de gi, Gonsidel'-emos I Pfi 0. Se algxmx eiement.c› 

básico est.iveI- em go teremos 1 =-f» gz- De Ífeto, se vi e I, pe.: 
'ru rn ~: «E3 

ga 
na 

Alem di.-:so IJ12' v1a"',14' ' 

v eI'=à.iv,v ]=-v elzàv el 2 , 2' 9 1o 1o 
=›[ v,v ]=2\' elzâzv e'I 

2_' 11 4 4 
,Iv ,v II = -v e I e v =š= 

-- 2 13 B 8 

V -eI=›[ v_.v ]= \.-'_ el 2 3 11 5 
=; lv .v 1 == v e I se 12 1> 

Segue que se vi e I então I =-= g2_ 
[¬ , _. 1- vg eI=›\z2_.\ó]l= vi el-‹z›I===¿;2 

f. 
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v e I -=› lv ,v II 3 s 7 
v e I =;.~ lv ,v 1 4 4 11 
v5 _e I «âflv Lx; 5 14 
vó e I =› [vó ,vz 
V7 e I =› [V7 ,vs 
va e I -=› [va ,vg 
vp e I =› [vp ,vs 

e I =› [V v V › 10 1o s 
v e I =› lv ,v 11 11 9 
v e I -› Iv* ,V 12 12 s 
v e 1 [v v 13 à 13' 2 
v e I lv v 14 à 14' 2 

Seja I==g2 um ideal 

Verificaremos que ai = az 
simples. Utilizaremos o fato que nenhum elemento básico está em I. 

[vi_.ÇxJ e I => [v£_,[v1_,›:_`l] e I =à 21 = x + [vi,[vi,x] e I =.* 

£v¿,zi] 5 I => [\z'5,[v1_,z1]] e I -=› -3(a5 + aaäví e I à as \= -as (1) 

2v 2 
2v a 

-› 

=â› 

-› 

-›I 
-›I 
-› 

g2 
:Z 
g2 

_ gz 
H gz 

v JI-v el-›lI 14' 2 4 ga 
›â›[v , 12 4 ó z v 1- v ele!- 
-=›II=g2
à Ingz 
-›-Illgz
É 
à= 

de ga. Seja x e I , x == E aivi. 

Iflgz 
l==g2 

== = au* == 0 e teremos que gx é 

(1) 
lv ,z]=3(a-a)Çv +v)-3(z1+a )(v -V)- 11 40 se 59 40 
=3(a -:zu )(v+v )eI =:-[V ,lv ,z13==9(a-aäv eI=›a =a(2) 4 Ç» 5 B s 1 1 4 1: 14 4 1: 

Restringilnes ›: à for-me 
x==sv*-av+:z¡v+a›v+âav+av+av-av+â-.v-ka v + 11 2.; as 414 5:5 eso :='.* 56 4:» 1010 
353. V 'Ê' E V + 3 V 'Í' 3 \-` 

:li ii il' 12 '13 13 14 14 

lv ;,>:J ex =› iv ,Ev ,x]J ez I -_›,~ z = x + lv ,iv ,xll e I =-;› ° ‹ 
\ 

2 2 2 2 2 ‹cz> "11 _ =›[v_,z]eI=›Ív_.[v,zllelzà-1Bàvel-ea =0=›a 
2 z 4 2 2 12 4 1> 

[v ,z 1 == Qâfv - (Óa + a- )v e I =› a = -óa (3) 21 2 4 11 11 14 4 14 11 

Corzsider-anda x como x=.av+av+av+av+sv+av-av+a v +a v + 11 22 as 55 óó if? :sa 1010 1111 
3. V ++ 3 V 'Í' 

12 12 13 13 3 V 16 -14 

[v 5 I => lx-'§,[v ,x]] E 1 zzà z = x + [v .llv ,xll e I =â- 
s 2 9. s › s s 

.f«. 
,z 

)` 'Í '

\ 
‹z,,;à~ vz 

1 4 \ ~ 
' - 

, , \ M Ç ¿‹ 

*E6 

'Í'



'› 
x 

(1) 
==› [vs,z9] e I -=› [v5,[v8,zs]] e I -› -10a5v8 ë I aã Il 0 -› as I O 

[v3;z3] II Saãviá + (Sai: + 1Oa14)v5 e I -› au--2a14 (-4.)--« 

De (3) e (4) temos at: B aut I O 

Obtive-mos até este ponto a Il a I a II a I 3 nn 3 n 0, 4 5 a 9 11 ,.14 
por-tanto 
x=av+àv+av+av+av+a v+av+a v 1122 ssó‹s?'.>1o1o121z 1913 

[v¿,z1] E I =› [v8,[v4z1]1 e I =› (331-+2a10)v14 e I =› 

=› 331 + 2310 I 0 (5) 

[v_,z]eI›=›[v,[v,z 1]eI=›-(a +2:-:1 )v el-=› 
2 1 4 3 1 1 1o 11 

à .ai + 2310 = 0 
_ 

(6) 

De (5) e (5) temos ai == ato == O 

X E azvz + aavs + aóvá + avvv + a12v12“+ 319. “'13 

Temos: agora que 22 ‹= azvz + a?v? e I, assim 

[v4_,v2] e I =› (2132 - a?)v1í e I -à 2212 - aa? O (T) 

Evg_.£v2_.Ev§_.z2]]1 e I =› (Za: + a_?)vu ea I => Za: + aa? w O (8) 

De (7) e (8) Le-mas 32 = a? = O 

^\

\ :›:=av'\+av+a\-' +31' =.‹;›z==av+av as óõ 1212 1213 s_ se óó 
¡v_,w,:v~}z111e1z›<2â +3;-z_>v élzàza +3.‹z_z=o (9) 3 2 4-S 3 0 iá S o 

[\-'°,,[\z'4_,[v3,zg]13 e I z=› -(233 + aó)v14 e I ==› 233 + ad == O (10) 
_; - 

De (Q) e (10) temos as == só == 0 

Para-.nt.o cone.-iderâsnnos x = :-1 v + a v 12 12 13 12 

[¬.z'2,i\›*i_.>.']] ea I âz 2312 -a1S)v4 E I à 22:12 - ais Iv O (11) 

4? 

._ ,¡ 
p. 
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` 
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'F' ,Q 
'_.c 

[v3,[v2,xJJ e I -› (Sai: - a£s>v1¿ e I -› Saiz - ais H 0 (12) 

De (11) e (12) temos at: I ais IO 

Obtivemos que todo ideal I de ga tal que I if gz e 
necessariamente o ideal nulo; segue que gz é simples. Podemos 
então associar a gi seu diagrama de Dynkin. 

DIAGRAMAS DE DYNKIN 

Sabemos que o grupo dos automorfismos da álgebra dos 
quatérnios e SO(3,lR>_, um grupo de Lie- Claramente sua algebra de 
Lie, so(3,l]-2) é simples e tem dimensão 3. Podemos então associar a 
.s'o(3,IR) seu diagrama de Dynkin. Pelo capitulo I temos apenas um 
diagrama de Dynkin cuja dimenão da algebra e 3. Portanto, 

A1 U 

e o diagrama de Dynkin de so(3,!R). 

Sendo gq uma álgebra de Lie simples tambem, podemos 
associar-lhe seu diagrama de Dynlain. A dimensão de gq é 14, e 
novamente Lemos apenas um diagrama. cu ja dimensão da álgebra é 14. 

Assim 
, 

'= 

_, ‹ G2 
." '¿ 

é o diagrama de Dynkin de gi.

¿ 
Podemos tirar algumas informações sobre gq e .so(3,{R) em 

i"unçã'o de seus diagramas de Dynkin. Por exemplo, vemos que as 
dimensões das subalgebras de C-artan 'de _g2 e so(3,IE) são 
respectivamente 2 e i, e também que seus sistemas fundamentais de 
raizes possuem 2 e l ,raizes respctivamente. Além disso as duas 
raizes fundamentais de g estão !i;;;.~acIas por 3 traços e portanto 

2 .. 2 f Nz 'in zz . np == 3 1: finos om, donde dê? 1:5, ,En/Ó e o angulo entre estas 

*' 
. f_*%8

‹

\ 

À. \". , 
Ífz ff»-M ~;:í§;\ L Aa ` *Â gif *



, raizes. ff ,_ 

Estes mesmos resultados sobre gz e .so(3,[R) são obtiveis 
at.:-avés_ dos "seus sistemas de raizes; porém sua construção 
envolveria uma série de cálculos. Note que através dos diagramas 
de Dynkin estes resultados tornam-se simples observações. 
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Álgebra 
Álgebra 
Álgebra 
Alba-gx-a 

Álgebra 
Álgebra 
Álgebra 
Álgebra 
Álgebra 
A lgebr-a 
Álgebra 
Álgebra 
Á lgebr-a 

- 2 
alternativa 
associativa 
com divisão 
com unidade 
comutativa 
rncmnlada - 

de Lie - 

1r.d1‹zz=.- de Noções 'É 
.¡ 

- 2 
- 2 
- 2 
- 2 

- 2
2
S 

de Lie de um grupo de Lie - '? 

de Lie simples - 8 
de Lie trivial - 5 
dos octömios - 18 
dos quatérnios - 3 - 

Angulo entre raizes - 14 
Anti-irâvolução - -4 

Aplicação adjunta - 8 
"“ ~ 9 Aplicaçao exponencial 

Autúnnex-fismos de uma álgebra - 4 
Automc›I~1`is:mos internos - 23 
Campo de vetor-es - 

Cent:-o da álgebra - 

Colchete - 5 
Colchete de Lie -

6
3

7 
Comprimento de raizes - 14 
Corzjugadú de câšztânio - 1? 
'.'.É=:›n_§ug:z-.do de quaternio - 3 
Decempesição de Carter: - 13 
Der-ivação\`Yde álgebra - 4 
Diagrama de Dynkin - 15 
Espaço tangente - 

Fibrado 
Gel-me cl 

Grupo 
Grupú 
G:~up'c› 

Grupú 

tangente - 

e I`unçí3`es: - 

de 
de 
de 
de 

Lie - S 
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Lie simples - 8

6
6 
6 ` 

._ 5 V;
I 

¿."1- 

_. 

. _~/ 
,v 

\. _: 
.Ê ` 

.fe ¿ S0 

___. _ .‹\_ _ _____ 

\ V; M' ä
\ 

Lie cúmpacto - 5



Homomorfismo de álâebrzxs .de Lie - 8 .z_ 

Homomorfismo de grupos de Lie - B 
dc 

- Ideal de uma álgebra - 8 _ 
~ 

_ _ _ 

Identidade de Jacobi - 5 
Inverso de octónio - 19 
Invex-so de quaterrnio - 3 
Involuçšío - 4 
Norma de octönio - 19 
Norma de quatérnio - 3 
Octónios - 16 
Posto - 12 
Produto de octonios - 1? 
Quaternios: - 3 
Raiz - 12

i 

Raizes da álgebra de Lie - 14 
Sistema de raizes - ii . 

Sistema de raizes de uma álgebra de Lie simples' - 

sistema fun-.flame-m.a1 - 12
A 

Sistema positivo _-__ 12 / 

Subálgebra de Cartan - 13 
Subalgebra de Lie - 8 
Subálgebra de Lie Simples - 8 
Subgrupo de Lie - 8 
Subgrupo de Lie compacto - 11 

Subgrupo de Lie 
Subgrupo de Lie fechado - 8 
Transiação fz esquerda - 7 

Variedade homogênea - . 10 
Vetor tangente - 6 
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