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RESUMO

Na literatura da teoria de informacao, existem diferen-
tes medidas de informagao tais como entropia de Shannon, entro-
pias do tipo B, de ordem o, tipo (a,B8), ordem (a,B) e de ordem «
e tipo B.

Neste trabalho apresentaremos generalizagoes da desi-
gualdade de Shannon para essas entropias e aplicacOes destas nos

teoremas de codificacao.
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ABSTRACT

In the literature of information theory, exists various
" measures of information such as Shannon's entropy, entropy of
type.B, order o, type (a,B), order (a,8) and of order o and type
B.

In this wprk we will present generalizations of Shannon's
inequality for these entropies and their applications to coding

theorems. -
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INTRODUCAO

Neste trabalho, trataremos do problema da codificagao
sem ruido.

O objetivo principal desta codificagao € minimizar o
custo médio para transmissao de informacgoes.

No capitulo 1, apresentaremos a entropia de Shannon
dando sua definigao e algumas propriedades.

No capitulo 2, mostraremos uma relacgao envolvendo duas
distribuigOes de probabilidades discretas, chamada desigualdade
de Shannon. A importancia desta relagao & conhecida no teorema
da codificacao. ApoOs essa demonstragao, generalizaremos essa de-
sigualdade para as entropias de Renyi e Dardczy.

O capitulo 3, consta de generalizagOes dessa desigual-
dade de Shannon com aplicagdes nos teoremas de codificacao para

as entropias de ordem (a,B8), tipo (o,B), de ordem o e tipo B.



CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 - Sistemas de Comunicacao

Teoria de informacao é um novo ramo da Matematica com
grande aplicacao nos sistemas de comunicac¢ao. Ela esta relaciona
da com trés conceitos basicos: a medida de informagao; a capaci-
dade de um canal de comunicacao para transmitir informagoes; e
uma codificagao como meio capaz de utilizar os canais com suas
capacidades maximas.

[16]

Shannon em 1948 desenvolveu esta teoria com objeti
vo de tratar os problemas matematicos ligados com a transmissao

de informagdes sobre canais de comunicacgao.

[14] [10]

Além de Shannon, Nygquist e Hartley também de-
ram contribuigOes pioneiras neste ramo.

Um sistema de comunicagao € um conjunto de processos
que possibilita a transmissao de um ponto denominado fonte para
um outro ponto qualguer. E tem uma forma esquematica como a re-

presentada na figura 1.1 abaixo.
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Figura 1.1



Todos os sistemas de comunicacdo possuem a mesma funcao
gque € transmitir informacoes.

A palavra informagao sera usada num sentido especial
que ni3o deve ser confundida com seu uso habitual. No momento nods
identificamos informagao com o custo ou o tempo que gastamos pa-
ra transmitir uma mensagem da fonte para o receptor.

Ao definirmos informacao, consideraremos nao somente a mensagem
gerada ou transmitida, mas também o conjunto de todas mensagens
das quais escolheremos uma.

Intuitivamente, a guantidade de informacao sera uma me

dida do tempo ou do custo gasto para transmitir mensagens.

1.2 - Medida de Informacao

Suponhamos que temos dois aparelhos Xqr X, que devem
marcar quente e frio. Para isso usaremos digitos binarios da se-

guinte maneira.

X quente = 1
x, frio = 0
i
1
onde P, {xi =0} = P, {xi = 1} = 5

Montaremos um esguema que nos permite avaliar o grau
de incerteza que envolve a captacao de uma mensagem emitida pela

fonte {xl, x2}.



A mrmmmmmmm o "O\
(0, x2) (1, xz)
B ______ ‘—o"‘“"‘““‘j
C - o o o o __iif\n- _._0___j§§§b
(0,0) (0,1) (1,0) (1,1)

Figura 1.2

Analisaremos agora a figura 1.2. Ela apresenta trés
niveis A,B,C de sustentacdo dos nos.

No nivel C, cada noé domina apenas uma mensagem. Nao ha
vendo incerteza. A informacao de qualquer um deles se define co-
mo um bit.

‘No nivel B, cada ndé nos da duas mensagens distintas da
do que a segunda componente e desconhecida, implicando que a in-
certeza das mensagens € um.

No nivel A, o Gnico ndé nos da guatro mensagens distin-
tas, dado que temos duas componentes desconhecidas, implicando
que a incerteza associada com cada mensagem & igual a dois.

Concluimos que quanto maior a incerteza sobre a mensa
gem, maior sera a quantidade de informacao transmitida.

Através da tabela seguinte estabeleceremos uma primeira medida

de informacao.



Quantidade de

Nivel Incerteza mensagem
A 2 4 = 22
B 1 2 = 2!
C 0 1= 20
Tabela 1.1

E facil verificar que a quantidade de mensagem enviada
por um nd € sempre uma poténcia de dois, cujo expoente é a incer
teza da mesma.

Tiramos a seguinte conclusao

onde m = quantidade de mensagem

o
fl

incerteza

Aplicando logaritmo na base 2 em ambos os lados, temos:

I = logzxn (1.1)

No inicio falavamos em mensagens equiprovaveis, isto

€, para n mensadens, temos que a probabilidade de ocorréncia de

cada mensagem € P = %

Logo podemos escrever (l1.1l) como:

I = log % ou I = —log2P (1.2)

2

Portanto (1.2) nos mostra que a quantidade de informa-

cao contida numa mensagem transmitida por uma fonte & dada pelo



simétrico do logaritmo da probabilidade de ocorréncia da mensa -
gem.

Também se pode mostrar para mensagens ndo  equiprova-
veis, o que significa na ndo igualdade dos valores da informacao
transmitida por cada uma das mesmas. Surge entao a necessidade
de calcularmos um valor médio de informagao, definido como uma
ponderacao das informagoes providas por cada mensagem, pela pro-
babilidade respectiva, representada por H.

Entdo, para uma variavel aleatoria X = (xl,xz,...,xn)
onde cada Xy tem probabilidade P i=1,...,n , e informacgao

—log2 p; estabeleceu-se que "a informagao média &€ a média ponde-
rada das informagdoes das mensagens possiveis de serem geradas pe
la fonte" dada por:

log, p; (1.3)

i i

Observacao - Neste trabalho, caso nao venha especificado a base

do logaritmo, esta sera igual a dois.

1.3 - Entropia de Shannon

Suponhamos uma variavel aleatoria X = (xl,...,xn) onde
cada elemento X: i=1,...,n , tem representacao atraves de
sua probabilidade de ocorreéncia Py

Denotando o conjunto de todas as distribuicdes de pro-
babilidades completas por:

n
An = {pP = (pll"'lpn) 7pi>0 ’ E p, = 1} , n>2



definimos a entropia como uma  funcao H : An——>R.

'—J.
nM s
’_l

Definicao 1 - H(P) = - p.

i log p; para P e An.

H(P) denominada entropia de Shannon é a medida de informacao da
da em (1.3) e enunciada pela primeira vez por Claude Shannon em
1948[16].

E uma funcado continua, aditiva e possuinte de outras proprieda -

des relacionadas posteriormente.

1.4 - Generalizagoes da Entropia de Shannon

A primeira generalizagao da entropia de Shannon foi da

[15]

da por Renyi em 1961 e € conhecida como entropia de ordem «

ou entropia de Renyi.

n
L. 1
Definigao 2 - Ha(P) = T-a log (.E

o
i lpi) para a £ 1,a> 0 e Pe A,

(1.4)

onde a & um parametro.

]

Observagao: lim Ha(P)
o1

H(P)

[11] (7]

Havrda e Charvat em 1967 e Daroczy em 1970 in-

troduziram a entropia do tipo 8 ou de grau B da seguinte maneira:

- -1
1 B—l) (2 pf—l) para B #1 , B > 0.

Definicdo 3 - HP(P) = (2
i=1

(1.5)

onde B & um parametro e P ¢ A -



Observacao - lim HB(P) = H(P) .
B~+1

Aczél[l] em 1963 introduziu a entropia de ordem (a, 8)
que é uma generalizagao da entropia de Renyi envolvendo dois pa-

rametros. Esta é definida por:

1
L Py
Definicao 4 - Ha B(P) = (B - oc)—l. log l;l para a, 8>0 , o £ B
14
i Pi (1.6)

onde P€ A, ae B sao parametros.

Observacoes:

1) ii? Ha,B(P) = HB(P)'

2) lim 1lim H
B+1 a1l

a,B(P) = H(P)

Podemos escrever esta entropia de outra maneira, como

segue:
-1 T nopf)
Ha,B(P) = (B-a) . (log iEl P, - log 121 i
-1 o n o 1-8 o B
= - . (=—=. -1 :
(B-a) (l—a log 151 P; - 1= °9 121 p;)
_ l-a B-1
HGIB(P) el ol H, (P) + 5o - HB(P) (1.7)
onde Ha(P) e HB(P) sao as entropias de Renyi.
Sharma e Taneja[lg] introduziram a entropia do tipo

(00, B) como segue:



no n
) )
i=lpl i=

l-a

Definicao 5 - HQ’B(P) = (2 --21_6)—l pf) (1.8)

1

para o,8 > 0, o # B, P ¢ [ onde o, B sao dois

parametros.

Observagoes:

1) 1im B*' B(p) = P (p).
a1l

2) 1im 1im 8%8(P) = H(P).
g+1 o~1

podemos escrever esta entropia de outra maneira, como

segue:
0,80y _ (ol=a ,1-B,=1 2 _a_ T8
H (P)y = (2 2 ) '(igl Py 1+1 igl Pi)
n a
. , ('Z p; - 1)
_ (zl—a_ 21—8)—1.[(21—a_ 1). i=1 R
(21-%_ 1)
n
1- t p}
+ Pl 1, =1 ]
(21-B_ 1)
A A
a,B o o B B
H (P) = . H(P) + H” (P) (1.9)
B, - Ag Bg - A,
onde A = 21—&_ 1
o
_.1-8
Bg =2 "-1

B

e HQ(P) , H°(P) sdo as entropias de Darodczy.

Seja R o conjunto dos numeros reais.

Arimoto[3] definiu uma medida de informacdo, que € co-

nhecida como medida R - norm, da seguinte maneira.



n
N _ R R,1/R
Definigcao 6 - HR(P) =RoT [(izl pi) -1]) paraR€R, R#1
(1.10)
e R > 0.

Observagao:
lim HR(P) = H(P).
R>1

Esta medida R-norm foi recentemente estudada também por

Boekee e Van der Lubbe[zz].

[18]

Sharma e Mittal introduziram a entropia de ordem a

e tipo B, que é definida da seguinte maneira:

n
Definicio 7 - HE(P) = (2B L)"lir( s

o i - 1] para

(1.11}

a, B >0, a # 8 onde «a, BséoparénetrosePeAn.

Observacgoes:
1) Lim n® () - B, (P).
2) Quando a = B £ 1, H () = H'(P)
3) lim lim H°(P) = H(P).
arl Bl

1.5 - Propriedades da Entropia de Shannon e de suas ge

neralizacgoes.

Escreveremos as propriedades de maneira unificada pois
a maioria delas é semelhante para as entropias apresentadas. Qua

se todas as propriedades sao validas para n = 2,3,...
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‘Sejam P = (Pyr--./Py) € Q = (@yre-e0qy) € Oy duas distribuicdes
de probabilidades finitas.
Especificaremos as varias propriedades para Fn, onde F_represen

ta a funcao de An + R.

P, - Simetria:

Para toda permutacao arbitraria {al,.“,aﬁ}de{l,2,”.,n},

Fn(pl""’pn) = F (palr--°lpan)

Py, - Recursividade:

Fn(Pl:--orPn) = Fn_l(pl+p2,...,pn) +

r L 2
\ 4
2 py+Py " Py +Py

+ A(pl ,pz) . )
pPara todo Py +Pp 0 e todon = 3,4,...

onde A = ﬂprpﬁ ;inl<l,0ip2<l e pl+pzilef:Ad*R'

Py - Expansibilidade ou zero-indiferente:

Fn(plloo.'pn) = Fn+l(pl,o..,pn, 0).

Py - Aditividade:

an(qul:---rqumr--~:anlr---ranm) = Fn(Pllo--an) +

+ Fm(qll""qm)

Para P ¢ An, 0 € Am.
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p5 - Aditividade -~ forte

an(pll""'plm""’pnl"”’pnm) = Fm(pl"'°’pn) *

n
+ L p, F _(p.. teoesD )

j=1 1 'n 11/pi nl/pi

n n
Para pikz_O , i=1,...,n , iEl pi= 1 e pi:=k§1pik> 0.
Pg - Sub-aditividade:
n n
an (Pllr oo Iplml e lpmll .- rpmn) < Fm(izl pii"“'iglpmi) +
m m

F z ) .

* FnlyZy Pyyre-evyly Pyn)

Para todos (pli,...,pmi) c A

(ler---lpjn) € An .

Py - Nao-negatividade:

F (Pyse--vpy) >0,

Com a igualdade se e somente se um p, = 1l e os demais

sao zero.

Pg - Desigualdade:

Fn(pl""'pn) < Fn(l/nl"'ll/n) '

com a igualdade se e somente se p; = % para todo

i=l’o--’n.
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Py - Nao-aditividade:

an(qul:---rqum:---:anm) = Fn(Plr---rPn) +
+ Fm(ql,...,qm) + C. Fn(pl,...,pn) .Fm(ql,...,qm)

Para todo P € A, Q €A e c uma constante que nao

depende de P e Q.

Pig - Nao-aditividade forte:

an(plpll"'"plpln""’pmpml""’pmpmn)

n
= F (Pyr--/Pp) + iEl Alpy) Folay,...rqy)

n

Para pij >0 ; jE pij = 1 para todo i = 1,...,m.
n

. > 0 ; z = 1.
Py 2 51 B3
Py - Representatividade:
) n
Soma arbitraria: Fn(pl,...,pn) = 151 f(pi)

onde f: [0, 1] - R.

— Continuidade:

Pq1o

Fn(pl,...,pn) é uma fungdo continua de suas variaveis.

Pi3 - Monotocidade:

Fn(l/n,...,l/n) é uma funcdao mondtona crescente de n.
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- Integrabilidade a Lebesgue:

Fz(p, l-p) é Lebesgue integravel em [0, 1].

- Mensurabilidade:

Fz(p, 1-p) é uma funcao mensuravel de p ¢ [0, 1].

- Normalidade:

A entropia de Shannon tem as seguintes propriedades:
Pys Py com Alpy, Py) = Py +Pp i de Py a Py Pg COM B[R] = Py
p,, com f(pi) = - Py log p; de Pyy @ Pg ¢
Py = H(Pyseoo /Py v Ppdy + Ppdprec+sPp dpypyy) = Hp(Ppoe-oopp)
* Py Homa (ql""’qn-m+l)

n-m+1l

m
onde X .= 1 e X . o= 1.
i=1 Pi i=1 9

A entropia de ordem o satisfaz as seguintes proprieda-

des: Plr p3l p4l P7l P81 pl2, pl3 e plG'

A entropia nao aditiva do tipo B satisfaz as seguintes
i . _ B
propriedades: pP; P, com A(pl, p2) = (pl + p2)

1-8

; P3i Pyi Pgi Py

com ¢ = (2 - 1); plo com (plz) = pﬁ? pl2; pl3 = pl6'

A entropia do tipo (a,B) satisfaz as seguintes proprig

dades: pl, P3r P7r plll Plz e plG.

A entropia de ordem (a,B) satisfaz: Pyr P3r Pgr Pgr Pppy ©

Pyg-
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A entropia de ordem o e tipo g satisfaz: Pyr P3r Py

Pgr P1p € Pyg-

1.6 - Medida de Imprecisao

Seja X uma variavel aleatdria e sejam P,Q duas dis-

tribuicdes de probabilidades associadas com esta variavel X.

(12

Kerridge ] introduziu a seguinte medida, denominada medida de

imprecisao.

II'L\’J o]

Definicao 8 - HS(P,Q) = - p; log q; para P,Q € Ap- (1.12)

i=1

Quando P = Q = HS(P,P) = H(P).

1.7 - Generalizacdes da Medida de Imprecisao

Definicdo 9 - Medida de imprecisao de ordem o 1211
1w
L p
1 i=1
H (P,Q) = — . log { ) ,o0 >0 , o # 1.
o 1-a n
5 pu ql--oc
i85 P19 (1.13)

Observacgoes:

1) Quando P = Q :@,HG(P,P) = H(P).

2)-iiT Ha(P,Q) = H_(P,Q).
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‘befinicdo 10 - Medida de imprecisdo do tipo gl21l,
n
e
8 (p,0) - — 21— . (= - 1) para >0 ; 8 # 1
1-8 B _1-8
2 -1 izl Pj 93

(1.14)

Observagoes:

1) guando P = 0 = H°(p,P) = HP(P).

2) 1im HP (P,0)
g+1

H (P,Q).

1]

Definicdo 11 - Medida de imprecisao de ordem (o,B).

n n 1-
L '21 Py z p? q; °
H (P,Q) ==—— . log 1= 2= ) para o, B >0; o # B
arB B"'a n o 1-a n B
IoPy 4y - LOPj
i=1 i=1 (1.15)
Observagoes:
1) 1i H P = H,(P .
) aiT a,B( Q) B( Q)
2 1i 1i H P = H (P .
) uiT BiT a,B( Q) S( /Q)
Definicdo 12 - Medida de imprecisao do tipo (a,B).
n o n
1 1 1 5 Pl - pf
1B (p,0) = 170 - 2t H T (2= S )
a _l-o B 1-8
iil P19 iil Pi 9
para o, B > 0; o # B. (1.16)

Observacoes:

1) lim H“'B(P,Q) = HB(P,Q)
o1



le6

2) 1lim lim B*'P(,0) = H_(P,0).
B+1 a1

No proximo capitulo mostraremos relagdes que envolvem
as entropias definidas em (1.3), (1.4) e (1.5) com suas respecti

vas medidas de imprecisao.
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CAPITULO 2

ENTROPIA DE ORDEM o E DE TIPO B e TEOREMAS

DE CODIFICACAO

Neste capitulo vamos mostrar a desigualdade de Shannon
e suas generalizacdes no caso da entropia de Renyi e entropia do

tipo 8. Como aplicagdes, provaremos Os teoremas de codificagao.

2.1 - Desigualdade de Shannon

No seguinte teorema, a desigualdade de Shannon sera pro

vada.

(4]

Teorema 1 -~ Sejam P,Q € An’ entao temos:

H(P) log q; = H(P,Q),

i
1
™
o
'_J.
'__I
0
Q
yo!
}.J.
A
i

n
El Pi

(2.1)

Observagdo: log X = log e . log X

Prova:

Sabemos que logaritmo € uma funcdo convexa, logex encon
tra-se sempre abaixo de sua tangente.
Considerando a tangente para x = 1, obtemos logex < x-1 com a

igualdade se e somente se x = 1.



/

Figura 1.3

Seja x = qi/Pi
entao 1lo ] < qgj -1
9e Q1/pi hS Q1/pi
ou log . - lo . < gy -1
e 9i 9e Pi = 9i/p,
p; log q; - p; log.p; < 4; - Py
Somando sob (i = 1,...,n) temos:
n
z

P; 109,9; -

i=1 i=1

P.

i 109eP; = 0

H ™3

n
logp; < - iil P logeqi

L Pi log q4

no~g

log p, < -
1 1 i

Com a igualdade se e somente se X = qi/p = 1.
i

Usaremos esta desigualdade nos teoremas seguintes.

18
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2.2 - Codificacao sem ruido

Codificacdao sem ruido significa que para transmitir uma
mensagem usaremos um sistema como dado na figura 1.1 com um ca-

nal sem ruido.

Usaremos este canal porque nos permite uma transmissao correta da
entrada para a saida.

Tentamos maximizar o numero de mensagens que pode ser
transmitido através do canal num dado tempo.

Tomamos X = {xl,...,xn} como um conjunto de mensagens e
A = {al,...,aD} um conjunto com D simbolos chamado de cdédigo alfa
beto.
Se os simbolos Xy forem comunicados propriamente, entao cada Xi
i=1,...,n , deve ser representado por uma seqliéncia de simbolos

do cédigo A. Sendo cada seqliéncia chamada de palavra codigo w, de

comprimento Ni‘

X probabilidade palavra codigo comprimento
X) Py w1 N
%2 Py w2 N2
*n Pn “n Ny

Comunicar perfeitamente significa transmitir uma mensa-

gem dada no tempo minimo possivel.

Se a taxa de transmissdo através do canal &€ fixa, entao para es-
sa transmissdao ser eficiente implica que as palavras codigos deve
rdo ter o menor comprimento possivel. Logo, o objetivo da codifi-

cacao sem ruido é minimizar o comprimento médio do codigo dado por:
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n
L= ¢ p.N, (2.2)

Observacdo: Ao longo deste trabalho, usaremos codigos binarios,

isto é, A = {al, a2} caso nhao venha especificado.

O problema da decifrabilidade unica

i

Exemplo 1l: Sejam X = {xl, Xor X3s x4} e A= {0, 1}

Mas podemos decifrar 010 como Xy X3Xl’ XqX,

Um cédigo é dito decifravel unicamente se toda seqlién -
cia finita de simbolos do cédigo corresponde no maximo uma mensa-
gem.

Para ndo ocorrer o problema dado no exemplo 1, deve-se
codificar de modo que uma palavra nao seja prefixo da outra. Se

um cédigo tem esta propriedade entdo é chamado de cédigo instanta

neo.

Exemplo 2: Sejam X = {xl,...,x4} e A= {0, 1}
Xy > 0
x2 > 100
X4 + 110

+~ 101
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‘Podemos decifrar 010100100110 somente como xlx4xlxlx2x3

Todo codigo instantaneo € decifravel unicamente. A re-

ciproca e falsa.

Teorema 2 - Um cddigo instantaneo com comprimentos das palavras

codigos Ni existe se e somente se valer a desigualda

n _Ni
de de Kraft dada por ¥ D < 1.
i=1

’

Prova: Veja Aczél[Z].

Exemplo 3: Sejam X = {xl,...,xg} , A=1{0,1,2} , D = 3 com com

primento das palavras 1, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3.

9 -N, 9 ~N. -2 -
:p Lo oz o3 to3lis? L33l
i=l l:l
9 -N,;
I D = 1 - existe um c6édigo instantaneo com estes comprimen
i=1
tos das palavras.
Entao temos:
Xy > 0 X 21
X, > 10 Xq > 220
Xy > 11 Xg 221
X4 »> 12 X9 +~ 222
Xg -+ 20
n —Ni
Temos visto que a condigao 1 D < 1 & necessaria e
1=

suficiente para existéncia de um cdédigo instantaneo com comprimen

to das palavras Nl""’N No seguinte teorema sera enunciado um

n
resultado forte, que a mesma condig¢ao € necessaria e suficiente

para existéncia de um cOdigo decifravel unicamente. A parte sufi-
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‘ciente é imediata porque todo cddigo instantaneo e decifravel uni

camente.

Teorema 3 -

Prova: Veja

n =N,
- - . -~ . ~ i
Se um cbédigo é decifravel unicamente entao I D "< 1,
i=1
onde D é a dimensdao do codigo.
Como iremos trabalhar com cddigos binarios, podemos

dizer que se um coédigo é decifravel unicamente entao:

n —Ni
T 2 <1 (2.3)

i=1

Aczél[zl

A seguir daremos uma cota inferior de L.

Teorema 4 -

Prova:

temos:

Teorema de codificagao sem ruido[4].
n

Se L = I P; Ni é o comprimento medio das palavras
i=1

cédigos de um cddigo decifravel unicamente, entao:

L > H(P) (2.4)
-N.
com a igualdade se e somente se p; = D ,i=1,...,n
-N.
2 1
Usando a desigualdade de Shannon para q. = ’
1 n _Ni
LT 2
i=1

n n 2_Ni
- % p.logp. < - I log =
o i i= .2 n —N:
i=1 i=1 s 2 i
i=1
n n —Ni n —Ni
= I Py log z 2 - I p, log 2 =
i=1 i=1 i=1 *



23

n n —Ni
= I p.N,log 2 + log & 2
. i1 .
i=1 i=1
n —Ni
=L + log & 2 (2.5)
i=1
~N.
5 1
com a igualdade se e somente se p; = —?r———;r-.
~ s 2 T
i=1
n —Ni
por (2.3) segue que log I 2 <log 1 =20 ' (2.6)
i=1
n
= - L p; logp; <L
i=1
Logo, L > H(P).
-N,
Nos resta mostrar que p; = 2 ' i=1,2,...,n
n —Ni
de (2.5) temos que H(P) < L + log I 2
i=1
n —Ni
H(P) = L <= log I 2 >0
i=1
n —Ni
Por (2.6) temos log ' 2 =0
i=1
n —Ni n -Ni
Logo, L 2 = 1= £ P = 2 =Py
i=1 i=1
Definicdo 1 - Um cddigo que é limitado inferiormente (L > H(P))
é denominado cédigo absolutamente otimo.
Em geral nao podemos construir um codigo absolutamente
6timo para um dado conjunto de probabilidade Pyr--+rPps pois se

-N,
escolhermos Ni satisfazendo p; = p ! = - log 1< nao pode ser
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um inteiro positivo sempre.

Temos uma melhor possibilidade com o teorema seguinte.

Teorema 5 - Dado uma variavel aleatoria X = (xl,...,xn) com incer
teza H(X), existe um cdédigo instantaneo de dimensao

2 cujo comprimento médio do cddigo, satisfaz:

H(X) < L < H(X) + 1.

Prova:

Sejam os intervalos reais Gi = [- log P/ -~ log pi-+l).

(2.7)

Em cada di, existe exatamente um inteiro positivo Ni tal que:

0 < - log pP; < Ni < ~ log p; *+ 1, 4i=1,...,n. (2.8)

Temos uma sucessao de numeros inteiros positivos {Nl,Nz,...,Nn}.
E possivel construir um cédigo instantaneo com comprimentos das

palavras cdédigos Nl""’Nn pois N, > - log p; por (2.7).

- Ni < log Py

_Ni -N
log 2 < log p; = 2

n n
Logo L 2 < I P; = 1.

Portanto existe um cddigo instantaneo com comprimento das pala-
vras codigos Nl""’Nn'

De (2.8) segue que:

- log p; < Ni < - log p; + 1
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s
W~ 3

n
- § p; log p; =<

p, N, < =~
i=1 i i

log p. + 1.
1 i *

1

Logo, H(X) < L < H(X) + 1.

Podemos sempre aproximar a cota inferior como desejamos
se permitimos o uso do codigo em blocos. Pois em geral, este codi
go decresce o comprimento médio das palavras coédigos por valor de
X.

Ao invés de relacionarmos uma palavra cédigo para cada
simbolo X;, tomaremos uma série’de s observacdes independentes de
¥ e relacionaremos uma palavra codigo para um grupo de s simbolos.
Oou seja, construimos um codigo para um vetor aleatorio

Y = (X .,XS) onde cada X; s i=1,...,s sao independentes e

l,--

cada Xi tem a mesma distribuicdo de probabilidades de X.

Exemplo 4:
a) Seja Y = (xl,xz) , A = {0, 1}

X prob. palavra conp.
Xq 3/4 0 1
X, 1/4 1 1

b) ¥ = (Xl’XZ) , A = {0, 1}

Y prob. palavra conp.
X% 9/16 0 1
XX, 3/16 10 2
X,%q 3/16 110 3
X, X, 1/16 : 111 3
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9 3 3 1 27
= —— = .2 = . = = £
L=v1g-1+36°2*76->"T6"> " 16
. 27 .
.. L = 1 para dois valores de X.
27
. L = 32 para um valor de X.

(4]

Usando esses argumentos mostramos o seguinte teorema .

Teorema 6 - Para cada inteiro positivo s, existe um codigo instan

taneo de X° tal que Lg é o comprimento médio, entao
temos:
Lg
lim — = H(P).
S>>
Prova:
Suponhamos Y = (Xl""’xs) como dado anteriormente, e
que L & o comprimento médio das palavras cdodigos para Y, entao:
H(Y) < Lg < H(Y) + 1. (2.9)
ComO H(Y) = H(Xl,--.,XS)
= H(Xl) +...-+H(XS) pois x; sao independentes.
= H(X) + o4 +H(X)
= s H(X)
Entdo, (2.9) pode ser reescrita da seguinte maneira:

s H{X) < LS < s H(X) + 1

L
H(X) 5—55’-< H(X) + 1

L

onde é o comprimento médio do cédigo para cada valor de X.
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Logo, 1lim ?f

S>>0

27

= H(P).

Este teorema nos diz que cifrando longas seqgliéncias de

entrada é possivel fazer o comprimento médio das palavras codigos

para cada simbolo de entrada t&@o proximo de H(P) quanto se queira.

2.3

2.3.

Nath e Mittal

- Entropia do tipo 8.

1 - Generalizacdo da desigualdade de Shannon.

[13] em 1973 fizeram uma generalizacao da

desigualdade de Shannon e definiram uma outra medida de comprimen

to.

Antes, necessitamos de algumas definigOes.

Definicao 2 -

Quando (2.10)

Definicao 3 -

Seja P = (pl,...,pn) €A . A distribuigao de proba-
bilidade Q = (qy,.--/q,) € A & dita uma distribui

cao de poténcia B8 derivavel de P se existe um nume -

ro real B8 tal que q; = piB) ’

B n

(g) _ _Pi - _ 8

onde Py = Wy ! i=1,...,n e WB(P) = ‘Z p; -

B i=1

(2.10)

é valida, escreveremos Q = P(B).
Sejam P,Q € An'
Uma distribuicao de probabilidades R = (rl’r2"""rn) €4,

& dita uma distribuicdo de poténcia (B,y) derivavel

de P,0 se existem numeros reais B e Yy tal que
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para i =1,2,...,n . (2.11)

Quando (2.11) é valida, escreveremos

R = R(B[Y) (PIQ)

(x) _ (y) _
P - R(X,O) (PIQ) 1 Q - R(O,y) (PIQ)

(x+y) _
P = R(x,y) (p,P).

Lema 1 - Para duas distribuigoes de probabilidades P,Q € An' se-

gue que:

) < HB(ﬁB, 0) ; 8>0, B#L1 (2.12)

onde R, = RB,l—B (P,Q).

Prova:
n
l-r
Tome F_(P |[Q) = I i

r
iZ1 py 4

n X
We(P) = 2, Py

(i) Seja 0 < B < 1,

n n
Usando a desigualdade de HOlder L p.a? <(z p.a.)r
01 14 o b i

para r <1, onde p, , a; sdo ndameros nao negativos so

n
bre um conjunto finito de i, i<i<n e ¥ p; = 1.
i=1

Fazendo r = B, a; = pi/qi temos que FBG>HQL51. (2.13)
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‘A igualdade em (2.13) ocorre se e somente se P; = 9y i=1,...,n.
WB(P)
Segue que: 1l - <1l -Ww,(P)
FB(P||Q) 8
Como (1 - 2]"'8)"l < 0, temos:
W, (P)
1-8,-1 B 1-8,-1
1-2 . (1 - 1-2 . (1 - W, (P
( ) ( E?;G;Tﬁiy)_i ( ) ( 5( ))

o que demonstra o lema para 0 < B <1.

(ii) Para 1 < B < = a prova segue similarmente.

2.3.2 - Pseudo-generalizacao da desigualdade de Shannon

Definiremos outra medida para duas distribuicdes de pro
babilidades P,Q € An como segue:

g-1

n ——
8=l -z opya Prdiesor g4l
i=1

Definicao 4 - HlBGnQ)=(l—2

(2.14)

Esta medida n3o deve ser interpretada como uma medida
de imprecisao desde que HlB(P,P) # HB(P).
Mas HlB(P,Q) & uma generalizacgdo da medida de imprecisao HS(P,Q)
como definida em (1.12).

No teorema seguinte, daremos uma relacao entre (2.14)
e HB(P), que é conhecida como pseudo-generalizagao da desigualda-
de de Shannon dado que HlB(P,Q) nio é uma medida de imprecisao no

sentido usual.

[21]

Teorema 5 - Se P,Q € An , segue que:
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n n g-1
1-B,-1 1-B8,-1
a-28 a-z P < a-2 1 n-(1 pyq " 1
i=1 i=1
B >0, B#1, (2.15)
pb
com a igualdade se e somente se q; = —Eri—— ; i=1,...,n
B
z pi
i=1
Prova:
n rl/r
Usando a desigualdade de HOlder, I aibiz_( z ai) .
i=1 i=1
n s, 1l/s - -
(z bi) para a,, bi nimeros nao negativos defi-
i=1
nidos sobre um conjunto finito de i ; i < i < n.
_B_
Fazendo a; = piB—l .q;
=B
bi = piB—l
r = é%l e s =1-~-28
n 2 0 T
temos: (r p, g, YT L pr ) <1 para B>0 ; B # 1.
, i i i -
i=1 i=1
(2.16)
Consideremos dois casos:
l) PpPara 8 > 1 ,
no, oo B
(2.16) reduz-se para I pi-z( z piq.B )B (2.17)
i=1 i=1 + .
1-8 _1

Como (1 -2 ) >0 ; (2.17) reduz-se para (2.15).

2) Para 0 < B < 1,
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B-1
n 8 n —-é—
(2.16) reduz-se para I p. < ( Z Pp;d; ) B (2.18)
. i . i
i=1 i=1
1-5,-1
Como (1 - 2 ) <0 ; (2.18) reduz-se para (2.15).
Logo, temos provado o teorema para B8 >0 ; B # 1.

2.3.3 - Aplicacao no teorema de codificacgao.

(8]

Sabemos por Einstein (1958) que sempre existe um coO-
digo decifravel unicamente com compr imentos Nl”"’Nn se e somen
n o
te se y p M < 1.
i=1

Em geral escolhemos cddigos que possui o comprimento minimo.

n
L= % p, N..
i=1 %

Apresentamos a seguir trés medidas de comprimento do tipo 8.

1-8 -1 1
Definicao 5 - L, = (1-2 ) .[1- ] para B #1;8>0
B N g NG '
D. 2
i=1 * (2.19)
B
p:
onde p‘B) = = e
i n 8
z Py
i=1
lim LB =L .
g1
Teorema 6 - Se Nl""'Nn denotam os comprimentos de um cédigo

decifravel unicamente satisfazendo (2.3), entéo:[l3]

L, 2 Bf(®) , B4 18>0 (2.20)
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Prova:
-N.
5 i
Escolhemos Q € A tal que q, = —— , 1=1,...,n
n i n N
r 2 7+
i=1 (2.21)
em (2.12) segue que:
n n —N.
1-8
(z pH.(z 2
1-8,-1 o8 1-8 -1 i=1 T =l
i=1 g Nj(B-1)
% p; 2
i=1
Usando (2.3) temos:
n
B
B 1-8 -1 oy B
H(P) < (1 - 2 ) . [1 - - = LB
D g Nj(B-1)
z P 2
i=1

Portanto, demonstramos o teorema para 0 < B < 1, 1 < B < o,

A igualdade em (2.20) é valida se e somente se p, =

n
isto implica em log =N, + log (Z 2 ).

1
Pi . i=1

Portanto, é sempre possivel ter uma palavra cddigo satisfazendo:

1 1
log — < N. < log — + 1 2.22
9 5o <My < log o (2.22)
N, '
Lot 2 (2.23)
Pj Pj

por (2.20) , HP

(P) é a cota inferior de LB'
E possivel encontrar também uma cota superior de LB'

Entao, temos o seguinte teorema.



33

Teorema 7 — Para um coédigo decifravel unicamente satisfazendo

(2.3) segue:[l3]

n
(2B - 2)L8 < 28 - I pf para B > 0; B £ 1. (2.24)
Prova:

De (2.23) segue que 2 l.pi < 2

(B~1)N;

~N.
2 . pP < 28 .2

1

somando ambos os lados com respeito a i e usando (2.3) temos:

n (B-1)N;
z pf 2 o< 2B
i=1
n n
z pf z pf
- i=1 i=1
Entao, 1 - <1l - ——s——
n B8 (B—l)Ni 2B
z P 2
i=1
1-3)‘1
Multiplicando ambos os lados por (1 - 2 encontramos
1-8 1 n
B < 1-2 ) o.ePo oz oph
8 j=1 *
n
1-8 B 8
26 (1 -2 ).LB < 2 -iil Py - (2.25)

A cota superior em (2.25) & maior do que a unidade.

Quando B » => LB - 1.

Como HB(P) ndo é aditiva, o teorema de codificagdo sem ruido nao

segue no caminho usual.
n 8 n —Ni 1-B

N 1-g -1 i§l Pi (i§1 2
Definicdo 6 - L, = (1-2 ) .[1-= — 1,6>0; B#1
B . n B . (g=1)Nj
z Py 2
i=1

(2.26)
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A seguir mostraremos uma relacao entre esta medida e HB(P),[Zl].
Teorema 8 - Se Ni ; L= 1,2,...40 sdo os comprimentos das pala-
vras coédigos satisfazendo (2.3) entdo:

-B -B
H® (p) SLg<2 . gfp) + L2 (2.27)
1- 218
O limite superior de LB é valido somente para B > 1.
Prova: N,
Substituindo q; = _HE__—E_ em (2.12) segue que
o2 ¢
i=1
HB(P) < L,.
- 7B
=N,
5 1
A igualdade em (2.27) acontece se e somente se p, = [ —- (2.28)
y 2 1
i=1
Mostraremos agora, a cota superior de LB em (2.27).
Escolhemos Ni , i=1,...,n satisfazendo (2.28).
Entao, (2.28) pode ser reescrito como:
Ni n —-Ni
- log p; = log 2 + log I 2 (2.29)
i=1
n —Ni
Como 2 <1 = N;2- log p;-

i=1

Por outro lado, como Ni > 1 e usando (2.29), segue que:
Ni < - log p; *+ 1.
Combinando estes resultados, temos que:

- log p; £ Ni < - log p; + 1.
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=N.

0 qual é equivalente a —— <2 » <= (2.30)
i P
Assim, & sempre possivel ter um codigo satisfazendo (2.30).
De (2.30) segue que para B8 > 1 = Py 2 < 27.2 .
Somando ambos os lados com respeito a i, temos:
n (B-1)N, n -N,
T pb o2 1 g 2B, 2 1 2B (2.31)
. i .
i=1 i=1
n -N, 1-8
Como B >1, (Z 2 ) > 1 e assim segue que:
i=1
n n -N. 1-8 n n
: opb(z 2 %) : pf I pb
i=1 i=1 S i=1 i=1
n (B-1)N - n (B-1)Nj 8
L piB 2 1 T pf 2 i 2
i=1 i=1
P o
i-8 -1 1-8 -1 io1 i
Como (1 - 2 ) <0 = LB < (L-2 ) AL-== 5 ) (2.32)
2

Usando a definigao de HB(P), o lado direito de (2.32) pode ser re

escrito como uma cota superior de LB' como temos em (2.27).

Observagoes:

1) para B8 > 1, a cota superior de LB em (2.27) € maior

do que a unidade.

Contudo, quando B +» ® = LB -+ 1.
2) Em (2.19) definimos uma medida de comprimento que e
n =N
independente do valor ('Zl 2 ). vVamos representa-
1=

*

-la por L8
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n -N; 1-8
Desde que ('Zl 2 ) > 1 para 8 > 1 e
i=
n —Ni 1-B .
('Zl 2 ) <1 para 0 < B < 1. Pode-se mostrar que LB < L
1=
*
usando (2.27), entao segue que: HB(P) < LB , onde a igualdade
-Nj
aparece se e somente se Py = 2 , 1i=1,...,n
Escolhendo B > 1, e supondo que todo N, satisfaz (2.30)
1-g -1
e usando (2.32) com (1 - 2 B) 0 resulta em
-B
LBiL’é <278 wfpy) 4 —2— .
1 - 21-8

Comparando este resultado com (2.27) segue que: LB e LE tém as

mesmas cotas inferiores e superiores.

Entdo, 1lim LE = L.
g~>1

Assim, temos uma medida de comprimento, que € uma gene-
n -N.

1
2

ralizacdo do comprimento médio L, independente de 1
i

1 1-8 -1 n it B8
Definicdo 7 - Ly =(1-2 ) .[-(I p, 2 P1i6>0 840
i=1

(2.34)

No teorema seguinte, provaremos uma relacdo entre esta

B py 1211

medida de comprimento e H™ (P),

Teorema 9 - Se N, , i=1,...,n , sao os comprimentos das pala-

vras cbédigos satisfazendo (2.3) entao:

: 1 P s
H™ (P) < L8 < 2 DHP(P) +1 ,B8> 1 (0<B<1) (2.35)
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Prova:
-N.
5 1
Substituindo q; = _H_—__E- , i=1,...,n , em (2.15)
y 2 *
i=1

e usando a desigualdade dada em (2.3) encontramos a pri

meira parte de (2.35).

A seguir, encontraremos a cota superior de LB

1 B Ny pf 3
Temos LB = H (P) se e somente se 2 = 5 que € equivalen-
P b
n i=1
te a Ni = - log pf + log (.Z pf) , i=1,...,n .
i=1
Escolhendo Ni' tal que:
2 o
- log ( ) < N, - log (——) + 1 (2.36)
n 8 i n 8
I Py D
i=1 i=1
- Ny PE
segue que: 2 > (2.37)
> pf.
i=1
-1
n =N B ) 8 n 0 1-8
Como R > 1, (2.37) [ £ p. 2 1" > ¥ p: 2 (2.38)
. i . i
i=1 i=1
n 8 1-8
l - I p;.2
. 1
i=1 (2.39)
e finalmente encontramos LB < 1 - 21-B :
n 8 1-8
R 3 -8 wf@) +1
onde é equivalente a 2 ' :
1-8
1 -2
Portanto, demonstramos o teorema.

para 0 < B < 1, a prova da cota superior de Lé segue similarmente.
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Observacoes:

1) A cota superior de Ll dado em (2.35) € maior do gue

B

a unidade.

Contudo, quando £ - «, encontramos Lé > 1.

2) Quando 8 - 1.

lim L1 = L.

gr1 P
Entao, (2.35) pode ser reescrita como:

H(P) < L < H(P) + 1

que é também conhecido com o resultado dado por Shannon,

veja Aczél (1975).

2.4 - Entropia de Ordem o

Sabemos de (1.4) que esta entropia foi definida por

Renyi (1961) do seguinte modo:

-1 n
Ha(P) = (1 - o) .log ¥ p: ,0>0 eai#l.

i=1

2.4.1 - Generaliéagéo da desigualdade de Shannon.

Teorema 10 - Se P,Q € An sao distribuicdes de probabilidades
completas, entao temos a seguinte desigualdade,[21]:
T
L p;
-1 s -1 i=1
(L-a) .log I pis(l—a) . log (n ) para 0.>0; o # 1
i=1 5 o _l-a
Pj 94

i=1 (2.42)



onde a igualdade aparece

Prova:

A prova segue

A

v

onde p,, a; sdo numeros

Fazendo r = do

i~ pi/qi

Consideremos dois casos:

l) Se o > 1 ,

39

se e somente se p. = (g

n

r p. a para r > 1 ,

. i
i=1

n

L p, a para r < 1 ;

. i
i=1
n3o negativos e r um nimero positivo.

o _l-o n o n n o
T p. q. g i/, ) .q; > (I Py .q.) = (% p;) =1
i=1 * % i=1 9 1=y e i=1 *
)
n . 'él pi
3 p% > i=
i=1 + n o _l-a
L Py 9y
i=1

Tomando logaritmo em ambos os lados e com (1 - a)—

< 0, segue que:

n o

ny - o Bi
5 p; < (1 -a) . log ( 0 - )
i=1 5 o l-a

LoPpydy
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2) Se 0 < a <1,

H-MU
e |-
o)

Q
-

PR

Q
=

.M::j

'.-l
T
’._l
e
’.l.
In

st
[
’.—J
i
Q

Tomando logaritmo em ambos os lados e multiplicando por
-1
(1L - o) > 0 temos (2.42).

Portanto, demonstramos o teorema para o > 0, o # l."

2.4.2 - Pseudo-generalizag¢ao da desigualdade de Shannon.

-]
Q

n
Definicao 8 - H (P,Q0) = — log (¥ p, g

o £ 1, a>0, P cA (2.43)

Semelhante a HlB(P,Q) notamos que Hi(P,Q) nao é uma medida de im-
precisao no sentido usual.

Usando esta definicao e Ha(P) temos O seguinte teorema.

Teorema 11 - Se P,Q € An segue que:

Prova:

A prova segue direto de (2.17) e (2.18) substituindo B
por o, tomando logaritmo em ambos os lados e multipli -

cando-os por (1 - a)_ .
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2.4.3 - Aplicacao no teorema de codificacao.

n n —Ni]ra
Iopr (202 7)
- -1 i=1 =l
Definicdo 9 - L = (1-0a) " .1log [ ], para
o noy (e=1)Ny
z p; 2
i=1
o #1 , a>0. (2.45)

0 teorema seguinte mostra uma relacao entre esta medida e Ha(P)'

Teorema 12 - Se Ni , i=1,...,n sao os comprimentos das pala-
(211,

vras codigos satisfazendo (2.3), entao

o
Ha(P) <L, < Hu(P) al) (2.46)
Prova:
-N.
5 1
Substituindo q; = § N i=1,2,...,n en (2.44)
12 ¢
i=1
temos:
n o n -N. l-o
T p; (& 2 )
- i=1 * i=1 b o= 1
H (P) < (1-a . log ( =
) ( ) g ™Y N (oc—l)Ni o
z P 2
i=1 (2.47)
_Ni
A igualdade em (2.47) acontece se e somente se p, = n2 ’
-Nj
r 2

i=11,...,n

Para encontrarmos a cota superior de La’ escolhemos Ni satisfazen
do (2.30) entao (2.32) aparece.
Tomando logaritmo em ambos os lados e multiplicando-os por

-1
(1 - a) < 0 se a > 1, encontramos a cota superior de La dada
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em (2.46).

Observacoes:
1) Para o > 1, a cota superior de La é maior do que a
unidade.
n Ny
2) A medida de comprimento independente do valor LZIZ )
1=
que €& considerada uma generalizacao de L, pode ser
definida por
n o
L P,
L* = (l--oc)—1 log | izl * ] para a>0; a # 1
o ) no . (a-1)Nj '
) P 2
i=1

Analogamente ao fato que LE tem a mesma cota superior e

inferior como LB em (2.27), podemos também mostrar que LZ tem a

mesma cota inferior e superior como La em (2.46).

a-1
Definigao 10 - Ll - log | g P Z-Ni( @
o 1-a jo1 & 1, a>0; o #1
(2.48)
Li é o comprimento médio dado por Campbell (1965, 1966),
[5,6]. O teorema seguinte também foi dado por Campbell.
Teorema 13 - Se Ni , 1=1,...,n sao os comprimentos das pala-
vras cédigos, entao:
H,(P) < Ll < H () +1 ,a>0;a#l (2.49)

Prova:

Segue facilmente substituindo q; =
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i=1,...,n em (2.44) e usando a desigualdade dada em (2.3).

A igualdade em (2.49) aparece se e somente se

e n
2 - — 2 ¢ isto equivale a N, = - logpy + log I po
n 1 1 . 1
o i=1
I Py
i=1
A cota superior de Li em (2.49) pode ser encontrada

usando (2.37) com no lugar de B e seguindo os mesmos passos fei
tos para a entropia do tipo g, tomando logaritmo em ambos os la-

dos e multiplicando-os por (l-—a)_l.

Observagoes:

1) A cota superior de Lé € maior do que a unidade para

D = 2.

2) lim Ll = L.
o
arl

Quando o > 1, temos que (2.49) reduz-se para

H(P) < L < H(P) + 1 que é o resultado de Shannon.

Acabamos de apresentar aplicagées das generalizagées da
desigualdade de Shanﬁon para as entropias de ordem o e do tipo B.
Usaremos este capitulo e algumas definigdoes dadas no primeiro ca-
pitulo para generalizar a desigualdade de Shannon para outras en-
tropias definidas anteriormente, com aplicag¢oes que serao dadas

no proximo capitulo.
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CcAPITULO 3

ENTROPIAS DE ORDEM (a,B), TIPO (o,B), DE ORDEM o

E TIPO B E TEOREMAS DE CODIFICACAO

Este capitulo consta de generalizagdes da desigualdade
de Shannon para as entropias de ordem (o,B8), tipo (a,B), de ordem
o e tipo B.

Daremos também aplicagées destas nos teoremas de codificacao como

fizemos para as entropias de Renyi e de tipo R.

3.1 - Entropia de ordem (o,B)

Como vimos no primeiro capitulo, esta medida foi intro-

duzida por Aczél (1963). Por (1.7) podemos escrevé-la como

Q

H (P)=———.H(P)+B-l

1-
o, 8 s ' Mo 8- (P)

Q
Q

HB(P) onde Ha(P) ,HB

sdao as entropias de Renyi para a,B8 > 0; o # B.
A seguir faremos uma generalizacao da desigualdade de Shannon da-

da em (2.1) para esta entropia.

3.1.1 - Generalizacao da desigualdade de Shannon.

Podemos escrever a medida de impreciséo de ordem (o, B)

definida em (1.15) da seguinte maneira:
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1-B | )
. Ha(P’Q) +E:§‘HB(P’Q) para o,8 > 0; a # B (3.1)

1o

H (PIQ) = B_‘(x

a;B

onde Ha(P,Q) e HB(P,Q) sao as medidas de imprecisao de ordem o e
g definidas em (1.13).

Entdo, temos o seguinte teorema.

Teorema 1 - Para duas distribuicoes de probabilidades P,Q € An'

temos:

H (P) < H
- [}

0.8 (P,0) , O<a<l<B (0<B<lsca)  (3.2)

B

Prova:

‘provaremos (3.2) somente para o caso (0 <a<1l<B) por-
gue o outro caso segue similarmente por simetria.
Se 8= 1, entdo (3.2) reduz-se para (2.42) que & conhecido.
Consideremos o caso 0 < a < 1< B.

Desde que (2.42) é valido para todo a > 0; o £ 1, temos:

Ha(P)

In

Ha(P,Q) para 0 < a <1 (3.3)

HB(P)

A

HB(P,Q) para g > 1 (3.4)

é:g (> 0) e (3.4) por %:% (> 0) e somando

as equagdes resultantes, temos:

Multiplicando (3.3) por

1-8
a-B B

l-a . 1=B
H, (P,0) + <=2 Hg(R,Q)

(o

Logo, por (1.7) e (3.1) , H (P) < Hu B(P.Q)
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3.1.2 - pPseudo-generalizacao da desigualdade de Shannon.

Definimos a medida Hi B(P,Q) como:
7

o-1 R~-1
1 a n a B 1 n B (3.5)
Ha,B(P’Q) = Ba log (izl P;9; ) - o 9 (iil piq; ) .
para a,B > 0 ;'a #8, P,QcAb,.
Podemos eécrevé—lo como: R
1 l-a 1 1-B ;1

= a— H Q 3.6
w, (B0) = g M, (R0) + G2 My (Re0) (3.6)

1
Notamos que Ha,B(P’P) # Ha,B(P)'

Contudo, Hi B(P,Q) é uma generalizacgao de HS(P,Q) dada em (1.12).
4

1
l1im lim H (P,Q) = H (P,Q).
o+l B>1 o, B S

No seguinte teorema damos uma relacao entre (1.7) e (3.6).

Teorema 2 - Se P,Q sao duas distribuicdes de probabilidades dis-

cretas, entao:

1
Ha,B(P) < Ha,B(P'Q) ; 0<a<l<B(O<B<l<al (3.7)
o} o}
onde a igualdade aparece se e somente se — =~
I p; 5 piB
i=1 i=1

Prova:

Vamos provar (3.7) somente para C < a < 1 <8 porgque

o outro caso segue por simetria.
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Se B =1, (3.7) reduz-se para (2.44).
Consideremos o caso 0 <a <1< RB.

Desde que (2.44) & valido para o >0, o # 1 , temos:

H (P) < H:OLL(P,Q) para 0 <a<1 (3.8)

e
Ho(P) < Hé(P,Q) para 8> 1 (3.9)
Multiplicando (3.8) por lfg (> 0) e (3.9) por %E% (> 0) e semando

as equacgoOes resultantes, temos:

l-a
B—o.

1-

w

1-a i-8
B o Ha(P)-+a_B. HB(P) <

1 1
Ha(PIQ) + HB(PIQ) .

w

1

Logo, por (1.7) e (3.6) segue que H, (P) < H_ B(P,Q)

/B

Desde que Hi B(P,Q) nao &€ uma medida de imprecisao no sentido
r
usual, chamaremos (3.7) como uma pseudo-generalizacao da desigual

dade de Shannon.

3.1.3 - Aplicacado no teorema da codificacao.

Discutiremos a seguir, a aplicacao dos teoremas 1 e 2
no teorema de codificacao.

Usaremos um conjunto finito de n - simbolos de entrada
com distribuicao de probabilidades P = (Pyr--.spy) € A, Qque sera
codificado em termos de n simbolos de um alfabeto com tamanho 2.

Sejam Nl'Nz""’Nn os comprimentos das palavras codi ;

gos, sabemos que se existe um cddigo decifravel unicamente ent3o
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temos a desigualdade dada em (2.3).
Para o comprimento médio L foi provado que L > H(P).
Definiremos outras medidas de comprimento e mostraremos esta rela

gao para a entropia de ordem {(a,B).

n n =N, 1-0 n (B-1)N,
popy (2 Ly pfz 1
.~ 1 i=1 i=1 i=1
Definigcao 1 - L(a,B) T Bo N o @-1N; B g B N; l—B]
z piZ . 2z Py 2 7)
i=1 i=1 i=1

(3.10)

para a, 8> 0 ; o # B.

Verificamos que lim lim L( = L.

a1 ol a,B)

A sequir mostraremos uma relacdo entre esta medida de

comprimento e a entropia de ordem (a,B).

Teorema 3 - Se N ..,Nn denotam os comprimentos das palavras de

1’

um codigo decifravel unicamente, entao:

H B(P)S*L para (C<a<1l<B); O0<B<l<av

Qy

(a,B)
(3.11)

Prova:

Provaremos somente para 0<a<1l< B, pols o outro casoc
segue similarmente.
Se B =1, (3.11) reduz-se para (2.47).

Consideremos o caso 0<a<1<B.

Seja Q = (ql,...,qn) € A, em (3.2) com q; = | (3.12)
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segue que: HG,B(P) < L(a,B)
=N,
5 1
A igualdade em (3.11l) ocorre se e somente se p,=— N
r o2t
n _Ni i=1
- log p, = N, + log I 2 .
i i .
i=1
Portanto, é sempre possivel ter um coédigo satisfazendo
- log p; < Ni < - log pi-+l
N.
que equivale a A 2 (3.13)
P Py

A relacido dada em (3.11) mostra que Ha B(P) é a maior

’

cota inferior de L(

a,B)’

..~ 1
Definicao 2 - L(a,B) = E:—]og [jj pi 2

para a,B > 0 ; o # B.

. ~ 1l
O teorema seguinte mostra uma relacao entre L e H P).
9 ¢ (0, 8) (a,8) P

Teorema 4 - Se Ni , i=1,...,n sdo os comprimentos das palavras

codigos satisfazendo (2.3) temos:

1
HOL,B(P)S'L(OL,B) para 0<0Lil<v8 (0<B<l<a) (3.15)
Prova:
Provaremos para 0 <a <1< B, pois o outro caso segue
similarmente.

Se oo = 1 . (3.15) reduz-se para (2.49).
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Consideremos o caso O<a < 1l<B.

=N,
: i
Colocando q; = _Hg___ﬁ_ , i=1,...,n em (3.7) segue que:
o2 *
i=1
n Ny Qél n Ny ﬁ%l
2 p; @7) Z Py (2 7)
o (i=1 _ B (=1
Ha,B( ) < B-a log _N: o=1 ) B~ log = ; B-1 Yoo
(Z 2 7)Y a (z 2 7)
i=1 i=1
g 'Nia_;l' a 'Ni"BE_l
Por (2.3) segue que ( I 2 ) <1l e (z 2 ) <1
i=1 i=1
Logo, H (P) < Ll .
a,B - (urB)
A seguir daremos uma cota superior de L%a 3k
7
Teorema 5 - Para um codigo decifravel unicamente, satisfazendo

(2.3) segue:

1

Lia,8) < Hyg® +1 para 0<a<l<B (0<B<lz<a) (3.16)

Prova:

Podemos escrever Ll definida em (3.14) como:

(o, B)

1

L(a,8) L

1 B8-1
o (3.17)

_ 1-a
= 8o Fa t B

J

1
B

Q

mostraremos para 0 <a<1l<B pois o outro caso segue similarmente.
Se B =1, (3.16) reduz~se a (2.49).

Sabemos que (2.49) vale para a > 0, a # 1 , entao:

Ly < H (P) + 1 para 0<a<l<§g (3.18)
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Lé <H,(P) +1 para B8 > 1 (3.19)

B

multiplicando (3.18) por l:% (> 0) e (3.19) por %:% (> 0) e soman

do as equacgbes resultantes segue que:

1l-a 1 -1 _1 1-o l-a
o Ly + o U8 < Bog H, (P) —
B-1 81 _ l-a 8-1
+ o HB(P) + 80 - P-a Ha(P)-f — HB(P) + 1

Logo, usando (1.7) e (3.17) demonstramos o teorema.

3.2 - Entropia do tipo (o,B)

Definida por Shannon e Taneja[lg] como :
n
Ha’B(P) = i=1 para a, B> 0 ; o # B como dada em (1.8)
sl-a _ 21-8

3.2.1 - Generalizacao da desigualdade de Shannon.

Do segundo capitulo sabemos que uma distribuicao de ge-

neralidades Q ¢ An é dita distribuicio de poténcia B derivavel de

(8

P se existe um numero real B tal que g; = pj

onde r &€ um parametro.

r
i g

n
seja F_(P|lQ) = I pj

l-r
i=1 +

Teorema 6 - Para duas distribuicoes de probabilidades P,Q € An,

temos:
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WOL(P) WB(P)

- ],0<OL§_1<B,
Fuu>HQ) FBG’HQ)

_n =1
1-8)7"

% Bpy < @%- 2
(3.20)

0<B<l<a.

. Prova:
(i) Seja 0 <a<1l<gB.
n r o r
Usando a desigualdade de H8lder ( £ p.;a;)” < L p;a, ., ¥ >1,
. i%i . i7i
i=1 i=1
n o
> L pja; T <1,
i=1
onde a,, p; sao numeros nao-negativos.
Py
Fazendo a;, = z- segue que:
i
o o l-o n
r,ello) = £ piay = I (Pijgq) -9 <
1= 1=
n “ n “
< (I pj )= (2 p;) =1
= Nyoy PHag m i=1 ¢t
para 0 <a<1i,
Fo(P|lQ)>1 para B> 1 (3.21)
VJa(P) WB(P)
De (3.21) segue que - ZWOL(P) -WB(P) (3.22)
Fello Fgello) ,
- g -1
Como (2l & _ 2l B) >0, temos:
_ W _(P) W, (P)
Ha’B(P) i(zl—a _ 21-8) 1 1 o _ B

Fo(ello) Fgp o)
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(ii) para 0 < B <1l <a a prova segue similarmente.

3.2.2 - Pseudo-generalizacao da desigualdade de Shannon.

De (1.9) podemos escrever a entropia do tipo (a,f) como

A A
1 Bp) o % y%p) +— B 4P(p) onde A -2"%1ea,=2"F1
A - A A, - A a B
o B B o ,
e HYP) , HS(P) s3ao entropias do tipo o e B.
Definimos a medida Hl(a'B)(P,Q) por:
a~1 n B-1
1(c,B) _ 1 a Qo g B
H 7 (P,Q) = % L2 pyay )= (2 Py )71 (3.23)
o B i=1 i=1
Verificamos que 1lim lim Hl(a’B)(P,Q) = H_(P,Q).
s
g~1 ol
E podemos escrevé-la como:
A A
1
OB (p,0) O HC(R,Q) ¢ T (R,0) (3.24)
o B B o
onde Hla(P,Q) e HlB(P,Q) sdao definidas em (2.14).
Relacionando a entropia do tipo (a,B) e (3.24) temos o seguinte
teorema.
Teorema 7 - Se P,Q € A, entao:
By < B (@B (p o) , 0<a<l<BO<B<lca) (3.25)

Prova:

(1) 0<a<l<s,
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Se B = 1, (3.25) reduz-se para (2.15).
Consideremos o caso 0 <a<1lc<B.

Desde que (2.15) vale para >0 , « £ 1, temos:

1% (p) < Hla(P,Q) para 0 <a<l (3.26)
e
%) < ul®®,0) para g > 1 (3.27)
Au AB
multiplicando (3.26) por 57‘“i7"> 0) e (3.27) por T A (> 0) e
o B Ag =58y
somando as equagoes resultantes, segue:
A A A A
O e) + e B R) <% H O (2,0) + 5 HP(,0) (3.28)
a B B a a B B "o

1(a,B)

Logo, por (1.9) e (3.24) temos que Ha'B(P) < H (P,Q).

(ii) Para 0 <B<l<a, a prova segue similarmente.,

3.2.3 - Aplicacao no teorema de codificacdo.

Faremos uma discussao analoga a entropia de ordem (a,B8),
isto &, mostraremos uma aplicacao dos teoremas 6 e 7 no teorema
de codificacao usando as mesmas condicgoes.

Para uma distribuigao de probabilidade P € An e um cO-
digo satisfazendo (2.3) definiremos trés medidas de comprimento

para a entropia do tipo (a,8).
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pefinigio 3 - L, o= 2% -2"7HT L (5 ! - )
7 . — N
5 pfa)z(u]JNl 5 pﬂﬁ 2(Bl)Nl
. i . i
i=1 i=1
(3.29)
para a, 8> 0 ; a # B,
Pa pB
() _ 71 (8) i
onde p; " =gy—py ¢ Pi T W (@
a B
Verificamos que 1lim lim L(a By = L.
o+l g»1 !
Teorema 8 - Se Ny,...,Nj denotam os comprimentos de um codigo de
cifravel unicamente entao:
L > 5*'®(p) para 0<a<l<p (0<Bzl<a) (3.30)
(a,B)
Prova:
‘Seja 0<ax<l<B.
e
Tomando Q = (ql,...,qn)e A, em (3.20) onde d; = § - (3.31)
y 21
i=1
para i =1,2,...,n .
Usando (3.31) e (3.20) temos o seguinte:
n -N; l-a no -N;y 1-8
W (L 2 ) Wo@)(Z 2 )
1- 1-B,-1 i= 1=
RBe) < @2 = =l ]
. pg 5 (0=1)Nj 5 pE o (B-1)N;
i=1 i=1 (3.32)
n —Ns
De (2.3) (z 2 Hlmey . o0<ac1
i=1
n
-Ni. 1~
(z 2P0 e
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‘Usando estas desigualdades em (3.32) demonstramos O teorema.

Para

0 <B<l<a, aprova segue similarmente.

A igualdade em (3.30) &€ valida se e somente se

1

2 i
pi = n —Ni ’ 1 = l, ..
T 2
i=1
1 no Ny
Ou seja, log — = N, + log (= 2 )
Pj i=1
portanto, é sempre possivel ter um cddigo satisfazendo a relacao
log =& < N, < log == + 1 (3.33)
- . 1 Nj 2
que é equivalente a — < 2 < o (3.34)
Pi Pi
No teorema seguinte daremos uma cota superior de L(a 8) *
14
Teorema 9 — Para um codigo decifravel unicamente, satisfazendo
(2.3) temos:
n n
CRIALE IR % 5 p%- I ), O<asl<s (3.35)
! i=1 i=1
e
n n
(21‘B+°‘_2).L(a g < @2 pP - £ p)), 0<p<l<a
' i=1 i=1
Prova:
(i) Seja 0<ax<l<g,
Ny Nj
De (3.34) temos py 2 <2 e p; 2 7>1,
n
pX pg Z(Q—l)Niz_l para 0O<ax<l,



57

n
2 pf Z(B—I)Ni <2B para B>1,

i=1
n n
a B
i§1 Fi iEl i no, -8R g
seque que: — — - 3 -~ < pi—2 X Py (3.36)
5 o 2((}-1)Nl 5 B 2(8—1)1\]1 i=1 i=1
oo Py = Py
i=1 i=1
multiplicando ambos os lados de (3.36) por 2l-o _ p1-B)=1 .
encontramos: n
B
1 1 n .Z Py
L < (2 -0 _ 5 -B)—l (7 pa _i=1 ]
u’lB i___l 1 28
n n
(28+l_a-2) Lo g) < 28 3 p?-— s pf
! i=1 i=1

isto para o resultado.

(ii) Para 0<B<l<a, a prova segue similarmente.

n n _N; l-o D n N 1-p
I p; (L 2 ) % pE( o2 1
e = 1 i=1 i=1 i=1 i=1
Definicao 4 —Iﬂa g) = Au - ~ — —
’ - - , .
B 5 pg o (a=1)Ny 7 PE 5 (B-LINj
i’:l ]_:l

(3.37)
para o, 8> 0 ; o # B.

Verificamos que 1lim lim L( )y = L.
a1 B>1 arB

Teorema 10 - Se Nl""’Nn denotam os comprimentos de um codigo

decifravel unicamente satisfazendo (2.3), entao:

Ha’B(P) < L(a,B) para o B>0 ; o # B (3.38)

Prova:

(i) O<ax<1<B,
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Colocar 4G = 7 e ! i=1,...,n em (3.20) (3.39)

Usando (3.39) e (3.20) temos:

n n _N; l1-0 n n =N, ;_

S I R N A b
Ha'B(P)_i(Zl_a _ 21—8)—1 [1=i i=1 __1=i i=1 ]=L(a 9

i=1 i=1

(ii) Para 0 <B<1l <o a prova segue similarmente.

- -B
n Ni@%g) n Nié%ya
e = 1 1-o 1-8,-1 o 8
Definicdo 5 - L = (2 -2 L py 2 - (g p,;2 1
— (o, B) . i . i ‘
i=1 i=1l
para a, 8> 0 ; o # B (3.40)
Teorema 11 - Se Ni , i1i=1,...,n sao os comprimentos das pala-
vras de um cédigo satisfazendo (2.3}, entao:
0,8 1
H (P) < L 0<a <1<B, (0<B <l<a). (3.41)

(OL,B) !

Prova:

(1) O0<a<lx8B,

—N.
i
Colocando q; = 2 N , i=1,...,n em (3.25) temos:
r 2
i=1
n —Ni "Oc-;—l' n =N .hl.
£ op 27 I pi2 0 B
HOL'B(P) i(zl—oc_zl—B')-l. [(1§l - (l=l ol
no Ny a-1 n -N; -1
(Z 277 o (z 2 7) B
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‘Usando (2.3) conseguimos g% 8(p) < Lt .
- (OLI B)

(ii) Ppara 0 <pB<l<a a prova segue similarmente.

3.3 - Entropia de ordem o e tipo B

Esta medida introduzida por Sharma e Mittal[l8] S uma

medida ndo-aditiva definida por

w
=
w
|

Ha(P)

i}

n
(277" -7 [T (py) - 1] como dado em (1.11).

3.3.1 - Generalizacdo da desigualdade de Shannon.

Defininos H(P,Q) por:

no Bl
(2 PH*
HO(2,0) = oyt —vpara «,8>0; a4 8 (3.42)
o
i=1
Verificamos que se p; = g; para todo i =1,...,n , a medida acima

reduz-se a entropia de Mittal dada em (1.11).

n n
C . r r l-r
Definindo Wr(P) = .Z p; e Fr(P||Q) = .Z P; 93 po-
i=1 i=1
demos escrever (3.42) da seguinte‘forma:
B-1
8 1-8 1 WG(P)u“l
H,(P,Q) = (2 -1y . [——— - 1] paraca #B;a,B>0
FalP ||Q) '
(3.43)

A seguir daremos uma generalizacao da desigualdade de Shannon pa-

ra esta entropia.
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‘Teorema 12 - Para duas distribuicdes P,Q € An , temos:

el
-1
w_(p)>
o) < @ Pon Tt P - 11, o850 a# B (3.44)
¢ Fo (P [|Q)

Prova:
(i) O<acxl e 0<B<1l.
n r n x
Usando a desigualdade de H8lder ( ¢ p.a,)” < ¥ p.,a. , ¥ > 1
. 1 1 . 1l 1
i=1 i=1
2 x
> .Z p;a; o+ T <1
i=1
onde a;, p; siao nameros nao-negativos.
Fazendo p; = q; € a; = pi/qi segue que:
F Pllo) <1 (3.45)

a igualdade em (3.45) acontece se e somente se p, = q; i

i=1,...,n
8-1
) Wa(P)a—l 51%
Entao, . HQ) - 1> WQ(P) - 1
a
Multiplicando ambos os lados por (21_8-1)_l:>0, temos demonstra-

do o teorema.

(ii) Para a,R >l ouO0O<a<l<pB, 0<B<l<a, O teorema

segue similarmente.
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3.3.2 - Pseudo-generalizagao da desigualdade de Shannon

Para duas distribuicoes de probabilidades P,Q € An’ de-

finimos
a-1 .51
18 _51-8 -1 oy ol
H,(P,0) = (27 -1 1 (5 pyg ) -1,
i=1
a,B>0 ; a # B (3.47)
Verificamos que lim lim HlB(P,Q) = HS(P,Q).
o+l B-+1
Teorema 13 - Se P,Q ¢ An entao:
R 18 .
H (P) < Hj (P,Q0) para o,B>0 ; o # B (3.48)

Prova:

(i) 0<a<l<B,

all.-)l/r
i

s, 1/s

Usando a desigualdade de HYlder i)

n
. (2 b
i=1

n~g

n
atib:.L > (2
1 i=1

com a,, bi nimeros nao negativos e 0O0<r<1l , O0<s<1.

i

o
a-1
Fazendo a; = Py - 4y
2
a-1
by =Py
a-1
r = o e s =1-oaqa
a-1 a 1
n —_—— n T
(z pya, *%t .z pHT <
i=1 i=1
n . all 2 @&l agl
Como a>1 , ( § pl) > (.§ P;dy )
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n ara————

e como B>1, (21_6--1)“l A O > pg)a_ - 11 <
i=1
n o-1  B=1

1- -1 -
<eMonTt o cropa 4 -1

i=1

Portanto demonstramos o teorema.

(ii) 0<B<l<a, a prova segue similarmente.

3.3.3 - Aplicacao no teorema de codificacao

Mostraremos uma aplicacdo dos teoremas 12 e 13 no teore
ma de codificacao como fizemos anteriormente para outras entro-
pias.

Para um par de distribuigoes P,Q ¢ An, definiremos medidas de com

primento para a entropia HS(P).

=
(z pH*”
. 1-8 .,-1 i1 *
Definicao 6 - L = (2 -1) " .0 - 1] (3.49)
(a,B) T o, (0-1)N;
I p. 2 1
. i
i=1
para o,B>0 ; a # B.
Verificamos que lim lim L( y = L.
o>l prl (@B
Teorema 14 - Se Nl"“’Nn denotam os comprimentos de um codigo

decifravel unicamente satisfazendo (2.3), entao:

8(P) <

Ha - L(QIB) !

a,B>0 ; a # B (3.50)
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-N.
i
Escolhendo Q € An tal que 4; = g em (3.44) se-
i
T 2
gue que: i=1
n —Ni 1l-0 n “ SE%
(z 2 ) . (_z pi)
HB(P)i(Zl-B—l)-l. [ i=1 i=1 - 1]
o n a ~Nji(l-a)
I p; 2
i=1
n --Ni 8
Como T 2 <1l , entao H'(P) < L .
. — a (o, B)
i=1 .
. —Ni
A igualdade em (3.50) ocorre se e somente se p; = n2 ” ,i=1,...,n
v 2
i=1
n —Ni
- log pi = Ni + log ('Z 2 )
i=1

Portanto, & sempre possivel ter um codigo satisfazendo

- log p; < Ni < - log p; + 1

N
<2 *

= L <i.
Py 7 Py

Teorema 15 - Para um cddigo decifravel unicamente

(2.3) temos:

B-1

-Q n a, o~1

L(a,B) < l;l para B> 1
1 - 2178
Prova:
Nj
De (3.51) segue que Py 2 < 2
~N;

p? 2(a—l)Ni < 2a.2

Somando sobre todos i (i =1,...,n) temos:

(3.51)

satisfazendo

(3.52)



n n
i=1 i=1
n B-1
-1
(P oeh® .
- i=1 -Q
Entao, 1 - nl <1l -2 (Z
; p® 2(a—l)Nl i=1
. i
i=1
1-8,-1

Multiplicando ambos os lados por (1 - 2 )

’

O teorema.

Caso particular: se o B > 1, o resultado aci

sultado de Nath e Mittal.

N.(_l:_g'.) a_E‘:i;
R 1 1-8 -1 2 Loa a-
Definigcao 7 - L = (2 -1 7.0 (Z p,D ) - 1]
(o, B) jo1 1t
(3.53)
para o,8>0 ; o # B.
Verificamos que lim lim L%' g) = L-
o>l g1 l
Teorema 16 - Se Ni , i=1,...,n sao os comprimentos das pala-
vras de um codigo satisfazendo (2.3), entao:

u®p) < ! , 0<a<l<B (0<B<l<a) (3.54)

o - “(a,B) - -
Prova:

(i) O0<oa<1lx<B,
Se B=1, (3.54) reduz-se a (2.49).
Consideremos o caso O0<a<1l<Bg.
-N.
2 1
Colocando d; = q N , i =1,...,n em (3.48) segue que:
—-Ni
r 2

64

temos demonstrado

ma reduz-se ao re-
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o1
n N ) g
) pi 2 a.a:T

R 1-B8 -1 i=1 _

Ha(P)_s(Z - 1) 0 o N, o1 ) 1]

(z 2 )y o
i=1

n -Ny; 8 1

Como T 2 <1, temos que H (P) < L .
i=l a (aIB)

(ii) O0<R<l<a, a prova segue similarmente.

Teorema 17 - Para um codigo decifravel unicamente satisfazendo

(2.3), temos:

< 2178 .HS(P) s 1, 0,850 ; o # 8 (3.55)

1
L(arB)

Prova:
A igualdade em (3.54) acontece se e somente se
o
2_Nl = ___pi___ i =1
= a y ’ = IRt
r P
i=1 *
n
a qual é equivalente a N, = - log p? + log (I p?) (3.56)
i=1
P P
Escolhendo Ni tal que -1log ¢ 5 ) 5_Ni<:-]og( 5 ) +1 (3.57)
a o
L P. P o )
i=1 * i=1
-N. p?
e usando esta relacao temos 2 1 > (3.58)
5 pT.2
i=1 *

Existem duas possibilidades:

n —Niéig) n 1
1) Se a>1, (3.58) resultaem [ I p; 2 “ %< 3 pg 27 (3.59)

i=1 i=1
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Consideremos dois casos:

a) Se 0<B<1,

Elevando ambos os lados de (3.59) a poténcia gf% temos:
l-a g-1 B-1
n =N, (/) q.—5 n T
[z p, 2 T o«)%a-l oy p%pl-oge-l (3.60)
. i . i
i=1 i=1

Multiplicando ambos os lados de (3.60) por (27 --l)_l >0 demons-

tramos o teorema.
b) Sse B >1, a prova segue similarmente.

2) Se 0<wa<l, a prova segue similarmente.

Observagoes:
1) A cota superior de L%a 8) em (3.55) € maior do que a
14
unidade.
2) Se B = a, (3.55) reduz-se para o resultado provado

para entropia do tipo B.
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