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RESUMO

Com base no principio pelo qual o movimento oscilatério dos agregados macroeconémicos
¢ mantido, os modelos de ciclos de negécios podem ser divididos em dois grupos: a
abordagem dos ciclos exdgenos e a abordagem dos ciclos enddégenos. Os modelos de
ciclos de negdcios que pertencem a primeira abordagem (modelos de ciclos exdgenos) tem
como caracteristica comum o fato de que a manutengiio dos ciclos depende de uma
combinagdo especifica dos valores dos pardmetros destes modelos (estabelecida por
equagdes e/ou inequagdes evolvendo tais parimetros) e/ou de impulsos exdgenos a estes
(ou seja, de choques ndo explicados dentro dos modelos). Os modelos de ciclos de
negocios que fazem parte da segunda abordagem (mwodelos de ciclos endégenos) séo
aqueles que explicam a persisténcia dos ciclos pela dindmica interna (modus operandis) do
modelo, ou seja, os ciclos sdo gerados e mantidos endogenamente, independentemente de
valores especificos dos pardmetros e/ou de choques exdgenos. O presente trabalho
configura-se como uma resenha critica de um conjunto de modelos pertencentes a
abordagem dos ciclos enddgenos cuja estratégia de modelagem, mais especificamente a
prova de existéncia de um comportamento ciclico recorrente das varidveis de estado, €
formalmente fundamentada no conceito de ciclo limite ¢ no teorema de Poincaré-
Bendixson (TPB). Estes modelos sdo: o modelo de Kaldor (1940) [versdo Chang e Smyth
(1971)], o modelo de Rose (1967), o modelo de Schinasi (1982), o modelo de Benassy
(1984) e o modelo de Nikaido (1992). Nesta resenha busca-se apresentar
pormenorizadamente os modelos acima citados e realizar uma andlise comparativa destes.
Dentre as concluses gerais sobre os modelos de ciclos enddgenos fundamentados no
conceito de ciclo limite e no TPB as principais sdo: (i) Existe uma estrutura argumentativa
comum, relativa a existéncia de um ciclo, ditada pelo TPB. Isto implica na existéncia de
uma mesma "sintaxe", apesar de "semdnticas" distintas; (i) Existe um principio dindmico
comum, a saber, proximo do estado estaciondrio as for¢as desestabilizadoras superam as
estabilizadoras e o sistema econémico ndo converge para tal estado. Todavia, longe do
estado estacionario a relagdo entre estas duas classes de forgas se inverte e,
consequentemente, a economia ndo "explode"; (iii) A referida inversdo sempre ocorre
devido a alguma ndo-linearidade postulada sobre o comportamento de uma varidvel
macroeconOmica, porém sem forte justificativa microecondmica (com exce¢do do modelo
de Benassy); (iv) Fica claro a limitag#o da técnica de linearizagdo, ou seja, torna-se patente
o carater local de seus resultados e demonstra-se que nem sempre vale o argumento de que
modelos que apresentam instabilidade local nio sio relevantes na explicagio da
macrodindmica das economias de mercado; (v) A maioria dos modelos resenhados ndo
trata da questdo da estabilidade estrutural, e os que o fazem tratam de forma pobre o
assunto; (vi) O uso do conceito de ciclo limite e do TPB implica na possibilidade de se
estudar um sistema com apenas duas variaveis de estado, o que dificulta a incorporagdo do
lado monetério da economia.
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ABSTRACT

Based on the principle that oscillatory movements in macroeconomic aggregates are
kept, business Cycles models may be divided of two groups: the exogenous cycle
approach and the endogenous cycle approach. Business Cycle models that belong to. the
first approach (exogenous cycle models) have as a common feature the fact that the
maintenance of the cycles depends on a especific combination of parameters values from
these models (established by equations and/or inequalities relating these parameters)
and/or exogenous impulses (in other words, shocks not explained by the models).
Business Cycle models that belong to the second approach (endogenous cycle models) are
those that explain the persistence of cycles by the inner dynamics (modus operandi) of the
model, namely, cycles are generated and kept endogenously, independently of parameters
especific values andfor exogenous shocks. The aim of this work is to present a critical
survey of a group of models that belong to the endogenous cycle approach and which
modelling estrategy, in more especific terms is to prove the existence of a cyclical
behaviour caused by the state variables, is formally fundamentated in the concept of limit
cycle and in the Poincaré-Bendixson theorem (PBT). These models are: the Kaldor model
(1940) [Chang and Smyth (1971) version], the Rose model (1967), the Schinasi model
(1982), the Benassy model (1984) and the Nikaido model (1992). The objective of this
survey is to present in detail these models and to make a comparative analysis among
them. The main general conclusions about the endogenous cycle models based on the
concept of the limit cycle and in the PBT are: (i)There is a argumentative structure, related
to the existence of a common cycle, dictated by the PBT. This implies the existence of the
same “sintaxis”, in spite of distinct “semantics”; (ii)There is a common dynamic principle,
namely, next'to the steady state, the destabillizing forces surpass the stabillizing ones and
the economic system doesn’t converge to this state. Nevertheless, far from the steady state,
a relationship between these two classes of forces are inverted and, consequently, the
economy doesn’t “explode” . This invertion always happens due to some non-linearity
postulated at the macro level, but without a strong microeconomic reason (with the
exception of the Benassy model); (iii)There is a clear limitation in the linearization
technique, rendering evident the local caracter of the obtained results, and it’s showed that
it isn’t always valid the argument that models which show local instability are not relevant
ones in the explanation of the macrodynamics of market economies; (iv)Most of the
models surveyed don’t deal with the question of structural stability, and the models which
do, do it in a very poor manner; (v)The use of the concept of limit cycle and the PBT imply
the possibility of studying a system with only two state variables, which makes it more
difficult to incorporate the monetary side of the economy.
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INTRODUCAO

Este trabalho é uma resenha critica de uma parte da literatura tedrica que interpreta
os ciclos de negdcios' como uma caracteristica intrinseca de uma economia de mercado, ou
seja, que considera os ciclos como endogenamente gerados no sistema econdémico e,
portanto, ndo dependentes de choques exdgenos a este. Antes de fornecer uma delimitagdo
mais precisa do tema desta dissertagdo, cabem algumas consideragdes sobre o fenémeno
dos ciclos de negdcios e sobre o conjunto de teorias que tentam explica-lo.

Este capitulo é composto de trés segdes. Na segfio 1.1 sdo apresentados uma
defini¢do, uma cronologia e os principais fatos estilizados ciue definem os ciclos de
negocios como um objeto proprio de estudo. Em seguida, na segéo 1.2, é proporcionada
uma visdo panordmica da teoria dos ciclos de negdcios; nesta mesma seg@o buscar-se-a
argumentar em favor da relevancia da parte da teoria dos ciclos sobre a qual recaira o foco
desta dissertacdo. Finalmente, na se¢do 1.3, é estabelecido precisamente o tema do presente
trabalho, bem como os objetivos e 0 método que serd utilizado para alcangé-los, além de

um esbogo do restante da dissertacdo.
1.1. O Fendmeno dos Ciclos de Negdcios

Um trabalho sobre teorias dos ciclos de negdcios deve iniciar com uma defini¢do
precisa do que se entende por “ciclos de negdcios”. Gordon (1986, p. 2), num livro que
registra os resultados de uma conferéncia sobre ciclos de negécios promovida pelo NBER®
na década de 80, afirma que: a melhor defini¢do de ciclos de negécios é ainda a de Burns e

Mitchell [Tradugéo do autor], a qual segue”:

' Nos Estados Unidos este fenémeno é denominado Business Cycles e na Europa ¢ alternativamente chamado
de Trade Cycles.

* Robert J. Gordon é um dos pesquisadores associados do National Bureau of Economic Research (NBER).

* Gordon (1986, p. 736) também coloca que a citada definigdo € ainda usada como definigdo de trabalho pelo
NBER na construgdo de cronologias dos ciclos de negocios. Wesley Clair Mitchell (1874-1948) e Arthur
Frank Burns (1904-1987) foram economistas de destaque nos EUA ndo s6 na area académica mas também
na area de politica econdmica. Com respeito as suas contribui¢des para o estudo dos ciclos de negdcios
Boland (1987, p. 300) comenta: 4 colaboragdo de Burns com Wesley Mitchell no estudo dos ciclos de



Ciclos de negdcios sdo um tipo de flutuagdo encontrada na atividade agregada
das nagées que organizam seu trabalho principalmente em empresas privadas:
um ciclo consiste em expansdes que ocorrem aproximadamente ao mesmo
tempo em muitas atividades econémicas, seguidas por similares recessoes,
contragdes e reviravolias gerais, as quais fundem-se com a fase de expansdo
do proximo ciclo, esta seqiiéncia de mudangas é recorrente mas ndo-
periddica; a duragdo dos ciclos de negdcios varia de mais do que um ano a dez
ou vinte anos, eles ndo sd@o divisiveis em ciclos mais curtos de cardter similar
com suas amplitudes aproximadas. (Burns e Mitchell apud Gordon, 1986, p. 3)
[Tradugdo do autor]

Os ciclos de negécios 'sdo flutuagdes relativamente simultdneas num numero
suficiente de atividades econdmicas capaz de criar flutuagGes sensiveis a nivel agregado, ou
seja, nas variaveis macroecondmicas como produto, emprego, nivel de pregos, etc. E esta
relativa sincronia e difusdo das flutuagdes nas atividades econdmicas a principal
caracteristica dos ciclos de negécios. Somada a esta caracteristica encontra-se a de
persisténcia das flutuagGes, ou seja, a presenca continua de ciclos de negdcios nas
principais nag¢des capitalistas, como por exemplo Estados Unidos e Gra-Bretanha, que
apresentam flutuagdes ciclicas desde o século XVIII (Moore e Zarnowitz, 1986). Outra
caracteristica importante dos ciclos de negécios € que estes sdo oscilagdes ndo-periddicas,
ou seja, a distancia (em unidades de tempo) entre dois fundos ou picos consecutivos varia
consideravelmente. Finalmente, deve-se ressaltar a forte assimetria entre as fases de
contra¢do e expansio dos ciclos, isto &, as fases de expansio tém duragdes distintas das
fases de contragio.

Esta definicdo e, portanto, as caracteristicas marcantes dos ciclos de negocios que
ela levanta, podem ser ilustradas com as cronologias dos ciclos de negécios € com uma
ilustragdo do comportamento das principais séries temporais das varidveis
macroecondmicas (indice de pregos, produto e taxa de desemprego). A partir destas
observagdes empiricas pode-se extrair regularidades duradouras observadas nas variaveis
agregadas que caracterizam os ciclos de negdcios, denominadas fatos estilizados, os quais
sdo uteis na comparacdo entre modelos ou teorias. Nas duas subse¢des que seguem tratar-

se-a destas questoes.

negocios conduziu a muitas inovagdes na técnica de mensuragdo e numa vasta acumulagdo de conhecimento
sobre as caracteristicas dos ciclos e as interagdes economicas que os geraram. [Tradugio do autor]



1.1.1. Cronologia dos ciclos de negocios e o comportamento das
principais varidveis macroecondmicas de paises desenvolvidos

O NBER, baseado em vérias estatisticas sobre as atividades econdmicas em geral,
vem construindo desde sua fundagio em 1920 uma cronologia para os ciclos de negécios
de varias nagdes capitalistas. Esta cronologia consiste fundamentalmente na identificagdo
das datas em que ocorreram os picos e fundos dos ciclos de negdcios, além da avaliagdo da
difusdo e amplitude destas flutuagdes.

Na Tabela 1.1 encontra-se a duragdo e cronologia dos ciclos de negdcios dos
Estados Unidos, Gra-Bretanha, Alemanha e Franga desde a segunda metade do século XIX
até o periodo pré-Segunda Guerra Mundial’. De acordo com esta cronologia, durante o
periodo em aprego os ciclos de negocios apresentaram uma duragio média variando entre 4
e 5,5 anos. Estes ciclos podem grosseiramente ser identificados como Ciclos de Juglar’. De
fato os ciclos de negdcios sdo recorrentes, todavia ndo sdo periddicos. Como pode ser
diretamente percebido na Tabela 1.2, os ciclos de negdcios sdo realmente assimétricos, ou
seja, a duragdo da fase de expansdo em média supera a duragfo da fase de contragdo.®

Entre os especialistas € consenso o fato de que a segunda Guerra Mundial
representa um ponto de mudanga nas caracteristicas do ciclos de negocios. As principais
mutagdes dos ciclos de negécios podem ser diretamente observadas na cronologia dos

ciclos dos Estados Unidos pos-Segunda Guerra Mundial, a qual esta exposta na Tabela 1.3.

* Detalhes metodolégicos sobre a constru¢io destas cronologias sdo encontrados em Moore e Zarnowitz
(1986).

* No desenvolvimento da teoria dos ciclos de negécios levantou-se hipoteses sobre a existéncia de varios
padrées ciclicos. Schumpeter (1939, apud Gabisch ¢ Lorenz, 1989, p. 8) levantou a possibilidade de
existéncia de quatro padrdes ciclicos, a saber: (i) Ciclos de Kondratieff: também denominados ciclos de
ondas longas. Com duragdo aproximada entre 40 e 60 anos. As inovagdes tecnoldgicas sdo levantadas como
a principal forga dirigente desta espécie de ciclo. As observagdes empiricas destas oscilagdes sdo escassas, 0
que € um empecilho na prova de existéncia ou ndo destas flutuagdes; (ii) Ciclos de Kuznets: Com duragdo
meédia entre 15 a 25 anos. As principais forgas governantes deste ciclo sdo: as atividades de construgdo civil,
as atividades de facilidades de transporte, o crescimento populacional, o crescimento da forga de trabalho, o
desenvolvimento urbano, etc.; (iii) Ciclos de Juglar: Considerados os ciclos “principais”. Duragio entre 7 €
10 anos, apos a Segunda Guerra Mundial a duragdo média caiu para entre 5 a 7 anos. Este ciclo parece estar
relacionado com o ciclo de vida dos bens de investimento que acaba gerando flutuagdes da produgdo, taxa de
Juros e taxa de inflagdo; (iv) Ciclos de Kitchin: Duragdo entre 2 e 4 anos, ligados principalmente a flutuagdes
no investimento em estoques e perturbacdes estocésticas.

 Houve no periodo em questio um grau consideravel de sincronizagdo dos ciclos entre as nagdles,
principalmente entre os paises Europeus. Para detalhes sobre a sincronia internacional dos ciclos de negocios
ver Zarnowitz (1985) e Zarnowitz e Moore (1986).
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Tabela 1.2. Caracteristicas dos Ciclos de Negdcios nos Estados Unidos,
Gra-Bretanha, Franca e Alemanha entre 1878 e 1932

Paises

Estados Unidos Gri-Bretanha Franga Alemanha
Caracteristicas
Nuamero de ciclos (F aF) 17 13 14 10
Duragdo média dos ciclos (F a F) 48(4,0) 65 (5.4) 53 (44) 63 (5.2)
Durag¢do média das expansdes (E) 25(2,1) 37(3,0) 32(2,6) 373.1)
Duragdo média das contragdes (C) 22(1,8) 27(2.3) 2(1,9) 27(2,3)
Razio E/C 1,2 1.3 1.4 1.4

Fonte: Moore e Zarnowitz (1986, p. 750). (Tabela adaptada pelo autor).

Nota: Os valores entre parénteses estdo expressos em anos € os demais em meses.

Tabela 1.3. Duracées e Cronologias dos Ciclos de Negdcios nos
Estados Unidos / 1932-1982

Datas de Picos e Fundos Duracdo enr Meses
Fundo Pico Contragdo Expansdo Ciclo Completo
F) (P) (PaF) (FaP) FaF PaP
1932 1937 - 50 - -
1938 1944 13 80G 63 93
1946 1948 08G 37 88 45
1949 1953 11! 45G 48 56
1954 1957 10G 39 55 49
1958 1960 8 24 47 32
1961 1969 10 106G 34 116
1970 1973 G 36 117 47
1975 1979 16 58 52 74
1980 1981 6 12 64 18
1982 16 28
Duragdo Média - i1 49 60 59
Desvio Padrdo - 03 27 26 31

Fonte: Moore e Zarnowitz (1986, p. 765). (Tabela adaptada pelo autor).
Nota: A letra "G" indica uma expansdo em tempo de guerra e a contragdo posterior.

A principal mudanga € encontrada na proporgo entre a duragdo da expansdo € da
contra¢do. Os ciclos de negdcios passaram em média a apresentar fases de contragdo mais
curtas e fases de expansdo mais longas. Além disso, as fases de contragfo tornaram-se mais
uniformes em termos de duragéo. Isto pode ser percebido comparando o desvio padrdo das
fases de contragdo dos ciclos de negécios norte-americanos na Tabela 1.1 com o respectivo
desvio padrdo na Tabela 1.3. Por sua vez, as expansdes tornaram-se mais dispersas, haja
visto que o desvio padrdo destas mais que dobrou de valor (ver Tabelas 1.1 e 1.3). Dessa
forma, as contra¢des tornaram-se mais previsiveis € as expansdes menos. Outro ponto a ser
destacado € que a duragio média dos ciclos de negécios norte-americanos aumentou,
passando de 4 para 5 anos. Em compensagdo estes tornaram-se menos uniformes em
termos de duragdo, isto €, seu desvio padrdo aumentou.

Estas mudangas a partir da segunda Guerra Mundial podem ser sentidas
principalmente no comportamento das varidveis macroecondmicas tradicionais, como:
produgio, nivel de emprego e nivel de pregos. Os Estados Unidos sdo um exemplo tipico.

Moore e Zarnowitz (1986, p. 539) constataram a queda na "severidade" das recessdes no



periodo pds-Segunda Guerra. Estes autores procuraram medir a severidade das contragdes
do ciclo de negoécios norte-agnericano entre 1920 e 1982 através de medidas da duragdo,
profundidade e difusdo das recessdes via dados de produgdo, emprego e desemprego. A
Tabela 1.4 mostra os dados e resultados obtidos pelos referidos autores. A coluna (1) €
obviamente uma medida de dura¢do das recessdes. As colunas (2) a (6) sdo medidas
relacionadas a profundidade ou amplitude das recessdes. Finalmente, a coluna (7) refere-se

ao grau de difusdo das recessdes.

Tabela 1.4. Medidas Selecionadas de Duragio, Profundidade, e Difusdo das
Contragoes do Ciclo de Negdcios Nos Estados Unidos / 1920-1982

. Declinio Percentual Taxa de Desemprego Difusio do
Datas Mensais " Duragdo | ) : : Emprego Ranking
dos {meses) PIB Produgio | Emprego | Aumento { Méximo: | (% de indistrias " de
Ciclos de Negécios: -7 | Real' | Industrial ndo-- | . declinando) | Severidade
Pico - Fundo (113 @) @3) Agricola ©) ©) O )
. : (4)
1/1920-7/1921 I8 8,7 324 -10,5 - +10,3 11,9 97 13
5/1923-7/1924 14 41 -17.9 2.2 +2,6 55 94 10
10/1926-11/1927 13 2.0 7.0 0.4 +2,4 44 7 3
8/1929-3/1933 43 2326 =534 31,6 +21,7 249 100 14
5/1937-6/1938 13 -18.2 2324 -10,8 +9.0 20,0 97 12
2/1945-10/1945 8 na. -38.3 -10,1 +34 43 n.a. 6
11/1948-10/1949 11 1.5 -10.1 5.2 +4,5 79 90 8
7/1953-5/1954 10 32 9.4 3,5 +3,6 6,1 87 5
8/1957-4/1958 8 33 -13.5 43 | +38 7,5 88 7
4/1960-2/1961 10 -1,2 86 2.2 +2,1 71 80 3
12/1969-11/1970 11 -1,0 6.8 .15 +2,7 6.1 80 3
11/1973-3/1975 16 49 153 2,9 +4,4 9,0 88 1
1/1980-7/1980 6 2,5 86 .14 +2,1 7.8 n 1
7/1981-11/1982 16 3,0 -12,3 3,1 +3,6 10,8 81 9
Médias

Trés principais depressdes 25 -19.8 -394 -17,6 +13,7 18,9 98 12-14

Seis recessfes severas 12 233 -13.1 -3,5 +3,8 7.8 88 5-11

Quatro recessdes brandas 10 .17 78 1,7 +2,3 6,4 7 13

Quatorze contragoes 14 -6.6 -19.0 6,4 +5,4 9,5 87 1-14

Fonte: Moore ¢ Zamowitz (1986, p. 544). (Tabela adaptada peio autor).

Com respeito aos resultados contidos na Tabela 1.4 Moore ¢ Zarnowitz (1986, p.

542) comentam:

Uma importante adverténcia deve ser registrada neste ponto, a saber, que ndo
hd uma forma de construir uma medida unica realmente satisfatoria de
severidade das recessdes. Movimentos ciclicos sdo complexos e diferenciados
em termos de duragdo, difusdo e profundidade.[ Tradugdo do autor]

Entretanto, estes autores concluem que:

O uso de “ranks” médios é um grosseiro procedimento de aproximagdo, o qual
¢ mais agravado pelas lacunas nos dados. Contudo, os resultados parecem
estar corretos visto que eles concordam com muito da ampla evidéncia dos
estudos historicos e estatisticos. NOs experimentamos outros dados sem
encontrar quaisquer boas razdes para alterar nossas conclusoes.(Moore €
Zarnowitz, 1986, p. 542) [Tradugéo do autor]



Com relagiio a0 movimento tendencial dos indices de pregos ao consumidor € no
atacado nos Estados Unidos, a Tabela 1.5 mostra que entre 1789 e 1932 tais indices
apresentaram alternadamente tendéncias ascendentes e descendentes. Além disso, neste
mesmo periodo (veja colunas (6) a (9)) houve uma relativa compensagéo entre os aumentos
e decréscimos consecutivos destes indices de pregos. Todavia, a partir de 1932 esta
compensagio desapareceu, ou seja, 0s aumentos nos indices de pregos em questdo foram
consideravelmente maiores do que nos periodos anteriores de tendéncia ascendentes (veja

colunas (4) a (9) da Tabela 1.5).

Tabela 1.5. Tendéncias de Longo Prazo e Mudangas Ciclicas Médias nos Pregos
nos Estados Unidos / 1789-1982

) Valores do primeiro ¢ | Taxa média de | Taxa  de vanagdo | Taxa média  de
Tendéncia do indice de pregos no dltimo anos (base: | variagio (%/ano):.no ‘| acumulada . no | variagio (%fano) na
] atacado 1967=100) periodo . periodo (%) B fase do ciclo
Diregdo Datas N°de IPA IPC PA. IPC PA PC Expansdes | Contragdes
M @ aos | @) ©) © @ ® ® i) an
(3)
Ascendente | 1789-1814 25 30-64 30-63 3,1 3,0 1133 110,0 - -
Descendente | 1814-1843 29 64-26 63-28 -3,1 -2,8 -59.4 -55,6 - -
Ascendente | 1843-1864 21 26-68 28-47 4,7 2,5 1615 67,9 - -
Descendente | 1864-1896 32 68-24 47-25 -3,2 -2,0 -64,7 -46,8 04 2,3
Ascendente | 1896-1920 24 24-80 25-60 5,1 37 2333 140.0 97 -1,6
Descendente | 1920-1932 12 80-34 60-41 -6,9 23,1 -57,5 2317 2,1 -13.7
Ascendente | 1932-1982 50 34-299 41-289 44 4,0 1794 604.9 6,5 1.8
Total/Média - 193 - - 1,2 i,2 896,7 8633 -

Fonte: Moore e Zarnowitz (1986, p. 527). (Tabela adaptada pelo autor).
Nota: CPl=indice de pregos ao consumidor e [PA=indices de preo no atacado. As colunas (10) e (11) foram calculadas com base
na cronologia mensal do NBER. Para maiores detalhes consulte a Tabela original.

Com respeito ao comportamento no curto prazo dos indices de pregos pode-se
afirmar que estes apresentaram movimentos pro-ciclicos. Como destacam Moore e
Zarnowitz (1986, p. 526) [vide colunas (10) e (11) da Tabela 1.5], antes de 1932 os indices
de precos aumentaram durante a maioria das fases de expansdo do ciclo e diminuiram
durante as fases de contragfio deste. Além disso, os aumentos nestes indices de pregos
foram em média superiores (em valor absoluto) aos decréscimos durante as fases de
tendéncia ascendente e a situagdo inversa ocorreu nas fases de tendéncia descendente.
Porém, apds 1949 os pregos continuaram a crescer mesmo quando a economia encontrava-
se numa fase recessiva.

Burns e Mitchell (apud Moore e Zarnowitz, 1986, p. 526) encontraram uma
conexdo entre oscilagdes nos pregos e o comprimento relativo das fases de expansdo e
contragdo dos ciclos. Tal conclusdo foi baseada nos dados reproduzidos na Tabela 1.6.

Como se pode observar, durante as fases ascendentes do indice de pregos no atacado a



duragdo média das expansdes nos quatro paises em apreco sio maiores que as duragoes
médias das contragdes. Exatamente o oposto ocorre durante as fases descendentes do indice
de pregos por atacado nestes paises.

Outro ponto que merece destaque € que a freqiiéncia relativa das expansdes durante
as fases de tendéncia ascendente dos pregos tem sido maior que a freqiiéncia das contragdes
nos periodos de tendéncia descendente. Moore e Zarnowitz (1986, p. 530) destacam que no
caso dos Estados Unidos, apesar das guerras tenderem a empurrar para cima os niveis dos
pregos, as asser¢Oes anteriores ndo s3o invalidadas quando se excluem estes efeitos,

conforme mostra os dados entre parénteses da Tabela 1.6.

Tabela 1.6. Tendéncias dos Pregos no atacado e Duragdo Relativa das Expansées e
Contracgées dos Ciclos de Negicios nos Estados Unidos, Grd-Bretanha,
Franca e Alemanha / 1790-1982

Tendéncia Expansdes dos Ciclos (E) Contragdes dos Ciclos (C) Razdes (E)/(C)
Pais nos Pregos Duracio em Meses |- Durag¢do em Meses
(direglio e datas) Nimero Média Total Numero Média Total Média Total
. (1) 2) (3) (4) (] (6) (7 (8)
Ascendente
1789-1814 5 42 210 4 22 90 19 23
1843-1864 6 (5) 32(30) | 194 (148) 5 15 74 2,120 [2620
1896-1920 7(6) 23 (20) 163 (119) 6 18 108 13(L) |15
1932-1982 10 | 4937 | 487(256) 10 1 109 4534 453
Estados Unidos Total / Média 28 (23) 36(32) | 1.054(733) 25 16 381 220 [28(L9)
Descendente ‘
1814-1843 6 27 162 7 27 186 1.0 0.9
1864-1896 7 25 175 8 26 211 1,0 038
1920-1932 3 23 70 4 22 1.0 08
Total / Média 16 25 407 19 25 485 1,0 08
Ascendente
Gra-Bretanha 1854-1873, 1896- 10 38 381 8 17 133 22 29
1920
Descendente
1873-1896, 1920- 5 30 152 7 38 266 038 0.6
1933
Ascendente
Franca 1865-1873, 1896- It 31 337 9 15 137 21 25
1926
Descendente
1873-1896. 1926- 4 30 121 6 34 204 09 0.6
1935
Ascendente
Alemanha 1895-1923 6 40 240 6 18 105 22 23
Descendente
1923-1933 4 32 129 4 42 168 08 08

Fonte: Moore e Zarnowitz (1986. p. 528). (Tabela adaptada pelo autor).
Nota: Entradas entre parénteses excluem expansdes em tempo de guerra (Guerra Civil. I ¢ 11 Guerras Mundiais. Guerra da Coréia ¢
Guerra do Vietnd).



Resumindo o que foi tratado até aqui nesta subsegdo’, pode-se dizer que os ciclos de
negécios conforme identificados pelo NBER podem ser grosseiramente identificados como
ciclo de Juglar. Tais ciclos sdo de fato recorrentes, ndo-periddicos e assimétricos. A partir
da Segunda Guerra Mundial os ciclos de negécios sofrem alteragSes em suas
caracteristicas, sendo as principais: o aumento na razdo entre a duragdo das expansdes € a
duragdo das contragdes, as fases de contragdo tornaram-se mais uniformes e as fases de
expansdo mais dispersas, a severidade das recessdes tornara-s€ menor € 0s precos

continuaram a subir mesmo em fases de recessdo.

1.1.2. Fatos estilizados

Para que uma compara¢do entre modelos tedéricos de ciclos de negocios,
caracteristica central deste trabalho, seja frutifera, é importante o uso de fatos estilizados
relacionados ao fendmeno em analise. Segundo Boland (1987, p. 535) o conceito de "fatos
estilizados" ¢ atribuido usualmente a Nicholas Kaldor, o qual introduziu e aplicou o
referido conceito num artigo sobre acumulagdo de capital e crescimento econdmico
(Kaldor, 1958). Pode-se definir fatos estilizados, relativos a um determinado fendémeno
econdmico, como uma visdo "estilizada” dos fatos (Kaldor, 1958, p. 178), ou seja, uma
lista de fatos que expressa as tendéncias gerais e ignora os detalhes individuais
(peculiaridades estatisticas) do fenémeno econdmico em apreco.

A tese de Kaldor relativa ao uso dos fatos estilizados pode ser posta resumidamente
como segue. Segundo este autor ha o consenso entre os economistas ... de que o requisito
basico de qualquer modelo é que este deveria ser capaz de explicar os tragos
caracteristicos do processo econémico como os encontramos na realidade (Kaldor, 1958,
p. 177). Sendo assim, ... o tedrico, na escolha de uma abordagem tedrica particular, deve
iniciar com um sumdrio de fatos os quais ele considera relevantes para seu problema
(Kaldor, 1958, p. 178) [Tradugdo do autor].

Para Kaldor, como bem salienta Boland (1987, p. 536), esta explicitagdo dos tragos

caracteristicos do fendmeno econémico em foco por parte dos construtores de modelos ou

7 Maiores detalhes podem ser obtidos nos trabalhos que foram utilizados como base para esta subse¢do. A
apresentagdo da cronologia do NBER e a breve descri¢do estatistica do comportamento das principais
varidveis macroecondmicas dos Estados Unidos e de sua conexdo com os ciclos de negdcios nfo tém
obviamente a pretensdo de ser uma exposi¢do exaustiva sobre o assunto. O objetivo foi ilustrar a definicdo
de Burns ¢ Mitchell citada anteriormente.
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daqueles que realizam exercicios de comparagio entre modelos ou teorias teria duas
conseqiiéncias imediatas. A primeira seria a exclusdo de debates improdutivos centrados
em detalhes relativos a peculiaridades histéricas. Estes debates sdo improdutivos devido a
imprecisdo inerente as estatisticas econdmicas, as quais, nas palavras do préprio Kaldor
(1958, p. 178): ... estdo sempre sujeitas a arestas [snags] e qualificagdes, e por esta razdo
sdo incapazes de ser acuradamente sintetizadas [Tradugdo do autor]. A segunda, seria a
construgdo de uma base de comparagdo (conjunto de fatos estilizados), a qual permitiria a
realizagdo de uma avaliagdo comparativa clara e precisa. Logo, o objetivo do uso de fatos
estilizados ¢ possibilitar a exposi¢do clara das vantagens comparativas de cada modelo em
analise em termos de poder de explicagdo relativo as amplas regularidades empiricas
duradouras que sdo independentes de qualquer peculiaridade histérica e, simultaneamente,
afastar debates baseados em detalhes individuais, os quais se tornariam improdutivos.

Entretanto, quando ocorre o contraste entre duas ou mais avaliagdes comparativas
de um dado grupo de teorias ou modelos enderecados a um dado fendmeno econémico
pode surgir um problema, a saber, o de inexisténcia de um consenso sobre quais fatos
estilizados devem ser considerados como relevantes®. Esta critica pode ser rebatida
argumentando-se que, mesmo que nfo haja tal consenso, a proposta kaldoriana implica na
explicitagdo a priori, por parte dos interlocutores do debate, do que eles consideram como
tragos caracteristicos do fendmeno sobre o qual o grupo de teorias ou modelos que estdo
sendo comparados tratam. Isto obviamente deixaria bem claro o ponto de vista de cada
debatedor.

Outra critica que ¢ feita a proposta de Kaldor € que os fatos estilizados podem ser
utilizados na construgdo das suposi¢des de modelos de forma ad hoc, ou seja, para
evitarem Obvias refutagdes empiricas (Boland, 1987, 537). Esta critica s6 tem efeito se o
uso dos fatos estilizados se der fora do contexto especificado por Kaldor, isto &, se os fatos
estilizados forem usados para outra coisa que ndo seja construir uma base para comparagdo
de modelos ou teorias.

No presente trabalho tem-se uma situagfo tipica para aplicar o método Kaldoriano,

ou seja, o do uso dos fatos estilizados para compara¢io de modelos’. Segue uma listagem

® Esta critica, segundo Boland (1987), foi colocada por Solow.

? O esclarecimento enfitico acima, anterior a listagem dos fatos estilizados dos ciclos de negocios, €
justificado pelo seguinte comentério de Boland (1987, p. 536) relativo ao uso contemporaneo do conceito de
fato estilizado:
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algumas regularidades empiricas duradouras observadas nas varidveis agregadas que

caracterizam os ciclos de negocios, ou seja, alguns fatos estilizados dos ciclos de negocios.

Com base no conjunto de fatos estilizados sobre os ciclos de negocios formado pelas listas

contidas nos trabalhos de Dore (1993, p. 19), Gabisch e Lorenz (1989, p. 10), Lucas (1981,

p. 217) e Zarnowitz (1985, p. 525), pode-se destacar os seguintes:

1°.

2°

3°.

4°.

5°.

6°.

7°.

8°.

9°.

Os ciclos sdo recorrentes;

Os ciclos ndo sdo periodicos, ou seja, ndo existe um ciclo com periodo constante;

Os ciclos sdo assimétricos, ou seja, a duragdo das fases de expansdo superam em
média a duragdo das fases de contragdo;

A taxa de inflagdo é pro-ciclica e entre esta e a taxa de desemprego hé uma relago
inversa, tais caracteristicas acompanham o crescimento ciclico do produto;

H4 um movimento relativamente paralelo da inflagdo de pregos e da inflagdo de
salarios, com a ultima liderando a primeira, exceto em periodos de elevada inflagéo;

A taxa de crescimento do produto em termos reais apresenta uma tendéncia de longo
prazo positiva;

A produtividade do trabalho (produto por hora) flutua prociclicamente em torno de
uma tendéncia ascendente;

Os lucros possuem uma natureza pro-ciclica e apresentam flutuagdes com amplitudes
maiores do que as demais varidveis macroecondmicas. Além disso, os lucros por
unidade de vendas declinam antes das vendas se contrairem,;

As taxas de crescimento dos agregados monetdrios sdo pro-ciclicas; todavia, tais
agregados ndo decrescem em termos absolutos nas contragdes, mas apenas reduzem

sua velocidade de expansdo. A velocidade-renda da moeda € também pro-ciclica;

10°. As taxas de juros de curto prazo sdo pro-ciclicas e geralmente apresentam flutuagdes

com amplitudes muito superiores as apresentadas pelas taxas de juros de longo prazo,

...Os economistas hoje que alegam explicar "fatos estilizados" usualmente ndo estdo plenamente
conscientes de que Kaldor usou o termo somente no contexto de uma comparagdo tedrica. Hoje a
maioria dos construtores de modelos neocldssicos que alegam estar explicando somente fatos
estilizados fazem somente como uma conveniente simplificagdo do processo de construgdo do modelo.
Se estes construtores de modelos pensam que estdo seguindo os ensinamentos de Kaldor eles estdo
claramente equivocados. Para estarem seguindo o sentido de fatos estilizados de Kaldor eles teriam
que mostrar que seus modelos escolhidos tém uma vantagem comparativa sobre outros modelos
possiveis que podem ser usados para explicar os fatos estilizados. O objetivo do uso dos fatos
estilizados é tanto enfatizar as vantagens comparativas do modelo escolhido como evitar argumentos
improdutivos em conflito. [Tradugdo do autor]
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as quais apresentam também pouca conformidade com relagfo as flutuagdes na
atividade econémica geral;

11°. O investimento agregado do setor privado apresenta flutuagdes mais intensas do que o
consumo agregado. Tanto o investimento em capital fixo como em estoques sdo pro-
ciclicos. O investimento em estoques desempenha um papel mais importante nos
ciclos mais curtos e suaves, enquanto o investimento em capital fixo possui maior
peso em ciclos mais longos e vigorosos;

12°. Os Salarios reais sdo (ambiguamente) pro-ciclicos;

13°. O crédito ao consumidor apresenta um comportamento pro-ciclico;

14°. O nivel de pregos industrial geralmente apresenta flutuagdes mais amplas do que o
nivel geral de pregos;

15°. A produgdo, o nivel de emprego e o investimento no setor de bens duraveis
apresentam flutuagdes com maiores amplitudes do que as respectivas flutuagbes no
setor de bens ndo duraveis;

16°. Existe uma sincroniza¢do dos ciclos de negocios entre as economias capitalistas

desenvolvidas.

Devido a longa controvérsia sobre o comportamento dos saldrios reais durante os
ciclos ndo serd considerado o 12° fato estilizado'. Além disso, dado que os modelos que
serdo resenhados neste trabalho sdo modelos altamente agregados (modelos de ciclos de
negocios a um setor de economias fechadas), os quatro ultimos fatos estilizados (
referentes ao crédito ao consumidor, aos comportamentos em termos setoriais do nivel de
pregos, da produggo, do emprego e do investimento e a sincronizagdo dos ciclos a nivel
internacional) ndo foram levados em consideragdo por tais modelos, pois ndo era pretensio
destes dltimos explica-los. Dessa forma, a avaliagdo comparativa dos modelos que serdo

aqui resenhados se utilizard dos onze primeiros fatos estilizados anteriormente listados.

1.2. Panorama da Teoria dos Ciclos de Negdcios

A intensidade do interesse pelo tema “Ciclos de Negdcios™ esta tdo sujeita a
flutuagdes quanto as atividades econdmicas das nag¢des. Como bem salienta Zarnowitz

(1985, p. 524): o interesse nos ciclos de negdocios é em si sujeito a movimentos ondulares,
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crescendo durante e apés periodos de turbuléncia e depressdo, diminuindo em periodos de
substancial estabilidade e crescimento continuo [Tradugdo do autor].

O exemplo mais ilustrativo de morte e renascimento do interesse na teoria dos
ciclos de negdcios é encontrado no periodo entre o pos-Segunda Guerra e a década de 70.
Durante os anos 50 e a primeira metade dos anos 60, havia uma forte crenga no poder das
politicas monetaria e fiscal para atenuar ou até extinguir as flutuagdes nas economias
ocidentais desenvolvidas. Citando Gabisch e Lorenz (1989, p. 1): Dos anos 50 até a
metade da década de 60 a teoria dos ciclos de negdcios tinha sido freqiientemente
considerada ou como um apéndice da teoria do crescimento ou como um exercicio
académico em dindmica econémica [Tradugdo do autor]. Todavia, a partir da segunda
metade dos anos 60 e com a forte crise da década de 70 esta crenga na eficiéncia das
politicas de demanda anti-ciclicas de inspira¢io Keynesiana desmantelou-se. Assim, na
década de 80, impulsionados inicialmente pelo programa de pesquisa dos hoje chamados
Novos Cldssicos iniciado na década de 70, os ciclos de negdcios tornaram-se um tema de
destaque da macroeconomia tedrica e aplicada. Enfim, como afirma Gordon (1986, p. 2):
Parece-nos que estamos experimentando justamente o mais recente “ciclo do interesse nos
ciclos”, com fundos nos anos 20 e 60 e picos nos anos 30-40 e 80 [Tradugdo do autor].

Adiante é fornecido uma divisdo da teoria dos ciclos, uma discussdo sobre suas
relevancias relativas, bem como um breve relato sobre a historia da modelagem dinimica

determinista ndo-linear dos ciclos de negocios.

1.2.1. A persisténcia dos ciclos: choques exdgenos versus mecanismos
endogenos

As teorias dos ciclos de negocios podem ser classificadas de varias maneiras.
Todavia, ha uma forma de classificagdo muito comum baseada no principio pelo qual o
movimento oscilatério dos agregados macroecondmicos ¢ mantido. Deste ponto de vista a
teoria dos ciclos de negécios pode ser dividida em duas grandes éareas, a saber: a
abordagem dos ciclos exdgenos e a abordagem dos ciclos enddgenos.

Os modelos de ciclos de negdcios que pertencem a abordagem dos ciclos exdgenos
tem como caracteristica comum o fato de que a manutengdo dos ciclos depende de uma

combinagdo especifica dos valores dos pardmetros destes modelos (estabelecida por

' Uma abrangente resenha sobre o assunto é encontrada em Brandolini (1995).
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equagdes e/ou inequagdes evolvendo tais pardmetros) e/ou de impulsos exdgenos a estes
(ou seja, de choques ndo explicados dentro dos modelos). Tais modelos sdo normalmente
chamados modelos de ciclos de negdcios dependentes de choques ou mais sucintamente
modelos de ciclos exdgenos. O estudo pioneiro neste grupo foi o de Frisch (1933). Este
autor propds uma solugdo para o problema de ndo ajustamento entre as predi¢des dos
modelos de ciclos, os quais eram sistemas dinimicos lineares deterministicos, € as
evidéncias. Frisch acrescentou a um sistema dindmico linear deterministico com uma
combinagdo especifica de valores dos pardmetros do modelo, com a qual este sistema
apresentava oscilagdes amortecidas (esta parte Frisch interpretou como um “mecanismo de
propagagdo’), um outro mecanismo denominado “mecanismo de impulso”, o qual nada
mais era do que choques aleatérios ndo explicados pelo modelo, responsdveis pelo
persistente estado de oscilag@o das varidveis macroecondmicas do modelo.

Os modelos de ciclos de neg6cios que fazem parte da abordagem dos ciclos
enddgenos sdo aqueles que explicam a persisténcia dos ciclos pela dindmica interna (modus
operandis) do modelo, ou seja, os ciclos sdo gerados e mantidos endogenamente,
independentemente de valores especificos dos parimetros e/ou de choques exdgenos. Tais
modelos sdo normalmente denominados modelos de ciclos independentes de choques ou
mais sinteticamente modelos de ciclos endégenos".

Desde os anos 50 até a década de 70 os modelos macroeconométricos pareciam
fornecer fortissimas evidéncias contra a abordagem dos ciclos enddgenos. Este consenso
entre os econometristas estudiosos dos ciclos de negdcios é bem espelhado pelos
comentdrios de Hymans (apud Blatt, 1978, p. 293) contidos no relatério de uma

conferéncia realizada em 1972 sobre “Econometrics Models of Cyclical Behavior’:

[ou] (i) os modelos contém erros de especificagdo extremos. Uma especificagdo
um pouco mais correta poderia produzir ciclos mesmo com varidveis exégenas
bem comportadas; ou (ii) o ciclo de negdcios ndo é enddgeno, mas é
exatamente resultante da rea¢do de um sistema normalmente estdvel, ou
amortecido, com relagdo as influéncias externas. Sou de opinido que o tempo
tem admitido que o peso da evidéncia razoadvel esti do lado desta ultima
[hipotese (ii)]. Simplesmente ndo existe qualquer evidéncia clara que suporte a
visdo de que o ciclo de negdcios resulta da intera¢do endégena dos gastos de
consumo e investimento como eles sdo normalmente determinados numa
economia de mercado industrializada livre de choques externos (...). E que, de

8] . «m e . . ~ . .

Excetuando o caso de um centro num sistema dinamico linear, oscilagdes auto-sustentaveis somente
aparecem em modelos dindmicos ndo-lineares. Dessa forma, os modelos de ciclos de negocios independentes
de choques sdo em sua ampla maioria modelos dindmicos ndo-lineares.
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fato, retornamos a Schumpeter. Talvez isto nio seja um lugar td@o ruim depois
de tudo. [Tradugido do autor]

Em suma, havia um consenso geral em torno da hipotese de que o comportamento
agregado das economias capitalistas industrializadas poderia ser interpretado como similar
ao de sistemas dindmicos estaveis sujeitos a choques estocasticos, ou seja, idealizadas
como Modelos do Tipo Frisch'. Na proxima subse¢do apresenta-se um contra-argumento
construido por Blatt (1978 e 1983) com relagdo & "forte" evidéncia em favor dos modelos

de ciclos exogenos.

1.2.2. Contra o método de corroboracio da abordagem dos ciclos
exogenos: o argumento Reductio ad Absurdum de Blatt

Blatt (1978 e 1983) demonstrou de forma brilhante a fraqueza dos resultados
obtidos a partir da analise dos dados observados das economias capitalistas desenvolvidas,
os quais pareciam “irremediavelmente” corroborar os modelos do tipo Frisch em
detrimento das especula¢bes sobre a existéncia de instabilidade local, ciclos limites, etc'.
A estratégia utilizada por Blatt foi engenhosa. Ele ndo contestou qualquer fator ligado aos
dados econdmicos, mas sim ao método de analise utilizado pelos econometristas. Blatt
demonstrou que a conclusdo a favor da existéncia de um comportamento assintético estavel
por parte das economias capitalistas industrializadas, caso estas ndo estivessem sujeitas a
disturbios estocésticos, poderia ser conseqiiéncia do método de andlise utilizado € ndo
necessariamente implicada pelos fatos observados.

Esta referida demonstragdo da debilidade da andlise econométrica dos ciclos de
negdcios pode ser resumida como segue. Os dados para a andlise econométrica foram

gerados a partir do seguinte modelo do tipo Hicks simplificado, o qual do ponto de vista

"> Blatt (1983, p. 228) enquadra nesta categoria os modelos de ciclos que apresentam as seguintes
propriedades: (i) as trajetorias de equilibrio, na auséncia de choques aleatérios, devem ser localmente
estaveis; (i) inexisténcia de trajetérias periodicas (ciclos) recorrentes na auséncia de choques; (iif) os
choques estocasticos devem ser suficientemente pequenos para que os desvios com relagdo a trajetoria de
equilibrio possam ser estudados por uma aproximagdo linear em torno do equilibrio; (iv) a distribuigdo
estatistica dos choques aleatorios deve ser tal que a probabilidade de uma série de choques
{u(1),u(2),...,u(T)} aparecer é a mesma que a do aparecimento da série reversa {-u(1),-u(2),...,-u(T)} e (v)
uma série econdmica {y(1),1(2),....(T)}, onde y(i) é o desvio com relagdo a uma curva tendéncia para todo
=1,2,.,T, e sua série reversa {-y(1),-(2),...,-(T)} devem apresentar os mesmos pontos de reviravolta
(turning points), ou seja, os picos da primeira série deveriam ser os fundos da segunda e vice-versa.

" Tais conceitos ligados 4 teoria dos sistemas dindmicos serdo definidos no préximo capitulo.
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matematico é um sistema dindmico discreto ndo-linear, e do ponto de vista da teoria do

. . T . . 14,
ciclos pode ser classificado como um modelo (ndo-linear) de ciclos endogeno™:

I, = max{l ’I_+K[X-I -1, (1.1)
Y =min{Y,C, + 1}

onde: C; € o consumo agregado no tempo ; C ¢ o consumo agregado autdnomo; ¢ € a
propensdo marginal a consumir (constante e exogenamente determinada); Iy € o

investimento agregado no tempo ; I € o investimento agregado auténomo; /, € o "nivel

piso" ("floor level") para o investimento; x é o coeficiente de aceleragfo (constante ¢
exogenamente determinado); ¥; € a renda-produto agregado no tempo ¢ e Y, € o "nivel
teto" ("ceiling level") para a renda.

Assumindo-se o seguinte conjunto de parimetros e condigdes iniciais: C = 25,

¢=0,75, 1, =-10, I =0, x=1,5, ¥, =120, ¥(0)=101 e ¥(1)=101, o modelo (1.1) gera as

séries temporais apresentadas na Tabela 1.7. Em =19 o modelo atinge um "ciclo limite",
ou seja, a partir deste instante do tempo o modelo passa a repetir uma seqtiéncia de onze
valores (apresenta um periodo de 11 unidades de tempo).

Agora as séries temporais da Tabela 1.7 podem ser vistas como “dados”, ou seja,
como valores observados de uma “economia” gerados por um processo dinidmico
desconhecido previamente. O objetivo central da andlise econométrica passa a ser o de
avaliar a natureza da estabilidade deste processo dinidmico, ou seja, de testar se esta

economia ¢ estavel ou instavel na auséncia de choques estocasticos.

" As bases teoricas do chamado "Modelo do Tipo Hicks" foram langadas em Hicks (1950). A versdo
simplificada acima ¢ devida a Rau (apud Blatt, 1978, p. 294). Esta versdo € na realidade um modelo de ciclo
do tipo multiplicador-acelerador em tempo discreto, vide Samuelson (1939), que incorpora, com a
introdu¢do de um "nivel piso” na fungdo investimento e um "nivel teto" na equagdio da renda, a observagdo
de Hicks de que as oscilagdes dos agregados macroecondmicos ndo podem tornar-se infinitamente grandes.
Durante as fases de contragdo dos ciclos o investimento liquido tem um limite inferior negativo ditado pela
taxa de depreciagdo do estoque de capital. Enquanto que nas fases de expansdo o produto ndo pode ser
expandido ad infinitum, pois o estoque de recursos (capital, terra, forga de trabalho, matérias primas, etc) ¢
finito. Em suma, a dindmica do medelo do tipo Hicks ¢ dirigida pela evolu¢do da demanda agregada
planejada (C+/), a qual ndo cai indefinidamente devido ao fato de que o investimento possui um "piso”, nem
aumenta indefinidamente porque a oferta agregada potencial é limitada.
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Tabela 1.7. Simulacdo de um Modelo do Tipo Hicks

Tempo Renda Consumo | Investimento Tempo Renda Consumo | Investimento
0 101,00 - . . 16 120,00 115,00 5,06
! 101,00 - - 17 115,00 115,00 0,00
2 100,75 100,75 0,00 18 103,75 111,25 -7,50
3 100,19 100,56 -0.38 19 92,81 102,81 -10,00
4 99,30 100,14 0,84 20 78,46 94,61 -10,00
5 98,14 99,47 -1.34 21 74,61 88,46 -10.00
6 96,86 98,60 -1.74 pr) 7461 .| 8384 923
7 95,74 97,65 -191 23 75,20 80,96 -5,76
8 95,11 96,80 -1,69 24 82,27 81,40 0,87
9 95,40 96,33 -0,94 25 97,31 86,70 10,61
10 96,98 96,55 0,43 26 120,00 97,99 2,57
11 100,10 97,73 2,37 27 120,00 115,00 34.03
12 104,76 100,08 4,69 28 115,00 115,00 0,00
13 110,57 103,57 . 6,99 29 103,75 111,25 -1,50
14 116,63 107,92 8,70 30 92,81 102,81 -10,00
15 120,00 112,47 9,09 31 84,61 94,61 -10,00

Fonte: Blatt (1983, p. 192)

Para realizar este teste é padrdo postular um modelo AR(2) com a renda como

varidvel endogena, isto é:
Yo=a+ By +7Y, +y, (1.2)

onde u é um termo estocastico com distribui¢do normal, média zero, varidncia constante e
cov[u(i),u(j)] = 0 paratodo i # j com ij=1, 2, ..., T. Este modelo econométrico pode ser

visto como um modelo do tipo Frisch simplificado':

C =C +cY_
L =T+ -Y_,]+u,, 1.3)
Y=C +1,

pois o0 modelo (1.3) pode ser reduzido a uma equagdo estocastica a diferengas finitas linear
na variavel renda, bastando para isso substituir as equagdes de consumo e investimento na

equagdo de equilibrio do mercado de bens, o que d4 como resultado:

Y, =(C+D)+(c+K)Y,_, —KkY_, +u (1.4)

i

Esta equagio ¢ similar ao modelo econométrico (1.2) identificando a=C +1,

f=c+x e y=-x. Portanto, os pardmetros do modelo (1.1) podem ser obtidos pela

”‘ 0 modelo (1.2) pode também ser diretamente comparado com a versdo linearizada do modelo tipo Hicks
simplificado (1.1), a qual resulta da introdugdo de C(#) e /(1) na equagdo da renda desconsiderando-se If e
Ye.. '
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estimativa do modelo econométrico (1.2). A estimativa destes pardmetros ¢ obtida através
da aplicagdo do método dos minimos quadrados aos “dados” da Tabela 1.7. Os resultados

destes ajustamentos encontram-se resumidos na Tabela 1.8.

Tabela 1.8. Estimativas dos Pardmetros do Modelo (1.2)

Observagdes Coeficientes Ajustados Valores Estimados
(T) a B , 7 K=y =px R DW-h
30 285 1.600 -0,887 0,887 0,713 0,92 0,56
40 299 1,561 -0,866 0,866 0,695 091 096
50 304 1,543 -0,855 0,855 0,688 0,91 1,23
60 314 1,531 -0,855 0,855 0,676 0,90 0,80
70 31,0 1,578 -0,897 0,897 0,681 0,91 1,21

Fonte: Blatt (1983, p. 226). (Adaptada pelo autor).

Notas: Os calculos para T=60 e T=70 ndo estdo na tabela original. Estes foram incluidos aqui para demonstrar os

:zt;l;&;ios do ajuste em cima de amostras contendo mais de trés ciclos completos, como foi feito em Blatt
Todas as estimativas dos pardmetros sdo estatisticamente significantes em todos os
niveis de significAncia padrdes. Os valores da estatistica Durbin-h sdo todas maiores que o
valor critico que ¢ 1,65 e, portanto, a hipétese de correlagdo serial € rejeitada a um nivel de
significancia de 5%. As estimativas da propensdo marginal a consumir e do total de gastos
autdbnomos (C +1) sdo satisfatérias quando comparadas com seus verdadeiros valores.
Logo, se a economia encontra-se no estado estaciondrio, suas propriedades sdo bem
estimadas pelo modelo econométrico. Todavia, as estimativas do pardmetro crucial para o
comportamento dindmico do modelo, ou seja, do coeficiente de aceleragdo, sdo
crucialmente diferentes do verdadeiro valor. Pelas estimativas o coeficiente de aceleragéo ¢

menor que um, ou seja, a economia é globalmente assintoticamente estdvel na auséncia de

choques externos. Contudo, o verdadeiro valor do coeficiente de aceleragdo ¢ maior que

um (k=1,5), ou seja, a “verdadeira economia” é localmente instdvel.

Resumindo, a andlise econométrica demonstra que os “dados” da Tabela 1.7 sdo
satisfatoriamente explicados por um modelo dinidmico linear com choques aleatérios e que
ha evidéncias estatisticamente significantes da existéncia de estabilidade na auséncia destes
choques aleatérios. Entretanto, a “verdadeira economia” é um sistema dindmico
deterministico ndo-linear e localmente instdvel. A partir deste reductio ad absurdum Blatt

(1978, p. 300) conclui:

Os resultados obtidos aqui tém importantes conseqiiéncias para as teorias
dos ciclos de negocios: A evidéncia empirica contra as teorias do tipo Hicks
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[abordagem dos ciclos endogenos] poderia ser um resultado, nio dos dados
empiricos, mas dos métodos usados para analisar estes dados. Isto ndo é em
qualquer sentido uma evidéncia positiva em favor da teoria de Hicks, ou de
qualquer outro modelo ndo-linear; mas nosso trabalho desacredita a evidéncia
negativa correntemente citada contra tais teorias ... {Tradugio do autor]

Blatt (1983, p. 227) vai mais longe e propde um novo método de andlise
econométrica, observando que os modelos do tipo Frisch tém a propriedade de que as
expansdes e contra¢des sdo em média completamente simétricas, enquanto as teorias néo-
lineares endégenas predizem ciclos assimétricos. O comportamento das economias
capitalistas desenvolvidas, conforme demonstrado na subsegdo 1.1.1, apresenta uma falta
evidente de simetria entre expansdes e contragdes, 0 que tem como implicacéo a refutagdo
dos modelos do tipo Frisch'®.

Apesar destes resultados obtidos por Blatt, a visdo de que os ciclos de negdcios sdo
resultado da jun¢fo de dois mecanismos (propaga¢do+impulso) continuou em evidéncia
durante a primeira metade da década de oitenta. Isto pode ser confirmado a partir dos
comentarios de Gordon (1986, p. 5) na sua avaliagdo do método dominante da coletinea de
artigos da conferéncia citada no inicio desta se¢dio: A distingdo entre mecanismos de
impulso e propagagdo, introduzida na andlise econémica por Ragnar Frisch (1933) e
Eugen Slutsky (1927), é aceita como estrutura analitica pelos autores neste volume ...
[Tradugdo do autor].

A teoria dos ciclos reais, o atual mainstream na area, continua explicando a
manuteng¢do do ciclo através de choques exdgenos, mais precisamente através de choques
exogenos de produtividade. Stadler (1994, p. 1752) em sua resenha sobre modelos de

ciclos de negdcios reais resume este ponto:

A teoria dos Ciclos de Negdcios Reais [RBC] considera as flutuagdes
estocdsticas na produtividade dos fatores como a fonte predominante de
Sflutuagdes na atividade econdémica. Estas teorias seguem a abordagem de
Ragnar Frisch (1933) e Eugen Slutzky (1937), a qual claramente distingue o
mecanismo de impulso, que inicialmente faz com que uma varidvel desvie de

'® Os trabalhos de Blatt que acabam de ser apresentados ndo sdo representativos do estado de arte dos estudos
econométricos atuais, estes foram escolhidos por sua simplicidade e clareza. Entretanto, como lembra
Semmler (1994, 3-4), numa coletinea dedicada em parte a4 apresentagio dos avangos da econometria
contemporanea aplicada a detecgdo de mecanismos geradores de séries ndo-lineares, Blatt (1978), entre
outros, salientou precocemente a impossibilidade de detecgdo dos mecanismos geradores de ciclos por
intermédio de aproximagdes lineares. Além disso, a idéia do estudo da assimetria dos ciclos, salientada em
Blatt (1983), tem sido usada contemporaneamente (Semmler, 1994, p. 4). Um outro survey sobre evidéncia
empirica sobre ndo-linearidades dos ciclos de negécios pode ser encontrada em Mullineux e Peng (1993).
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seu valor no estado estaciondrio, e o mecanismo de propagagdo, o qual faz
com que desvios do estado estaciondrio persistam por algum tempo. Choques
de produtividade sdo o inico mecanismo de impulso que estes modelos
originalmente incorporam. Qutros mecanismos de impulso, tais como
mudangas nas preferéncias, ou impostos, ou politica monetdria, tém sido
geralmente considerados pelos tedricos do RBC como tendo no melhor dos
casos menor influéncia sobre o ciclo de negécios [Traduggo do autor].

A visdo de que a economia é estavel quando ndo sofre disturbios externos que vem
estampada nestes modelos é muito popular entre os economistas. A presente dissertagdo, ao
resenhar um grupo de modelos ligados & abordagem dos ciclos enddgenos, visa a contribuir
para a divulgagdo de uma abordagem alternativa relativamente negligenciada, apesar da

fragilidade da evidéncia empirica em favor da abordagem dominante.

1.2.3. Periodizacio da modelagem dinimica determinista niio-linear dos
Ciclos de Negocios

Para melhor entender a posi¢do dentro da literatura tedrica dos ciclos de negécios
do conjunto de modelos que serdo adiante resenhados é util lembrar a histéria da
modelagem dindmica determinista ndo-linear do ciclos de negdcios, ou seja, a
formalizagdo baseada na teoria dos sistemas dindmicos deterministicos ndo-lineares.
Segundo Owase (1991, p. 1393) a histéria da modelagem dinidmica determinista ndo-linear
das flutuagbes macroecondmicas nas economias capitalistas desenvolvidas pode ser
dividida em quatro grandes periodos. Esta divisio ¢ fundamentalmente baseada na
estrutura formal dos modelos de ciclos de negdcios e nas respectivas caracteristicas da

analise matemadtica'’.

1* Fase: A década de 30 e 40 constitui a primeira fase da modelagem dindmica dos ciclos
de negdcios. Durante este periodo, a maioria dos modelos de ciclos de negdcios
eram sistemas dindmicos lineares. Dessa forma, devido a linearidade, as predi¢oes
sobre 0 comportamento assintdtico da economia s6 podiam ser de trés tipos, ou
seja, uma economia poderia apresentar: (J) um comportamento instavel, isto &,
flutuagdes macroecondmicas cuja amplitude cresceria incessantemente (oscilagdes

explosivas); (ii) um comportamento estavel, ou seja, flutuagdes macroecondmicas

" Esta subse¢do estd baseada no artigo de Owase acima citado.
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cuja a amplitude decresceria incessantemente (oscilagdes amortecidas); ou (i) um
comportamento estavel peculiar, isto &, flutuagdes macroecondmicas de amplitude
constante. A primeira espécie de comportamento assintético obviamente ¢
rejeitada pelas evidéncias empiricas, ou seja, nunca foi observada a “explosdo” de
uma economia. O segundo tipo de comportamento assintdtico prediz que a
economia caminha para um estado estacionario, apresentando oscilagdes com
amplitudes cada vez menores. Entretanto, como ja comentado na se¢do 1.2, os
ciclos de negodcios sdo flutuagbes persistentes. Portanto, esta predi¢do parece
pouco relevante. A terceira possibilidade também é rejeitada pelos fatos
estilizados, j4 que as flutuagdes macroecondmicas observadas sdo ndo-
simétricas". No final da década de 40, Kaldor (1940) tenta pela primeira vez
estudar os efeitos da ndo-linearidade num sistema econémico. Com base numa
argumentagdo geométrica, Kaldor buscou demonstrar a existéncia de flutuagdes
auto-sustentaveis a partir de um comportamento ndo-linear por parte do
investimento agregado e de sua interagdo com o mecanismo do multiplicador-
acelerador keynesiano. Este modelo foi objeto posteriormente de intenso estudo

dentro da teoria dos ciclos de negdcios.

2% Fase: A década de 50 pode ser vista como uma segunda fase no desenvolvimento da
modelagem dindmica dos ciclos de negdcios. Nesta década, a explicagdo para a
manutengdo das flutuagdes ciclicas, ao invés de se utilizar de choques aleatérios
em modelos dindmicos lineares, passou a utilizar-se de ndo-linearidades. Os
pioneiros, além de Kaldor, foram Goodwin (1951) e Yasui (1952). Tais modelos
eram sistemas dindmicos ndo-lineares localmente instdveis e a prova da existéncia

de ciclos recaia sobre o método grafico de Liénard.

3% Fase: Na décadas de 60 e 70 deu-se continuidade na busca de explicagdes deterministas
ndo-lineares para a existéncia e persisténcia das flutuages macroecondmicas.
Contudo, isto se deu de forma mais precisa, ou seja, as demonstragdes
geométricas foram substituidas por demonstragdes baseadas na emergente teoria

qualitativa das equagbes diferenciais nfo-lineares. A técnica de demonstragdo

'® Neste periodo ja existia em paralelo a estratégia de modelagem "mecanismo de propagagdo+mecanismo de
impulso” da abordagem de ciclos exdgena, que propde uma solugdo para o problema de ajustamento das
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predominante foi a redugdo de sistema dindmicos econdmicos a sistemas
dindmicos bidimensionais e a aplicagdo do Teorema de Poincaré-Bendixson
(TPB) na demonstragio de existéncia de orbitas fechadas no plano de fase. Além
disso, uma interpretagio do tipo predador-presa dos ciclos de negécios foi
apresentada (Goodwin, 1967), bem como aplicagdes do Teorema da Bifurcagdo de
Hopf na demonstraggo da existéncia de ciclos em sistemas econdmicos dindmicos

continuos de mais altas dimensdes (Torre, 1977 apud Owase, 1991, p. 1395).

4* Fase: A partir da década de 80 as tentativas de estudo dos ciclos adotando uma
abordagem endogena passam a utilizar-se da nogdo de caos deterministico para
explicar o comportamento erratico das séries temporais macroecondmicas. Passa-
se a dar énfase a dindmica caodtica. Estes estudos se concentraram

fundamentalmente em sistemas dindmicos discretos uni e bidimensionais®’.
1.3. Metas, Questoes Metodologicas e Roteiro do Trabalho

A partir da divisdo da teoria dos ciclos de negdcios entre abordagem enddgena e
exogena e da periodizagdo da histéria da modelagem dindmica determinista néo-linear dos
ciclos de negodcios, torna-se inteligivel afirmar que a presente dissertagdo configura-se
como uma "resenha critica" de um grupo de modelos da abordagem dos ciclos endogenos
que foram construidos com base na estratégia de modelagem dinimica dos ciclos de
negdcios predominante nos anos 60 e 70. Mais precisamente, os modelos que serdo aqui
resenhados t€m a prova de existéncia de um comportamento ciclico recorrente das
variaveis de estado fundamentada no conceito de ciclo limite e no TPB, sendo eles: o
modelo de Kaldor (1940) [versdo Chang ¢ Smyth (1971)], o modelo de Rose (1967), o
modelo de Schinasi (1982), o modelo de Benassy (1984) € o modelo de Nikaido (1992).

Cabe ainda uma explicagdo mais precisa do termo "resenha critica", utilizado no
inicio deste capitulo e desta segdo. Tal termo no presente contexto significa uma
apresentacdo pormenorizada dos modelos citados anteriormente e um esforco de

comparagdo destes. A analise comparativa destes modelos sera feita com base no método

predi¢des dos modelos dindmicos deterministicos lineares.
" Um bom survey sobre o estado da dindmica econdmica ndo-linear na primeira metade da década de 80 é
encontrado em Grandmont e Malgrange (1986).
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Kaldoriano exposto na subsegdo 1.1.2, o qual preocupa-se em primeiro plano com o
"quanto se explica". Todavia, esta analise comparativa englobara o "como se explica”, ou
seja, o contraste dos modelos com base em certas caracteristicas econémicas (mecanismo
gerador de ciclos®, conexdo entre ciclo e crescimento e a existéncia ou ndo do problema da
demanda efetiva). Obviamente esta avaliagdo comparativa nio pretende ser conclusiva no
sentido de apontar "o melhor modelo". O objetivo, por meio do método de comparagdo
tragado anteriormente, é somente evidenciar os méritos relativos de cada modelo.

Um subproduto deste exercicio de resenha serd uma ilustragdo da relevancia das
estruturas ndo-lineares em macrodindmica, com a demonstragdo da ampliagdo do poder de
explicar a dindmica de uma economia quando se incorpora num modelo estruturas néo-
lineares. Além disso, esta resenha colocara em evidéncia algumas armadilhas a que estdo
€xpostos 0os economistas ao realizarem inferéncias com base em modelos formados por
estruturas puramente lineares.

O presente trabalho é fundamentalmente inspirado e guiado pelas resenhas feitas
por autoridades no assunto, sendo elas: Gabisch e Lorenz (1989), Dore (1993), Blatt (1983)
e Zarnowitz (1985). Todavia, estes trabalhos ndo foram dedicados exclusivamente a
abordagem dos ciclos endégenos e, portanto, dado as restrigbes de espago, suas
apresentagdes dos modelos citados anteriormente sfo por assim dizer mais “compactas”
quando comparadas com as realizadas nesta dissertagdo. Dessa forma, o presente trabalho
procura fornecer em lingua portuguesa uma resenha/revisio de uma parte relevante da
literatura ligada & abordagem dos ciclos endégenos tdo profunda e ampla quanto as
existentes em lingua inglesa. Isto significa um esforgo mais efetivo de utilizagdo do método
kaldoriano, ou seja, uma comparagfio mais explicita entre as predigdes dos modelos e o
conjunto de fatos estilizados. Adicionalmente, procura-se detalhar as cadeias de dedugdes
(ou como se diz popularmente e informalmente "abrir os modelos"), com o objetivo de
facilitar a leitura dos leitores menos treinados em matematica.

Esta dissertagdo organiza-se como segue. No proximo capitulo € realizada uma
digressio sobre ciclos limites, o TPB, defasagens distribuidas e mecanismos de
ajustamento de erros associados. Este capitulo objetiva dar um carater "auténomo" ao
presente trabalho, ou seja, fornecer uma base técnica suficiente para leitura dos capitulos
restantes. Neste mesmo capitulo procura-se clarificar a distingdo entre modelos de ciclos

exogenos € modelos de ciclos endogenos através da apresentagdo de um modelo simples

** O conjunto de forgas econdmicas que geram o ciclo e a forma como estas interagem.
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mas representativo de cada abordagem, a saber: o modelo de ciclo dependente de choques
de Phillips (1954) e modelo de ciclo independente de choques de Vogt (1969 apud Gabisch
e Lorenz, 1989). No terceiro capitulo da-se inicio & resenha propriamente dita, a qual
comega com a apresentacio do modelo de Kaldor (1940). Tal modelo, a partir da década de
70, passa a ser objeto de varios refinamentos formais. Neste capitulo sera apresentada a
primeira versdo formalizada, a qual se tornou a express@o formal standard do modelo de
Kaldor. No quarto, quinto e sexto capitulos apresenta-se trés modelos extremamente
distintos do ponto de vista da teoria econdmica, mas similares do ponto de vista de suas
estruturas formais, os modelos de Rose (1967), Schinasi (1982) e Benassy (1984). Com
isso pretende-se demonstrar que o estabelecimento da existéncia de um comportamento
ciclico recorrente e assimétrico das varidveis de estado nestes modelos de ciclos de
negocios enddgenos estd atrelado a uma determinada estrutura formal, imposta pelo TPB.
No sétimo capitulo resenha-se um modelo mais contemporaneo feito por Nikaido (1992), o
qual focaliza a conex@o entre crescimento e ciclo. No Gltimo capitulo, finaliza-se o trabalho

com uma andlise comparativa geral entre os modelos discutidos nos capitulos antecedentes.
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CARACTERISTICAS DEFINIDORAS DOS WMODELOS
DE CICLOS ENDOGENOS FUNDAMENTADOS NO
CONCEITO DE CICLO LIMITE E NO TPB

Os modelos econdmicos que serdo apresentados e avaliados nos capitulos
posteriores sdo genericamente classificados em termos matematicos como sistemas
dindmicos continuos bidimensionais. Dessa forma, para que o processo de dedugdo das
predigdes e a importdncia relativa de cada suposi¢do tornem-se mais claros e,
consequentemente, a leitura mais proveitosa, apresenta-se alguns resultados relativos a
ciclos limites™.

Neste capitulo pretende-se também mostrar de forma mais concreta a diferenga
entre os modelos de ciclos de negdcio dependentes de choques e os modelos de ciclos de
negocios independentes de choques. Para realizar tal tarefa, utiliza-se a estratégia de
apresentagdo de um exemplo simples®, mas representativo, de cada grupo de modelo, a
saber: o Modelo de Phillips (modelo de ciclos exégeno) e o Modelo de Vogt (modelo de
ciclos endégeno). A escolha do modelo de Phillips (1954) deve-se ao fato de que este € a
primeira versdo continua dos modelos do tipo multiplicador-acelerador, os quais se
tornaram populares na literatura depois do trabalho de Samuelson (1939) e sdo uma classe

representativa da abordagem dos ciclos exdgenos®. Ja a escolha do modelo de Vogt (1969

?! Para os leitores versados em sistemas dindmicos este capitulo servird apenas como uma recapitulagdo e/ou
como fonte imediata de consulta dos teoremas que serdo utilizados no transcorrer deste trabalho. Ja para os
leitores ndo familiarizados com tal assunto, esta digressdo pretende fornecer uma base suficiente para o
acompanhamento sem problemas do restante desta dissertago.

* O adjetivo “simples” tem o intuito de destacar que tais modelos sdo modelos dindmicos /ineares. Isto
permitira apresentar as distingdes alardeadas no primeiro capitulo deste trabalho mesmo sem nenhuma
informagdo a priori sobre dindmica ndo-linear, a qual é usualmente necessaria para estudar os modelos de
ciclos endégenos que sdo em sua maioria modelos dindmicos ndo-lineares. Em termos formais, os modelos
que serdo expostos neste capitulo apresentam como equagdo de movimento uma EDO linear de segunda
ordem com coeficientes constantes, ou equivalentemente, sdo sistemas dindmicos autdnomos lineares de
primeira ordem bidimensionais.

® A razdo do uso de um modelo do tipo multiplicador-acelerador continuo numa versio puramente
determinista (ndo-estocastica) como ilustragdo da abordagem dos ciclos exdgena, apesar de nao demonstrar
explicitamente o papel de impulsos aleatérios exégenos na manutengdo do ciclo, reside na possibilidade de
ilustrar claramente a necessidade de introdugdo destes choques para a existéncia de um ciclo recorrente. A
resenha do Modelo de Phillips mostrara uma versdo continua de um tipico mecanismo de propagagdo de um
modelo do tipo Frisch, na qual s6 ha um caso excepcional onde somente uma perturbago inicial é necesséria
para que o sistema apresente um ciclo recorrente. Além disso, com a apresenta¢do deste modelo € possivel
tornar claro o papel de choques exdgenos (mecanismo de impulso) sem a necessidade de se passar para um
ambiente estocastico e, portanto, sem a necessidade de demandar do leitor qualquer conhecimento a priori
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apud Gabisch e Lorenz, 1989) é justificada por ser esse um exemplo peculiar de modelo de
ciclo independente de choques, peculiar no sentido de ser um sistema dinfmico linear e ser
inspirado na abordagem neoclassica®.

Este capitulo é composto de trés segdes. Na se¢do 2.1 sdo apresentados o conceito
de ciclo limite e o TPB, o qual trata das condigdes de existéncia de ciclos limites em
sistemas formados por duas equagdes diferenciais ordinarias (EDO's) autonomas. Nesta
mesma secdio trata-se do conceito de estabilidade estrutural e apresenta-se condi¢des
necessérias e suficientes para que sistemas de EDO's autdnomas bidimensionais sejam
estruturalmente estaveis. Na segdo 2.2 faz-se uma rapida recapitulagdo sobre defasagens
distribuidas e mecanismos de ajustamento de erros associados. Na segdo 2.3 sdo

apresentados o modelo de Phillips € o modelo de Vogt.

2.1. Digressio sobre Ciclos Limites em Sistemas Dinimicos Continuos
Autonomos no Plano

Para definir um ciclo limite, enunciar o TPB e apresentar sua utilizagdo na detecgdo
ou avaliagdo das condigdes de existéncia de um ciclo limite em um dado sistema de EDO's
autonomas bidimensional, ¢ preciso uma breve revisdo de alguns conceitos e resultados

basicos sobre sistemas dinidmicos.

2.1.1. Nogdes preliminares

Para se estudar a evolugdo (mudangas de estado) de um sistema econémico no
decorrer do tempo tem-se que escolher certas varidveis que sejam consideradas relevantes
na caracterizagdo do estado deste sistema, bem como componentes fundamentais do
mecanismo que governa a evolugdo do sistema. Suponha que um sistema econdmico seja
satisfatoriamente descrito por duas varidveis, as quais sdo denominadas varidveis de

estado, e que estas sejam mensuraveis, continuas e assumam valores reais. Segue que o

sobre processos estocasticos para entender o cerne do argumento. Esta postura de classificar os modelos do
tipo acelerador-multiplicador como pertencentes & abordagem de ciclos exdgena foi adotada por Gabisch e
Lorenz (1989).

* Na realidade, este foi o tnico exemplo de um modelo de ciclos endogeno linear encontrado na literatura
pesquisada. Isto demonstra que mesmo ndo sendo o modelo de Vogt um exemplo Gnico € pelo menos um
exemplo raro. A possivel causa desta raridade pode ser encontrada no fato de que todos os modelos de ciclos
endégenos lineares tem um ponto de equilibrio que é um centro e, portanto, sdo estruturalmente instaveis
(vide Exemplo 2.5).
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estado de um sistema econémico num determinado ponto do tempo pode ser descrito pelo

seguinte vefor de estado®:

x,(#) .
0] @

O conjunto de todos os vetores de estado factiveis (ou seja, a colegdio de todos os
estados que o sistema pode assumir) é denominado espago de estados, denotado por X.
Dado que as varidveis de estado assumem somente valores reais, entio X c R*. Além
disso, por razdes técnicas, € suposto que X ¢ aberto®.

A evolugdo do sistema econdmico é dada por uma fungdo de transi¢do de estado
(ou fluxo do sistema) ¢: XxJxR? — X . Esta fungdo especifica um vetor de estado para um
dado tempo ¢ € J c R, uma dada condigdo inicial x° = (x, ) =[x, (t,),x, (1) e X e
um dado vefor de parémetros” a € R”.

Com base nas defini¢des prévias um sistema dindmico bidimensional parametrizado

em R" pode ser definido como segue®:

Definigdo 2.1: Um sistema dindmico bidimensional parametrizado em R” é um par (X, g).

Na maioria das aplicagfes a fungdo de transi¢do de estado nfo é conhecida. Na
realidade, o que se tem disponivel é um sistema de EDO's que definem implicitamente a
fun¢do de transi¢do de estado. No caso bidimensional um sistema de EDO's pode ser

genericamente €Xpresso como:

.o . my o 3 (n). ,. _
G,(x,,xz,xl,xl...,x,( Sy Ky ey XY ,t,a)—

(2.2)
(m)

0
B s M. o) =
Gz(xl,xz,)c,,xl...,xl I A ,t,a)—O

¥ No restante deste capitulo a introducdo de conceitos e apresentacdo de teoremas serdo feitas dentro do
cenario dos sistemas dindmicos bidimensionais. Isto traz a vantagem de tornar a exposi¢do mais intuitiva e €
suficiente para os objetivos desta dissertagéo.

** Como neste capitulo a exposigdo se restringird ao espago bidimensional, o termo plano de fases sera
sindnimo do termo geral espago de estados.

¥ Este conjunto de pardmetros sintetiza as caracteristicas estruturais (que permanecem fixas durante o
periodo de analise) do sistema e/ou representa variaveis de politica econdmica.

* Definigdo baseada em Azariadis (1993, p. 6)
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onde X, =dx /dt, % =d’x/d’ ex? =d’x,/d’ com i=12 e j=m,n. O sistema
dindmico definido implicitamente por (2.2) é dito ndo-auténomo, pois 0 tempo entra como
argumento separado nas EDO's. No caso contrario o sistema é denominado auténomo.

Em geral o sistema (2.2) pode ser posto na forma explicita:

(m-1)

S e ). 4.
x](m) =gl(x],xz,xl,xl,...,xl 5 S PO ,t,a)

2.3)

. ss m) - I3 (n-1). 4.
—gz(x,,xz,xl,xl,...,xl( y Xy 2Ky seresXs ,t,a)

No presente trabalho o interesse recai sobre conceitos e teoremas ligados a um caso
particular de (2.3), a saber, sobre os sistema de EDO's autbnomas bidimensionais de

primeira ordem®, o qual pode ser escrito como™:

AAEED w e

Sk SiG,x ;a)}
onde:x=|""fe f(x;)=|"7} V"2 .
[xj Jxa) l:fz(xhxz;a)
Um problema de valor inicial (PVI) é formado quando se acrescenta a (2.4) uma
condigdo inicial x° dada. Resolver um PVI associado a (2.4) significa achar uma funcio

¢:J — X que satisfaga (2.4) e a condigdo inicial x°, para um dado vetor de pardmetros a.

Esta solugdo é denominada solugdo definida ou trajetéria do sistema®'; formalmente®:

* Um sistema dindmico ¢ de primeira ordem se as EDO's que o formam sdo de primeira ordem, ou seja, em
cada EDO a derivada de mais alta ordem é a derivada primeira. O estudo dos sistemas auténomos de
primeira ordem ndo ¢ t3o restritivo quanto parece a primeira vista. Sistemas de EDO's ndo-auténomos podem
ser reduzidos a um sistema de EDO's autdbnomo as custas da introdugdo de mais uma dimensdo do sistema
(para um exemplo consulte Fiedler-Ferrara e Prado, 1994, p. 15). Além disso, EDO's de ordem maior que um
podem também ser reduzidas a um sistema de primeira ordem, como ilustrado nos exemplos contidos neste
capitulo.

¥ O sistema (2.4) pode ser considerado um campo vetorial em R? | Intuitivamente isto significa que a cada
ponto (Xx,,X,) ¢ associado um vetor (f,(x,,X,), f,(x,,%,)) que fornece a diregdo ¢ a velocidade com

que o sistema passara do estado (X,,X,) para o proximo estado.

*' O termo fluxo geralmente se refere a familia de solugdes de um sistema dinamico, ou seja, o conjunto de
solugdes definidas gerado por todas as condigdes iniciais factiveis. Em outras palavras, o dominio da fungdo

de transicdo de estado (fluxo) € o produto cartesiano XXJXxR?, enquanto a solugdo definida €
parametrizada por dados ¢, € J, x® € X e a € R’ e seu dominio é X. Feita esta observagdo, ndo havera
problema na utilizagdo da mesma notagdo ¢5(l‘,x0 , @) tanto para fluxo como para solugdo definida, pois no

primeiro caso x° e & podem ser interpretados como argumentos da fungdo, e no segundo caso como
parametros.
* Defini¢do baseada em Brauer ¢ Nohel (1969, p. 10) e Hirsch e Smale (1974, p. 161)
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Defini¢do 2.2: A solucdo definida de (2.4) ¢ uma fungdo diferencidvel ¢@:J —> X definida em algum
intervalo  JC R tal que para todo teJ, theJ e x'eX:

O | _[fxxs) =[¢,(t0)]_[x,°]
¢(t)—[¢2(’)]—[fz(xlax2;a)] ¢ ¢(t0) B ¢2 (to) - x;’ .
A existéncia e unicidade de uma solugdo definida de um P.VI associado a (2.4) sdao

garantidas supondo que f e€C', ou seja, que as fungdes f, e f, sejam continuas e
possuam derivadas de primeira ordem continuas®. Segue da propriedade de unicidade que,
se uma solugdio definida de (2.4) passa num ponto qualquer x° € X, nenhuma outra
trajetoria pertencente ao fluxo deste sistema pode passar neste ponto. Logo, se um ponto
pertence a uma trajetéria ele nio pertence a qualquer outra trajetéria do sistema e,
consequentemente, as solugdes definidas de um sistema nunca se cruzam™.

Um estado estaciondrio ou solugdo estaciondria de (2.4) € um estado caracterizado
pela seguinte propriedade: se o sistema encontra-se num estado estaciondrio, entdo este fica
perpetuamente neste estado caso ndo seja perturbado por forqas exogenas. Um estado

estacionario pode ser definido precisamente como segue™:

Defini¢do 2.3: (x; ,x;) ¢ um ponto de equilibrio (ponto fixo ou ponto estaciondrio) do sistema (2.4) se

A(xx) = fo(x,x,) =0.

E de grande interesse na atividade de modelagem, tanto nas ciéncias naturais como
em economia, conhecer a reagio de um sistema quando este ¢ deslocado de sua posigdo de
equilibrio. A idéia por trds é estudar o comportamento da trajetéria de um sistema

dindmico ao longo do tempo ap6s este ser perturbado, ou seja, quando este inicia em ¢,

num estado (x,,xJ) # (x, ,x,). Este tipo de estudo é chamado de andlise de estabilidade
(no sentido de Lyapunov) de um estado estaciondrio (ponto de equilibrio) e € bem diferente
da andlise de estabilidade estrutural de um sistema de EDO's, pois na primeira se estd
mantendo inalterado o campo vetorial (EDO's), enquanto na segunda o campo vetorial €

alterado.

*> A prova detalhada desta assergdo pode ser encontrada em Hirsch e Smale (1974, cap. 8).

* Vide Lema 1.1.8 e 1.1.9 em Wiggins (1988, p. 8-9).

> Esta definigdo é encontrada em Azariadis (1993, p. 11), Hale e Kogak (1991, p. 178) ¢ Hirsch ¢ Smale
(1974, p. 180).
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Um ponto de equilibrio (x;,x;) é estdvel (neutralmente estdvel ou estdvel-
Lyapunov) quando trajetérias que iniciam na sua vizinhanga permanecem proximas a este.
Quando as trajetérias ndo se mantém proximas entdo o ponto (x,,x,) € instdvel. Quando as
trajetérias ndo s6 permanecem proximas mas também tendem ao ponto de equilibrio
(x,,x,) este é classificado como assintoticamente estdvel. Os casos de estabilidade de

Liapunov e estabilidade assintética sdo ilustrados na Figura 2.1. Adiante segue as

definig¢des precisas destes conceitos™:

Defini¢fio 2.4: (x; ,x;) ¢ um ponto de equilibrio estdvel (neutralmente estdvel) do sistema (2.4) se para
qualquer €> 0 existe um & >0 tal que "¢(t0,x°,a) - (xlo,xg)n <O implica que

|4, x°,@) = (x;,33)| < & paratodo 1 2 1,

Definicio 2.5: (xl‘ ,x; ) ¢ um ponto de equilibrio instdvel do sistema (2.4) se ndo € estavel.

Definigdo 2.6: (x;,x,) é um ponto de equilibrio assintoticamente estivel do sistema (2.4) se ¢ estavel e

existe um 6>0 tal que H¢(to,x°,a) - (xlo,xg)“ <0 implica que

=0.

ll_i_g:“¢(taxo’a) - (xl.’xz‘)

Xzﬁ

Estabilidade de Lyapunov Estabilidade Assintética

Figura 2.1, Estabilidade de um Ponto de Equillbrio
Fonte: Lorenz (1993, p. 32)

O sistema (2.4) pode ser dividido em dois grandes grupos, a saber: os sistemas

dindmicos lineares e os sistemas dindmicos ndo-lineares. O sistema (2.4) € classificado

* Nas definigdes que seguem ” ” pode ser considerada a norma euclidiana sem perda de generalidade.

Defini¢des encontradas em Azariadis (1993, p. 12), Hale e Kogak (1991, p. 266) e Hirsch ¢ Smale (1974, p.
185).
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como linear se as fungdes f; e f, sdo lineares nas varidveis de estado x; € x,. Se esta
condi¢do ndo ¢ satisfeita, o sistema é chamado de ndo-linear. Em matematica ja existe uma
teoria extensiva e elegante sobre os sistemas dinimicos lineares. Infelizmente o mesmo ndo
ocorre para os sistemas ndo-lineares. No entanto, no caso de sistemas dindmicos ndo-
lineares bidimensionais existem certos teoremas interessantes ¢ com grande poder de
aplica¢io na teoria dos ciclos de negécios. Para fixar os conceitos apresentados até aqui
segue um exemplo classico de sistema dinimico da fisica, mais especificamente da

mecanica cléssica, o chamado oscilador harménico sem amortecimento.

Exemplo 2.1: Na Figura 2.2 encontra-se a representagdo de um sistema mola-massa. Este consiste de um corpo
apoiado em uma haste (fixada em duas paredes) e conectado a duas molas idénticas. No ponto y=0 o sistema
encontra-se numa posigdo de equilibrio, ou seja, as molas ndo estdo esticadas nem comprimidas. Caso o corpo
seja puxado (empurrado) para distante (proximo) de uma das paredes surge uma for¢a restauradora gerada pelas
molas, a qual tende a recolocar o corpo em sua posigdo de equilibrio. Com relagdo a0 SMM sera suposto: (¢) as
molas tem massa despreziveis (mola ideal), (ii) as molas satisfazem a lei de Hooke (mola linear); (iii) o corpo C
sera considerado um ponto material com massa constante m; (iv) ndo existe atrito entre a haste e o corpo C; (v) as
paredes sdo perfeitamente rigidas e o corpo C move-se em uma Unica diregdo (numa linha reta).

Dado as suposigdes acima o estado do SMM é completamente descrito pela distdncia y de onde se encontra
o corpo C com relagdo a posigdo de equilibrio (y=0). Dado (iii), com base na segunda lei de Newton pode-se
escrever:

F=my, (E.L1)

onde F ¢ a forca resultante. Dadas as suposigdes (ii) e (iv) a forga resultante € a forga restauradora da mola, a quai
¢ diretamente proporcional 4 distancia que o corpo C ¢ deslocado de sua posigdo de equilibrio, ou seja:

F=-ky, (E.1.2)

onde % € uma constante real positiva. O sinal negativo significa que y>0 (y<0) as molas aplicardo uma forga no
sentido negativo (positivo) do movimento. Introduzindo-se (E.1.2) em (E.1.1) obtém-se a lei de movimento do
SMM:

y+(k/my=0 (E.1.3)
Esta EDO define um oscilador harménico sem amortecimento (veja Apéndice 2.A). Defina X; =} ¢

X, = . Entdo a equagdo (E.1.3) é equivalente ao seguinte sistema de EDO's auténomo linear de primeira

ordem:
X =x, % [ 0 l}lix }
o | = ! E.1.4
%, = —(k / m)x, [xz] ~(k/m) 0] x, 19

Este sistema mais uma dada condigdo inicial y(f,)=x,(t,) € y(t,) = x,(t,) definem um PVI e,

consequentemente, a equagdo de transi¢do de estado ¢(t,x°, ) do SMM sem fricgdo, onde @ = (k,m).

S S

P RINISINIBININIBIGeS
L8 A A A A A 4 s s widal it ok A A dh g

y

AR

y

Figura 2.2. Sistema Mola-Massa Horizontal
Fonte: Andronov e Khaikin (1966, p. 1)
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2.1.2. Sistemas dinamicos continuos autonomos lineares bidimensionais
com coeficientes constantes

Um sistema de EDQO's auténomo linear homogéneo com coeficientes constantes

pode ser representado genericamente como segue:

X, =a,x +a,x, ‘
1 H* 1242 X a a X,
i ou l:.l:]___l: 11 12}[ l:| (2‘5)
Xy = @y X, + apX, X n dnj*
onde a,,a,,,a,, € a,, S0 constante reais”’.
E bem conhecido que a forma geral das solugdes de (2.5) sdo x,(f)= cle” e

eﬂl

x,(t)=c,e”, onde ¢, e ¢ sdo constantes arbitrarias. Tais solugdes implicam que

% (1) = Ace” e %,(t) = Ac,e”. Logo, (2.5) pode ser escrito como:

[CI}M {an “*2}["1},’” (2.6)
%) an an |6

Dividindo-se ambos os lados por e” e rearrumando os termos chega-se a:

[alé‘;l an EJ[E;}[S] @7

Para que a solugdo de (2.7) seja ndo trivial (¢, = ¢, = 0) a seguinte condigdo deve

ser imposta:

a, -1 ap

a,  ay-A =1 (a, +ay)A+(a,ay —a,a,)=0 (2.8)

A matriz formada pelas constantes em (2.5) é denominada matriz de coeficientes, a
qual pode ser denotada por 4. Logo, detd = a,a,, ~a,a,, € trd =a, +a,,. As raizes

caracteristicas (autovalores) de (2.8) sdo determinados pela férmula:

1rd +(trd) - 4det 4
ApA, = - ,

2.9)

a qual permite inferir que 4,4, =detd e A, + 14, =tr4.
Por (2.9) € possivel afirmar que os autovalores podem ser: nulos ou néo; diferentes

ou iguais; numeros reais ou complexos conjugados. Em cada caso o comportamento



33

assintGtico da trajetéria de (2.5) se comportara de uma maneira especifica®. No Quadro 2.1
encontra-se um resumo dos casos possiveis e sua respectivas denominagdes. A Figura 2.3
apresenta os formatos possiveis do diagrama de fases” para um sistema dindmico continuo
autdnomo bidimensional com coeficientes constantes em fungdo do determinante e do
traco da matriz de coeficientes a partir das relagdes do Quadro 2.1.

Quando um dos autovalores da equagio caracteristica tem a parte real (denotada por
Re) nula, tem-se um caso degenerado. Neste caso o ponto de equilibrio ¢ denominado
eliptico e em caso contrario hiperbdlico. A defini¢io precisa destes conceitos e sua
conexdo com a linearizagio de um de sistema de EDO's ndo-linear serd feita nas subsegdes

2.1.3 e 2.1.4 (vide exemplo 2.6 nesta ultima).

Quadro 2.1. Classificagio dos Pontos de Equilibrio de Sistemas de EDO's
Auténomos Bidimensionais Lineares com Coeficientes Constantes

o —
Autovalores Sinal da Parte Real detd. | A ] (1rd)? - 4dera | -Ponto de | Estabilidade
’ (4,4,) (A, +2,) | - - Equilibrio "
’11 <0e /12 <0 positivo negativo positivo no (hiperbolico) | assintoticamente
estavel
A s A , € R ’1| >0e /12 >0 positivo positivo positivo no (hiperbélico) instavel
¢ A, >0ed, <0 , pasitive, y _
A 22 negativo negativo ou positivo sela instavel
1 2 ou nulo (hiperbélico)
A,<0eld,>0
A s A , € R )1 = /‘lz <0 positivo negativo aulo né improprio ou | assintoticamente.
foco estavel
(hiperbolico)
Al = 12 ﬂ‘ = 31 >0 positivo positivo nulo né im;;;igrio ou instavel
(hiperbolico)
A L€ A ) Re( l,):Re( 12) <0 positivo negativo negativo (hi;:gi::w) assin:;:iécva:eme
complexos iti it i i insta
p Re(4,) = Re(1,)>0 positivo positivo negativo o ::s;;:co) instavel
(conjugados ) "~ positivo nulo negativo centro (eliptico estavel
Re(4,)=Re(4,)=0| " ¢ (clptico)
=0
ou -
2 0 casos degenerados (eliptico)
2 =

Fonte: Azariadis (1993, p. 135); George (1988, p. 97) e Hirsch e Smale (1974, p. 92-97). (Tabela
adaptada pelo autor).

Nota: Na terminologia de Hirsch e Smale (1974, p. 92-97) um ponto de equilibrio pode ser
classificado genericamente como: (i) sorvedouro (sink), se todos os autovalores tém a parte
real negativa [n6 assintoticamente estivel, né impréprio/foco assintoticamente estivel e
espiral assintoticamente estavel]; (i) centro (centre); (iii) fonte (source), se todos os
autovalores tém a parte real positiva [n6 instavel, né improério/foco instavel e espiral instavel
e (iv) sela (saddle), se os autovalores sdo reais com sinais opostos.

f’ Este conjunto de constantes, neste caso especifico, formam o vetor de pardmetros o.

* Uma apresentagdo detalhada do comportamento assintético de (2.5) pode ser encontrada em Hirsch e
Smale (1974, cap. 5), Coddington e Levinson (1955, cap. 15) ou em qualquer livro texto de EDO's.

* O grafico do fluxo de um sistema, ou seja, a imagem das trajetérias no espago de fases com indicagdo da
diregdo de movimento do ponto "representativo” (termo encontrado em Andronov e Khaikin, 1966, p. 4).
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2 -
det (= A\ Ay) (tr)* = 4 det
Sorvedouros Fontes
Centro
Espiral estivel insta
p Espiral instdvel NG instivel

No estavel

Sela

N\

Figura 2.3. Formatos do Diagrama de Fases de Sistemas de EDO's Auténomos
) Bidimensionais Lineares com Coeficientes Constantes
Fonte: Azariadis (1993, p. 135)

Os resultados resumidos no Quadro 2.1 podem ser aplicados diretamente na anélise
de estabilidade de um sistema de EDO's auténomo linear ndo-homogéneo com coeficientes

constantes, ou seja, do sistema:

X=Ax+b : (2.10)
onde % = [).'c‘], A= [a“ a":l , X = {x,} eb= [b‘:l, sendo b, e b, constante reais®.
X, a, a, A b, e
Suponha que existe um ponto de equilibrio x", ou seja, que existe um vetor x  tal
que Ax'+b=0. Defina y=x-x. Logo, considerando (2.10),
X=y=A(y+x")+b=Ay+(dx +b)= Ay. Em suma, as propriedades dindmicas de
(2.10) podem ser estudadas por meio do sistema equivalente y = Ay, o qual depende

também somente da matriz de coeficientes 4. Obviamente, a unica diferenga entre o

O vetor de pardmetros o passa a incluir estas duas constantes além das quatro que aparecem no caso
homogéneo.
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sistema (2.5) e (2.10) sdo seus pontos de equilibrio. No primeiro x =0, enquanto no

segundo x = A7'(-b) = 0.

2.1.3. Sistemas dinamicos continuos autonomos nio-lineares
bidimensionais

Como visto anteriormente, existe uma teoria capaz de mapear todos os possiveis
comportamentos dos sistemas de EDO's lineares bidimensionais com coeficientes
constantes. Isto ¢ vantajoso, pois estes resultados permitem avaliar 0 comportamento na
vizinhanga de certos pontos de equilibrio de sistema dindmicos néo-lineares por intermédio
da técnica de linearizagdo. Em particular, tal técnica é uma pec¢a fundamental na aplicagdo
do TPB na prova de existéncia de um ciclo limite. Nesta se¢@o, além destes assuntos,
apresentar-se-a alguns resultados sobre a estabilidade estrutural de sistema de EDO's

autdbnomos bidimensionais.

2.1.3.1. Analise da estabilidade local de um ponto de equilibrio
hiperbélico: a técnica de lineariza¢ao

Considere o sistema (2.4). Suponha que exista um ponto de equilibrio (x, ,x,) para
tal sistema. Uma aproximagdo linear em torno deste ponto € obtida por uma expansdo em

série de Taylor de primeira ordem:

%(x,—x(>=f1<x.‘,x;)+9—’%<x.—x:>+@(‘ﬂ;—'7’"2)(x2—x;>

d F,(x;,%3) Fox1x0) N
* . * X ,x7 * 2 1> .

?d';(xz_x2)=f2(x1’x2)+—‘2—@:l'-—(x1—xl)’*’_-_gcz—"}“(xz_xz)

Tem-se que d(x,—-x)/dt=% com i=12. Pela definigdo (2.1)
£ ,x,) = £, (x;,x,) = 0. Definindo-se O}if,(xl',x;) = f,(x,x;) com i,j=12 chega-se
j

a.

[3&1:\ _ {fn(’c: 5x;) flz(xl.’x;)}\:xl - x;:l (2.12)

X, le(x;’x;) fzz(x;ax;) xz_x;
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O sistema (2.12) ser4 daqui em diante denominado sucintamente de /inearizagdo do

sistema (2.4). A matriz de derivadas parciais avaliadas num ponto de equilibrio serd
chamada matriz jacobiana da linearizagdo, denotada por Df (x). Um ponto de equilibrio

hiperbodlico de (2.4) é definido a partir da matriz jacobiana da linearizaco, a saber*':

Defini¢do 2.7: (x; ,x;) ¢ um ponto de equilibrio hiperbdlico (ou ndo-degenerado) do sistema (2.4) se para
os autovalores A, e 4, de Df (x")tem-se que Re(1,) #0 e Re(4,) # 0. Um ponto
de equilibrio é ndo-hiperbdlico (eliptico ou degenerado) se Re(4,) =0 ou Re(4,) =0.

Quando os sistemas (2.11) e (2.4) possuem dinidmicas com propriedades
qualitativas semelhantes, diz-se que existe uma equivaléncia topolégica (equivaléncia de

Sluxos) entre eles; formalmente®:

Definigdo 2.8: Suponha que em (24) f € C'. Seja x = g(x) um sistema de EDO's bidimensional

definido em um conjunto aberto U < R? com geC ! Este sistema e o sistema (2.4) sdo

topologicamente equivalentes se existe um homeomorfismo #: X — U que mapeia 6rbitas
3

de f'em 6rbitas de g preservando o sentido da diregdo no tempo, ou seja, suas orientagdes®.

A técnica de linearizar um sistema dindmico qualquer na vizinhanga de um ponto é
freqiientemente utilizada pelos economistas que trabalham com modelos econdmicos
dindmicos. Entretanto, tal técnica s6 pode ser utilizada quando o fluxo de (2.4) é
topologicamente equivalente ao fluxo de (2.11). O teorema a seguir estabelece a condigdo

na qual esta equivaléncia ocorre*:

Teorema 2.1: (Hartman-Grobman) Suponha que o sistema (2.4) tem um ponto de equilibrio (x; ,x;)

hiperbélico. Entdo, ma vizinhanga V((x;,x;),)) de (X,,X,) o sistema (2.4) é
topologicamente equivalente a sua linearizagdo dada por (2.11).
Prova: Hartman (1964, p. 244) teorema 7.1. Enunciado sem prova em Azariadis (1993, p. 59)

teorema 6.1 e Hale e Kogak (1991, p. 301) teorema 9.35.

*! Defini¢do encontrada em Hale e Kogak (1991, p. 301) e Hirsch ¢ Smale (1974, p. 187).
* Definigio encontrada em Azariadis (1993, p. 53) e Hale e Kogak (1991, p. 301).
* Defini¢do: Se M e N sio espagos métricos uma fungdo : M — N é chamada um homeomorfismo se, e

somente se, i é bijetora e we sua inversay ™' sdo continuas.
¥Uma  vizinhanga de (x,. ,x; ) ¢é formalmente uma bola aberta, definida como
: 2 . ~ . .
V({(x),%),6) = {(x,,x,) € X: d((x;,x;),(x,,x,)) <&}, onde d() é uma distincia, definida

numa métrica de referéncia (uma fungdo que define a distancia entre dois pontos de um espago), e £ uma
constante real estritamente positiva.
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Do ponto de vista da anézlise econdmica, a técnica de linearizagdo tem que ser
utilizada com cautela para ndo acarretar em conclusdes precipitadas, mesmo que o ponto de
equilibrio seja hiperbolico. Segundo Blatt (1983, p.152): se um sistema mostra
instabilidade local em torno de uma trajetéria de equilibrio, entdo este sistema ndo pode
ser descrito adequadamente por qualquer aproximagdo linear para o sistema de equagdes
[Tradugdo do autor]. |

O que Blatt esta querendo colocar em evidéncia € a possibilidade de um construtor
de modelos descartar um determinado modelo com base no argumento de que este ndo ¢
realista porque apresenta instabilidade local. Este argumento ndo € valido, por exemplo,
para os modelos que serdo aqui resenhados, ja que a instabilidade local do ponto de
equilibrio ¢ uma condi¢dio necessédria para a existéncia de um comportamento ciclico
endégeno das variaveis de estado. A seguir apresentam-se dois exemplos de um sistema de
EDO's bidimensional onde a anélise da estabilidade somente com base na linearizagio ndo

¢ satisfatoria.

Exemplo 2.2: Considere o sistema de EDO's ndo-lineares?3:

) 2 2
X =x, +x(a,-x; —x;) = f,(x,,x,;x

1 2 +x(ay 12 2)2 fiGxx0) (E.2.1)
X, ==x, + X, (@, —x; —x,) = f,(x,,%,;2)

Note que o vetor de parimetros & tem somente um componente, isto é, ¢, . Suponha que &; > 0.0

Gnico ponto de equilibrio de (E.2.1) é (x]. ,x; ) = (0,0) . A matriz jacobiana da linearizagdo deste sistema
em torno deste ponto de equilibrio € dada por:

- Df (0,0)=[f‘i ;1] (E2.2)

Tem-se det Df (0,0) =’ +1> 0, rDf(0,0) = 2a, > 0¢ [trDf (0,0) — 4det DF (0,0) = 4.
Logo, o ponto de equilibrio é hiperbolico. Com base no Quadro 2.1 infere-se que na vizinhanga do ponto de
equilibrio (0,0) o sistema original comporta-se como um espiral instdvel. Portanto, qualquer solugdo que inicie
num ponto préximo a origem ndo convergira para esta, mas, ao contrario, se afastard num movimento em
espiral. Dessa forma, o sistema (E.2.1) é localmente instdvel.

Como (0,0) ¢ o unico ponto de equilibrio poder-se-ia pensar entdo que o sistema (E.2.1) explodiria, ou

seja, que X, e X, tenderiam para o infinito quando f —» o0 . Entretanto, devido a natureza néo-linear deste

sistema, esta conclusdo ndo ¢ verdadeira. O diagrama de fases completo do sistema (E.2.1) pode ser construido
como segue. Em primeiro lugar, converte-se o sistema (E.2.1), expresso em coordenadas cartesianas, para

coordenadas polares. Seja r o comprimento do vetor definido pelo ponto ()Cl ,xz) ¢ & o dngulo formado por
este vetor e o eixo das abcissas. E conhecido que:
x, = rcosf e x, = rsené (E.2.3)

Multiplicando a primeira equagdo do sistema (E.2.1) por X, € a segunda por X, e somando-as:

X%+ X0 = () +x5) = (%] +x7) (E.2.4)

BEm Boyce e Di Prima (1994, p. 378), Beltrami (1987, p. 62) e Hale ¢ Kogak (1991, p. 192) ¢ encontrado a analise do
caso especial @ = 1. Em Hale ¢ Kogak (1991, p. 208) encontra-se a analise do caso geral acima.



38

. - 2 2 . . .
Por intermédio de (E.2.4), considerando que r= X, X, e I =XX + XX, pode-se obter a
equagdo para r:

F=r(a, _,.2) (E2.5)
De forma similar deriva-se a equagdo para 6. Multiplicando a primeira equagio do sistema (E.2.1) por X,
¢ a segunda por X, e subtraindo-as,
: Y 2
X,X, — X% =X + X (E.2.6)
Computando as derivadas x" € J'cz com base nas equagdes (E.2.3) e substituindo em (E.2.6),
considerando (E.2.3) ¢ lembrando que rt= xl2 + JC22 , obtém-se:
x,[Fcos@ - r(sen§)8] - x,[Fsenf - r(cosB)f) = x? + x2 < —r’0=r’ © §=-1 €27
O sistema formado pelas equagdes (E.2.5) e (E.2.7) ¢ equivalente ao sistema (E.2.1), com solugdo geral46:
r= \/;1 /(l + ce‘z"") e@=—t+k (E2.8)

onde ¢ e k sdo constantes arbitririas . Dessa forma, a solu¢do definida que satisfaz as condigdes iniciais

h = 7‘(0) € 90 = 0(0) ¢ dada por:
r= \/al/{l +[(a, /r})- l]e'z""} e@=-t+06, (E2.9)

Conforme representado no diagrama de fases na Figura 2.6 (c), se 0 < 1 < ,/O.’ | oury > ,/a ,

entdo ¥ —> ,/a ; Qquando f—>00. Caso Iy = 1[0!‘ o ponto representativo permanecerd no circulo de

raio \/ | com centro no ponto de equilibrio de (E.2.1).

O exemplo 2.2 coloca em destaque uma das duas limitagdes da técnica de
linearizagdo, a saber, o cardter local de seus resultados. Como demonstrado, o sistema
(E.2.1) € localmente instdvel. Todavia, ndo é possivel extrapolar esta conclusdo para o
comportamento global deste sistema. De fato, o sistema (E.2.1) é globalmente estdvel, ou
seja, suas trajetdrias convergem assintoticamente para um movimento ciclico, isto é, para o
circulo de raio um com origem no ponto (0,0). Este circulo ¢ um exemplo tipico de um
ciclo limite. Nas palavras de Boyce (1994, p. 379): ..uma trajetéria fechada [na
nomenclatura que se adotara adiante, uma orbita fechada] no plano de fase, tal que outras
trajetorias ndo-fechadas espiralam para ela, sejam vindas de dentro, sejam vindas de fora,
quando t— oo ... . Na proxima subse¢do € realizada uma exposi¢do mais precisa deste
conceito.

O exemplo 2.3 a seguir ilustra a outra limita¢do da técnica de linearizagdo, a saber,
a de que suas conclusGes sobre a estabilidade local de um ponto de equilibrio ndo-

hiperbdlico ndo sdo validas.

** A solugdo geral do sistema formado pelas EDO's (E.2.5) € (E.2.7) pode ser obtida pela resolugio em
separado de cada uma destas, ja que este sistema é desacoplado. A soluggio de (E.2.7) é trivial. Entretanto, a
solugdo de (E.2.5) oferece uma maior resisténcia sendo obtida com auxilio do chamado "método das fragdes
parciais" (consulte Lang, 1977, p. 236).
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Exemplo 2.3: Substituindo-se a suposigdo, relativa ao sistema (E.2.1), de que @, > 0 pela premissa de que

* *
a, = 0, infere-se que o Unico ponto de equilibrio de (E.21) continua sendo (x‘ ,xz) = (0,0) . Entretanto,
- a matriz jacobiana da linearizacdo deste sistema em torno deste ponto de equilibrio passa a ser dada por:

Df (0,0) = [_01 (1)} ' (E3.1)

Tem-se det Df(0,0) =1, &Df(0,0) =0 ¢ [trDf(0,0)]* - 4det Df(0,0) = -4 . Com
base no Quadro 2.1 infere-se que na vizinhanga do ponto de equilibrio (0,0) o sistema original comporta-se
como um centro. Todavia, esta conclusdo ndo € robusta, pois o ponto de equilibrio ndo ¢ hiperboélico, ou seja, €
um ponto eliptico (degenerado).

A inferéncia ndo vélida da linearizagdo pode ser demonstrada como segue. Substituindo o valor @ = 0
na EDO (E.2.5) do exemplo 2.2 obtém-se o sistema expresso em coordenadas polares equivalente ao sistema
(E.2.1)quando @ = 0:

F=-r

6=-1

Sua solugao geral é:
r=1Je+2t ¢ 9=—t+k (E3.3)

onde c e k sdo constantes arbitrarias . Dessa forma, a solugdo definida que satisfaz as condigdes iniciais

r,=r(0) e 8, =6(0) ¢

r=1/\JA/r)+2t c 0=+, E34)

Conforme representado no diagrama de fases na Figura 2.6 (b) para qualquer 1, # 0 tem-se que r > 0

(E32)

quando [ —> o0 . Em outras palavras, o ponto representativo converge assintoticamente para o ponto de

equilibrio e, portanto, ndo realiza uma érbita circular em torno deste como inferido pela aplicagdo da técnica de
linearizagdo.

De fato, a ndo-hiperbolicidade de um ponto de equilibrio estd relacionada a
presenca de bifurcagdes, que sdo, grosso modo, mudangas na quantidade de pontos de
equilibrio e/ou mudangas nas caracteristicas qualitativas do diagrama de fases de um

sistema quando ocorre uma perturbagio em pelo menos um pardmetro deste'’. Maiores

detalhes sobre a estabilidade estrutural de um sistema dindmico serdo dados na segdo 2.3.

2.1.3.2. Trajetorias periédicas e orbitas fechadas no plano de fases: a
existéncia de um ciclo limite

As trajetorias (solugdes definidas) sdo denominadas periddicas quando o sistema

passa pelo mesmo estado em intervalos de tempo regulares, ou seja*®:

Definigao 2.9: Uma trajetéria ¢(f,x°, @) de (2.4) é periddica se ¢(f,x°, @) néo é constante (isto ¢, ndo

¢ uma trajetoria periédica trivial) e existe um 7>0 tal que @¢(t + T, x°, ) = ¢(¢,x°, @)

“7 Exposi¢des sobre o assunto podem ser encontradas em Azariadis (1993, p. 140), Hale e Kogak (1991) e
Lorenz (1993, cap. 3).

* Defini¢do encontrada em Azariadis (1993, p. 136) e Hale e Kogak (1991, p. 179).
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para todo f € J < R. O menor 70 tal que $(f+7T,x°, )= #(t,x°,a) para todo
t €J R chama-se o periodo da trajetéria #(,x°, ).

A imagem da fungdo ¢(¢,x°,a), ou seja, o desenho tragado pela trajetoria no plano
de fases ¢ denominada drbita que passa pelo ponto x°. Por sua vez, o desenho tragado pela

trajetoria ¢(t,x°, ) no plano de fases quando o tempo flui no sentido crescente a partir de

uma dado ¢, é chamado semi-drbita positiva; formalmente®:

Definicdo 2.10: Uma drbita passando pelo ponto x° & o conjunto y(x°) = {p(t,x°,a):t € Jc R}.

iy - A . 0 . .
Uma semi-drbita positiva ( ou dJrbita positiva) passando por X € o conjunto

yr(x*)={g(t,x’,a):teJc Rer21,}.

Quando uma trajetéria desenha uma curva fechada simples™ no plano de fases dé-se

um nome especial a esta Orbita, a saber, drbita fechada ou ciclo, mais precisamente:

Definigo 2.11: Quando a 6rbita ¥(x°) = {¢(t,x°,a):t € J < R} ¢ homeomorfa a um circulo unitario

S' = {(x,,x,) € R?/x} +x? = 1} do plano euclidiano esta é chamada drbita fechada
(ciclo), ou seja, uma orbita fechada é uma curva fechada simples ou curva de Jordan.

seguinte lema fornece uma conexdo importante entre frajetérias periddicas e orbitas

fechadas em sistemas dindmicos auténomos:

Lema 2.1: Uma 6rbita periddica do sistema (2.4) corresponde a uma 6rbita fechada no plano de fases e uma
érbita fechada corresponde a uma trajetéria periodica.
Prova: Verhulst (1996, p. 14).

Um ciclo limite de (2.4) é um tipo especial de trajetéria periddica, a saber, aquela
que gera uma orbita fechada no plano de fases para onde converge o fluxo (conjunto de
solugdes definidas) de (2.4). Com a defini¢do (2.11) o termo ciclo ja esta precisamente

definido, resta agora tornar preciso o termo limite, 0 qual obviamente estd diretamente

* Definigdo fundamentada em Hale e Kogak (1991, p. 178).
* O conceito de curva fechada simples ou curva de Jordan é um conceito de Topologia, o qual ¢ definido
com base no conceito de homeomorfismo como segue (Domingues, 1982, p. 107):
Defini¢ao: Todo espago homeomorfo ao circulo unitério S' = {(x, ) X,) € R2:x! +x; =1} do
plano euclidiano chama-se uma curva fechada simples ou curva de Jordan.
Para os leitores interessados em maiores detalhes sobre este conceito recomenda-se Newman (1939).
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relacionado a idéia de convergéncia. A definigdo de ciclo limite pode ser construida a partir

das seguintes defini¢des®": .

i
- LYo " s 0 , I
Definiggo 2.12: Um ponto (X,,X,) € X & um ponto limite-»» da 6rbita y(x" ) se existe uma seqiiéncia

‘crescente  f, tal ique limg@(¢,,x°,@) =(x,,x,). Analogamente, um ponto
1o

(x,,x,) €X ¢ um ponto limite-a se existe uma sequéncia decrescente f, tal que

’lirzlw¢(t,,,x°,a) =(x,,%,).

Defini¢do 2.13: O conjunto de todos os pontos limite-w (pontos limite-a) é denominado conjunto limite-o
@ (x°) (conjunto limite-a t(x")) de y(x°). O termo conjunto limite sera utilizado

tanto para @(x°) como para a(x°).

O exemplo mais simples de um conjunto limite ¢ um ponto de equilibrio
assintoticamente estavel. Um ciclo limite também ¢é um conjunto limite, mais

precisamente®”:

Definigdo 2.14: Um ciclo limite de (2.4) é uma 6rbita fechada I' tal que I’  @(x°) ou I < a(x") para

algum x~ ¢I". No primeiro caso I' é chamada um ciclo limite-w e no segundo um ciclo
limite-a.

Um ciclo limite €, portanto, uma Jrbita fechada no plano de fases que é um
conjunto limite. No presente trabalho o conceito obviamente relevante € o de ciclo limite-
®, 0 qual sera daqui para frente chamado resumidamente de ciclo limite. Existe uma forma

alternativa de definir um ciclo limite, a saber™:

*! Definigdo encontrada em Azariadis (1993, p. 104), Hale e Kogak (1991, p. 183) e Hirsch e Smale (1974, p.
198). :

%2 Definigdo encontrada em Hirsch e Smale (1974, p. 250).

* Por tras da definigdo 2.14.a est4 o teorema da curva de Jordan. Para enunciar este teorema ¢ necessario
definir o que ¢ um conjunto conexo. Com base em Debreu (1959, p. 15), Domingues (1982, p. 133) e
Lipschutz (1965, p. 180), pode-se adotar a seguinte definigdo de um conjunto conexo:

Defini¢fio: Um conjunto 4 < R2 ¢ conexo se ndo existem dois subconjuntos abertos ndo-vazios B e C de

Ataisque BANC=T e BUC=4.

O teorema da curva de Jordan pode ser enunciado como segue:

Teorema: Uma curva fechada em R> que ndo se intersecciona separa R? em dois componentes (regides)
conexos, um limitado, chamado interior da curva, ¢ o outro ilimitado, chamado o exterior da
curva. .
Prova: Newman (1939, p. 104) teoréma 9.2 e Lefschetz (1949, p. 61) teoremas 9.1 € 9.2.
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. . . 2
Defini¢do 2.14.a: Uma 6rbita fechada I" de (2.4) € um ciclo limite se existem dois pontos em Xc R ,um
no interior de I e outro no exterior, tal que os conjuntos limite-a ¢ limite-w das semi-

érbitas passando por estes dois pontos sdo a érbita fechada I'.

No exemplo 2.2 a érbita T’ = {(x,,x,) € X/ x? +x; = 1} é um conjunto limite, pois

toda 6rbita que inicie em x° # (0,0) converge para . Além disso, I é obviamente uma
6rbita fechada. Logo, I' é uma 6rbita fechada, que é um conjunto limite , isto €, ' € um
ciclo limite. Neste caso especifico a existéncia de um ciclo limite foi estabelecida por
calculos diretos, todavia na maioria dos casos isto nfio é possivel. Felizmente, existem
teoremas que estabelecem critérios para a avaliagdo da existéncia de ciclos limites em
sistemas de EDO's aut6nomo§ bidimensionais sem a necessidade de se ter solugdes
explicitas destes. O pilar deste conjunto de teoremas é o chamado Teorema de Poincaré-
Bendixson, o qual ja4 ha muito tempo € popular em mecénica e eletrodinimica, mas s6
recentemente tornou-se atrativcg para os teéricos dos ciclos de negécios™. Antes de
enunciar 0 TPB ¢ esclarecedor enunciar um outro teorema que mostra 0s possiveis

conjuntos limites do sistema (2.4).
|

Teorema 2.2. Suponha que o sistema ](2.4) tenha um numero finito de pontos de equilibrio. Se }'(xo) é
limitada, entdo uma das 'seguintes alternativas € verdadeira: (i) a)(xo) ¢ um unico ponto de
equilibrio  x asintoticamente estavel; (i) @(x°) ¢é uma orbita fechada T e
i (x) =)= F; ou 7*(x°) espirala em diregdo a I' quando f — o0 ; (iii) o(x”)
consiste de pontos de equilibrio e 6rbitas cujos conjuntos limite-c e limite-w s3o pontos de
equilibrio (chamado saddle loop, vide Figura 2.4).

Prova: Enunciado sem prova em Azariadis (1993, p. 137) teorema A.16 e Hale e Kogak (1991, p. 366)

teorema 12.1.

Este teorema ¢ uma obviedade geométrica, porém uma assergdo dificil de ser provada. A definigo 2.14.a é
encontrada em Aczariadis (1993, p. 136) e Hale e Kogak (1991, p. 366).
** Gabisch e Lorenz (1989, p. 136) afirmam que uma dos primeiros estudos a utilizar-se do TPB na teoria dos
ciclos de negécios foi o de Rose (1967), 6 qual sera resenhado no capitulo quatro.
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Figura 2.4. Um Saddle Loop num Sistema de EDO's Bidimensional Autonomo
Fonte: Lorenz (1993, p. 39)

A prova do teorema 2.1 depende fundamentalmente do teorema da curva de Jordan,
como destacam Azariadis (1993, p. 140), Hirsch e Smale (1974, p. 254) e Hale e Kogak
(1991, p. 366). O TPB, o qual clestabelece condi¢des suficientes para a existéncia de um
ciclo limite no sistema (2.4), é um resultado natural derivado do teorema 2.1. Se uma Orbita
limitada tem um conjunto limité que ndo possui qualquer ponto de equilibrio, entdo os
casos (i) e (iii) sdo descartados. ngo, o conjunto limite da referida 6rbita € um ciclo limite.

O TPB pode ser enunciado como segue:

|
Teorema 2.3: (Teorema Poincaré-Bendixson) Suponha que em (2.4) f €C'. Se o conjunto limite @(x°)
de (2.4) ¢ limitado, fechado, ndo-vazio e ndo contém qualquer ponto de equilibrio, entio

@(x°) é uma érbita fechada.
Prova: Hirsch e Smale (1974, p. 248), teorema nfo numerado. Enunciado sem prova em Azariadis

(1993, p. 137) teorema A.16 e Hale e Kogak (1991, p. 367) teorema 12.5.

Existe uma versdo "mais fraca" (Beltrami, 1987, p. 144), ou em outras palavras, um
corolario mais "utilizavel" (Azariadis, 1993, p. 137) deste teorema. Entretanto, para
enuncia-lo € necesséario o conceito de conjunto positivamente invariante, o qual é uma
regido do plano de fases na qual uma trajetoria ao entrar permanece nela. A definigo

precisa deste conceito € o coroldrio do Teorema 2.1 seguem®”:

* Definigdo encontrada em Azariadis (1993, p. 106), Hale e Kogak (1991, p. 287) e Hirsch e Smale (1974, p.
198)
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Defini¢do 2.15: Um conjunto Qc X C R2 ¢ positivamente invariante se x’ €Q, entio
#(t,x°, ) eQparatodo teJcRet2t, e JR.
j

Corolario 2.1: Suponha que em (24) f €C'. Seja QC X um conjunto positivamente invariante,
: I * * . - -
limitado e fechado. Suponha que ndo existe (x,; ,x,) €. Seja ¥~ (x°) uma semi-6rbita
positiva tal que x° € Q. Entio y*(x°) ¢ um ciclo limite ou espirala em diregdo a um

ciclo limite @(x") qhando t—> .
Prova: Azariadis (1993, p. 137) corolério do teorema A.16.

Uma 6rbita fechada de (2.4) sempre circunda (enclose) um ponto de equilibrio®.

Dessa forma, se Q contém um ciclo limite, o qual é uma 6rbita fechada, entdo este deve

circundar um ponto (x,,x,). Todavia, ndo existe (x;,x,)e€Q. Portanto, Q deve ter um
"furo". Um caso tipico (Figura 2.5), no qual se enquadram todos os modelos baseados no
TPB que serfio aqui resenhados, surge quando é possivel se encontrar um conjunto U < X

positivamente invariante que contém um unico ponto de equilibrio localmente instavel. Se
for removida uma vizinhanga V((x,’ ,X,),€)) deste ponto (na qual a linearizagdo funciona),

aregido que sobra Q=U - V((JTI ,X,),€) contém um ciclo limite, devido ao corolério 2.1.

f 2= U=V(x" &)

i
1

I
Figura 2.5. Caso Tipico de Aplicacdo do TPB
Fonte: Azariadis (1993, p. 138)

Com base no Corolario 2.1, e com o0 "caso tipico" em mente, torna-se possivel
estabelecer um programa de aplicagio do TPB que serd muito util na apresentagio dos
modelos (vide Quadro 2.2). Tal programa considerara dois caso: no primeiro (caso a) é
suposto que as formas especificas das fungbes f, e f, de (2.4) sdo conhecidas a priori, no
segundo (caso b) poucas proprie‘dades das fungdes f, e f, sdo estabelecidas a priori. O

sistema (E.2.1) do exemplo 2.2 enquadra-se no caso a, por sua vez os modelos que serdo

* A prova desta assercio pode ser encontrada em Hirsch e Smale (1974, p. 252) teorema 2.
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aqui resenhados enquadram-se no caso b. Com este programa em mente, a sistemdtica de
apresentagio do terceiro ao sétimo capitulo ficara clara, pois nos artigos originais as provas
de existéncia seguiram esta sequéncia. No exemplo que precede o Quadro 2.2, € ilustrada a

aplicagdo do programa no sistema (E.2.1) do exemplo 2.2.

Exemplo 2.4: Considere o sistema (E.2.1) do exemplo 2.2. Foi demonstrado que (0,0) € o tinico ponto de
equilibrio do sistema € que este é localmente instavel. Portanto, pelo TPB falta apenas construir o conjunto Q.
Tome-se, por exemplo, a regido no plano de fases definida por 0,5< r < 2, a qual ndo contém o ponto (0,0)

mas o circunda. Se ¥ = 0,5, entio F > 0, ou seja, r aumenta, afastando-se da fronteira interna. Ja se =2,
entio ¥ <0, ou seja, r decresce, afastando-se da fronteira externa. Logo, qualquer semi-orbita positiva

0
7T (x") com x° e {(xl,xz)_e X:05< x> +x2 < 2} deve manter-se nela.

Geralmente, a construgdo do conjunto Q constitui-se no principal empecilho a
aplicagdo do TPB. Outro ponto que deve ser destacado ¢ a impossibilidade de extensdo

deste teorema para sistemas com trés ou mais EDO's.

Quadro 2.2. Programa de Aplicagio do TPB

1°. Existéncia de um ponto de equillbrio:

Caso a: calculo do (s) ponto (s) de equilibrio.

Caso b: avaliagfo da (s) condigdo (8es) de existéncia de um ponto de equilibrio, ou seja, a (s) restrigdo
(Ges) minima () que deve (m) ser imposta (s) sobre f, e f, para garantir a existéncia de um
ponto de equilibrio.

2°. Unicidade do ponto de equilibrio: '

Caso a: verificada diretamente no primeiro passo.

Caso b: para que anélise seja global deve-se encontrar a (s) restri¢do (5es) sobre £ | € f , que garanta
(m) a unicidade do ponto de equilibrio.

3°. Andlise de estabilidade local do poﬁto de equillbrio:

Caso a: obtengdo da matriz jacobiana da linearizagdo Df (x) (avaliada em cada ponto de equilibrio)

e, consequentemente, de det Df (x°), trDf (x') e [trDf (x*)]* - 4 det Df (x "), que sdo
as informagGes suficientes para a determinagdo do comportamento assintético do fluxo do
sistema.

Caso b: Construgdo de uma linearizag3o em torno do ponto de equilibrio e avaliagdo das condigBes
suficientes, com base na matriz jacobiana Df (x ") , para que este seja localmente instavel e ndo

seja um ponto de sela.
4°, Construgdo do conjunto Q:
Caso a/b: construgdo de um conjunto Q no plano de fases que n3o contenha o ponto de equilibrio (apesar

de o circundar) e tal que, em sua fronteira ¢X2, as érbitas que a cortam apontem para o interior
de Q.

Existe outro teorema que se mostrara util quando da exclusdo de possibilidades de
existéncia de ciclos limites num sistema dindmico ndo-linear bidimensional. Tal teorema

sera utilizado no capitulo trés e pode ser enunciado como segue:
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Teorema 2.4: (Critério de Bendixson) Suponha que o sistema (2.4) tenha feC ' num subconjunto aberto

simplesmente conexo D X < R*. Se f,,(x;,X,) + f5,(%,,X,) tiver o mesmo sinal

para todo ponto (X,,%,) € D e ndo for indenticamente nula, entdo (2.4) ndo terd qualquer

orbita periodica situada inteiramente em D.

Prova: Hale e Kogak (1991, p. 373) teorema 12.8.

Para finalizar esta apresentagfio sobre ciclos limites cabe resumir as caracteristicas
tipicas dos ciclos limites levantadas por Blatt (1983, cap. 8), sendo elas: (i) o
estabelecimento de um ciclo limite, ou seja, a aproximagdo do movimento a um padrdo
ciclico pode ocorrer mesmo que o sistema parta de condi¢des iniciais diferentes; (i) um
ciclo limite é um movimento estdvel (i.e., mantém um padrdo que ndo se degenera), mas
ndo um ponto estgvel; (iif) o movimento ¢ fixo em escala, a qual tem que ser consistente
com as equa¢des de movimento do sistema; (iv) o movimento € assimétrico no tempo; (v)
um ciclo limite requer energia externa ao sistema para manter-se operando; (vi) a
ocorréncia de estabilidade local ndo pode ser usada como argumento contra a existéncia de
um ciclo limite. Como visto no primeiro capitulo deste trabalho, algumas destas
caracteristicas estdo presentes nas séries de tempo das principais varidveis
macroecondmicas durante os ciclos de negécios; o conceito de ciclo limite € por
conseguinte atraente para alguns pesquisadores ligados a teoria dos ciclos de negécios.

Apesar da existéncia de um resultado de peso sobre a existéncia de ciclos limites
em sistemas de EDO's bidimensionais como o TPB, ndo existe teoremas tdo fortes com
respeito ao nimero de ciclos limites no conjunto Q, como salientam Hale e Kogak (1991,

p. 365):

Depois de pontos de equilibrio, as mais interessantes solugdes de equagies
diferenciais planares sdo .Orbitas periédicas. De fato, vimos no capitulo
anterior o nascimento de orbitas periédicas quando um ponto de equilibrio
ndo-hiperbdlico suporta uma bifurca¢do de Poincaré-Andronov-Hopf [veja a
sequéncia de exemplos 2.2, 2.3 € 2.4 do presente trabalho]. Orbitas periédicas
podem também estar distantes dos pontos de equilibrio. A detec¢do de tais
orbitas é muito dificil. Em 1890, como parte do problema dezesseis de sua
famosa lista, Hilbert colocou a seguinte questdo: Qual é o nimero de drbitas
periddicas (isoladas) de um sistema polinomial de equagdes diferenciais no
plano? O problema permanece ndo resolvido mesmo para o caso onde os
componentes do campo vetorial planar sdo polinomiais quadraticas. Nossa
incapacidade de resolver este problema bdsico exemplifica, de uma forma
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notdvel, o escopo limitado de nosso conhecimento de drbitas periodicas.
[Tradugdo do autor]

Na conclusio deste mesmo capitulo Hale e Kogak (1991, p. 388) reforcam o seu

comentario anterior:

O décimo sexto problema de Hilbert tem uma historia fascinante e permanece
como uma das poucas questdes ndo respondidas de sua lista. Curiosamente, 0
numero dezesseis estd ausente na cole¢do de Browder (1976) sobre o
progresso dos problemas de Hilbert. O primeiro resultado importante sobre o
décimo sexto problema foi 0 "teorema" de Dulac (1923) sustentando a finitude
do numero total de ciclos limites de um campo vetorial planar polinomial
geral. Posteriormente, uma lacuna em sua "prova” foi descoberta; vindo a ser
ndo retificdvel. Recentemente, o teorema de Dulac tem sido provado por
Bamon (1987) para polinomiais quadrdticas, com contribui¢bes importantes
de Il'vaschenko. Para polinomiais gerais, existem anuncios do teorema de
Dulac em Ecalle et al. (1987) e em Il'yaschenko (1990). Um limite para o
numero de ciclos limites, todavia, parece ainda estar distante, mesmo para
polinomiais quadraticas. [Traduggo do autor]

Estes comentérios de autoridades no assunto sdo suficientes para justificar o escopo
limitado da maioria dos modelos que serdo aqui resenhados. Com excegdo da versdo de
Chang ¢ Smyth (1971) do modelo de Kaldor e do modelo de Rose (1967), os demais
modelos aqui' resenhados somente trataram da prova de existéncia de um ciclo limite sem

se referirem ao numero de érbitas periddicas atratoras.
2.1.4. Estabilidade Estrutural: a permanéncia de uma drbita fechada

A estabilidade estrutural de um sistema diz respeito a capacidade deste de manter

as "caracteristicas qualitativas" de sua dindmica quando se realizam "perturbagdes" nas
|

formas das EDQO's que o define. Portanto, a andlise de estabilidade estrutural de um
sistema busca avaliar a robustez (robustness ou coarseness) do diagrama de fases deste
frente a perturbagdes no campo vetorial que o define. Para ilustrar tais nogdes segue dois
exemplos. No primeiro apresenta-se um sistema fisico que ndo ¢ estruturalmente estavel, a
saber, o de um oscilador harménico sem amortecimento (sem fric¢do), o qual em termos
matematicos ¢ um sistema de EDO's bidimensional autondmo linear. O segundo ¢ uma
continua¢do da analise do sistema (E.2.1) contida nos exemplos 2.2 e 2.3. Esta sequéncia

ilustra a instabilidade estrutural em um sistema de EDO's ndo-linear.



48

!

Exemplo 2.5: A equagdo do oscilador harménico (sem amortecimento) ¢ estruturalmente instavel. Isto pode ser
demonstrado como segue. Com base na matriz de coeficientes do sistema (E.1.4) infere-se que

detd=k/m>0, rd=0 ¢ (trA)z —4det A =—-4k/m<0. Logo, a partir do Quadro 2.1,

conclui-se que (x l. . x;) = (0,0) ¢'um centro e, portanto, neutralmente estdvel. Entretanto, se for considerada
a existéncia de uma forga de fricgdo (positiva ou negativa)>7 sobre o corpo C, o diagrama de fases do sistema
mola-massa altera-se. Suponha que exista uma for¢a de friccdo que seja proporcional a velocidade, ou seja, w,
sendo ¥ uma constante real diferente de zero. A forca resultante agora ¢ a soma da forga restauradora e da forga
de fric¢do:

- F=—(p+ky) ' (E5.1)
I[ntroduzindo (E.5.1) em (E.1.1) obtém-se:
y+@y/my+(kimy=0 (E5.2)

Esta EDO define um oscilador harménico com fric¢do (negativa ou positiva). Faga X; = Y e X; = ).
Entéo a equagdo (E.5.2) é equivalente &

X, =X, X, _ 0 1 [xl] :
)'c2=—(k/m)x,—(}//m)x2<:>[xz] [—k/m ‘V/m:l X, E33)

A partir da matriz de coeficientes de (E.5.3) infere-se que detd=k/m>0, trd=-y /m e
(trA)2 —4detd = (}’2 - 4km)/mz . Com base no Quadro 2.1 conclui-se que (x; ,x;) =(0,0) nao ¢

mais um centro, podendo ser um sorvedouro (um né, um foco ou um espiral assintoticamente estdvel) se Y < 0

ou uma fonte (um nd, um foco ou um espiral instdvel) se ¥ > 0. Portanto, a mudanga da segunda EDO do
sistema (E.1.3) altera profundamente o diagrama de fases deste.

O sistema (E.5.3) pode ser visto como parametrizado pelo pardmetro y, ou seja , usando a notagdo vetorial
de (2.4) e (2.10) este pode ser expresso genericamente como:

X=fxy)=A@)x, (ES54)
onde A(y )" denota a dependéncia da matriz de coeficientes 4 com relagio ao parimetro 7. Cada valor
especifico de ¥ gera um sistema dindmico. Apesar de ¥ poder assumir infinitos valores e, consequentemente,
gerar uma familia infinita de sistemas olponto de equilibrio sera sempre (xl' , x;) = (0,0). Todavia, 0 mesmo
ndo ocorre com o tipo de estabilidadef deste ponto. Seja (x; ,x;; 7) =(0,0;7) o ponto de equilibrio do
sistema (E.5.3) para um dado valor . O'ponto de equilibrio do sistema (E.1.4) do exemplo 2.1 pode ser denotado
como ((x,' ,x; »y) = ((0,0);0) . Este par ordenado, ligado a um ponto de equilibrio que ¢ um centro (ndo-

hiperbélico), ¢ denominado um ponio de bifurcacdo, pois qualquer perturbagdo do valor ¥ =0 as
caracteristicas qualitativas do diagmm:a de fases alteram-se bruscamente, mais precisamente, o ponto de

equilibrio (xl' s x;) = (0,0) torna-se um sorvedouro ou uma fonte (vide Figura 2.3).

|
Exemplo 2.6: O diagrama de fases do sistema (E.21) do exemplo 2.2 ja foi estudado para os casos Oy > Oe

a = 0. Resta, portanto, uma terceira possibilidade, a saber, @; < 0. Neste altimo caso a solugdo do sistema
formado por (E.2.5) e (E.2.7) tem a seguinte solugdo geral:

r=ya, /(e -1) e §=—1+k (E.6.1)

onde ¢ e k sdo constantes arbitrarias . Dessa forma; a solugdo definida que satisfaz as condig¢es iniciais

to =r(0) ¢ 8, = 6(0) ¢ dada por:
r= \/a,/{[(al /) +1]e - 1} e@=-t+6, (E.6.2)

Conforme representado no diagmrqa de fases na Figura 2.6 (a) para qualquer ¥, # 0 tem-se que ¥ = 0
quando [ —» o0 . Em outras palavras, o ponto representativo converge assintoticamente para o ponto de
equilibrio semelhante ao caso a, = 0.

*” Uma forga de fricgdo "negativa" pode parecer um tanto estranha num primeiro momento. Entretanto, sdo
comuns os exemplos deste tipo de forga em sistemas mecanicos e elétricos. Tais exemplos podem ser
encontrados em Andronov e Khaikin (1966, p. 50).
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Em suma, vé-se na Figura 2.6 que, com a variagdo do parimetro ¢/, de uma valor estritamente negativo

ou nulo para um valor estritamente positivo (e vice-versa), ocorre uma mudanga na estabilidade do ponto de
equilibrio, ou seja, este torna-se lomlnieme instavel (localmente estivel) € o conjunto limite-w transforma-se de
um ponto de equilibrio para um ciclo limite (e vice-versa). Nas palavras de Hale e Kogak (1991, p. 208): O
nascimento, ou a morte, de uma érbita periédica por meio de uma mudanga na estabilidade de um ponto de
equilibrio é conhecido como bifurcagdo de Poincaré-Andronov-Hopf.

a<0

a|=0

a >0

Figura 2.6. Diagramas de Fases de uma Bifurcacio de Poincaré-Andronov-Hopf
Fonte: Hale e Kogak (1991, p. 211)

A exposi¢do do conceito de estabilidade estrutural que abre esta subsegdo, apesar de
intuitiva, € claramente imprecisa, pois n3o hd uma definigdo formal do termo

"perturbagdo"”. Este termo ¢ formalizado com base no conceito de norma num espaco de
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fungdes de classe C', com o qual se tem a "distancia" entre duas fun¢Ges continuamente

. .y . . s g Fon . s~ 58,
diferenciaveis. Para formalizar estas idéias faz-se necessaria a seguinte defini¢do™:

Definig¢do 2.16: Uma curva fechada simples € dita ser sem contato com o campo vetorial (2.4) sempre que o
vetor velocidade (X,,%,) ndo for nulo nem tangente em qualquer ponto pertencente a esta

curva fechada simples.

Suponha que o sistema de EDO's (2.4) tenha f € C' num subconjunto fechado
Dc X tal que 0D (a fronteira da regido 2 ) é uma curva fechada simples sem contato e,
sem perda de generalidade, que' o vetor velocidade em cada ponto de 02 aponte para o
interior de 2. Seja E o conjunto formado pelos sistemas de EDO's bidimensionais que
atendem tais hipoteses. DeBaggis (1952, p. 38) e Yan-Qian et al. (1986, p. 176)

representaram um sistema de EDO's pertencente a E que nd3o seja o sistema (2.4) da

seguinte forma:

X, = fi(x, %) + pi(x,x,) = 8,(x,,x;) ou x = g(x) (2.13)

X, = L,(.2,)+ py(x,,x,) = 8,(%,,x,)
. | x g,(x,,x )] . . , . .
onde: x=|" '} e g(x)=|2""1""20 1. O sisttma X =g(x) é denominado sistema
LZ] g(x) [gZ(xl’xz) g(x)
perturbado (DeBaggis, 1952) e as fungdes p,(x,,x,)€C' e p,(x,,x,)eC' sdo
denominadas perturbagdes (Yan-Qian et al., 1986, p. 176).

Para se ter a distancia entre o sistema (2.4) e o sistema perturbado (2.13) introduz-

se uma métrica em E (Yan-Qian et al., 1986, p. 176):

p=mgx(lpl|+lpzlv+iz‘g+

P,

D],
&, |

&, |
| J (2.14)

&,

Com estas hipoteses e defini¢des preliminares pode-se finalmente definir a

propriedade de estabilidade estrutural do sistema (2.4)*:

Defini¢do 2.17: O sistema (2.4) é estruturalmente estdvel em D se existe um O > 0 tal que todo sistema
perturbado (2.12) com p < 0 étopologicamente equivalente ao sistema (2.4).

*® Definigdo baseada em DeBaggis (1952, p. 38)
* Defini¢do baseada em Yan-Qian et al. (1986, p. 176). Consulte também Azariadis (1993, p. 58) e Hale e
Kogak (1991, p. 391).
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Para enunciar o teorema de estabilidade estrutural de Andronov-Pontryagin-

. ’ P . . r . 60
DeBaggis €é necessario definir alguns termos técnicos, a saber™:
J

Definigdo 2.18: Seja T o perfodo de um ciclo limite T de (2.4). Um ciclo limite I de (2.4) € dito hiperbdlico
T ]
quando L(f“ + fp)dt #0.

Defini¢io 2.19: Uma érbita ¥ (xo )é uma conexdo de sela se seus conjuntos limite-c e limite-@ s3o pontos
de sela.

As condi¢Bes necessarias e suficientes para que (2.4) seja estruturalmente estavel

sdo fornecidas pelo seguinte teorema:

Teorema 2.5: Suponha que em (24) f € C' num subconjunto fechado 2 < X . Suponha que 3D é uma
curva fechada simples sem contato e, sem perda de generalidade, que o vetor velocidade em
cada ponto de 0D aponte para o interior de 2. Atendidas estas condi¢des, o sistema (2.4) ¢

estruturalmente estavel em 2 se, e somente se, (i) existe um numero finito de pontos de
equilibrio € todos sdo hiperbolico; e (ii) existe um nimero finito de ciclos limites e todos s3o
hiperbélicos e (iif) ndo existe qualquer conexdo de sela.

Prova: DeBaggis (1952) e Yan-Qian et al. (1986, p. 177) teoremas 8.1 ¢ 8.2,

Este teorema foi enunciado pela primeira vez em 1937 por Andronov € Pontryagin
(apud DeBaggis, 1952, p. 32). Como destaca DeBaggis (1952, p. 32), os resultados de por
Andronov e Pontryagin foram reétabelecidos e usados por Andronov e Khaikin (1966).
Contudo, nestes dois trabalhos ndo foi realizada qualquer demonstragdo do referido
teorema. No primeira metade da:década de 50, Debaggis (1952) relaxou a hipotese de

analiticidade de f, e f,, suposta por Andronov e Pontryagin em 1937, mantendo a

premissa de que f, eC' e f, eC' e construiu uma prova do Teorema 2.5. Em 1962,
Peixoto (apud Yan-Qian et al., 1986, p. 177), além de outros resultados, estendeu o
teorema 2.5 para variedades bidimensionais compactas (compact two-dimensional

manifolds)®'.

5 A defini¢do 2.18 foi extraida de Yan-Qian et al. (1986, p. 30). A defini¢do 2.19 vem de Hale e Kogak
(1991, p. 392). Tais definigdes estdo de dcordo com o enunciado da versdo original do teorema 2.5 adiante
encontrada em DeBaggis (1952). O enunciado original de tal teorema usou uma nomenclatura levemente
diferente.

¢ Exposi¢des sobre o conceito de manifold e conceitos relacionados podem ser encontradas em Ruelle
(1989) ou Guillemin e Pollack (1974). O teorema de Peixoto pode ser colocado como segue:

Definigdo: Um ponto x = (X,,X,) € X ¢ nonwandering se para qualquer V' ((x,,x,),£) existe um ¢
arbitrariamente grande tal que (#(t,x°,@):x° eV ((x,,x,),6) et 21}V ((x),x,),6) =D,
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Esta curta digressdo sobre estabilidade estrutural permitird ao leitor entender até
onde a modelagem dos ciclos de negocios fundamentada no conceito de ciclo limite e no
TPB avangou em termos de estabilidade estrutural, ou seja, que respostas foram dadas as
duas questGes levantadas anteriérmente. O Teorema 2.5 foi utilizado somente nos dois
Ginicos modelos de ciclos endégenos classicos pertencentes & modelagem fundamentada no
conceito de ciclo limite e no TPB que se referiram a questdio da estabilidade estrutural, a
saber, no modelo de Rose (1967) e na versdo de Chang e Smyth (1971) do modelo de
Kaldor (1940). No capitulo trés fe quatro, onde sdo resenhados estes modelos, sera visto
como foi aplicado o teorema 2.5. I

E importante que ﬁque" bem claro que a nogfio de "perturbagdo” exposta
anteriormente ndo inclui variag:(")és na dimensdo do sistema dindmico em aprego, ou seja,
pressupde-se que o nimero de EDO's que o definem permanece constante. Segundo Lorenz
(1989, p. 81), existem definigdes alternativas de estabilidade estrutural que levam em conta

o impacto sobre o comportamento qualitativo de um sistema dindmico quando ocorrem

mudang¢as em sua dimenséo.

2.2. Defasagens Distribuidas e Mecanismos de Ajustamento de Erros
Associados

Nunca é demais reforgar que os modelos macroecondmicos de curto prazo (de
inspiragdio keynesiana) desconsideram por completo os efeitos da acumulagdio de capital,
do crescimento da populagdo e do progresso técnico. Por sua vez, os modelos de
crescimento (principalmente as versdes neocldssicas) incorporam todos estes fatores,
porém supdem ajustamentos instantdneos dos mercados, o que implica inexisténcia do

problema de demanda efetiva, ponto central nos modelos de curto prazo. Os modelos de

isto €, uma trajetdria ¢(t,x0 ,&) que inicia numa vizinhanga de x a partir de um dado ponto do
tempo retorna a esta vizinhanga. O conjunto nonwandering ¢ formado por todos os pontos
nonwandering de X. [Defini¢io baseada em Guckenheimer e Holmes (1983, p. 33)}.

Teorema: (Peixoto) Seja y (M?) o conjunto de todos os campos vetoriais sobre variedades

bidimensionais. Um campo vetorial C” sobre uma variedade bidimensional compacta M~ ¢é
estruturalmente estavel se, e somente se: (/) o niimero de pontos de equilibrios e orbitas fechadas
¢ finito e cada um destes ¢ hiperbolico; (i7) ndo existe qualquer conexdo de sela; (iif) o conjunto

nonwandering consiste somente em pontos de equilibrios ¢ orbitas fechadas. Além disso, se M
¢ orientavel, o conjunto de campos vetoriais estruturalmente estaveis ¢ denso e aberto em

X (M?).



53

ciclos ficam numa posigdo intermediaria entre estas duas classes de modelos. Como
destaca Allen (1967, cap. 17:) os modelos de ciclos sdo modelos de dindmica de
desequilibrio (models of disequilibrium dynamics), ou seja, sio modelos onde aparecem
defasagens (lags) e mecanismos de ajustamento de erros (error-adjustment mecanisms).

Na apresentagdo que séré iniciada no capitulo trés ficara patente a presenca
constante de defasagens e mecanismos de ajustamento de erros. Dessa forma, cabe aqui
uma rapida revisdo de algumz!xs estruturas de defasagens comuns nos processos de
ajustamento entre variaveis econdmicas.

Nos trabalhos tedricos e empiricos em economia varias estruturas de defasagens
sdo utilizadas. Nesta se¢do trataf-se—é especificamente da defasagem distribuida, a qual
aparece nos modelos que serdo aqui resenhados. Tal estrutura de defasagem pode ser
expressa em termos discretos ou bontinuos. Apesar dos modelos estudados neste trabalho
serem todos continuos, adiante se apresentard ndo s6 a defasagem distribuida na andlise
continua mas também na arndlise discreta, pois nesta tltima pode-se apelar mais facilmente

para a intuic3o.
2.2.1. Analise discreta: defasagem distribuida geometricamente

Uma defasagem distribuida em tempo discreto ocorre quando uma variavel Y no

tempo ¢ € fung@o de » valores passados de uma dada variavel X:
Y =a\ X, +0, X+ +a, X, (2.15)

onde ¢; € uma constante para todo i =0,1,2,---,n. O coeficiente @, pode ser interpretado
como o peso dado ao valor de X no tempo i na determinago de ¥ no tempo ¢. A variavel 7,
pode depender de um nimero finito ou infinito de valores passados de X. No ultimo caso é
sempre assumido que a soma dos coeficientes converge para um numero finito quando

n — . Além disso, normalizando-se convenientemente tem-se:

Sa, =1 2.16)

Prova: Esbo¢o da prova em Guckenheirf]er ¢ Holmes (1983, p. 60) teorema 1.9.1.
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Um caso particular da defasagem distribuida na anélise discreta é a chamada
defasagem distribuida geometricamente®. Nesta forma de defasagem distribuida os pesos

decrescem em progressdo geométrica, isto é, os pesos decrescem a uma razio r dada:
il
a, =ra,  paratodo i=23,...,n,... e 0<r<] 2.17)

A equagdo (2.17) é uma equagio a diferengas finitas linear de primeira ordem,

portanto o i-ésimo peso pode ser €xpresso como:
- ’
a;, =a,r (2.18)

Introduzindo-se (2.18) em (2.16) tem-se:

' Zalr”'=aer'”=—gl—=l<:>al=l—r 2.19)
i=1 P S

Dadas a condigdo inicial (2.19) e a solugdo (2.18), a defasagem distribuida (2.15)

toma a forma geométrica a seguir:
NAETIES) D SINEID GRNEY &b SIS VSRS SIS T 2.20)

Esta defasagem distribuida’ geometricamente pode ser transformada no seguinte

mecanismo de ajustamento de erros®:

AY =(1-n[X, -] @.21)

2.2.2. Analise continua: defasagem distribuida exponencialmente

Uma defasagem distribuida em tempo continuo € simplesmente a verséo continua

de (2.15), ou seja, substitui-se o operador de somatério pelo operador de integral:

Y(t) = ff(r)X(t —1)dr (2.22)

% Esta forma ¢ também denominada de defasagem distribuida de Koyck devido ao trabalho seminal de
Koyck (1954).

% Com base em (2.19) é possivel escrever:
Vi =(-nX, +rY

Subtraindo de ambos os lados desta equagdo Y, , e considerando que AY, =Y, , —7Y, , obtém-se o
mecanismo de ajustamento de erro em (2.20).
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onde f{f) é uma fungdo peso (weighting function). Como no caso discreto € assumido que a

soma dos pesos converge € que €sta ja esta normalizada, ou seja:

f f(D)dr=1 e limf()=0 (2.23)

A estrutura de defasagem correspondente na analise continua & defasagem
distribuida geometricamente € a chamada defasagem distribuida exponencialmente, a qual

¢ construida a partir da seguinte fungdo peso:

f)=ae™™ 2.24)
onde o € uma constante estritamente positiva. Esta fungdo peso satisfaz (2.23), pois:

f ae ™ dr = [-e"".]0 =—(0-1)=1elimie™ =0 (2.25)

A expressdo da defasagem.distribuida exponencialmente € obtida introduzindo-se

(2.24) em (2.22):
Y(t)= [ae™ X(t-1)de (2.26)

O mecanismo de ajustamento de erro relacionado a esta espécie de defasagem €%

% Definindo §=17¢—7 tem-se que ds=-dr,s=1¢ quando 7=0 e §=-© quando 7=00.
Portanto, a integral (2.25) pode ser rescrita como:

Y(t)=- r ae™ " Xi(s)ds

Dado que a integral converge ao se inverter os limites de integragdo o sinal desta se altera, ou seja:

Y= [ aem X(s)ds
00

Como ¢ ¢ uma constante com rela¢dio a esta integral entdo oe™® ¢éuma constante, consequentemente:
Y(r)=ae™ [ e=X(s)ds,

rearranjando,
Y(t)e®™ = a Le‘"X(s)ds

Diferenciando esta expressdo com respeito a ¢, tem-se:

at at d - d as
a¥(t)e® +e EY([)—a—c-i—t-Le X(s)ds

Nota-se que no termo a direita a integral que aparece esta sendo diferenciada com respeito ao seu limite de
integragdo superior (vide Chiang, 1992, p. 30), logo:

a¥(te” +e” —d—Y(i) = a[e“'X(s)] =ae” X(1)
dt

s=1
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Y(t) = o| X(1) - Y(1)] 227

2.2.3. Consideracgdes adicionais sobre o tema

Uma ilustragdo simples de um processo de ajustamento com base nos mecanismos
de ajustamento de erros expostos anteriormente pode ser feita com um exemplo de um
ajustamento de uma variavel Y a um salto (step-change) de uma variavel X. Suponha que
Y(0)=Y, =0 e que Y(t) = X(¢) para todo ¢<0. Entretanto, a partir de ¢ = 0, tem-se que

X(t) = A paratodo ¢ =0, onde A é uma constante estritamente positiva.

O caso de uma defasagem distribuida geometricamente: Suponha que At =1. Dado
que ¥, =0 e X, = 4 paratodo ¢ >0, entdo o mecanismo de ajustamento de erros (2.21)
transforma-se numa equago a diferengas finitas linear de primeira ordem ndo-homogénea

com coeficientes constantes:
Y. —r¥ =(-r)d (2.28)
A solugdo definida desta equago a diferencas rende a seguinte fungdo resposta®:
Y= AQ-ry (2.29)

Dado que 0<r<I, entfo Y, converge para 4 quando ¢f— . A velocidade de
convergéncia foi maior quanto meri_or for a razdo r. Note que, quanto menor », maior € 0
coeficiente (1-r). Este coeficiente indica que (1-r)% do hiato (X, —Y,) ¢ reduzido na
passagem do periodo  para o periodo #+1. E por isto que o coeficiente (1-r) ¢ interpretado
como a velocidade de ajustamento dé_le Y c‘om relag@o aos valores passados de X.

O caso de uma defasagem distribilida exponencialmente: Dado que Y(0)=0 e X(t)=4

para todo >0, entdo o mecanismo de ajustamento de erros (2.27) transforma-se numa

EDO linear de primeira ordem ndo-homogénea com coeficientes constantes:

Y+aY = ad (2.30)

Desta ultima expressio dividindo-se cada termo por ¢ ¢ direta a obtengdo do mecanismo de ajustamento
de erros em (2.26). i
% Este termo foi encontrado em Allen (1967, p. 91)



A solugdo definida desta E!‘DO rende a seguinte fungdo resposta:

Y(t) = A(l-€e) 2.31)

Anidlogo ao caso discreto, a constante @ que aparece no mecanismo de corre¢do de
erros em (2.27) e na fungio resposta associada a este em (2.31) € considerada a velocidade
de ajustamenfo de Y com respeité aos valores passados de X. Pela observagdo direta de
(2.31) infere-se que quanto maior & mais rapido Y(f) converge para 4 quando ¢ — .

As duas funges respostas encontram-se grafadas adiante na Figura 2.7. No quadro

2.3 estd resumido o que foi exposto até aqui nesta segdo.
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Figura 2.7. Func¢des Resposta das Defasagens Distribuidas
Geometricamente e Exponencialmente

Quadro 2.3. Caracteristicas das Defasagens Distribuidas Geometricamente e

Exponencialmente

R —— i~ "y ——— s s
TIPO DE DEFASAGEM DISTRIBUIDA T geometrica exponencial
ANALISE discreta continua
FUNGAO PESO a; = ctzlr'"l ,com i=2,3, ... f)=ae™

. «©
DESCRIGAO FORMAL =(=nX oy +rX gyt X1 V() = Iae'“’X (t-r)dr

0

MECANISMO DE AJUSTAMENTO DE AY = (1 ;
ERROS ASSOCIADO r= A=ntX, =1 Y=aX(n)-Y(1)]
FUNGAO RESPOSTA Y; =A(1-r") Y(£) = A(1-e™)

A defasagem distribuida exponencialmente e o mecanismo de ajustamento de erros
associado aparecem na maioria dos modelos que serdo resenhados adiante. Portanto, é

importante fazer alguns breves comentdrios sobre tal mecanismo. Como salientam
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Gandolfo et al. (1981, p. 17) o mecanismo (2.27) ¢ um caso particular do seguinte

mecanismo: .
Y(£) = g[X(8)- Y(1)], com g[0] =0 ¢ g'[]>0 (2.32)

A fun¢io g[-] é uma funcdo de preservagdo de sinal (sign-preserving function). No
caso do mecanismo de ajustamentlo de erros em (2.27) esta fungéio assume a forma linear,
gll=al].

Sobre a formulagdo de modelos com base em mecanismos de ajustamento de erros,
caso onde se enquadram os modelos que serfo aqui resenhados, Gandolfo et al. (1981, p.

18) salientam um ponto importante, a saber:

Em qualquer caso [inclui os casos em (2.27) e (2.32)] a formulagdo do
modelo como um conjunto de equagbes de ajustamento significa admitir a
possibilidade de que o sistema esteja numa situacd@o de desequilibrio, isto é, de
que pontos observados ndo necessariamente estejam sobre suas relagoes de
comportamento ou (mais restritivamente) sobre suas intersecgoes.

Em outras palavras, estamos num contexto de dindmica do desequilibrio, o
qual parece mais apropriado para fenémenos da vida real. [Tradugdo do autor]

Por trés dos mecanismos de ajustamento de erros (2.27) e (2.32) tem-se tipicamente
mecanismos de mercado ou fungSes de reagdo de policy makers. Os exemplos de (2.27)
representando mecanismos de meréado sdo: a equagdo de ajustamento do excesso de
demanda agregada no mercado de 'bens (encontrada nos modelos de Phillips, Kaldor,
Benassy e Schinasi) e a curva de Phillips (encontrada nos modelos de Rose, Benassy). Um
exemplo de (2.27) representando uma fungio de reagdo € a restricdo orgamentéria do
governo (encontrada no modelo de Sbhinasi). Um exemplo do caso mais geral (2.32) serd

encontrado no modelo de Nikaido, representando um mecanismo de mercado.

2.3. Modelos de Ciclos Exégenos e Endégenos: uma ilustragio de suas
diferencas basicas

Nesta sec¢do pretende-se mostrar de forma mais concreta a diferenca entre os

modelos de ciclos exdgenos e endogenos. Para realizar tal tarefa, utiliza-se a estratégia de
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1

apresentagio de um exemplo simples®, mas representativo, de cada grupo de modelo, a
saber: 0 Modelo de Phillips (modelo de ciclos exdgeno) e o Modelo de Vogt (modelo de
ciclos end6geno). A escolha do modelo de Phillips (1954) se deve ao fato de que este € a
primeira versdo continua dos modelos do tipo multiplicador-acelerador, os quais tornaram-
se populares na literatura depois do trabalho de Samuelson (1939) e sdo uma classe
representativa da abordagem dos ciclos exégenos®. J a escolha do modelo de Vogt (1969
apud Gabisch e Lorenz, 1989) € justificada por ser esse um exemplo peculiar de modelo de
ciclo independente de choques, peculiar no sentido de ser um sistema dindmico linear e ser

inspirado na abordagem neoclassica®.
2.3.1. O Modelo de Phillips

Como ja posto, 0 modelo de Phillips (1954) é um modelo em tempo continuo
pertencente a classe dos modelos de ciclos de negécios do tipo multiplicador-acelerador.
Este modelo apresenta semelhancas com os modelos do tipo Samuelson-Hicks®, os quais
sdo também modelos que fazem uso do principio da aceleragdo € do mecanismo do

multiplicador, porém sdo modelos em tempo discreto.

% O adjetivo “simples” tem o intuito de destacar que tais modelos sio modelos dinamicos Jineares. Isto
permitira apresentar as distingdes alardeadas no primeiro capitulo deste trabalho mesmo sem nenhuma
informagdo a priori sobre dindmica ndo-linear, a qual é usualmente necesséria para estudar os modelos de
ciclos endégenos que sdo em sua maioria modelos dinimicos ndo-lineares. Em termos formais, os modelos
que serdo expostos neste capitulo apresentam como equagdo de movimento uma EDO linear de segunda
ordem com coeficientes constantes, ou equivalentemente, sdo sistemas dinimicos autdnomos lineares de
primeira ordem bidimensionais. '

" A razdo do uso de um modelo do tipo multiplicador-acelerador continuo numa versdo puramente
determinista (ndo-estocastica) como ilustragdo da abordagem dos ciclos exdgena, apesar de ndo demonstrar
explicitamente o papel de impulsos aleatérios exégenos na manutengdo do ciclo, reside na possibilidade de
ilustrar claramente a necessidade de introducdo destes choques para a existéncia de um ciclo recorrente. A
resenha do Modelo de Phillips mostrard uma versdo continua de um tipico mecanismo de propagagdo de um
modelo do tipo Frisch, na qual s6 ha um caso excepcional onde somente uma perturbag@o inicial ¢ necessaria
para que o sistema apresente um ciclo recorrente. Além disso, com a apresentagdo deste modelo ¢ possivel
tornar claro o papel de choques exdgenos (mecanismo de impulso) sem a necessidade de se passar para um
ambiente estocdstico e, portanto, sem a necessidade de demandar do leitor qualquer conhecimento a priori
sobre processos estocasticos para entender o cerne do argumento. Esta postura de classificar os modelos do
tipo acelerador-muitiplicador como pertencentes a abordagem de ciclos exdgena foi adotada por Gabisch e
Lorenz (1989). 5

% Na realidade, este foi o tnico exemplo de um modelo de ciclos endégeno linear encontrado na literatura
pesquisada. Isto demonstra que mesmo ndo sendo o modelo de Vogt um exemplo unico € pelo menos um
exemplo raro. A possivel causa desta raridade pode ser encontrada no fato de que todos os modelos de ciclos
enddgenos lineares tém um ponto de equilibrio que é um centro €, portanto, sdo estruturalmente instaveis
(vide Exemplo 2.5 no capitulo anterior).

% S30 modelos semelhantes a uma versao construida por Hicks (1956) do trabalho de Samuelson (1939).
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Phillips (1954) apresentou seu modelo em duas versdes basicas. A primeira delas
(versdo 1) baseada na suposigio de ’que os pregos e taxa de juros mantinham-se constantes
no decorrer do tempo e a segundaj(versﬁo 2) onde tal hipétese era relaxada. O objetivo
central deste autor era avaliar os efeitos de politicas de estabiliza¢do da produgdo e do nivel
de emprego numa economia fechada, cuja dindmica seria regida pelo mecanismo do
multiplicador e pelo principio da aceleragdo. Ja& o objetivo da presente secdo €
simplesmente demonstrar que, na auséncia de interven¢do governamental ou de
perturbagdes estocasticas, este modelo s6 apresentara um comportamento ciclico
recorrente da produgdo e demais varidveis envolvidas caso ocorra uma peculiar
combinacdo de valores dos pardmetros. Dado este objetivo, para manter a simplicidade e
sem perda de generalidade, esta apr:esentac;ﬁo ater-se-4 somente a versdo 1 do modelo de
Phillips.

O modelo de Phillips é construido a partir das seguintes suposigdes’":

SUPOSICAO (SP.1): O nivel de precos e a taxa de juros permanecem constantes em todo
periodo de analise.
SUPOSICAO (SP.2): O consumo agregado é uma fungdio linear da renda agregada
C(t)=cX(t) ," comcconstantee 0 <c<1.
SUPOSICAO (SP.3): O estoque de capital desejado depende linearmente da renda
K?(¢) = xY(t), com xconstante € k¥ > 0.
SUPOSICAO (SP.4): As firmas ajustam seu estoque de capital em termos proporcionais 4
discrepancia entre o estoque de capital desejado € o estoque de
- capital observado, ndo havendo depreciagdo do capital, ou seja,
K@) = ,b’l[K"_(t) - K(t)], com [, constante e 3, >0.
SUPOSICAO (SP.5): O investime};to observado é igual ao investimento planejado,
Kty=1I1(t).
SUPOSICAO (SP.6): A oferta agregada varia linearmente com respeito ao excesso de
demanda agregada Y(t) = a,[C(t) + 1(1) + Z(t) - Y(1)], com a,

constante e @, > 0.

° A forma de apresentar as premissas do modelo de Phillips foi inspirada na resenha de Gabisch e Lorenz
(1989, p. 69).
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SUPOSICAO (SP.7): A demanda agregada auténoma € constante, ou seja, Z(t) = 0 para
todo .

A suposigdo (SP.1) explicita. o fato de que o foco aqui recai sobre a versdo 1 do
modelo de Phillips e, portanto, a 'andlise ¢ em termos reais desconsiderando-se por
completo o lado monetério da econofmia. Outras coisas desconsideradas sdo o crescimento
da forga de trabalho e o progresso t:écnico. Enfim, o modelo de Phillips concentra-se no
lado da demanda e mais &speciﬁcar'nente na dindmica do mercado de bens. Com (SP.3)
supde-se uma relagio capital-produfo constante, 0 que implica que havera em qualquer
instante de tempo um estoque de capital agregado desejado (uma referéncia) compativel
com a produgdo agregada. Entretanto, durante o ciclo, abrir-se-4 a possibilidade de que o
estoque de capital observado difira do estoque de capital desejado. Dessa forma, é preciso
criar um mecanismo de ajustamento de erros para corrigir tal discrepincia. Este ¢
construido a partir das suposi¢des (SP.3), (SP.4) e (SP.5), como serd demonstrado logo a
seguir. A suposi¢do (SP.6) introduz o segundo mecanismo de ajustamento de erros do
modelo, a saber, aquele que reflete o processo de ajustamento dos hiatos entre oferta e
demanda agregadas no mercado de bens. Portanto, aqui hd uma diferenca bésica entre o
modelo de ciclo de Phillips € os modelos de crescimento (de inspiragio neoclassica), a
saber, a possibilidade de insuficiéncia ou abundincia de demanda no mercado de bens.
Finalmente, com (SP.7) reflete-se a desconsideragdo por parte de Phillips do efeito do
comportamento da componente autdnoma da demanda agregada durante o ciclo.

O modelo de Phillips e sua dindmica subjacente podem ser apresentados como
segue. Introduzindo-se a fungdo consumo postulada em (SP.2) no mecanismo de
ajustamento de erros entre oferta ¢ demanda agregadas postulado em (SP.6), obtém-se a

primeira EDO do modelo de Phillips, fa saber:
. l
Y=-a,(1-0)Y+a,l+a,Z (2.33)

Diferenciando com respeito a0 tempo a equagdo que fornece a variagdo do estoque
de capital da economia em (SP.4) e considerando a auséncia de depreciagio e a premissa

(SP.5), tem-se:

I=8,(K'-D ‘ (2.34)
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Esta ultima EDO reﬂete:: o fato de que a evolugdo do investimento planejado €
regida pelo hiato entre a vari:ag:ﬁo no estoque de capital desejada e o investimento
observado. A taxa de variagio do investimento planejado, dado (SP.3), tem seu
comportamento tragado pelo efeito aceleragdo, ou seja, K? =kY, o qual inserido em (2.34)

resulta no segundo mecanismo de ajustamento de erros do modelo de Phillips:
I=pB,(kY-1 2.35)

Finalmente, substituindo (2.33) em (2.35) encontra-se a segunda EDO de modelo de
Phillips:

[ =-a,Bu(1-0)Y + (@B - B)] +a B Z (2.36)

Dado (2.33) e (2.36) o modelo de Phillips pode ser posto como um sistema de
EDO's autdnomo bidimensional linear de primeira ordem ndo-homogéneo com coeficientes

constantes’":

Y|_| -a,(l-¢) a, Y a,Z
[f}'[-axﬂnx(l-—@ alﬂlx—ﬂl][l}’[a]ﬁad] @37)

O ponto de equilibrio deste sistema é dado por ¥ =Z/(1-¢) e I' =0, ou seja, 0
estado estaciondrio ¢ o ponto de chegada do processo do multiplicador, acompanhado de

uma igualdade entre o estoque de capital observado e o estoque de capital planejado. A

matriz de coeficientes do sistema'(2.37) rende:

4 {detA =a,B,(1-¢)>0 (2.38)

trd=-a,(1-¢) +a,f\x - B,

Dado que o determinante da matriz de coeficientes de (2.37) é positivo, é
conhecido, pelo Quadro 2.1, que este sistema apresentara um comportamento ciclico

estavel mas ndo amortecido, ou Eeja, uma 6rbita fechada no plano de fases (vide Figura

"' E comum expressar o sistema (2.37) na sua forma equivalente, a saber, como uma EDO linear de segunda
ordem ndo-homogénea com coeficientes constantes, como faz o proprio Phillips no artigo original e outros
autores como Allen (1967) e Gabisch eil.orenz (1989). Esta forma alternativa de apresentagdio é exposta no
Apéndice 3.A no final deste capitulo. A' forma acima foi adotada para manter uniformidade com o resto do
trabalho.
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2.8) se, e somente se, o trago da matriz de coeficientes for nulo. Para que isso ocorra a

seguinte condi¢do deve ser satisfeita’:

a,(1-c)+ B, = a, Bk (2.39)

I=0

=0

Z(1~c) Y

Figura 2.8. Diagrama de Fases do Modelo de Phillips

Portanto, excluindo a existéncia de perturbagbes estocésticas e intervengdo
governamental, o0 modelo de Phillips depende de uma especialissima conjungdo de valores
do seu conjunto de parﬁmetros‘para apresentar um comportamento ciclico recorrente de
suas varidveis de estado, ou seja, para dar conta do primeiro fato estilizado listado no
capitulo anterior. Todavia, nﬁoi ha qualquer razdo a priori que garanta a satisfagdo da
condi¢do (2.39)".

Conforme demonstrado rjlo Apéndice 3.A no final deste capitulo, as oscilagbes da
producdo, além de terem sua existéncia atrelada a uma determinada combinagdo de valores
dos pardmetros, sdo perfeitamente simétricas (as fases de expansdo e contragdo tém

exatamente a mesma duragdo) com amplitude constante.

" E importante lembrar que o ponto representativo do sistema (2.19) passa por um dado estado em intervalos
de tempo rigorosamente iguais (vide Apéndice 3.A). Note que a oérbita de um ponto de equilibrio que é um
centro no plano de fases com as variavéis de estado originais pode ser uma elipse. Entretanto, pode-se fazer
uma conveniente transformacdo de vdridveis de forma que se tenha no final uma drbita que seja uma
circunferéncia com origem em (0,0). Para maiores detalhes sobre este assunto vide Hirsch e Smale (1974).

7 Dessa forma, justifica-se a classificagdo do Modelo de Phillips como um modelo de ciclo exdgeno, pois
somente no caso excepcional (2.21) é que o sistema (2.19) necessita ser perturbado uma tnica vez ou iniciar
fora de seu ponto de equilibrio para que apresente um ciclo recorrente. No caso de oscilagdes amortecidas,

a,(1-c)+ B, >a,fx, a manutengdo do ciclo depende de choques exdgenos recorrentes, ou seja,

depende de um mecanismo de impulso. Para uma ilustragdo deste caso em tempo discreto vide Gabisch e
Lorenz (1989, se¢éio 3.2, p. 86).
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2.3.2. O Modelo de Vogt'

|
O modelo de Vogt (1969 apud Gabisch e Lorenz, 1989, cap. 4) é um exemplo
peculiar de um modelo de ciclos endégeno. Esta peculiaridade advém do fato de que tal
modelo € linear, ao passo que a abordagem dos ciclos endégenos ¢ dominada por modelos
ndo-lineares. Como destacam Gabisch e Lorenz (1989, p. 115), o trabalho de Vogt
caracteriza-se como uma modiﬁcagéo do modelo de crescimento neocldssico com geragdes
de capital (neoclassical vintage growth model)”* buscando obter um crescimento ciclico.
Esta intengdo desembocou, do;ponto de vista formal, em um exemplo econémico de um
oscilador harménico sem amortecimento t3o popular em mecénica cldssica (vide exemplo

2.1 no capitulo 2). !

O modelo de Vogt ¢ formado com base nas seguintes suposi¢des:

|
SUPOSICAO (SV.1): a tecnologia de uma firma 7 no instante  é descrita por uma fungao
de proéiucﬁo Cobb-Douglas ¥, =8 (1,)*(L,)’ com a e

constantes, a+ f§<1 (retornos decrescente de escala) ¢ 6, >0,

sendo qllle os bens de capital possuem durabilidade técnica infinita,
isto €, ndo ha depreciagio.
SUPOSICAO (SV.2): aeconomia como um todo apresenta retornos constantes de escala.
SUPOSICAO (SV.3): a taxa de crescimento instantdnea da taxa de juros ajusta-se

continuamente com relagdo ao hiato entre a quantidade de capital
da geragio 7 demandada pela economia e a produgio agregada

observada de capital da geragdo 7 , como segue:
d i
E(f /ry= B,[Inl’ ~InI}, com B, constante e 3, > 0.

SUPOSICAO (SV.4): o trabal‘_ho ¢ homogéneo e sua curva de oferta de mercado ¢
perfeitam;_ente elastica.

SUPOSICAO (SV.3): o sistema econdmico encontra-se sempre em um estado de
equilibrioé competitivo.

SUPOSICAO (SV.6): os salérios sdo todos gastos em bens de consumo, C(t) = wL(¢).

* Existe uma tradugdo alternativa na versdo traduzida do livro de Jones (1979), a saber, modelo de
crescimento de safra neocldssico.
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A suposigio (SV.l) impde uma tecnologia especifica e, portanto, pode ser
considerada demasiadamente frestritiva. E importante esclarecer que a hipétese de
durabilidade técnica infinita dos bens de capital influencia na especificagéo da fungdo de

produgdo. Se existisse, por exemplo, uma taxa de depreciagdo constante d , o estoque de

capital agregado da geragdo 7em uso no tempo ¢, denotado por K, (¢), seria determinado

por K, (¢)=e ““"?I_. Dessa maneira, supor durabilidade técnica infinita, ou seja, d =0,
implica que K, (t)=1,. Isto juistiﬁca a presenga de /, no lugar de K,'(t) na fungdo de
produgio em.(SV.l). Gabisch e Lorenz (1989, p.116) argumentam que a suposi¢do (SV.2)
retrata a existéncia de economias externas, como por exemplo devido a melhoras da infra-
estrutura da economia geradas pelo processo de crescimento. A suposigdo (SV.3) ¢ um
mecanismo de ajustamento de erros associado a uma defasagem distribuida
exponencialmente. Tal mecanismo € uma hiptese sobre o processo de ajustamento
desencadeado por discrepi“mciasE entre os planos de investimento das firmas e a produgdo
observada de bens de capital. A suposigdo (SV.4) garante a inexisténcia de demanda néo
realizada no mercado de trabalh!o. A suposigdo (SV.5) garante que a economia ajusta-se
instantaneamente a perturbagdes no seu vetor de pregos. Finalmente, a suposicdo (SV.6)
juntamente com (SV.1) e (SV.5) desembocam na chamada hipétese de uma "fungéo de
poupanca classica” (Jones, 1979, p. 118), ou seja, a de que todos os saldrios sdo gastos e
todos os lucros poupados. Tais premissas sdo chaves na deriva¢do da fungfio consumo,
como sera visto a frente. }

Da suposigdo (SV.1) podél-se obter a forma explicita das produtividades do capital e
do trabalho a nivel da firma, como segue:

0‘7,17'

X, _ a-lor \8 = 85 (1) (L.} 2.40
= = a.(L,) E(L,,-) e~ =P6.Us)" (L) (2.40)

n

a

Seja o prego do bem o numerairé da economia, isto é, P=1. Como a economia ¢

perfeitamente competitiva [suposi¢do (SV.5)], a i-ésima firma maximizadora de lucro toma
|

como dados o saldrio e a taxa de juros reais e determina suas demandas de fatores com base

no seguinte sistema’:

” Dado que a fungdo de produgio apresenta retornos decrescentes, a solugdo do sistema adiante de fato
fornecera pontos de maximo, pois a condigdo de segunda ordem ¢ satisfeita.



as (1) (L) =r

: : , (2.41)
po. (1) (L)Y =w
0 qual rende:
o 1
B l-a-g __1°F_ l-a lma-g -_@&
I =[a'-ﬂ(£) 5{} r'efelr =[a"’(—ﬂ—) 5,] r?t .42)
w w

Obtida a fungdo investimento para uma firma representativa i 0 préximo passo é a
consecugdo da fungdo investimento agregada. A conexdo entre esta tltima e as fungdes de
investimento individuais é feitél com base nas suposi¢des (SV.2) e (SV.5). Dado que a
economia produz um tnico produto homogéneo, todas as firmas sdo price-takers, existe
perfeito conhecimento e livre entrada e saida, entdo no longo prazo as firmas convergem
para uma planta Gtima e, consequentemente, atingirdo o mesmo nivel de produgio.
Portanto, Vogt supde que a den}anda de investimento e a demanda de trabalho agregada
sdo obtidas simplesmente multiplicando a demanda de investimento e de trabalho da firma

representativa pelo niimero de firmas existentes no mercado, ou seja’:
d d d _ d
ID =z e L] =zL" (2.43)

Cabe destacar que devido a (SV.4) tem-se que L? = L. Entretanto, [ ¢ e I_ podem

diferir ja que /¢ resulta das deci;sﬁes das firmas e /, das decisdes das familias. Vogt supde
que o investimento agregado observado e a quantidade de trabalho efetivamente empregada

! g .
pela economia com a quantidade de capital da geragdo 7 sdo divididas em partes iguais

entre as z firmas que compéem a economia, ou seja:

I =z, e L =z[. (2.44)

4 a r “~a
{

A partir de (2.44), considélrando a funcfo de produgdo postulada em (SV.1), tem-se:
Y, =8 (I (LY zF (2.45)
(

Para se chegar a producdo agregada basta multiplicar (2.45) pelo nimero de firmas

existente na economia, isto é:

|
1

* Aqui esta implicita a premissa de qie o nivel de produgdo da firma representativa é pequeno quando
comparado & demanda de mercado e, pofrtanto, o nimero de firmas de equilibrio ¢ relativamente grande, ou
seja, z € relativamente grande. Isto ¢ necessario para que a suposicdo de que as firmas s3o tomadoras de
prego faga sentido.

i
1
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Y. =2¥, =6 (1) (L) 2" (2.46)

i
Entretanto, pela suposi¢do (SV.2) o sistema econdmico como um todo apresenta

retornos constantes de escala, fato este que pode ser expresso formalmente como segue:
Y, = AU) LY @47)

onde A é uma constante técnica para a economia como um todo. Existe uma relagdo entre

os parametros ¢, ¢ A. Esta rela(:éo é obtida igualando (2.46) e (2.47), operagdo que tem

como resultado:

|

I l-a-g
5, = A[—r} 1 (2.48)
Z 1

Esta relagfio ¢ importante dentro deste modelo. Esta demonstra como as firmas séo

afetadas pela variagdo do investimento agregado observado. Por (2.48) tem-se que para

I .
uma dado z, quanto maior (menor) for I, maior (menor) serd &, Isto significa que uma
expansdo (contragdo) do investimento observado agregado expande (contrai) os conjuntos
de produgdo individuais (conjunto de planos de produgdo factiveis das firmas) e,

consequentemente, cada firma prod]uz mais (menos) com dados niveis de capital e trabalho

do que antes da alteraggo. ‘

. | . .
Finalmente, chega-se as fun¢des demanda de investimento e demanda de trabalho

1
agregadas introduzindo (2.48) em (2.42) e o resultado desta operagdo em (2.43):

IY=6r*I : (2.49)

L' =01 (2.50)

Onde 01 E{al—ﬂ(é)pA]m’ 0. = ]'__ﬂ 0 ={aa(£)l-ﬂ A}T-a_—ﬁ e 0 = .
: : T Y l-a-p

w. l—a—ﬂ, w

A demanda agregada por investimento ndo depende somente das restrigdes
tecnologicas e do vetor de pregos, mas também do investimento observado, o qual €
determinado pelas decisdes de poupanga e consumo das familias. Pelas suposi¢des (SV.1) e
(SV.5) pode-se inferir que a participacéo dos salérios na renda ¢ igual & elasticidade da
produgdo com respeito ao trabalho e, portanto, wL(¢) = BY(¢) . Pela suposigdo (SV.6) tem-
se que os trabalhadores ndo poupam, ou seja, C(t) = wL(t). Destas consideragdes resulta a

seguinte fungdo consumo agregada:
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. C(1y=pr(n 2.51)

|
onde Y(¢) = L Y.dr ¢ a produgdo resultando de todas as geragdes de capital no instante .
Dado que o sistema econémicd’; sempre encontra-se em equilibrio, suposigdo (SV.5), entdo
poupanga e investimento planejados sempre se igualam, ou seja, ndo existe nenhum
problema de demanda efetiva.. Dessa maneira, considerando (2.51), tem-se a seguinte

fungdo de investimento’”:
I, =Y(@t)-C@t)=(1-p)Y () (2:52)

De (2.49) infere-se a taxa instantinea de crescimento da razfo investimento
. . . |
planejado-investimento observado, a saber:
d UVD _-6,6.(r) "

—In(/? /)=>-—== — =-0, - (2.53)
dt 1 6,(r)™* r

A equagfio (2.53) estabelece que a taxa instantdnea de crescimento da razio entre o
investimento planejado e o investimento observado mantém uma rela¢do inversamente
proporcional com a taxa de cresci;lnento instantinea da taxa de juros real. Sendo assim, o
comportamento desta taxa no tempo & de extrema importancia. A suposigio (SV.3) fixa tal
comportamento, afirmando que a i?axa de crescimento instantdnea da taxa de juros real
ajusta-se com respeito ao excesso de demanda por investimento. Portanto, o mecanismo de
ajustamento postulado em (SV.3)\e a equagio (2.53) formam um sistema de EDO's

auténomo bidimensional linear de primeira ordem homogéneo com coeficientes constantes

tendo como variaveis de estado™ In(I“ /1) e F/r.

d y 0 -6 d
E(ln(l /1) .‘ 2| In(1° /1)

d,. = ,
201 gy oL FIr

(2.54)

O ponto de equilibrio deste sistema ¢ (0,0) e sua matriz de coeficientes rende:

!

" A férmula adiante simplesmente coloca em evidéncia o fato de que o investimento observado sera sempre
igual & massa de lucros da economia, a qual ¢ integralmente convertida em poupanga, dada premissa (S.7).

" Em Gabisch e Lorenz (1989, p. 118) afirmaise que as variveis de estado sdo (IY/1) e F/r. Porém,se

=~ i . ! . ~ ~ T
arazdo (1“ /1) for considerada uma variavel de estado o sistema (2.38) nio serd linear.
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(2.55)

detd = 5,6, > lO
rd=0

A partir do Quadro 2.1! conclui-se que o ponto de equilibrio ¢ um centro. Isto
significa que o ponto representativo do sistema (2.55) descreve uma Orbita fechada cujo
ponto representativo passa por ui_m determinado estado em intervalos iguais de tempo. No
plano de fases forma-se uma circ'unferéncia cujo centro é o ponto (0,0), conforme mostrado
na Figura 2.9.

O modelo de Vogt possuiI uma caracteristica essencial que o diferencia do modelo
de Phillips, a saber, o fato de I“que a existéncia e recorréncia de um comportamento
oscilatério das variaveis de estgdo ndo dependem de uma combinag@o especifica dos
pardmetros do modelo. Em outras palavras, o modelo de Vogt da conta do primeiro fato
estilizado, listado no capitulo anterior, sem a necessidade de apelar para perturbagdes

exbgenas.

n(rém,

3t

|

i

f
I

Figura 2.9. Diagrama de Fases do Modelo de Vogt
!

Como no modelo de Phillips, 0 modelo de Vogt prediz oscilagdes das variaveis de
estado perfeitamente simétricas (as feises de expans@o e contra¢@o tem exatamente a mesma

dura¢do) com amplitude constante.
2.3.3. Consideracdes Finais sobre os Modelos

As distingdes entre 0 modelo de Phillips e o de Vogt sdo obviamente aquelas
arroladas no primeiro capitulo deste trabalho entre modelos de ciclos de negocios
dependentes de choques e os modelos de ciclos de negécios independentes de choques. O

modelo de Phillips apresenta ciclos recorrentes e independentes de perturbagdes externas
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somente com uma {nica combinagdo de valores dos parimetros dentre infinitas
combinagdes possiveis a priori.. Além disso, no caso de ciclos amortecidos e explosivos,
faz-se necessdria a existéncia dé forgas externas para realimentar e amortecer tais ciclos,
respectivamente. Ja o modelo de‘I Vogt ndo depende de forma nenhuma de uma combinagéo
especifica dos valores dos pardmetros e nem de qualquer forga externa para a manutengdo
do movimento ciclico das variéveis de estado. Em suma, os ciclos de negécios neste
modelo sdo explicados completamente pelas interagdes entre as varidveis endogenas do

sistema econdmico, ou seja, os ciclos sdo totalmente explicados pelo modus operandis da

economia. |

Apesar de mostrar ciclos gerados endogenamente, os ciclos de negocios no modelo
de Vogt, semelhante ao modelo de Phillips, sdo simétricos € com amplitude constante,
além de oscilarem em torno de um ponto estacionario constante. Portanto, deste modelo
deriva-se predigGes que no estdo 'de acordo com importantes fatos estilizados listados no
capitulo um. Os modelos que sefﬁo apresentados adiante ndo exibem tais deficiéncias,
devido basicamente 4 mudanga nas suas estruturas formais. Nestes sdo incorporadas
interagdes ndo-lineares entre os ag!regados macroecondmicos. Outra fraqueza de modelos
de ciclos independentes de choqueis lineares e, portanto, do modelo de Vogt, € que estes
vao ter sempre um ponto de equililbrio que € um centro, ou seja, um ponto de equilibrio
ndo-hiperbdlico. Isto implica, pelo lt'eorema 2.5 do capitulo anterior, que tais modelos sdo

estruturalmente instdveis. '
[
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Apéndice 2.A. Trajetérias do Modelo de Phillips
|
O modelo de Phillips pode ser exposto alternativamente como segue. Diferenciando-se com relagao

ao tempo o mecanismo de ajustamento de erros da produgdo agregada em (SP.6) tem-se:

Y=a,[C+1'+Z—§"] (2.A1)

Quanto ao consumo agregado, a EDO descrevendo seu padrdo de evolugdo pode ser diretamente

obtida da suposigdo (SP.2) através da diferenciagdo da fungdo consumo com relagdo ao tempo.

C=cY (2.A.2)

Isolando-se /(r) em (SP.6) e introduzindo-se a fungdo consumo na expressdo resultante, obtém-se:

I= —Y—+(l—c)Y—Z @.A3)

@,
i

Finalmente, consegue-se o padrio de evolugdo do investimento agregado em fung3o da producdo
agregada substituindo-se (2.A.3) em (2.35):

| 1‘=ﬂ,[(a‘z—1)Y—i(l—c)Y+Z} 2.A4)

1

Tendo em mdos os padrdes de evolugdo do consumo e investimento agregados descritos como

fungdo da produgdo agregada e considerando que Z=0 [suposi¢do (SP.7)], a EDO, descrevendo as
variagbes do produto agregado, pode ser construida, bastando para isso introduzir (2.A.2) e (2.A.4) em

(2.A.1), do que resulta:

Y(t) +[a,(1-0) -, Bk + B, ]V () +[a, B,(1- )Y (1) = @, 8,2 (2.A.5)

A resolugdo desta EDO linear de segunda ordem ndo-homogénea com coeficientes constantes
fornecera a trajetéria temporal da produgdo agregada do sistema econdmico e, consequentemente, as
trajetérias das demais varidveis de estado do sistema.

A equagdo caracteristica de (2.A.5) é dada por:

2 +[a,(1-0) - a fk+ fJA+[a,5,(1-0)] = 0, 2.A6)

desta resulta:

1 =_a|(1_c)—alﬂll(+ﬂ] +_\/E¥1(1—C)—alﬁ|l(+ﬂ]]2 -4a,p,(1-0)]

(2.A.7)
2 2

A solugdo complementar de (2.A.5) é:
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" Y (1) = ae™ +a,et (2.A.8)

d

A solugdo particular de (2.A.5) é obviamente r,()=2/(1-c¢). Logo, a solugdo geral de (2.A.5)

A
Y(6) = () +Y,(0) = ae™ +a,e™ + T (2.A.9)
~-C

E bem conhecido que (2.A.9) apresentard um comportamento oscilatério ndo amortecido e ndo
explosivo se, e somente se, as raizes caracteristicas (autovalores) forem niimeros imagindrios puros. Com

base em (2.A.7) esta condigéo ¢ satisfeita se, e somente se:
a(lI-c)-afx+p,=0 ¢ apf/(1-c)>0 (2.A.10)

Note qile a segunda condicdo ¢ satisfeita, porém a primeira [equivalente a (2.39)] ndo, ou seja, ¢

uma condigdo que tem que ser imposta. As condi¢des (2.A.10) juntas implicam, por (2.A.7), que os

autovalores sio A,, = *i\Jaf(1—c) . Faga u = \/af(l—c) . Logo, (2.A.9) transforma-se em:

Y(t) = ae™ +a,e™ + 1—?—— (2.A.11)
-C

Com base nas relagdes de Euler, a solugdo de (2.A.11) pode ser rescrita como ™

VA
Y(t) = a,(cosput +isenut) +a,(cospt —isenut) + P (2.A.12)
-c

Sejam y o modulo ¢ 80 argumento das constantes complexas®® g, e a,. Portanto, tais constantes

podem ser colocadas nas sua respectivas formas trigonométricas:

7 As Relagdes de Euler permitem expressar a exponencial de um nimero complexo em termos das fungdes

Seno e Co-seno, como segue: e*™ = cosx * isenx. Para maiores detalhes ver Chiang (1982, p. 457) ou
Gandolfo (1996, cap. 14).

E importante salientar que as constantes a, e a, sdo nimeros complexos definidos por duas constantes
iniciais e pelos autovalores imaginarios puros A,, = *i\/a f,(1—c) . Apesar disto, o termo direito da

equagdo (2.A.12) ndo assume valores complexos, pois @, e d, sdo complexos conjugados. Para ver isto
basta reordenar (2.A.12) da seguinte forma:

. Z
Y(t) = (a, +a,)cosut +(a, —a,)isen ut + i_
-c
Sem perda de generalidade, faga a, = a +bi € a, = a - bi, onde a e b sdo nlimeros reais. As constantes
a,+a, e (a,—a,)i sio na realidade constantes reais, pois a, +a, = (a +bi)+(a—bi)=2a €
(a,-ay)i = [(a + bi) - (a—-bi)]i = 2bi* = -2b . Portanto, o termo direito de (2.A.12) de fato assume

somente valores reais.
°Seja a+bi um numero complexo, sendo a ¢ b numeros reais. O médulo e o argumento de a+bi s3o por

definigdo ¥ =+ a’ +b* e @=arccos(a/y) = arcsen(b / y), respectivamente.
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a, = a+bi =y(cos@+isend)

(2.A.13)
a, =a-bi =y(cos@—isenb)
Inserindo as formas trigonométricas de (2.A.13) em (2.A.12) resulta®":
Z
Y(£) =2y cos(@+ wt) + — (2.A.14)

1-¢

Portanto, o produto oscilara em torno do ponto de equilibrio Z/(1—c¢) com amplitude 2y e

periodo® 27/ .

A trajetdria do consumo € do investimento agregados sdo obtidas com base em (2.A.14), (SP.2) ¢

(2.A.3), as quais sdo®:

C(f) = 2cy cos(6 + ut) +T€Z- 2.A.15)
-C

I(t) = 2b,y cos(b, + O+ ut) (2.A.16)

onde 1—c¢ = b, cosb, e (cu/a) = b, senb, . A equagio (2.A.15) mostra que o consumo agregado oscila
em torno de seu valor de equilibrio [CZ /(1- c)] com um periodo igual ao do produto- (27[ / /1) , mas com

uma amplitude (207) menor do que a apresentada por este (2}/). Além disso, as fases de expansdes e

contragBes destas duas variaveis coincidem. Por sua vez, a equagdo (2.A.16) demonstra que o investimento

também tem uma amplitude (th}’ ) diferenciada daquelas apresentadas pelo produto € pelo consumo. Além

disso, as fases de expansdo (contragdo) do investimento sucedem as fases de expansdo (contragdo) do
produto em intervalos de tempo regulares. Finalmente, cabe salientar que a trajetéria do estoque de capital
observado € obtida, devido a (SP.5), pela integracdo de (2.A.16). Consequentemente, tal variavel realiza uma

trajetdria co-sendide com amplitude constante em torno de seu valor inicial.

*'Cabe lembrar que para quaisquer dois ntimeros x e y vale a igualdade cos(x + y)=cosxcosy Fsenxseny.
®2Tome-se dois instantes de tempo ¢’ e t” tal que 2y cos(@+ ') =2y cos(@+ ut") e t" tal que
este seja o primeiro instante de tempo maior que !’ (com !’ fixado) tal que a igualdade anterior seja
satisfeita. Desta igualdade infere-se que @+ ut’ = @+ pt” . E conhecido que, para qualquer valor de uma
variavel x, tem-se COSXx = cos(x +27) . Logo, (@ + ") —(0+ ut')y = u(t" —t') =27 e, portanto,
operiodoé (" —t'Y=2x/pu.
B A partir de (2.A.14) e (2.A.3) infere-se:

1(6) = 2y[(1— ) cos(8 + ur) — (cu/ @)sen(O+ pt)]

Sejam b, e b, constantes reais arbitrérias. Faga 1—c =b,cosb, e (cu/a) = b senb,. Logo, a

expressdo anterior pode ser reexpressa como:

1(t) = 2b,y[cosb, cos(6+ ur) — senb, sen(6+ ur)],
da qual resulta (2.A.16).
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A CONTRIBUICAO PIONEIRA DE KALDOR

Este capitulo é dedicado inteiramente & discussdo do famoso "Model of Trade
Cycle" elaborado por Kaldor no final da década de trinta (Kaldor, 1940). O modelo de
Kaldor tem sua importéincia na histéria da construgdo de modelos sobre o fendmeno dos
ciclos de negécios por ser a primeira tentativa de avaliar os efeitos da ndo-linearidade em
modelos de ciclos e mesmo uma das primeiras na ciéncia econdmica (Gabisch e Lorenz,
1989, p. 129).

Em seu modelo, Kaldor procura estabelecer condigdes necessarias e suficientes para
a existéncia de ciclos de negécios em economias de mercado. A obtengdo de tais condigdes
é feita basicamente a partir da interagdo do mecanismo do “multiplicador” com uma fungdo
investimento ndo-linear. Como destaca o proprio Kaldor (1940, p. 78), este principio era a
base das teorias dos ciclos desenvolvidas por Harrod (1936) e por Kalecki (1937).
Entretanto, o modelo de Kaldor tem sua originalidade por substituir a hipétese de
linearidade da fung&io investimento e levar em consideragdo o efeito da acumulagfo de
capital na demanda por bens de capital.

O método utilizado por Kaldor (1940, p. 78) para derivar as condigdes necessdrias e
suficientes para a existéncia de ciclos de negocios foi essencialmente geométrico. Isto
levou a conclusdes ndo muito precisas, problema este que posteriormente foi resolvido
primeiramente por Chang e Smyth (1971), os quais utilizaram a teoria qualitativa das
EDO's néo-lineares (mais especificamente o conceito de ciclo limite e o TPB) para provar a
existéncia de um comportamento ciclico das variaveis de estado.

A estrutura de exposigdo deste capitulo organiza-se da seguinte forma. Na se¢do 3.1
apresentar-se-4 a versdo original do modelo de Kaldor. Na segdo 3.2 serdo expostos
melhoramentos formais do modelo de Kaldor, a saber, a verséo formalizada deste modelo
construida por Chang e Smyth. O capitulo encerra-se com a segdo 3.3, onde € avaliada o

desempenho do modelo de Kaldor com relagdo aos fatos estilizados dos ciclos de negécios.



75

3.1. A Dinamica Ciclica Kaldoriana

Antes da apresentagdo propriamente dita da macrodindmica ciclica derivada por
Kaldor, cabe uma exposigdo de alguns comentérios feitos pelo préprio Kaldor a respeito do
processo de ajustamento no mercado de bens, mercado este que é o palco principal para a
dindmica ciclica Kaldoriana'.

A primeira questdio relevante que Kaldor (1940, p. 78) levanta a este respeito, de
cunho conceitual, € a distingfio entre valores ex-ante e valores ex-post da poupanga e do
investimento agregados. O investimento ex-ante’ é definido como o valor da variagdo dos
estoques de todos os tipos planejada pelas firmas. O investimento ex-post € dado pelo valor
da variagdo dos estoques de todos os tipos ndo planejada pelas firmas. Segue de tais
conceitos que as discrepancias entre o investimento ex-anfe e o investimento ex-post sdo
geradas quando os planos de vendas das firmas ndo se concretizam, ou seja, quando as
vendas planejadas diferem das vendas realizadas. A poupanga ex-ante ¢ definida como
sendo o valor que as familias planejam poupar, isto €, que poupariam se previssem
corretamente suas rendas. J& a poupanga ex-post € constituida pelo montante ndo gasto em
consumo pelas familias apds o recebimento efetivo de suas rendas. Consequentemente, as
diferencas entre valores ex-ante e ex-post da poupanga agregada surgem do fato de que as
rendas efetivamente recebidas pelas familias diferem das rendas previstas por estas, ou
seja, devido a mudangas inesperadas da renda das familias®.

A segunda questdo de relevo levantada por Kaldor no inicio de seu artigo diz
respeito ao processo de ajustamento no mercado de bens propriamente dito. Dois pontos
foram tratados: a forma de reagdo “instantdnea’ da economia a discrepancias entre
poupanga ex-ante e investimento ex-ante € as condi¢des necessarias e suficientes para que
o sistema econdmico, a partir de certas hipéteses especificas, elimine estas discrepancias e

convirja para um nivel de atividade onde poupanga e investimento ex-ante sejam iguais.

' Apresentagdes pouco formalizadas sobre o modelo de Kaldor podem ser encontradas em Bober (1968) e
Evans (1969).

* Nesta se¢do, quando ha uma referéncia ao investimento, caso ndo seja explicitado ao contrério, trata-se de
investimento bruto, isto €, investimento liquido mais investimento de reposigio (depreciacdo).

* Com relagdo a adogdo por parte de Kaldor da terminologia ex-ante e ex-post, a qual foi introduzida pela
"Escola Sueca", cabe salientar que isto implica que a dindmica ciclica kaldoriana tem seus fundamentos em
conceitos ligados a dindmica econémica que foram estopim de um longo debate conceitual nos anos 30 entre
Keynes e componentes da citada escola (entre eles: Olihn, Lindhal e Myrdal). Dada a complexidade do tema,
ndo seria factivel nem honesto trata-lo aqui em poucas péaginas. Para o leitor interessado recomenda-se a
leitura das correspondéncias de Keynes com os Suecos contidas nos Collected Wrintings (Keynes, 1971).
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Se uma economia encontra-se num estado de desequilibrio, ou seja, num estado
onde poupanga e investimento ex-anfe ndo sio iguais, haverd uma mudanga de estado, isto
€, uma variagdo no nivel de atividade®. O sentido da variago (expansdo ou contragdo) do
nivel de atividade dependera do tipo de desalinhamento entre a poupanga ex-ante € 0
investimento ex-ante. Caso o nivel de atividade de desequilibrio seja caracterizado por um
volume de poupanga ex-ante maior que o volume de investimento ex-anfe, entdo a
poupanga ex-;uost ird ser menor que a poupanga ex-ante e/ou o investimento ex-post sera
maior do que o investimento ex-anfe. Se a primeira espécie de disparidade entre valores
planejado e realizado (poupanga ex-ante > poupanga ex-post) é verificada, significa que as
familias receberam menos renda do que tinham previsto, o que provocaria uma contragdo
nos gastos em bens de consumo. Se o segundo tipo de discrepancia entre valores planejado
e realizado (investimento ex-post > investimento ex-ante) ocorrer, significa que houve uma
acumulagdo indesejada de estoques, o que induziria as firmas a uma redugfo nas compras
de bens de capital, ou seja, geraria uma contragio do investimento agregado. Portanto, a
redugdio simultinea destes componentes da demanda agregada, ou mesmo de apenas um
deles, implicaria uma contragdo da demanda efetiva, o que teria como conseqiiéncia uma
queda do nivel de atividade, ou seja, uma contra¢do do nivel de emprego. Caso a situa¢do
seja oposta a esta, ou seja, se o nivel de atividade de desequilibrio for caracterizado por um
volume de poupanga ex-ante menor que o volume de investimento ex-ante, entdo ocorrera
tudo exatamente ao inverso e, portanto, havera uma expansio do nivel de emprego. Em

suma:

N>0, se I>S
N=0, se I=S 3.1)
N<0, se I<S

Descrito como o mercado de bens reage instantaneamente a desequilibrios entre
poupanga e investimento ex-ante, Kaldor passou a tratar da questdo de como o processo de
ajustamento deste mercado ocorreria sob certas hipéteses a respeito do comportamento da
poupanga e investimento agregados ex-ante. Inicialmente Kaldor (1940, p. 79) supds que
tanto o investimento como a poupanga agregados ex-ante sio fungdes do nivel de
atividade, isto €, do nivel de emprego. Estas relagdes funcionais podem ser formalmente

representadas por:

* Na argumentagdo que segue ¢ suposto uma economia fechada sem governo.
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I=1I(N) (3-2)
S =S(N) @3.3)

No caso da fungdo investimento, é suposto que um nivel mais alto de produgdo
conduz a um nivel mais elevado de lucros, o que implica por sua vez uma maior demanda

por bens de capital, dessa forma:
I, >0 (34)

Com relagdo a propensdio marginal a poupar, com base na teoria da fungfo
consumo, € suposta ser estritamente positiva € menor do que um, isto &, a derivada da

fungéo poupanca tem seus valores restringidos a:
0<S, <1 (3.3)

A avaliagdo, por parte de Kaldor (1940, p. 80), das condigdes sob as quais uma
economia converge para um estado de equilibrio no mercado de bens foi realizada dentro
de um cenario onde as taxas de variagdo da poupanga e do investimento ex-anfe com
relagdo a mudangas no nivel de atividade se mantém constantes para todos os niveis de
atividade econdmica. Em outras palavras, Kaldor avaliou o caso em que as derivadas das

fungdes investimento e poupanga ex-anfe sdo constantes, ou seja, quando tais fungdes sdo

lineares”.

I=1+bN (3.6)
S=S+sN (3.7

Tomando-se este padrdo de reagdo do investimento e poupanga agregados com
relagdo ao nivel de atividade, o processo de ajustamento no mercado de bens podera levar a
economia a dois estados basicos possiveis. Se a economia ird para um ou para outro
dependera da relagdo entre as intensidades de reagdo da poupanga e do investimento a

mudangas no nivel de atividade. Os casos possiveis estdo esquematicamente apresentados
no Quadro 3.1

* Dado que S y=5el N = b, onde s e b sdo constantes estritamente positivas, as fungdes poupanca e

investimento lineares resultam da integragdo destas simples EDO's. Dessa forma, / e S podem ser vistas
como constantes de integragdo.
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Conclui-se a partir do Quadro 3.1 que um comportamento mais responsivo por

parte do investimento ex-ante do que a poupanga ex-anfe a variagdes no nivel de atividade

(Iy =b>s=S,) acarretaria, a partir de um estado de desequilibrio, uma evolugdo

totalmente instdvel do sistema econdmico. Por sua vez, um comportamento do

investimento ex-ante a variagbes no nivel de atividade menos

responsivo do que a

poupanga ex-ante (I, =b < s=38,) implicaria uma tendéncia contraria ao caso anterior,

ou seja, qualquer discrepancia entre investimento e poupanga tenderia a ser eliminada e o

equilibrio seria estabelecido®.

Quadro 3.1. Processo de Ajustamento no Mercado de Bens

Casos

0 investimento reage com mais intensidade do
que a poupanga a variagdes no nivel de atividade

(I, =b>s=8,)

_0:investimento, reage com menos intensidade do
que a poupanqa a variagGes no nivel de anvxdade

Sy =b<s=S,)

I>8

(niveis de atividade a direita do ponto N ) na Figura 3.1.a)
O nivel de atividade tenderia a expandir-se. Esta
expansdo no nivel de emprego provocaria um novo
aumento da poupanga ¢ do investimento. Todavia, dado
que o investimento aumentaria mais intensamente, o
hiato entre estes se tornaria ainda maior. Esta maior
discrepéncia entre investimento e poupanga conduziria
novamente a uma expansdo do nivel de atividade e,
portanto, a uma reexpansio do hiato poupanga-

investimento. Este processo repetir-se-ia

indefinidamente sempre em escalas cada vez maiores €

a economia tenderia a um estado “explosivo”.

*
(niveis de atividade 3 esquerda do ponto N na Figura 3.1.b)

O nivel de atividade tenderia a expandir-se, implicando
um aumento tanto da poupanga como do investimento
ex-ante. Contudo, dada a resposta menos intensa do
investimento, a economia diminuiria a desigualdade
entre poupan¢a e investimento. Este processo de
ajustamento repetir-se-4 até a economia encontrar-se

*
emN'.

I<S

*
(niveis de atividade 2 esquerda do ponto N na Figura 3.1.a)

O nivel de atividade tenderia a contrair-se, implicando

uma reducio tanto na poupanga como no investimento

ex-ante. Contudo, dada a resposta mais intensa do
investimento, a economia aumentaria ainda mais a
desigualdade entre poupan¢a ¢ investimento, levando a
uma nova contragdo do nive! de atividade. Esta cadeia
de efeitos prolongar-se-ia conduzindo a economia a um
estado de estagnagdo completa, isto ¢, para um estado

onde o nivel de emprego fosse nulo.

*
(niveis de atividade 2 direita do ponto N na Figura 3.1.b)
O nivel de atividade tenderia a contrair-se. Esta

reducdo no nivel de emprego provocaria uma queda da
poupanga e do investimento. Todavia, dade que o
investimento cairia menos (em termos absolutos) do
que a poupanga, o hiato entre estes se reduziria. Esta
menor discrepdncia entre investimento e poupanga
conduziria novamente a uma contragdo do nivel de
atividade e, consequentemente, a uma nova redugdo do
hiato poupanga-investimento. Este processo se repetir-
se-4 até este hiato ser extinguido, ou seja, até a

economia atingir o nivel de emprego de equilibrio N*.

Fonte: Kaldor (1940)

° Sobre este ultimo caso, representado na Figura 3.1.b, Kaldor (1940, p. 80) comenta: Esta, eu acredito, ¢ a
suposi¢do implicada pela teoria do emprego do sr. Keynes. [Tradugdo do autor]
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A argumentacdo contida no Quadro 3.1 pode ser desenvolvida alternativamente de
uma maneira mais formal e concisa’. Suponha-se que o nivel de atividade ajuste-se de

acordo com o excesso de demanda agregada no mercado de bens.

N = a,[I(N)-S(N)], com a, constante e a; >0 (3.8)
1S 4 1S &
IN) S(N)
7 s < i
! I
7~ } 7 g
i |
i l
{ - ] >
N* TN N* N
(@) (b)

Figura 3.1. Ajustamento no Mercado de Bens com Fung¢oes Investimento e Poupanga Lineares
Fonte: Kaldor (1940, p. 80)

A partir deste mecanismo de ajustamento de erros, no caso em que as fungdes
poupanga ¢ investimento sdo lineares, a equagdo de movimento do nivel de atividade toma

a forma:

N=a,(J+bN-5~-sN) ou N-ay(b-s)N=a,(I-3) 3.9)

Esta ultima EDO é linear de primeira ordem ndo-homogénea com coeficientes

constantes. Como € bem conhecido, a solugio desta é dada por:

N(8) = N"+[N(t,) - N Je %) (3.10)

.7

b-s

onde N' =

. Como pode ser constatado por simples inspeg@o, o comportamento

assintdtico do nivel de emprego (o limite de N quando t—> ) depende do sinal da

constante a,(b—s) e do hiato N(¢,)— N'. Os seis casos possiveis podem ser resumidos

graficamente como consta na Figura 3.2.

’ A modelagem que segue ndo aparece explicitamente em Kaldor (1940).
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N-N7, P N-N4
e \
N-N=
NEN"i r NN T
NN —\
. N-N*
caso: b>s caso: b<s

Figura 3.2. Estabilidade do Sistema (3.10)

Concluindo esta discussdo, pode-se perceber que as duas formas bésicas possiveis
de comportamento assint6tico que o sistema (3.10) pode apresentar sdo extremas. Pela falta
de uma forte justificativa econémica e pela restrigio imposta pela lei psicolégica
fundamental, a equagdo (3.5), a possibilidade de que b>s ndo pode ser desconsiderada.
Todavia, devido ao contraste com os fatos, ou seja, dada a falta de evidéncias de existéncia
de economias tdo instdveis, a condi¢do b<s aparece como a alternativa mais plausivel.
Entretanto, como salienta Kaldor (1940, p. 80), as economias observadas também ndo
demonstram uma estabilidade tdo forte. Portanto, chega-se & conclusio de que as
intensidades de rea¢do da poupanga e/ou investimento ndo sdo constantes para todos os
niveis de atividade.

A partir desta constatagdo Kaldor (1940, p. 81) introduz na anélise do processo de
ajustamento do mercado de bens duas idéias que buscam explicar estas flutuagdes na
intensidade de resposta do investimento e/ou da poupan¢a a variagdes no nivel de
atividade, idéias estas que ddo originalidade a seu modelo de ciclos de negécios. A
primeira delas foi admitir que as fun¢des poupanga e investimento podem ndo ser lineares
com relagdo ao nivel de atividade. A segunda foi considerar o efeito da mudanga do
estoque de capital sobre o comportamento da poupanga e do investimento agregados.

Com relagéo a forma da fungdo investimento, é assumido que para baixos e altos
niveis de atividade a demanda por bens de capital tende a ser mais inelastica com relagdo a
variagdes no nivel de emprego do que para niveis normais de atividade. Em outras
palavras, é suposto que a inclinagdo da fungdo investimento (3.2) é pequena para niveis
baixos e altos de atividade. A intui¢do econdmica por tras desta suposigdo € a seguinte:

para baixos niveis de atividade ha um alto grau de capacidade ociosa e, portanto, aumentos
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do nivel de emprego ndo induziriam a grandes volumes de compras de bens de capital; para
altos niveis de atividade econdmica, aumentos subsequentes do nivel de emprego ndo
acarretariam um forte impulso ao investimento, devido aos crescentes custos financeiros de
instalagdo de novos bens de capitais (custo crescentes de construgdo e tomada de
empréstimos). Logo, como mostrado na Figura 3.3, a fungdio investimento possuird uma
forma sigmoide, pois o investimento se desviard de um comportamento linear com relacdo
ao nivel de emprego para valores anormais deste ultimo.

No caso da fungdo poupanga (3.3), o grau de elasticidade tem um comportamento
inverso ao da fung3o investimento, ou seja, para valores anormais (extremamente baixos ou
altos) do nivel de atividade, a poupanga é mais eldstica com respeito a variagdes no nivel
de emprego do que em niveis normais de atividade. Valores elevados de S, para baixos
niveis de atividade devem-se ao fato de que quando as rendas (no sentido microecondmico)
sdo muito baixas, as poupanc¢a sdo drasticamente cortadas e podem mesmo tornar-se
negativas. No caso de altos niveis de atividade a explica¢do para elevados valores de S
pode ser encontrada no fato de que os individuos com niveis de renda extremamente
elevados provavelmente ndo s6 poupam maiores quantidades de sua renda mas também
maiores propor¢des desta. Kaldor (1940, p. 82) afirma que esta alta sensibilidade da
poupanga a niveis anormais de renda por parte dos individuos advém do fato de que para
niveis normais desta ha um "padrdo de vida costumeiro” ("customary standard of living"),
bem como um certo nivel normal de poupanga. Portanto, se as rendas sdo muitos baixas os
individuos irdo consumir seus recursos para manterem seu "padrdo de vida costumeiro”, ja
se suas rendas sdo altas estes individuos ndo alterarfio rapidamente seu padrdo de vida e,
consequentemente, sua propor¢do da renda ndo consumida aumentara. A estas causas
microecondmicas somam-se as seguintes tendéncias macroecondmicas. Primeiro, em
niveis baixos de atividade uma proporgdo cada vez maior do rendimento dos trabalhadores
toma a forma de beneficios (seguros) de desemprego devido & meta macroecondmica de
manter o consumo agregado dentro de um certo patamar. Segundo, para altos niveis de
atividade os precos dos bens e servicos tende a aumentar mais velozmente do que os
salérios, isto provocara uma distribuico de renda em favor dos lucros, aumentando assim a

propensdo a poupar da economia.
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iN)

Figura 3.3. Fungdo Investimento ndo-Linear
Fonte: Kaldor (1940, p. 81)

O argumento para justificar a forma sigméide da fun¢do investimento € muito mais
robusto do que o argumento relativo a fungdo poupanga. Este tltimo envolve
simultaneamente mudanga na distribuigdo de renda e ajustamentos de pregos sem recorrer,
por exemplo, a um raciocinio de equilibrio geral, o qual permitiria avaliar de forma mais
precisa esta cbmplexa teia de interagGes. Entretanto, mesmo se a ndo-linearidade da fungdo
poupanca nfo for sustentivel de um ponto de vista tedrico, o ciclo Kaldoriano ndo tem sua
existéncia posta em xeque, pois: como. o leitor notard, nossa andlise permaneceria vdlida
mesmo se somente uma das duas fungdes se comportasse da maneira sugerida, enquanto a

outra fosse linear (Kaldor, 1940, p. 82). [Tradugdo do autor]

*

SN

Figura 3.4. Func¢do Poupanca nio-Linear
Fonte: Kaldor (1940, p. 82)

Somente com a premissa de ndo-linearidade da fungfo investimento e/ou da fungio
poupanga ja € possivel inferir a existéncia de estados de equilibrio multiplos. No artigo de

Kaldor onde ¢ assumida especificamente a forma sigmdide tanto para fungdo investimento
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como para fungdo poupanga passam a existir trés pontos de equilibrio, conforme exposto

na Figura 3.5.

A
? S(N)
I(N)
0 — N

Figura 3.5. Equilibrios Miiltiplos no Mercado de Bens
Fonte: Kaldor (1940, p. 83)

Com respeito a estabilidade dos pontos de equilibrio, Kaldor (1940, p. 82) assume

que os pontos 4 e B sdo localmente estaveis e o ponto C € instavel, ou seja:
Iy <SS, , nasvizinhangas de 4 e B (3.11)
Iy > S, , navizinhanga de C (3.12)

Destas hipéteses infere-se que a economia, coteris paribus, tende assintoticamente
para um nivel de emprego de equilibrio extremamente baixo ou alto.

Como ja comentado, para obter um comportamento ciclico das varidveis
macroecondmicas envolvidas, Kaldor incorporou os efeitos da acumulagio de capital sobre

a poupanga e o investimento. Como colocado explicitamente por ele:

A chave para explicagdo do ciclos de negécios é encontrada no fato de que
cada um desses pontos [pontos A e B na Figura 3.5] é estdvel somente no curto
prazo: quando a atividade continua em um desses niveis, for¢as gradualmente
acumulam [devido a variagdes no estoque de capital), as quais mais cedo ou

mais tarde tornam essa particular posi¢do instdvel. E para uma explicac¢do da

natureza dessas forg¢as que devemos agora nos voltar. (Kaldor, 1940, p. 83).
[Tradugdo do autor]
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E importante esclarecer o significado de “curto prazo” (short period) para Kaldor.
Curto prazo € o intervalo de tempo no qual o estoque de capital ndo se altera e, portanto, a
poupanga € o investimento agregados dependem apenas do nivel de emprego. Dessa forma,
Kaldor denomina S(N) e I(N) de fungdes de curto prazo (short-period functions).

A explicagdo da “natureza das forgas” que geram o comportamento ciclico das
varidveis macroecondmicas envolvidas no modelo oferecida por Kaldor ¢ feita por meio da
jun¢do da ndo-linearidade (com relagdo ao nivel de atividade) das fung¢des investimento €
poupanca de curto prazo com os efeitos de longo prazo [ou seja, os deslocamentos
enddgenos destas fungSes de curto prazo no plano (N,R,)] gerados pelas variagbes no
estoque de capital agregado.

A exposicdo do argumento de Kaldor que estabelece as condigSes para a existéncia
de ciclos de negdcios pode ser feita como segue. Suponha (Kaldor, 1940, p. 83) que o
investimento e a poupanca agregada dependem ndo somente do nivel de emprego, mas
também do volume do estoque de capital da economia. Portanto, ambas as fungdes passam

a ter mais um argumento®.

S=8(N,K) 3.13)
I=I(N,K) 3.14)

Tais fungdes sdo agora fungdes de longo prazo. Kaldor (1940, p. 83) mantém as

propriedades (3.4) e (3.5) e acrescenta a estas as seguintes:

S, >0 | (3.15)
I, <0 (3.16)

A relagfo positiva entre poupanca e estoque de capital advém de uma espécie de
"efeito riqueza real inverso" ("inverse real wealth effect") (Gabisch e Lorenz, 1989, p.
126). Quando o nivel de atividade ¢ alto, o investimento agregado € elevado e, portanto, ha
uma forte acumulagdo de capital (investimento liquido estritamente positivo).
Consequentemente, haverd uma maior producdo de bens a cada nivel de emprego e,
portanto, um aumento do nivel da oferta agregada, o que conduz a um aumento na renda
nacional gerando um maior volume de poupanga a cada nivel de emprego. Quando o nivel

de atividade encontra-se a niveis baixos ocorre exatamente o efeito inverso. Agora a
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representacdcd da fungdo poupanga agregada no pléno (N,S) é feita para uma dada
quantidade do estoque de capital, isto é, a fungdo S(N ,K) é uma curva de nivel ¢ ¢

tragada para um dado K . Assim, quanto mais alto (baixo) o valor de K mais distante
(proximo) estard a fungdo poupanga do eixo das abcissas.

A relagdo inversa entre investimento e estoque de capital tem uma explicagio mais
convincente do que possui a relagdo entre poupanga e o estoque de capital. A acumulagdo
de capital gera dois efeitos opostos sobre o investimento: o primeiro, € o de restringir a
gama de oportunidades de investimento disponiveis; o segundo, ¢ o de provocar
surgimento de novas invengdes, as quais impulsionam novos investimentos. Kaldor (1940,
p. 85) argumenta que o efeito negativo supera o efeito positivo sobre o investimento, assim
uma expansdo do estoque de capital acaba levando a contragdes no investimento. No caso
de uma desacumulagio de capital, ou seja, da inexisténcia de investimento liquido os dois

efeitos trabalham no mesmo sentido, isto €, ampliam-se as oportunidades de investimento a

cada nivel de atividade e hd um clima propenso a novas invengdes. Em suma, ao contrario

da fun¢do poupanga, quanto mais alto o valor de K, mais proéximo estard a fungéo

investimento de curto prazo do eixo das abcissas, conforme exposto na Figura 3.6.

1(Ky)
1(Kz)
I{Ky)

K1< Kg( KS

v
z

Figura 3.6. Translag¢ies das Fungdo Investimento
Fonte: Ichimura (1955, p. 210). (Figura adaptada pelo autor)

® Estas fungdes de longo prazo, ao contrario das de curto prazo, ndo sio postas explicitamente por Kaldor.
Sua argumentagéo € puramente verbal e geométrica. Elas s3o aqui incluidas para facilitar a comparagdo com
a versdo formalizada do modelo de Kaldor feita por Chang e Smyth (1971) que serd apresentada a frente.
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O mecanismo gerador de ciclos

Kaldor estabeleceu a existéncia de um ciclo de negdcios com base no seguinte
argumento geométrico. Suponha que inicialmente a economia se encontre no ponto B na
Figura 3.7.a. 'Neste ponto o nivel de atividade ¢ alto e, portanto, o investimento também
esta num patamar elevado (investimento liquido estritamente positivo), consequentemente,
ha uma expansdo do estoque de capital. Esta acumulago de capital gera uma translagéo
para baixo da fungfo investimento e para cima da fungio poupanga. Logo, o ponto B é
deslocado para a esquerda e o ponto C para a direita, os quais se aproximam um do outro
gradativamente (Figura 3.7.b) e a economia comega a sofrer uma contra¢do no nivel de
emprego (a economia estd no ponto B). Este processo se desenrola até os ponto B € C se
fundirem (ponto BC na Figura 3.7.c) num estado onde o nivel de emprego ¢ menor do que
antes. Entretanto, a economia ndo se mantém no ponto BC, continuando a contrair-se, ja
que na vizinhanga deste ponto a poupanca ex-ante é maior que o investimento ex-ante (S>I)
e, portanto, "os distirbio (translagdes) provocados pela acumulagdo de capital serdo
amplificados e levardo rapidamente a economia para um fundo do ciclo, ou seja, ao ponto 4
(Figura 3.7.d)°. Agora no ponto 4 a economia encontra-se num nivel de atividade
extremamente baixo, logo o investimento estd a um nivel baixo (investimento liquido
estritamente negativo) e, consequentemente, hi uma contragio do estoque de capital. Esta
gradual redugdo do estoque de capital gera translagdes da fungdo investimento para cima e
da fungio poupanga para baixo. Dessa forma, reaparecerdo trés pontos de equilibrio (Figura
3.7.e). A economia continuard a expandir-se € o ponto 4 (onde a economia se encontra)
comegara a ser deslocado para direita e o ponto C para a esquerda, os quais passam a
aproximar-se um do outro gradativamente (Figura 3.7.f). Este processo se desenrola até os
ponto 4 e C se fundirem (ponto AC na Figura 3.7.g). Entretanto, a economia nio
permanece no estado AC, continuando a expandir-se, pois na vizinhanga deste ponto o
investimento ex-ante é maior que a poupanga ex-ante (I>S). Dessa forma, os distirbios

(translagbes) gerados pela desacumulagdo de capital se amplificardo e conduzirdo a

° Kaldor (1940, p. 84) comenta que: a rota seguida na transicdo de BC [B no original] para A pode ser ao
longo da curva I ou da curva S, a depender se a poupanga ex-post é ajustada ao investimento ex-ante ou 0
investimento ex-post a poupanca ex-ante - i. e., a medida que o desapontamento das expectativas ocorram
do lado das rendas, ou do nivel dos estoques das firmas [Tradugdo do autor]. A que se reconhecer que estes
comentarios sdo pouco esclarecedores, pois ndo ¢ de fato explicitado nenhum mecanismo de ajustamento.
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economia rapidamente a um pico do ciclo, isto é, ao ponto B (Figura 3.7.h)'"’. Agora, no
ponto B, a economia se encontra num nivel de atividade extremamente alto. Logo, o
investimento estd num nivel elevado e, portanto, ha uma expansdo do estoque de capital.
Esta gradual acumulagdo de estoque de capital gera translagdes da fungfo investimento
para baixo e da fun¢@o poupanga para cima. Tais deslocamentos levardo novamente ao
reaparecimento de trés pontos de equilibrio e ao retorno da economia ao seu estado inicial
(ponto B na Figura 3.7.a) o que completa um periodo de um ciclo de negécios e a partir dai
inicia-se um novo periodo deste ciclo.

A vpartir desta argumentagdo geométrica, Kaldor (1940, p. 85) afirma que a
interagdo entre as fun¢des poupanga e investimento ndo-lineares e o mecanismo do
multiplicador gerarfo flutua¢Ses nas varidveis macroecondmicas que caracterizam o estado

da economia se, e somente se, as seguintes condi¢des forem verificadas:

CONDICAO (CK.1): Para niveis normais de atividade a condi¢do I, >S, deve ser
satisfeita;

CONDICAO (CK.2): Para niveis anormais (extremamente altos ou baixos) de atividade a
condi¢do I, <S, deve ser satisfeita;

CONDICAO (CK.3): No ponto de equilibrio BC (AC), o nivel de investimento deve ser
grande (pequeno) o suficiente para que haja um investimento
liquido estritamente positivo (negativo) e, portanto, uma translagdo
para baixo (cima) da fungfo investimento e para cima (baixo) da
fung¢do poupanga. Equivalentemente, o nivel de emprego em que o
investimento liquido € nulo (equilibrio de longo prazo) deve ser um
nivel de emprego localizado entre os pontos BC e AC (excluindo-

0s).

Considerando (CK.1), a condigdo (CK.3) pode ser recolocada como'': existe um N*
tal que S(N',K)=I(N",K), I, =I(N",K)-1,=0 e [,(N',K)>S,(N',K), onde I é o
investimento liquido e /g € o investimento de reposi¢do. Em outras palavras o equilibrio

de longo prazo tem que estar localizado na faixa de nivel de atividade normal.

'® Os comentarios sobre a transi¢io de BC para A feitos na nota de rodapé anterior aplicam-se a transigao de
AC para B.
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Figura 3.7. A Dindmica Ciclica Kaldoriana
Fonte: Kaldor (1940, p.84) (Figura adaptada pelo autor)

"' Esta reexpressdo de condigio (CK.3) de Kaldor é encontrada (utilizando-se a variavel renda no lugar da
variavel nivel de emprego) em Chang e Smyth (1971, p. 40) e Gabisch e Lorenz (1989, p. 128).
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3.2. A Formalizacgiio do Modelo de Kaldor: a versdo Chang-Smyth

O modelo de ciclos de negécios de Kaldor vem despertando muito interesse por
parte dos estudiosos do fenémeno dos ciclos de negécios. Apds a publicagdo deste trabalho
houve uma duradoura onda de aprimoramentos formais'”>. Nesta segdo apresentar-se-d 0
primeiro deste conjunto de trabalhos, no qual demonstra-se de fato a existéncia de uma
trajetoria periddica no modelo de Kaldor, a saber, a versdo de Chang e Smyth (1971)".

Estes autores reapresentaram o modelo de ciclos de negécios de Kaldor dentro de
uma roupagem mais formalizada do que a apresentagdo original. O modelo foi
transformado num sistema de EDO's bidimensional auténomo ndo-linear. A este sistema
foi aplicado o TPB, com o intuito de estabelecer as condigdes de existéncia de um ciclo
limite. Deste exercicio resultou uma fixagdo precisa das condigdes necessarias € suficientes

para a existéncia de um comportamento ciclico das varidveis macroeconomicas envolvidas.

3.2.1. O modelo: suposi¢des e equacdes de movimento

A versdo de Chang e Smyth (1971, p. 38) ¢ construida a partir das seguintes

suposicdes basicas:

SUPOSICAO (SCS.1): O investimento liquido ex-ante e a poupanga ex-ante sio ambos
funcgSes (gerais ndo-lineares) do nivel de renda ¢ do estoque de
capital, ou seja, /=I(Y,K) e S=S(Y,K), as quais possuem
derivadas parciais primeiras continuas que satisfazem as
seguintes propriedades:/, >0, [, <0, S, >0 e S, <0 para
todo Y>0e K20.

SUPOSICAO (SCS.2): O nivel de renda varia proporcionalmente ao excesso de demanda

agregada, ¥ = a,[/ —S] com a3 constante € , > 0.

" Esta onda dura até hoje, veja por exemplo o artigo de Dohtani (1996) publicado numa revista de
matemdtica aplicada.

'* Antes do trabalho de Chang e Smyth houve outros trabalhos relacionados ao modelo de ciclos de Kaldor, a
saber: Ichimura (1954), Ichimura (1955) e Black (1956). Todavia, nestes artigos ndo existia uma prova
analitica de existéncia de uma 6rbita fechada no plano de fases do modelo de ciclos de Kaldor.
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SUPOSICAO (SCS.3): Nio ha depreciagiio e a variagdo do estoque de capital é uma
média ponderada dos niveis de investimento liquido e poupan¢a

ex-ante, ou seja, K = pl +(1— z)S com u constante u €[0,1].

Estas suposi¢des, além de mais precisas em termos formais, sdo levemente
diferentes daquelas adotadas por Kaldor. Na suposigdo (SCS.1) ¢ introduzida como
variavel medidora do nivel de atividade a renda nacional no lugar da varidvel nivel de
emprego utilizada originalmente. Isto foi feito devido ao fato de que a renda é a varidvel
geralmente usada para este fim contemporaneamente (Chang e Smyth, 1971, p. 38). Ainda
com relagdo a suposi¢do (SCS.1), observa-se que a hipétese Kaldoriana da existéncia de
uma relagfo -positiva entre poupanca e estoque de capital a um dado nivel de renda
(Sg >0) é substituida pela proposi¢do inversa, ou seja, S, <0. Este procedimento foi
justificado apelando-se para o aparente consenso entre os economistas em torno do efeito
riqueza, isto é, de que um aumento (decréscimo) na riqueza, mantendo-se a renda
constante, acarretard uma expansio (contragio) no consumo'*.

A suposigio (SCS.2) é a adogdo explicita de uma hipétese sobre o processo de
ajustamento no mercado de bens, a saber, a de que a renda se ajusta com base no
mecanismo de correcdo de erros associado a uma defasagem distribuida exponencialmente.

Com a suposigdo (SCS.3) leva-se em consideragdo de maneira explicita e formal o
ajustamento do estoque de capital da economia, coisa que Kaldor ndo tinha feito. Chang e
Smyth (1971; p. 39) trabalham com uma fun¢fo de investimento /iquido, ao contréario de
Kaldor que trabalhou com uma fungfo de investimento bruto. Além disso, Chang e Smyth
(1971, p. 39) supbem que o processo de ajuste no mercado de bens se dé ao longo da curva
de investimento, ou seja, € suposto que o investimento ex-ante é sempre igual ao
investimento ex-post e, portanto, que o desequilibrio no mercado de bens é caracterizado

sempre pelo desalinhamento entre a poupanga ex-ante € a poupanca ex-post, formalmente

'* Chang ¢ Smyth (1971, p. 39) argumentam que dado que a poupanga depende do nivel de renda e do nivel
do estoque de capital, S =S(Y,K), e a renda do nivel de emprego e do nivel de estoque de capital,

Y =Y(N,K), entao S = S(Y(N,K),K)=S(N,K). Portanto, o impacto de uma variagdo no nivel do
estoque de capital sobre a poupanga é dado por §K = S,,YK + SK . Chang e Smyth afirmam que Kaldor

assumiu que S, > 0. Isto significa que Kaldor supds que o impacto positivo da acumulagdo de capital
sobre 0 volume de poupanga ex-ante via expansdo da renda induzida pela expansdo do estoque de capital
(Sy Yy ) supera o efeito de contragdo (S ).
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K = I . Contudo, Chang e Smyth (1971, p. 44) afirmam que se for suposto que”® K = S ou
de forma mais geral que'® K = uf +(1- u)S , as condigdes de existéncia de um ciclo limite
ndo serdo alteradas. Por isto, em (SCS.3) adotou-se a hipotese mais geral. Para comparar os
resultados aqui obtidos com os respectivos resultados no texto original de Chang e Smyth
basta fazer u=1. Para o caso K =S (ndo feito explicitamente no texto original), basta
fazer u=0.

Assumidas tais premissas sobre o comportamento da poupanca € do investimento,
bem como com respeito aos processos de ajustamento da renda e do estoque de capital, as
transi¢des de estado de uma economia com estas caracteristicas passam a ser governadas

pelo seguinte sistema de EDO's bidimensional autdnomo néo-linear:

Y = a,[I(Y,K) - S(Y, K)]

T 3.17)
K=p(Y,K)+(1-p)S,K)

Este sistema ¢ definido no plano de fases ® = {(¥,K) e R’} .
3.2.2. A existéncia de um ciclo limite

Construida a formulag¢do dindmica do modelo de Kaldor, Chang € Smyth passam ao
estabelecimento das condi¢es de existéncia de um ciclo limite. Esta tarefa pode ser
rigorosamente apresentada na seqiiéncia especificada no programa de aplicagdo do TPB

explicitado no capitulo dois.
Existéncia de um ponto de equilibrio

Dado que as fungbes investimento e poupanga sdo gerais'’, as condi¢des de

existéncia, unicidade e estabilidade local de um ponto de equilibrio do sistema (3.17)

"* A poupanga ex-ante é sempre realizada, isto €, o excesso de demanda agregada por capital ¢ preenchido
por estoques reguladores (buffer stocks).

' O excesso de demanda agregada por capital é preenchido em parte pela produgéo ndo planejada e em parte
pelo movimento dos estoques.

" No sentido de que somente sdo especificados os sinais de suas derivadas parciais € a classe a que
pertencem (o "quanto” sdo continuas).
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. . T ~ . 13
foram obtidas a partir da andlise das curvas de demarcagdo (demarcation curves)

implicitamente definidas pelas equagdes:

MY, K)+(1-)S(Y,K)=0
O locus onde a renda, ou seja, a curva de demarcagdo Y =0 ¢ determinada
implicitamente pela primeira equagio em (3.18). A inclinagdio desta curva no plano (¥,K)
pode ser obtida por intermédio do teorema da fun¢do implicita:
dK Sy -1,

Rl _ (3.19)
dYl,, I.-Sg

As informagdes dadas por (SCS.1) sfo insuficientes para determinar o sinal desta

expressdo. Por sua vez, o locus onde o estoque de capital mantém-se inalterado, isto €, a

curva de demarcagdio K =0, definida implicitamente a partir da segunda equagfio em

(3.18), tem sua inclinag8o no plano (¥,K) completamente definida por (SCS.1), a saber:

dk - _ My +(-p5, >0, paratodo ¥ >0 (3:20)

dYlx, My +(1-w)Sy

Um ponto de equilibrio (Y',K') € obtido pelo cruzamento das curvas de

demarcagdo em (3.18). Para garantir a existéncia (¥',K"), Chang e Smyth (1971, p. 39-41)

impdem as seguintes condi¢des ao modelo:

CONDICAO (CCS.1): O investimento liquido ex-ante é mais responsivo a variagdes no
estoque de capital do que a poupanga ex-ante, isto &, |I,|>|S,|
paratodo Y >0 e K> 0.
CONDICAO (CCS.2): As curvas de demarcagfio apresentam as seguintes propriedades:
() a curva de demarcagéio Y =0 intersecciona, no plano (¥,K), o
eixo ¥ num ponto finito Y3 a direita do ponto de equilibrio, ou
seja, existe ¥, >Y  tal que I(Y;,0)=S(Y;,0). Além disso,

K —> o quando ¥ — 0;

'* Este termo ¢ utilizado por Chiang (1992, p. 629) e ser4 adotado no restante desta dissertagio.
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(ii) a curva de demarcagéo K =0 intersecciona, no plano (¥,K), o
eixo K num ponto K,>0 tal que
ul(0,K,)+(1- )S(0,K,) =0. Além disso, dado que a curva
de demarcagiio K =0 ¢ continua e estritamente crescente no
intervalo fechado [0,Y3], esta € limitada e, portanto, existe no

eixo K um ponto finito K3 tal  que
(Y, Ky) +(1- wS(H, K,) = 0.

A partir de (SCS.1), (CCS.1) e (CCS.2) infere-se que as curvas de demarcagio se

cruzardo pelo menos uma vez (podendo fazé-lo mais de uma vez). Isto € suficiente para que

exista um ponto de equilibrio (¥*,K'). Na Figura 3.8 s3o apresentados alguns casos

possiveis.

=0 . \Y=o 0
K /'\/

o

<[]
1 - —
~

Y
(b) (©
Figura 3.8. Existéncia de um Ponto de Equilibrio no Modelo de Kaldor

Unicidade do ponto de Equilibrio

A unicidade do ponto de equilibrio é obtida pela garantia de que as curvas de
demarcag@o em (3.18) cruzam-se uma, ¢ somente uma vez. Para garantir isto Chang e

Smyth acrescentam a seguinte condigao:

CONDICAO (CCS.3): S, - 1,5, >0
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Esta condi¢do assegura a unicidade de (Y * K') devido ao fato de que a curva de

demarcagdo K =0 ¢ mais inclinada do que a curva de demarcagdo ¥ =0, mesmo que esta

ultima seja positivamente inclinada, ou seja:

dK
dy

_dk
¥=0 dy

IKSY —SKIY

= <0, paratodo Y 20 (3.21)
ko Ll + (=S J(I¢ = Sk)

Analise de estabilidade local do ponto de equilibrio

A matriz jacobiana da linearizagdo de (3.17) em torno de (¥',K") ¢ dada por:

coenvo| @sUr-S)  asUx=Sy)
oy = G w;+5—u>s;]’ 6.2

a qual rende:

{det DfF(Y',K') = a,[Sil; - I3S;] (3.23)

trDf (Y',K") = a,(Iy = Sy) + ul + (1= Sk

Com base no Quadro 2.1 do capitulo dois, para que (Y " K') seja localmente
instavel, mas nfo um ponto de sela, é suficiente que detDf(Y',K')>0 e
rDf(Y',K') > 0. A primeira dessas condi¢des ¢ garantida por (SCS.1) e(CCS.3). A partir

da expressdo do trago da matriz jacobiana em (3.23) Chang e Smyth (1971, p. 40) impSem

a seguinte condigdo:
CONDICAO (CCS.4): a (I, -S8;)+ul; +(1-p)S; >0

Dessa maneira, ¢ garantido que (Y",K’) comporta-se localmente como uma fonte
(um espiral, um foco ou um ng instavel).
Assumidas as quatro condigdes anteriores pode-se esbogar com certa precisdo o

diagrama de fases do sistema (3.17), o qual se encontra exposto na Figura 3.9. Chang e

Smyth tragaram a curva de demarcagio ¥ = 0 considerando a condi¢io imposta por Kaldor

de que I, > S, para niveis normais de renda e [, <S, para niveis anormais (baixos €

altos) de renda. E importante destacar que a instabilidade local de (Y',K’) conduz a
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(CCS.4). Tal condigdo implica que 7, >S;. Logo, (Y',K") est4 localizado na faixa de
renda normal (intervalo (Y7,Y2) na Figura 3.9).
Para determinar a direio de mudanga das variaveis de estado a partir de qualquer

ponto do plano de fases, os seguintes fatos sdo relevantes:

;ﬂK=a3(1K—SK)<O,paratodo Y20eK>0 (3.24)

%’{—;uly +(1-u)S, >0,paratodo Y>20eK=>0 (3.25)

Dado que a, >0 e u€[0,1], o sinal da primeira expressdo ¢ determinado por
(SCS.1) e (CCS.1) e o da segunda somente por (SCS.1). A derivada (3.24) expressa o
comportamento dinidmico da renda nacional com respeito a variagdes no estoque de capital,

para um dado nivel de renda”. Dessa forma, pontos abaixo (acima) da curva de
demarcagio ¥ =0 devem apresentar uma velocidade da renda positiva, ¥ >0 (negativa,

Y <0). A derivada (3.25) expressa o comportamento dindmico do estoque de capital com

relagdo a variagGes da renda nacional, para um dado nivel do estoque de capital. Logo,
pontos & esquerda (& direita) da curva de demarcagio K =0 devem apresentar uma

velocidade do estoque de capital negativa, K <0 (positiva, K > 0).

' Seja ¥ >0 um nivel de renda qualquer. Tome-se o conjunto {(¥,K) eU =R2:Y =7 >0}
formado por todos os estados factiveis em que o nivel de renda é Y. Geometricamente, este conjunto € uma
semi-reta com extremidade em Y e paralela ao eixo K (ordenada) no plano de fases. Faca Y (Y, K) denotar
a velocidade da renda no estado (V,K). A derivada (3.24) implica que Y(¥,K,) > Y(Y, K,), quando
K, > K,. Em outras palavras, um ponto pertencente a semi-reta {(V,K) eU =R2:Y =Y >0},
quanto mais distante do eixo Y (abcissa), menor sera a velocidade da renda. Seja K o nivel de estoque de
capital tal que (Y,K) pertena a curva de demarcagio Y =0. Dado que Y(Y¥,K)=0 e
Y(Y,K,)> Y(?,Kz) para K, > K|, entdo Y(Y,K)>0 para todo K < K e Y()?,K) <0 para
todo K> K. Enfim, como o argumento anterior é valido para qualquer ¥ > 0, entdo pontos abaixo
(acima) da curva de demarcagio Y =0 devem apresentar uma velocidade da renda positiva, ¥ >0
(negativa, Y< 0).

A interpretagdo anterior pode ser aplicada de forma analoga a derivada (3.25). Na determinagdo da diregdo

de mudanca das variaveis de estado a partir de qualquer ponto do plano de fases nos modelos resenhados nos
capitulos cinco ¢ seis o raciocinio explicitado no paragrafo anterior estara implicito.
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K=0

Figura 3.9. Esbogo do Diagrama de Fases do Modelo de Kaldor
(versdo Chang-Smyth)
Fonte: Chang ¢ Smyth (1971, p. 41). (Figura adaptada pelo autor).

Constru¢io do conjunto QQ

Chang e Smyth (1971, p. 42) definem o seguinte conjunto
Q= {(Y,K) €@=R1Y<YeK<K, |-V(¥',K'),8). Para mostrar que Q ¢é
positivamenté invariante deve-se demonstrar que o vetor velocidade em sua fronteira

aponta para o seu interior. Considerando a argumentacdo relativa a dire¢do de mudanga do

ponto representativo em cada uma das quatro regides formadas pelas curvas de demarcagéo
Y=0e K=0 anteriormente a partir de (3.24) e (3.25), conclui-se que (veja Figura 3.10):
(i) o segmento AB esta na regido onde Y<0e K<0, logo o vetor velocidade aponta
para sudoeste; (ii) os segmentos -B—K—J e ()_K—3 estdo na regifio onde ¥ >0 e K <0, entio o
vetor velocidade aponta para sudeste; (iii) o segmento O—Kesté na regifio onde ¥ >0 e
K > 0, entfio o vetor velocidade aponta para nordeste e (iv) o segmento AY, esta na regido

onde Y <0 e K >0, entdo o vetor velocidade aponta para noroeste. Em suma, em cada
um destes segmentos de reta que fazem parte da fronteira do conjunto Q o vetor velocidade
aponta para o interior deste. Logo, desde que na fronteira da vizinhanga V((Y',R"),&) o
vetor velocidade aponta para o interior de Q [pois, (Y",K") ndo é um ponto de sela e ¢

instavel localmente], o conjunto Q € positivamente invariante e apesar de circundar o ponto
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(Y',K") ndo o contém. Além disso, Se uma orbita de (3.17) passa em qualquer ponto

(Y,K) € {R? - Q} esta acabara entrando na regidio Q.*

=0 K=

K4
K_,!
;

0 = Y Y1 Y

Figura 3.10. O conjunto Q do Modelo de Kaldor (versdo Chang-Smyth)
Teorema de existéncia de um ciclo

Finalmente, pode-se enunciar o teorema de existéncia de um ciclo limite no plano

de fases de (3.17) estabelecido por Chang e Smyth (1971, p. 41).

Teorema 3.1: (Chang-Smyth)

Se o sistema de EDO's:
Y= a3[1(Y9K) _S(Y:K)]

K= p(¥,K)+(1- 1S,
definido em ©={(¥,K) eR2} e construido a partir das suposi¢des

(SCS.1), (SCS.2) e (SCS.3), satisfaz as condigdes (CCS.1), (CCS.2),

(3.17)

(CCS.3) e (CCS.4), entdo toda semi-orbita positiva y* (X, K,) que inicie em
qualquer ponto (¥,,K,) e {®-V((Y",K "),€)} ou é um ciclo limite ou

converge para um ciclo limite.

* Chang e Smyth (1971, p. 41), ao enunciar seu teorema de existéncia, supsem que /(Y,K) < S(Y,K)
para todo Y > Y, (¥ > ¥ na nomenclatura original) e K > 0 para garantir que toda érbita de (3.17)

passando em qualquer ponto (¥,K) € {(¥,K) eU = R%:Y > ¥, e K> K,} acabara entrando em Q.
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Prova: A prova desta proposicdo, 4 luz das argumentag3es até aqui tecidas nesta subseg@o,
pode ser realizada como segue. A partir de (SCS.1), (CCS.1), (CCS.2) e (CCS.3)
decorre que o sistema (3.17) possui um, € somente um, ponto de equilibrio
(Y",K"). Por (CCS.3) e (CCS.4) infere-se que o ponto (¥',K’) é localmente
instivel e ndo é um ponto de sela. Pode-se definir um conjunto

Q:{(Y,K) e@:g{i;yg};ng&}_V((Y',K’),g) que circunda (Y',K") mas ndo o
contém. Além disso, 0 campo vetorial aponta para dentro de Q na sua fronteira, ou
seja, Q ¢ um conjunto positivamente invariante. Logo, pelo corolario 2.1 toda
semi-Orbita positiva u*(Y,,K,) ou é um ciclo limite ou o conjunto limite desta

(Y, K,) € um ciclo limite.

As condic¢des de existéncia de um ciclo do teorema de Chang e Smyth diferem
daquelas colocadas por Kaldor. No Apéndice 3.A é exposto o comentario de Chang e
Smyth sobre esta diferenga, bem como uma avaliagio feita pelo proprio Kaldor sobre o
assunto. .

Sobre o numero de ciclos limites no sistema (3.17) Chang e Smyth (1971, p. 41)

estabelecem a seguinte proposi¢ao:

Teorema 3.2: (Chang-Smyth) Se o sistema dindmico (3.17) atende todas as hipéteses do
teorema 3.1 e é estruturalmente estavel, entdo existe um numero finito de
ciclos limite.

Prova: A existéncia de pelo menos um ciclo limite no plano de fases do sistema (3.17) é

garantida pelo teorema 3.1. Se o sistema (3.17) € estruturalmente estavel, entdo

pelo teorema 2.5 do capitulo dois infere-se que existe um numero finito de ciclos

limite.

A utilizagio do teorema de Andronov-Pontryagin-DeBaggis (teorema 2.5) por parte
de Chang e Smyth é de certa maneira indcua. A estabilidade estrutural do modelo de
Kaldor € garantida por hipotese, a qual permite inferir somente a finitude dos ciclos limites,

ndo se sabendo nem mesmo quantos ciclos limite existem de fato. Note que as condigbes

Como visto na argumentagdo baseada em (3.24), esta hipotese ¢ redundante, pois (SCS.1) e (CCS.1) ja
garantem isto.
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(i) e (iii) do teorema 2.5 (um nimero finito de pontos de equilibrio hiperbélicos € a
inexisténcia de qualquer conexdo de sela, respectivamente) sdo de fato garantidas pelas
premissas adotadas por Chang e Smyth. O problema para derivar a estabilidade estrutural
como um teorema ¢ provar que existe um nimero finito de ciclos limite e que todos sejam
hiperbolicos. Infelizmente, como espelha os comentarios de Hale e Kogak citados na
subse¢do 2.1.3 do capitulo dois, a questio do nimero de ciclos limite em sistema

dindmicos planares € ainda uma questio sem uma resposta geral.

3.3. O Modelo de Kaldor e os Fatos Estilizados dos Ciclos de Negécios

Nesta ultima se¢do busca-se contrastar as predigdes do modelo de Kaldor com a
lista de fatos estilizados do capitulo um. Quase nada pode ser feito a partir do artigo
original de Kaldor ou da versdo de Chang e Smyth. Cabe reforgar, que o contraste que
segue entre os resultados do modelo de Kaldor € o conjunto de fatos estilizados listados no
capitulo um, ndo tem a pretensdo de esgotar todas as possibilidades possiveis de
comparacdo. O objetivo é somente colocar em evidéncia as conexdes qualitativas entre os

resultados do modelo e os fatos estilizados.

Fato estilizado 1: Explicado pelo teorema 3.1.
Fato estilizado 2: Provavelmente explicado. Se uma semi-6rbita positiva y*(1;,K,) ndo é
um ciclo limite, esta converge em espiral para um ciclo limite e,

portanto, as oscilagdes que esta gera néo sdo "periddicas”, no sentido de

que ndo possuem um periodo constante. Entretanto, quando y*(X,K;)
¢ um ciclo limite o sistema passa pelo mesmo ponto em intervalos de
tempo regulares. Se o niimero de ciclos limites ¢ finito, entdo € mais
provavel que y*(1;,K,) ndo seja um ciclo limite.

Fato estilizado 3: Impossibilidade de comparagdo. Os resultados de cunho qualitativo
impossibilitam, sem colocar mais estrutura no modelo, o
estabelecimento de qualquer relagdo precisa entre as predigdes deste

com o fato estilizado em questdo.
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Fato estilizado 4: Ndo explicado. O modelo est4 expresso em termos reais €, portanto, ndo
h4 nenhuma relagdo entre o nivel de prego e qualquer outra varidvel
macroecondmica.

Fato estilizado 5: Ndo explicado. Nio hi uma modelagem explicita do mercado de

trabalho e do mercado monetario.

Fato estilizado 6: Ndo explicado. Como a renda de equilibrio Y* ¢ determinada
completamente pelas condigdes iniciais e pardmetros do modelo, os
quais permanecem fixos no periodo de andlise, entdo ndo existe
nenhum mecanismo enddgeno que explique a tendéncia de crescimento
positiva da renda.

Fato estilizado 7: Ndo explicado. Nio hi uma modelagem explicita do mercado de
trabalho, bem como da tecnologia de produgdo.

Fato estilizado 8: Ndo explicado. O modelo de Kaldor e a versdo de Chang e Smyth, por
estarem preocupados em estabelecerem as condigbes mais gerais
possiveis de existéncia de ciclos, especificam as fungdes de
comportamento /= I(Y,K) ¢ S=S(Y,K) de forma extremamente
genérica. Isto impossibilita, sem colocar mais estrutura no modelo, o
estabelecimento de qualquer relagdo precisa entre as predigdes do
modelo com este fato estilizado.

Fato estilizado 9: Ndo explicado. Os comentarios feitos anteriormente relativos ao fato

estilizado 4 aplicam-se a este fato.

Fato estilizado 10: Ndo explicado. Ndo ha uma modelagem explicita do mercado

monetario.

Fato estilizado 11: Ndo explicado. Os comentérios feitos anteriormente relativos ao fato

estilizado 8 aplicam-se a este fato.
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Apéndice 3.A. Avalia¢io das Condicées de Existéncia Estabelecidas por Kaldor

Chang e Smyth (1971, p. 43) demonstraram que as condigdes de existéncia de ciclos levantadas por
Kaldor em 1940 ndo eram necessdrias nem suficientes. O mesmo nimero da Rewiew of Economic Studies
onde foi publicado o trabalho de Chang e Smyth, continha um comentério do préprio Kaldor (1971) sobre os
resultados obtidos por estes autores. Neste apéndice pretende-se resumir a referida demonstragdo de Chang e
Smyth e este comentario de Kaldor.

Em primeiro lugar, ¢ conveniente reestabelecer as condi¢Ges de Kaldor em termos da variavel renda

nacional:
(CK'.1) I, > S, paratodo Y €(1,,Y,),isto¢, I, > S, na faixa de renda normal;

(CK'2) I, < S, paratodo Y>0e Y ¢(Y,1,),isto €, I, <S, na faixa de renda anormal;

(CK'.3)Em (Y',K") tem-se ; >S ; ,istoé, (Y',K") localiza-se na faixa de renda normal.
3.A.1. As condi¢des de Kaldor nio sdo suficientes

Com o auxilio do Teorema de Olech” Chang e Smyth (1971, p. 43) estabeleceram condigdes

suficientes para que o ponto de equilibrio (Y ,K") de (3.17) seja globalmente assintoticamente estdvel.

Teorema 3.A.1: (Chang e Smyth) Se em todo ponto (¥, K) € ® = R? o sistema (3.17) satisfaz, além das
premissas (SCS.1) a (SCS.3) e as condigdes (CCS.1) a (CCS.3), a propriedade

rDf (Y, K)=a;(I, =Sy)+ud +(1- 1)S; <0, entio o ponto de equilibrio

(Y',K") é globalmente assintoticamente estavel.
Prova: Como demonstrado na se¢do 3.2 com as suposigdes (SCS.1) a (SCS.3) e com as condigdes (CCS.1) a

(CCS3) o ponto de equilibio (Y ,K') existe e € unico. Faca
HTK) =a [IY,K)-S(Y,K)] e f,(Y,K)=ud(Y,K)+(1- @)S(Y,K). Dado que
IY,K)eC' ¢ S(Y,K)eC', entio f,(Y,K)eC' e f,(Y,K)eC' Faa
fie,x) =&, (x,x)/d  com  i=Y,K e j=12. Loge ()

2
rDf (Y, K) = fr + fra =a@;(Iy = S) + plx + (1= w)S, <0 para todo (V,K) €@ =9,
por hipotese; (i) deth(Y,K)=fY1fK2 _fKIfYZ =a3[SkIY - 1,8,]>0 para todo

?' Com base na nomenclatura estabelecida no capitulo dois [fundamentalmente a nomenclatura associada as
equagdes (2.4) e (2.11)] o teorema de Olech pode ser enunciado como segue:

Teorema: (Olech) Tome-se o sistema bidimensional (2.4) x = f(x;a) com f €C' e plano de fases X.
Suponha que exista um, e somente um, ponto de equilibrio (0,0). Se ()
trDf (x,,x,) = fyy + [ <0 para todo (x,,x,) €eX; e @i
det Df (x,,x,) = f1,. 5o = f12.f5y >0 para todo (x,,%,) €X e (i) f,/, #0 ou
Jiafy # 0 paratodo (x;,x,) € X, entdo (0,0) ¢ globalmente assintoticamente estavel.
prova: Olech (1963, p. 395) teorema 3.
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(Y,K) e®@ =R? devido a (SCS.1) e (CCS.3) e @iid)
S =L =S Ned, +(1-1)S,]1#0 para todo (Y,K) €®=R2 devido a
(8CS.1), (SCS.2) e (CCS.1). Portanto, pelo teorema de Olech, (Y ",K') & globalmente

assintoticamente estavel.

Proposi¢io 3.A.1: As condigdo de Kaldor (CK'.1), (CK'.2) e (CK'.3) ndo implicam a existéncia de um ciclo
limite no sistema (3.17).
Prova: Para mostrar a ndo-suficiéncia das condigdes de Kaldor basta mostrar que sob tais condigdes o ponto

de equilibrio (Y " K ’) do sistema (3.17) pode ser globalmente asintoticamente estavel. Portanto, a
demonstragdo pode ser efetuada pela verificagdo de que as condigdes de Kaldor ndo descartam

qualquer condigdo satisfeita pelo teorema 3.4.1. Com efeito, com relagdo a condiggo (i) do teorema

3.A.1, mesmo no intervalo de renda normal (Y;,Y,) (vide Figura 3.9) onde por (CK'.1) se tem
I, >S,, pode-se ter trDf (Y,K)=a,(I, =S,)+ ul, +(1- u)S, <0. As condigdes (i) e

(i) do teorema 3.A.1 sdo satisfeitas pelas premissas originais de Kaldor (l ys9y,8¢ >0 e

I, < O) . Logo, as condi¢Ses de Kaldor ndo sdo suficientes para a existéncia de um ciclo limite no

plano de fases ® de (3.17).

Enfim, mesmo que o investimento seja mais responsivo do que a poupanga a variagdes na renda no
ponto de equilibrio, pode-se ter uma ou mais das seguintes alternativas: (f) uma baixa velocidade de
ajustamento da renda e, portanto, discrepancias entre oferta e demanda agregada, conduzirdo a relativamente
fracas variagSes do nivel da renda; (/i) um comportamento extremamente sensivel por parte do investimento,
a um dado nivel de renda, a variagdes no estoque de capital. Isto teria como conseqiiéncia um amortecimento
das flutuagdes do estoque de capital, pois uma acumulagdo (desacumulagdo) de capital gerada por um
investimento liquido positivo (negativo) conduziria a um forte impacto sobre o investimento subsequente
implicando uma contengo no processo de acumulagdo (desacumulagdo) de capital; e (iif) a presenga de uma
insuficiente superioridade na intensidade de resposta a variagdes na renda por parte do investimento com

relagdo a respectiva resposta da poupanga.

3.A.2. As condig¢des de Kaldor nio sio necessarias

Chang e Smyth (1971, p. 43) demonstram a ndo necessidade das condigdes de Kaldor com base no

Critério de Bendixson (veja capitulo 2 teorema 2.3), como segue:

Proposigio 4A.1: A nio satisfagdo de pelo menos uma das condigdes de Kaldor (CK.1), (CK.2) e (CK.3)
ndo implica a inexisténcia de um ciclo limite no sistema (3.17).

Prova: Pelo critério de Bendixson tem-se que se existe pelo menos um ciclo limite em QQ C ® de (3.17),

entdo rDf (Y, K) =a (I, —S,)+ wd  +(1— p)Sy troca de sinal pelo menos uma vez em
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ou irDf (Y,K)=a (I, - S,)+ ul; +(1— u)Sy =0 para todo (¥,K) €€2. Para provar
que as condigdes de Kaldor ndo sdo necessdrias para a existéncia de um ciclo limite basta provar que

as duas possibilidades anteriores ndo implicam pelo menos uma das condigdes de Kaldor”, isto ¢,

que a troca de sinal de #rDf (¥, K) pelo menos uma vez em Q ou a condigdo trDf (Y,K) =0
para todo (Y, K) € € ndo sdo condigdes suficientes para a verificagdo das condigdes de Kaldor. Se

trDf (Y,K) troca de sinal pelo menos uma vez em €2, entdo [, > S, em algum ponto

(Y,K) eQ, entretanto isto no implica que ¥ €(¥;,¥,). Mesmo que I, >S, para todo
(Y,K) € Q [negagdo de (CK'.2)] pode-se ter uma mudanga de sinal de trDf (¥, K). Além disso,

caso o ponto de equilibrio (¥",K") seja localmente estavel, ou seja, [ ; <8, [negagdo de
(CK'.3)] ndo significa que n3o se possa construir uma vizinhanga em torno deste ponto tal que em sua

fronteira o vetor velocidade de (3.17) aponte para o exterior desta vizinhanga (isto €, para o interior

de €2) e, portanto, ndo se exclui a possibilidade de existéncia de um ciclo limite em €. Finalmente,
se trDf (Y,K) =0 para todo (Y,K) €Q, entio a,(I, —S,)=~[ul, +(1-u)S;]>0.

Logo, I, > S, paratedo (Y,K) €Q e, consequentemente, a condigdo (CK'.2) de Kaldor ndo ¢

satisfeita. Isto completa a prova.

3.A.3. Comentirios de Kaldor

Com relagdo a condigdo (CCS.3), ou seja, com respeito ao requerimento de que o determinante da

matriz jacobiana da linearizagdo de (3.17) seja positivo Kaldor (1971, p. 45) d4 a seguinte interpretagdo™:

. o significado desta [Sy I, — IS, > 0] é que a extensdo pela qual o efeito de uma
mudanga no estoque de capital sobre o investimento excede seu correspondente efeito sobre a
poupanca { I, /S x | € maior do que a extensdo pela qual o efeito de uma mudanga na renda

sobre o investimento excede seu correspondente efeito sobre a poupanga [ I, / Sy ]. [Tradugdo
do autor]

Kaldor justifica a ndo explicitagdo da condigdo (CCS.3) no seu modelo de ciclos com o argumento

de que na época em que escreveu seu artigo considerava-se S, =0, ou seja, desconsiderava-se o impacto

? Chang e Smyth (1971, p. 43) ndo consideraram de forma explicita a possibilidade légica
trDf (Y,K)=0.
? O entendimento da interpretagdo de Kaldor da condigio (CS.4) citada adiante é facilitado tendo-se em
mente a seguinte expressdo equivalente:

IK [Y

SK SY
A desigualdade anterior pode ser obtida da seguinte maneira. Tome-se a desigualdade (CCS.3)
Sgly = ISy > 0, a qual pode ser recolocada como Syl, >I,S,. Multiplicando-se esta tltima
desigualdade por -1 (lembre-se que [/, <0 e S, <0) obtém-se —[,S, >—S;/,, da qual se deduz a
primeira desigualdade desta nota.
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direto da variagio no estoque de capital sobre a poupanga. Sobre a substitui¢do por parte de Chang e Smyth

de sua suposigdo de que S, >0 pelas suposicdes Sy <0e |I . l > |S Kl Kaldor (1971, p. 45) comenta:

... Eu estou propenso a acreditar que a introdugdo de uma suposi¢do explicita de que S tem
um valor moderado ndo faz as condi¢des necessdrias de qualquer forma mais rigorosa do que
elas foram nos bons e velhos tempos quando S era pensado como zero. [Tradugéo do autor]

Esta declaragdo de Kaldor & primeira vista parece um tanto contraditoria, jé. que Kaldor em seu
trabalho busca avaliar o efeito da acumulagdo de capital sobre o processo de ajustamento no mercado de bens
ndo sé via o investimento mas também via poupan¢a. Portanto, ndo faria muito sentido supor mesmo
naqueles "bons e velhos tempos" que S ¢ =0. Entretanto, levando em consideragdo a interpretagdo da
hipétese kaldoriana de uma relagdio direta entre poupanga e estoque de capital dada por Chang ¢ Smyth (vide

nota de rodapé 14), a citagdo anterior faz sentido, pois ao se assumir S, =0 decorre que

Sy = Sy Y, + S >0. Esta interpretagio de Chang e Smyth, apesar de elucidativa, ndo parece espelhar
fielmente a interpretagdo de Kaldor sobre a referida hipétese. Uma interpretagio mais precisa € a que Kaldor
ndo considerou a existéncia de um efeito direto da poupanca sobre o estoque de capital, ou seja, achava que
S x =0, pois como ele mesmo comenta (Kaldor, 1971, p. 45, nota de rodapé 2) o efeito-Pigou na €poca ndo
tinha sido ainda inventado. Portanto, Kaldor ndo parece ter postulado uma espécie de "efeito-riqueza real
inverso" ("inverse real wealth effect"), como afirmam Gabisch e Lorenz (1989, p. 126), mas simplesmente

considerou unicamente a cadeia causal S, Y} .

Dado que Kaldor (1940) supés que S >0, entdo (CCS.3) ¢ satisfeita. Logo, ¢ a condigdo (CCS.4)
que efetivamente diferencia o conjunto de condigdes de existéncia de um ciclo de Chang e Smyth do
conjunto de condigdes levantado por Kaldor.

Cabe notar que a condigdo (CCS.4) de Chang e Smyth implica a ndo satisfagdo das condigdes do
teorema 3.A.1, sendo precisamente esta condigdo ndo presente na lista de condi¢des de Kaldor. Este autor

(Kaldor, 1971, p. 45) interpreta a condigdo (CCS.4) como segue:

O significado desta desigualdade [, (I, — S, )+ gl ¢ +(1— )Sy > 01 é de que um
movimento ao longo da curva I ou S procede mais rapidamente no tempo do que a taxa de

deslocamento destas curvas devido K [velocidades de translagdo no plano (Y,R,) das

curvas [ € S]. Em outras palavras, toma menos tempo para ajustar o produto a uma mudanga
no investimento do que toma mudar o investimento (a um dado nivel de produto) por conta da
mudanga no estoque de capital. [Tradugio do autor]

A partir desta interpretagdo Kaldor argumenta que a condigdo (CCS.4) foi assumida implicitamente
em seu artigo®, ja que tal premissa é encontrada em todo modelo Keynesiano de curto prazo. Nesta espécie
de modelo trata-se o estoque de capital como dado, ou seja, ignora-se as variagdes no estoque de capital

geradas pelos investimentos passados ou considera-se que as velocidades destas variagdes sdo relativamente
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baixas quando comparadas is mudangas no produto advindas da alteragdo da grau de utilizacdo da
capacidade existente e do nivel de emprego®.

Como bem destaca Lorenz (1989, p. 132) o artigo de Chang e Smyth ¢ um dos melhores exemplos
de como a analise grafica pode ser enganosa. Pode-se acrescentar a este comentdrio outro, a saber, o de que o
trabalho de Kaldor (1940) é um bom exemplo do qudo ¢é dificil o processo de deducdo sem ferramentas
matemadticas. Mesmo cérebros perspicazes como o de Kaldor com um raciocinio econdémico agugado, sdo
capazes de realizar inferéncias ndo completamente precisas a partir de um dado conjunto de premissas sobre

um determinado processo econémico.

* Na realidade Kaldor (1940, p. 90) levanta esta condigio no apéndice de seu artigo ao comparar seu modelo
com o modelo de Kalecki, como destacado pelo proprio Kaldor em seu comentério (Kaldor, 1971, p. 45) na
nota de rodapé niimero trés.

* Todavia, autores como Gabisch e Lorenz (1989, p. 133) sugerem que Kaldor talvez ndo explicitou tal
hipétese devido ao fato de que este construiu sua argumentagdo centrada principalmente nos espacos (/,N) e

(S,V), passando-lhe dessa forma desapercebido a influéncia do estoque de capital sobre a estabilidade do
sistema.,
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CI/CLO DO EMPREGO: O MODELO DE ROSE

Apresenta-se aqui a versdo basica do modelo de Rose (1967). Em seu modelo, Rose
~ consegue estabelecer formalmente a existéncia de um comportamento ciclico da proporg¢do
empregada da oferta de trabalho com a incorporagdo de uma curva de Phillips ndo-linear
num ambiente de competigdo imperfeita, ou seja, composto por firmas maximizadoras de
lucro ndo tomadoras de prego’. |

Este capitulo ¢ composto de trés se¢des. Na se¢do um, apresentam-se as premissas
nas quais assenta-se o0 modelo e a dedugfo das equagdes que governam a sua dindmica. Na
secdo dois, séo expostas as condi¢des de existéncia de um ciclo. Na ultima se¢éo, busca-se
contrastar as predigées do modelo de Rose com os fatos estilizados listados no primeiro

capitulo.
4.1. O modelo: suposi¢des e equagdes de movimento
Suposi¢des

O modelo em foco foi elaborado com o auxilio do artificio do agente representativo,

baseando-se nas hipdteses que seguem:

SUPOSICAO (SR.1): Com respeito 4 firma representativa é assumido que:
(7) a firma representativa é maximizadora de lucro no curto prazoz;
(if) a razdo produto-capital e a razio demanda de trabalho-capital
adotadas pela firma representativa sdo iguais as respectivas
razes a nivel agregado, ou seja, Y /K, =Y/K e

N /K. =N/K,;

' (Gabisch e Lorenz, 1989, p. 136) denominam este cenario de uma "estrutura essencialmente neocldssica".
Todavia, esta interpretagdo é muito genérica. Por exemplo, no modelo de Rose héd desequilibrios no mercado
de bens, ou seja, problemas de demanda efetiva, coisa que ndo ocorre no modeto de crescimento neoclassico
(Solow, 1956 e Swan, 1956).
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(iii) a fungdio de produgdo da firma representativa ¢ homogénea de
grau um, ou sea, Y =Y(K,N,) ¢€é tal que
Y /K =Y(,N,/K,)=f(c) para todo o0>0, onde
oc=N/K =NI/K, f(o)>0 ¢ f'(c)>0 paratodo o >0,

(iv) o estoque de capital da firma representativa ¢ uma propor¢do
inalterada do estoque de capital agregédo, ou seja, K, =y,K
com y, constantee 0 <y, <1;

(v) o prego praticado e o salario pago pela firma representativa sdo
indices representativos do nivel de pregos e dos saldrios
nominais da economia;

(vi) para um dado nivel de prego, o crescimento da demanda
esperada num instante ¢ é uma fungfo crescente do excesso da
demanda observada com relagdo a demanda esperada (ou
producdo) em ¢ - At >,

(vii) a firma representativa tem sua demanda observada maior, igual
ou menor que a sua demanda esperada se a demanda agregada
for maior, igual ou menor do que a produgdio agregada,
respectivamente;

(viii) quando a firma representativa tem sua demanda observada
igualada a sua demanda esperada num instante ¢{-At o
crescimento da demanda esperada desta em ¢ é igual ao
crescimento da economia em ¢ — Af, o qual serd medido pelo
crescimento do estoque de capital agregado;

(ix) a firma representativa se defronta com a seguinte fungio de
demanda conjetural (esperada)’: P(t) = 4,(0)Q[Y.(t)/ 4,(1)]

~onde A4,(t)>0, Q(Y,/A2)>0, Yy()>0, A2(t)>0 para todo >0,

? A nogdo de curto prazo adotada por Rose tornar-se-a precisa no decorrer da apresentagdo do modelo.

* Dado que a firma ¢ maximizadora de lucro, esta produz, para um dado prego no instante ¢ , um nivel de
producdo igual 4 demanda esperada. Rose (1967, p. 155), apesar de listar este fato junto com as outras
suposigbes sobre a firma representativa, salienta que este ndo se configura como uma suposigdo
independente, sendo apenas um aspecto da hipétese de maximizagdo de lucro. Desde que o modelo de Rose ¢

um modelo em tempo continuo, Af tem que ser visto como o intervalo de tempo infinitesimal.

* As varidveis 4] e A parametrizadas pelo tempo que aparecem adiante constituem-se num artificio de
modelagem utilizado por Rose para formalizar as propriedades (vi), (vii) e (viii). Esta formalizagdo sera
posteriormente apresentada detalhadamente.
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O(Y,/ A2) é ndo-crescente para todo ¢ ¢ a elasticidade-prego
esperada da demanda é maior que um para todo (Y;/ 42)>0;

(x) a taxa de crescimento planejada do estoque de capital da firma
representativa iguala-se a taxa de crescimento planejada da
economia (isto €, a taxa de crescimento planejada do estoque de
capital agregado), ouseja, I, /K, =1/K.

A taxa de juros nominal é mantida constante num determinado
patamar R pela autoridade monetaria.

A poupanga agregada planejada depende em ultima instancia do
estoque de capital agregado e do nivel de emprego da economia,
sendo a fun¢do poupan¢a homogénea de grau um nestes dois
argumentos, isto €, S=S(KN) étal que S/ K =S(1,N/K) = g(o)
para o >0 ¢ g'(c) >0 paratodoo > 0.

A taxa de crescimento planejada do estoque de capital agregado €
uma fun¢do da razio demanda de trabalho-capital, ou seja,
I/ K =h(o) para 0>0 e h'(c) >0 paratodo o >0.
Nio ha depreciagdo e a variagdo observada do estoque de capital €

uma média ponderada dos niveis de investimento € poupanga ex-

ante, ou seja, K = pl +(1- 4)S com p constante e u €[0,1].

SUPOSICAO (SR.6): A taxa de crescimento dos saldrios nominais ¢ uma fungio

SUPOSICAO (SR.7):

estritamente crescente da propor¢do empregada da fbrqa de
trabatho (Figura 4.1), ou seja, W /W = F(v), tal que v €(v,,v,),
O<v,<v,<1, F'(v)>0 para v>0. Além disso, tem-se que

lim F(v) = - e lim F(v) = +o.

vy,

A oferta de trabalho cresce a uma taxa instantinea constante e

exogenamente determinada n>0, isto é, N*(¢) = N*(t,)e" .

A suposicdo (SR.I) busca estabelecer a ponte entre a firma representativa € a

economia como um todo. A formaliza¢do desta relagdo sera apresentada logo apos breves

comentarios sobre as

algumas considerac¢des

sete suposi¢des anteriormente listadas. Entretanto, cabem aqui

preliminares com respeito a (SR.1).
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Figura 4.1. Curva de Phillips nao-Linear
Fonte: Rose (1967, p. 159)

Em primeiro lugar, é importante citar o esclarecimento dado por Rose (1967, p.

154) sobre sua maneira de interpretar o artificio da firma representativa:

... Na macroeconomia tedrica o conceito de firma representativa é o veiculo
pelo qual as suposi¢bes sobre a parte sistemdtica do comportamento das
firmas, seus comportamentos médios, sdo transmitidas.

Muitos macroeconomistas preferem a suposigdo mais forte de que todas as
firmas sdo similares. Isto dd fundamento para variaveis do tipo niumeros
indices no modelo - de fato, mais do que suporta os numeros indices do
“mundo real” para os quais as predigdes do modelo sdo aplicadas. Mas isto
tem a desvantagem de implicar a concep¢do do macroequilibrio que ignora o
elemento aleatdrio na experiéncia da firma individual. Pretendemos evitar esta
implicagdo dando preferéncia ao “comportamento médio” em detrimento do
rigor espurio das “firmas idénticas”. [Tradugéo do autor]

Em segundo lugar, Rose (1967, p. 54) argumenta que a produgdo se d4 na
antecipagdo da demanda e que nenhum evento real (isto é, ndo-mental) pode ocorrer sem
ser gasto um certo tempo. Devido a isto, a produgdo € planejada para maximizar o lucro
esperado para um dado estoque de capital (lucro esperado de curto prazo). A firma num
dado instante ¢ possui um determinado estoque de capital e mesmo que esta queira expandir
este estoque isto ocupard algum tempo e, portanto, a firma ndo poderd usar este novo
capital para a producdo em ¢.

Por ultimo, a fungio demanda conjetural (esperada) postulada em (ix) de (SR.1)
merece um comentario a parte, pois ela é primordial na conexdo entre o comportamento da
firma representativa e a economia como um todo. Rose, ao postular que (Y, / 4,) ¢ ndo-

crescente, permite o aparecimento de dois comportamentos distintos da firma



110

representativa. Em algumas faixas de produgio a firma pode defrontar-se com uma fung&o
de demanda inversa horizontal e, portanto, se comportar como uma firma competitiva
(price-taker firm). Em outras faixas de producdo esta pode se defrontar com uma fungdo de
demanda inversa negativamente inclinada e, consequentemente, ser capaz de afetar o prego
do produto (price-maker firm). Na realidade, Rose trata a primeira possibilidade apenas
como um caso especial da dltima, em suas palavras (Rose, 1967, p. 154): Deveremos
focalizar nossa atengdo sobre as firmas imperfeitamente competitivas, permitindo o
padrdo mais simples de competi¢do pura emergir como um caso especial [Tradugdo do
autor].

A suposigdo (SR.2) fixa uma meta para politica monetéria, o que & primeira vista
pode parecer uma grande perda de generalidade. Contudo, numa das extensdes do modelo
em andlise, feita por Rose em seu artigo, ¢ avaliada a repercussdo sobre as predi¢des do
modelo ao relaxar-se esta hipotese. Rose (1967, p. 172), admitindo que a autoridade
monetaria possa utilizar a taxa de juros como instrumento estabilizador, chega a seguinte

conclusio’:

Para explicar a continua presenga do ciclo do emprego ndo necessitamos
acreditar que ndo existe uma politica de taxa de juros estabilizadora. Mesmo
se tais politicas podem ser encontradas na teoria, deve ser uma questdo de
grande dificuldade pratica descobrir a restrigdo financeira minima necessdria,
e também exercer o controle requisitado sobre a oferta de moeda. E,
naturalmente, existem freqiientemente objetivos da politica de taxa de juros
que competem entre si: o controle dos movimentos de capitais internacionais e
o gerenciamento da divida nacional. [Tradugio do autor]

Para esclarecer a suposigdo (SR.3) basta destacar que Rose (1967, p. 157) afirma
explicitamente que a poupanca agregada ¢ fungdio da renda real esperada (lucro real
esperado mais salérios), do estoque de capital e da taxa de juros. Todavia, pela suposigdo
(SR.2) tem-se que a taxa de juros é fixada em um dado nivel R. Além disso, a renda
depende do estoque de capital e do nivel de emprego via relagdes tecnolégicas e de
distribuigdo. Dessa forma, Rose postula consistentemente que S=S(K,N). Com respeito a
esta fungdo poupanca agregada, Rose (1967, p. 157) assume que S(K,N) é homogénea de

grau um em K e N e que a quantidade de poupanga por unidade de capital ¢ uma fungio

* Devido a conclusdo que segue, somada a restrigdo de espago, optou-se por apresentar somente a versdo
basica do modelo de Rose. Os detalhes da extensdo acima referida, bem como de outras, podem ser
encontrados no mesmo artigo onde esta a versdo basica.
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estritamente crescente da razio demanda de trabalho-capital, ou seja, que a propensao
marginal a poupar ¢ positiva.

Rose (1967, p. 157) sustenta a suposigdo (SR.4) com base no seguinte argumento.
Dado que a taxa de juros é mantida constante por hipétese, entfo a taxa de crescimento
planejada do estoque de capital da firma representativa, a qual ¢ igual a respectiva taxa a
nivel agregado por (x) de (SR.1), passa a depender somente do “estado de expectativas de
longo prazo”. Todavia, Rose pressupde que estas expectativas sdo sobrepujadas pelas
“expectativas de curto prazo”. Dessa forma, a taxa de lucro real de curto prazo ({=w/PK)
passa a ser a variavel determinante do nivel de investimento da firma representativa e,
consequentemente, da economia. Todavia, como sera demonstrado adiante a taxa de lucro
real de curto prazo é uma fungfo estritamente crescente da razio demanda de trabalho-
capital. Logo, o investimento passa a ser uma fungdo estritamente crescente desta razio.

A suposigdo (SR.5) diz respeito ao processo de ajustamento do estoque de capital.
Na realidade, Rose (1967, p. 157), oposto ao que foi assumido por Chang e Smyth (vide
capitulo 4), supde que o desequilibrio no mercado de bens é sempre caracterizado pelo
desalinhamento entre investimento planejado e investimento observado. Em outras
palavras, o excesso (negativo ou positivo) de demanda agregada de bens € preenchido
unicamente por estoques reguladores (buffer stocks). Como feito no capitulo anterior,
adotou-se aqui a hipdtese mais genérica de que o desequilibrio no mercado de bens ¢
caracterizado tanto por desalinhamento do lado do investimento quanto da poupanga. Rose
(1967, p. 158), na nota de rodapé 1, afirma que esta suposigdo mais geral ndo alteraria os
resultados de seu modelo. Como sera visto, esta asser¢do de Rose é correta. Para comparar
os resultados aqui obtidos com os respectivos resultados no texto original de Rose basta
fazer u=0.

Relacionado a suposi¢do (SR.6), Rose (1967, p. 158) afirma que de fato a taxa de
crescimento do salario nominal depende ndo somente da proporgdo da oferta de trabalho
empregada mas também da expectativa sobre a variagdo do custo de vida (taxa de inflagdo
esperada). Contudo, Rose assume que a taxa de inflagdo esperada pelos agentes € nula

durante o ciclo. Dessa maneira, a taxa de crescimento dos salarios nominais passam a
depender exclusivamente do coeficiente de emprego. A alta sensibilidade de W /W a

valores extremos de v é explicada por Rose a partir de um argumento um tanto superficial,
a saber, de que em valores extremos do coeficiente de emprego ocorre um pressdo da

competi¢do que supera a inércia do salario nominal. Como serd demonstrado a frente, a
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suposi¢do (SR.6) ¢ chave para as predi¢des do modelo, pois este postulado da existéncia de
uma curva de Phillips ndo-linear vai constituir-se no elemento chave do mecanismo
gerador dos ciclos do modelo de Rose, além de ditar os limites inferior e superior do
coeficiente de emprego.

A suposi¢do (SR.7) é uma hipétese padrdo, ou seja, o crescimento da populagdo

economicamente ativa ¢ exogenamente determinado e fixo.

Equacdes de movimento

Listadas e comentadas as premissas do modelo em andlise, pode-se passar ao
esclarecimento das conexdes entre o comportamento da firma representativa e o estado da
economia.

Rose inicialmente supde o nivel de pregos fixo e determina o que influencia a taxa
de crescimento da demanda esperada (ou equivalentemente, a taxa de crescimento da
produgdio) da firma representativa. Para ver isto, lembrando que P/ P =0 se o prego é
fixo, basta aplicar o operador de logaritmo na fun¢do de demanda conjetural especificada

em (ix) de (SR.1) e derivar a expressdo resultante com relagdo ao tempo, o que rende:

AR
NES

/.1]
+n—, 4.1
TIA1 4.1)

2

onde:

(Y./4,)
=-0' (Y /4,)——————— 4.2
00,/ 4) G2 @2

1

n

Portanto, para um dado nivel de prego, a taxa de crescimento da demanda esperada pela

firma representativa depende das taxas de crescimento das varidveis 4 e 42, bem como da

elasticidade-prego da demanda conjetural 7. Sabe-se por (ix) de (SR.1) que 7>1 para todo

Y /' 4, >0.Rose (1967, p. 156 e 158) especificou as varidveis 4] e A2 de acordo com as
propriedades (vi), (vii) e (viii) da suposi¢do (SR.1).

As propriedades (vi) e (vii) foram formalizadas por Rose por meio da varidvel 4 .

Se a taxa de crescimento instantdnea desta variavel é uma fungdo crescente do hiato entre

demanda agfegada e oferta agregada e ¢ zero quando este hiato ¢ nulo, entdo as

propriedades (vi) e (vii) de (SR.1) sdo satisfeitas. Entretanto, Rose (1967, p. 158)

argumenta que a revisdo da demanda esperada por parte da firma representativa em / pode
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ndo ser significativamente afetada pelo hiato entre demanda e produgéo nos periodos
anteriores, caso este hiato seja pouco significativo quando comparado com o tamanho da
firma medido pelo seu estoque de capital. Dessa maneira, a firma representativa avalia a
importéancia relativa das variagdes do (des) investimento ndo planejado em estoque com
relagdio ao seu estoque de capital total. Portanto, Rose achou ser mais plausivel estabelecer

nfo uma relagio direta entre a mudanca de estado das expectativas da firma representativa
(4, / A,) e a variagio absoluta nio planejada do estoque de capital agregado (I-S), mas sim
entre A4,/ A, e a variagio relativa nio planejada do estoque de capital agregado (I-SyK.
Considerando (x) de (SR.1) est4 ultima relagdo pode ser expressa no agregado como:

4 _ E[l_‘ﬁ] _ E[L _ ﬁ] 4.3)
4 K

onde E(0)=0e¢ E’()>0 paratodo [(//K)-(S/K)] €R.
Por meio das suposigdes (SR.3) e (SR.4) pode-se inferir que a taxa de crescimento

das expectativas ¢ uma fungio da razio demanda de trabalho-capital, ou seja, (4.3) pode

ser reescrita como:

2= Blh(o) - g(0)) = H() . 4)

1

Note que H'(o) = E'()[h' (o) - g’(a)]ZO se, € somente se, h'(o) Zg’(a) .

A propriedade (viii) de (SR.1) foi formalizada por Rose a partir da varidvel 4).

Quando a demanda agregada ¢ igual a oferta agregada (S=I), tem-se por (4.3) que

4,/ 4, =0 e, consequentemente, para um dado nivel de prego, por (4.1):

_4 (4.5)

2

wh< |~|~<'

Pela propriedade (viii) de (SR.1), quando 4,/ 4, =0,tem-se Y/Y = K/K. Logo,

considerando (4.5), a seguinte identidade deve ser satisfeita:

4,

4.
1 (4.6)

x| o
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Esta ultima igualdade significa que 4, =y,K, onde y7 ¢ uma constante € y, > 0.
Como por (iv) de (SR.1) tem-se K, =y K, logo 4,=(y,/y,)K,. Sem perda de
generalidade pode-se fazer y, =y, ouseja, 4, = K, . Assim:

Y,
A

RS

- @.7

ke

Com base nesta tltima igualdade e nas propriedades (ii) e (iii) de (SR.1) pode-se

reescrever a fungdo demanda conjetural em fungio de o, como segue:

P= 4,0(%,/K,) = 4,00/K) = AQLf(0)] (438)

A forfnalizag:ﬁo das propriedades (vi), (vii) e (viii) torna explicita a estrutura da
formagdo de expectativas por parte da firma representativa com relago a demanda futura e,
consequentemente, do setor produtivo da economia. A formacfo de expectativas com
relagdo a demanda tem dois componentes. A firma representativa leva em conta o hiato
entre oferta e demanda de bens, corrigindo-o a partir de um mecanismo de ajustamento de
erros que reflete uma formagio de expectativas adaptativas [equagdo (4.4)]. Entretanto, a
firma representativa forma sua expectativa com relagdo ao crescimento da demanda
levando em consideragio também o crescimento econdmico [equagdo (4.6)].

Pela propriedade (i) de (SR.1), sabe-se que a firma representativa ¢ maximizadora
de lucro no curto prazo. Dessa forma, esta num instante ¢, a partir de um dado 4;(2) [0 qual
Rose (1967, p 156) chama de estado de expectativa de curto prazo] e um dado estoque de
capital [Ky(#)], toma como dado o salario nominal e escolhe o nivel de produto e o nivel de
emprego tais que maximizam seu lucro esperado de curto prazo. Este programa de

otimizag&o pode ser posto em termos agregados como segue’:

max 7l K=AQf(o)lf(c)-Wo 4.9)

¢ O programa original da firma representativa é:
max ”r = AIQ(Yr/Kr)Yr - WNr ’

(, N,)
ou equivalentemente, a firma escolhe a razio produto-capital e a razio demanda de trabalho-capital que
maximizam a taxa de lucro nominal de curto prazo (n,/K}):

N

T Y
max , ——= A Y /K y—to- W —
, 07, ’)K X

I3 r

Pela propriedade (v) de (SR.1) o preco praticado e o saldrio nominal pago pela firma representativa sdo
indices representativos destes respectivos pregos em nivel agregado. Dessa forma, com o auxilio de (i), (iii)
e (iv) de (SR.1) e da equagdo (4.8) torna-se factivel expressar o problema de maximizagio da taxa de lucro
" nominal de curto prazo em termes agregados.
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A condigdo de primeira ordem para este problema de maximizag#o ¢ dada por:

(1 - 1) Q@ (@) == (4.10)
n 4,

Faca N(o) = Q[ f(o)lf (o). Em virtude de (iii) e (ix) de (SR.1), ou seja, de que
f'(6)>0, J[f(c)]>0 e 51 tem-se que:

N(c) >0

1 4.11
R'(0) = {Q'[f(@)]f () +QLf ()} f '(0)=[l—;)Q[f (0)1f'(0)>0 @10

Rose (1967, p. 156) estabeleceu um conjunto de condigdes sobre NY(g) suficiente
para garantir a existéncia e unicidade de um ponto de maximo para o programa de

otimizag&o (4.10), a saber:

CONDICAO (CR.1): (i) ¥(g) € estritamente cOncava, ou seja, X”(0) <0;
(ii) lingN’(a) =+ ¢ limN'(o)=0;

(iii) X e C*

Portanto, em (4.10) tem-se formalizado explicitamente como o setor produtivo da
economia fixa sua demanda de trabalho (e, consequentemente, a razdo demanda de
trabalho-capital, ja que o estoque de capital é fixo no curto prazo) e a oferta de produto a
partir de um dado estado herdado da historia.

Na parte inicial desta se¢do, quando do comentario sobre a suposigdo (SR.4)
afirmou-se que a taxa de lucro real esperada era positivamente relacionada a razdo
demanda de trabalho-capital. Esta assergdo ¢ derivada formalmente com base na condigdo

de primeira ordem em (4.10), da qual infere-se que’:

7 Por (v) de (SR.1) P ¢ o indice de preco do produto. Entdo a taxa de lucro real esperada de curto prazo €
dada por § = 77/ PK . Substituindo a fungdo objetivo de (4.9) nesta uitima expressdo, obtém-se:
¢=7/PHA0Lf(0))f(0)-Wao}
Introduzindo-se (4.8) e (4.10) na equagdo acima chega-se a fungdo (4.12). Considerando que { = 7/ PK,
aderivada '(0) pode ser expressa como:

froyo 4P A L d(x K
do K P do
Dado que no ponto de maximizagdo de lucro d(7/ K)/do =0, entdo por (4.8), (iii) e (ix) de (SR.1)
conclui-se que:
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¢ = f(o) —(l—l)of'(a) , ¢'(0) 20 para todo 6>0 4.12)
}]

Rose estava interessado no comportamento do emprego. Dessa forma, derivou
equagdes de movimento para as variaveis de estado p e o, as quais, juntas, determinam a
proporgdo empregada da forga de trabalho®.

Como p= N’/K, tem-se:

Ns

p_ " _% 4.13)
p

Por (SR.5) tem-se que K = s + (1 - 1)S , entdo de (SR.3) e (SR.4) resulta:

K_m+Q-ps

X X = k(o) +(1- p)g(o) (4.14)

Dessa forma, por (SR.7) e (4.14) a equagdo (4.13) transforma-se em:
£ = n=[uhlo) + (1~ (o) (4.15)

A EDO ligada a razio demanda de trabalho-capital surge analogamente da
aplicag@o do operador de logaritmo a (4.10) e da posterior derivagdo do resultado com

respeito ao tempo, o que rende’:

4 W
= ¢(G)(,T——W7] (4.16)

onde'®:

£'(o) = RAACHV (0) Zs0, Vo>0
A{QLS (o)1}
Note que esta expressdo pode ser nula (a taxa de lucro ndo ¢ afetada pela razdio demanda de trabalho-
capital) devido a suposigdo de que Q'[f(o)] < 0,0u seja, pelo fato de que a firma representativa pode se
confrontar com uma fungdo de demanda inversa horizontal.

¥ Por definigdo v = N/ N, dividindo-se o numerador e denominador do termo direito desta equagdo por

K e considerando-se as defini¢Ses das variaveis p e o, conclui-se que v=0/ p.
° Mais explicitamente, considerando a definigdo em (4.17):

( l] , d ( ) dng _ 1S W 4
In l—; Olf ()f'(o)p=InW -In4, = dlno-ln 1-—10[f(a)]f (o) __¢(a)0'_W_A,

' Considerando (4.11) a expressio em (4.17) pode ser reescrita como segue:
I dhN'(o)  dN'(g) o _R"(a)
o(o) dino do N’(O') \“( )
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1 d
#(c) dlno

h\{(l - %J olf (0')1/”(0')} , #(c) >0 paratodo >0 (4.17)

Nas palavras de Rose (1967, p. 160) a equagéo (4.16) ... diz que a razdo demanda
de trabalho-capital cresce (decresce) quando a lista de pregos de demanda esperados
aumenta maiL; rdpido (mais lentamente) do que os saldrios "' [Tradugdo do autor].

Introduzindo-se (4.4) e a curva de Phillips postulada em (SR.6) em (4.16) obtém-se
a segunda EDO do sistema que define a dindmica do modelo em questgo, a saber:

c

— = §(o)[H(0)-F(co/ p)] (4.18)
ag

Em suma, a dindmica do modelo de Rose é definida pelo seguinte sistema de
EDO's:

p={n-[uh(c)+(1-ug(o)l}p

(4.19)
_ o ={¢(o)[H(c)-F(c/p)l}o

Este sistema, devido a (SR.6), tem como plano de fases o conjunto

©={(p,0) eR*:p>0,0>0e0<v,<c/p<v, <1}.
4.2. A Existéncia de um Ciclo Limite

A prova da existéncia de um ciclo limite no plano de fases de (4.19) feita por Rose
pode ser apresentada na seqiiéncia estabelecida no programa de aplicagio do TPB

apresentado no capitulo dois.

Disto resulta:
1 V(o)

¢(o) = - —
N"(c) o
Portanto, a partir de (4.11) e (i) de (CR.1) infere-se que @(o)>0. Economicamente @(c) ¢ a

elasticidade da demanda de trabalho de curto prazo (para um dado estoque de capital) com sinal troc;}do.
Para ver isto basta notar que considerando (4.11) a condig3o de primeira ordem em (4.10) pode ser reescrita:
R'(G)=W/IA,,

da qual resulta:
do B 1
d(W /1 4,) N'"(o)
Logo, #(o) pode ser escrita como:
! d WiA
#(o) = - D 4o !
X"(c) o dW/4) o

< ¢ leste sinal é implicado por (i) de (CR.1)]
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Existéncia de um ponto de equilibrio
Dado que o sistema (4.19) é definido para p>0 ¢ ¢>0 e que #(g)>0 para todo ¢>0,
entdo o equilibrio (p",0") é definido pelas seguintes condigdes:

Hh(o") + (1~ w)g(a)-n=0

(4.20)
H(c)-F(c' /1p)=0

Com relagéo a (4.20) Rose (1967, p. 160) assume que:

CONDICAO (CR.2): Para dados n e R (a taxa de juros parametriza a fun¢do poupanga)

existeum o finito que satisfaz a primeira equagdo em (4.20).

Como o ¢ finito, entdo pela continuidade da fungdio H(o) a imagem H(c') é
finita. Além disso, existe um p  que satisfaz a segunda equagfio em (4.20) para um dado

o', pois pela suposigdo (SR.6) o conjunto imagem da fungiio F(o / p) ¢ a reta real.
Unicidade do ponto de equilibrio

A unicidade do o ¢ garantida, para dados n ¢ R, pelas suposigdes (SR.3) e

(SR.4), mais especificamente pela condigdo wh'(c)+ (1- u)g'(c) >0 para todo ¢>0. Por

sua vez, a existéncia de um, e somente um, p° associado a o’ ¢ implicada pela suposigdo

(SR.6), ou seja, devido a hipétese de que F'(o/ p) >0 paratodo v, <(o/p)<v,.
Analise de estabilidade local do ponto de equilibrio

A matriz jacobiana da linearizagdo de (4.19) em torno de (p',0") € a seguinte:

S {u(0")+(1- g (0P .
Do) [¢<a F'(a' 1 p' )" | p'Y: ¢(a‘>(H'<o‘)—<1/p‘>F'(o‘/p‘))a‘]’ (@20

" Isto de certa forma torna um pouco mais clara a denominagdo estado de expectativa de curto prazo dada
por Rose a variavel 47(1).
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a qual implica que:

4.22)

{det D (p' 0 ) =4 F' (o | p')o" | o)1k (c")+(1-wg'(c)lp
#Df (0,07 ) =Ko H' (c) -1/ p)F'(a' 1 p' )"

Com base no Quadro 2.1 do capitulo dois para que (p',0 ) seja localmente
instivel, mas ndo um ponto de sela, é suficiente que detDf(p’,0°)>0 e
trDf (p ,6°) > 0. A partir de (4.16), (SR.3), (SR.4) ¢ (SR.6) a primeira destas condig¢des é
satisfeita. Dado (4.17), a partir da expressdo do trago da matriz jacobiana em (4.22) Rose

(1967, p. 163) deriva a seguinte condigio para garantir a instabilidade local de (p",c"):
CONDICAO (CR.3): H'(c")> F'(c" 1 p")/ p'

Dessa forma, € garantido que (p',0°) comporta-se como uma fonte (um espiral,
um foco ou um né instavel)

O comportamento global do sistema (4.19) pode ser aproximado pelo seu diagrama
de fase, vide Figura 4.2. Em primeiro lugar, como de praxe, cabe determinar a forma das

isoclinas p=0 e o =0, ou seja, das curvas de demarcagdo implicitamente definidas por:

{n—[uh(o)+(1-wg(a))}p=0 n—uh(o)+(1-u)g(o) =0

4.23
(H(OINH(©) - Fo ! plio=0 H(o)-F(c/p)=0 @29

A isoclina & =0 € uma reta paralela ao eixo p do plano (p,0) e intercepta o eixo

das coordenadas em o, ou seja:

 dg
dp

po LA (0)+(1- g (0)]lp

(4.24)

A iséclina ¢ = 0 estd contida na regido @, ja que F(o/ p) ¢ definida no intervalo

(v,,0,) . A inclinagdo desta isoclina e determinada pela seguinte expressao:

do
dp

- (O'/pz ' (o/p) (4.25)

H'(o)-(1/p)F'(c!p)’

o=0
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Devido a suposigdo (SR.6) e & condigdo (CR.3) infere-se que (4.25) é estritamente negativa
na vizinhanga do ponto (p",0").
A diregcdo de mudanga das varidveis de estado dentro da regido ® ¢é determinada

com o auxilio das seguintes rela¢des extraidas de (4.19):

5

5 = @)+ (- g ()l <0 | (4.26)
(02
B _ ()l pXo] p) >0 (4.27)
p

Dado que £>0 e >0, o sinal de (4.26) ¢ determinado por (SR.3) e (SR.4) ¢ o sinal
de (4.27) por (4.16) ¢ (SR.6). A derivada (4.26) expressa o comportamento dinimico da
razdo oferta de trabalho-capital com respeito a variagdes na razio demanda de trabaltho-
capital, para um dado nivel da razdo oferta de trabalho-capital. Dessa forma, pontos abaixo
(acima) da curva de demarcagdo p=0 devem apresentar uma velocidade da razio oferta
de trabalho-capital positiva, p>0 (negativa, p<0). A derivada (4.27) expressa o
comportamento dinidmico da razdo demanda de trabalho-capital com relago a variagSes na
razdo oferta de trabalho-capital, para um dado nivel da razio demanda de trabalho-capital.
Logo, pontos a esquerda ( direita) da curva de demarcagdo & =0 devem apresentar uma

velocidade da razdo demanda de trabalho-capital negativa, & < 0 (positiva, & > 0).

e o=k p
G=0

0 I P
Figura 4.2. Diagrama de Fase do Modelo de Rose
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Construcio do conjunto Q

Embora Rose (1967, p. 163) tenha somente definido geometricamente o conjunto
€2, com base no seu esbogo do diagrama de fases de seu modelo pode-se definir o referido

conjunto como segue. Considere o seguinte conjunto:
T={(p,0)eR:, 0<v,<0/p< v, <lec’ Ivy<p<e Iv}-V({(p ,07),¢)

Se uma semi-orbita positiva y*(p,,0,) inicia em qualquer ponto regular (aquele
que ndo ¢ um ponto de equilibrio) ndo pertencente a X, ou seja, qualquer
(99,00) €{@-Z}U{F((p",0),6) - (p',07)}, esta semi-Grbita positiva acabard
entrando no conjunto Z. Para ver isto basta observar que: (i) se (py,00)€{®@-Z} ¢
p<o'/v,,entdo o ponto representativo de y* (p,,0,) entra em X ou se aproxima da reta
o=v,p; (il) se (p,,0,) €{®—-Z} e p>0c /v,, entdo o ponto representativo de
7 (py,0,) entra em X ou se aproxima da reta o=v,p; (i) se
(Py,00) €V ((p",07),6)=(p",0")}, entdo o ponto representativo de y*(p,,0,) se

afastard de (p",0") e entrard em Z, devido a instabilidade local de (p*,5") e por este ndo

ser um ponto de sela.

o=y p

|
<
v

o Vo
Figura 4.3. O Conjunto Q) do Modelo de Rose
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Na realidade, as possibilidades levantadas pelos casos (i) e (ii), a saber, de que o
ponto representativo de ¥ *(p,,0,) convirja para a reta 0=V, 0 ou para areta 0 =V,p,

ndo existem de fato. Para ver isto basta notar que, para qualquer dado & >0, tem-se por
(4.19) que:

p={n-[uh(c) +(1- p)g@)}p

o = {¢(o)[H(o)- F(c/ p)l}c
Portanto, quando (¢ / p) —» v, implica que p— ¢ (onde ¢ é uma constante) € ¢ — +w0,
pois por (SR.6) -F(c/p)— +wo. Também por (SR.6) tem-se que F(c/ p) = —», logo
quando & / p) —» v, implica que o — — . Enfim, a semi-Orbita positiva y*(p,,0,) que
se aproxima de o =v,p ou o =v,p tem seu vetor velocidade (p,0) apontando para o

interior do conjunto X e, consequentemente, o ponto representativo de y*(p,,0,) acabara

entrando no conjunto .
A partir destes resultados Rose (1967, p. 164) conclui: ... segue que y*(p,,0,)
estd contida num subconjunto limitado e aberto, T, de ©, e ndo tem ponto limites sobre a

Jronteira. Portanto y*(p,,0,) estd contida em um subconjunto compacto de T [Notagdes

adaptadas e tradugdo do autor]. Todavia, Rose ndo constr6i explicitamente este
subconjunto, ou seja, o conjunto Q.

Uma construgdo possivel deste conjunto é:

Q={(c,p) eR,:0 /1w <p<a /e d+vp<o<—dy+upcomd >0e d, >0 V(0,0 )é)

Note que as constantes d, e d, devem ser suficientemente pequenas para que o vetor

velocidade aponte para o interior de Q nas fronteiras:

{(p.0) eR:a=d+vp e o /dy<psa Iy}
{(p,0) eSR2:0'=d2+v2p e o"l/d2 SpSa*/vl}
Pela simples observagdo do diagrama de fases na Figura 4.2 vé-se que nas
fronteiras:
{(p0) eRd +v(0 /) <o<—d +v(0 /v,)ep=0 /v,}

{(p0) eR:d +1(0 /v))<o<~d,+w(d /v)ev=0 /v}
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o vetor velocidade aponta para o interior de Q. Logo, o conjunto Q € positivamente

invariante.

Teorema de existéncia de um ciclo

A existéncia de flutuagSes ciclicas da razio demanda de trabalho-capital e da razdo

oferta de trabalho-capital foi estabelecida precisamente por Rose (1967, p. 163) no seguinte

teorema'?;

Teorema 4.1: (Rose)
Se o sistema de EDO's:
p={n-[uh(o)+(1-we@)}p
o ={¢(o)[H(o)-F(o/ p)l}o
. definido em ©={(p,0)eR*/p>0,0>0e0<a<o/p<b<l} e
construido a partir das suposi¢des (SR.1), (SR.2), (SR.3), (SR.4), (SR.5),
(SR.6) e (SR.7), satisfaz as condi¢des (CR.1), (CR.2) e (CR.3), entdo toda

(4.19)

semi-Orbita positiva y*(p,,0,) que inicie em qualquer ponto
(py,0,) €{®0—(p ,0')} é um ciclo limite ou se aproxima de um ciclo
limite.

Prova: Com base nos resultados obtidos nos quatro passos do algoritmo de aplicagéo do
TPB realizados anteriormente, a demonstragdo poder ser feita como segue. A partir
de (CR.2) e (SR.6) decorre que o sistema (4.19) possui um ponto de
equilibrio (p*,0"). Por (SR.3) e (SR.6) infere-se que existe um, e somente um,
(p',&'). De (4.16), (SR.3), (SR.6) e (CR.3) conclui-se que o ponto (p',c’) é
localmente instivel e nd3o € um ponto de sela. Pode-se definir

Q={(0,p) R/ p>0,6>0,6 /v, <p<c /v, ed +v,p<o<-d, +v,pcomv, >0ed, >0}-V{(p ,0),)
que circunda (p’,0") mas ndo o contém. Além disso, o campo vetorial aponta

para dentro de Q na sua fronteira, ou seja, Q € um conjunto positivamente

'* A versdo que segue do teorema de existéncia de Rose ¢ diferente da versdo original, embora sejam
equivalentes. A modificagdo na redagdo foi feita para manter a homogeneidade com os demais teoremas de
existéncia de um ciclo limite dos outros modelos de ciclos resenhados neste trabalho. Isto permitird uma
compara¢do mais nitida das semelhangas formais entre estes modelos.
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invariante. Logo, pelo TPB, toda semi-orbita positiva y*(p,,0,) é um ciclo limite

ou o conjunto limite @(p,,0,) ¢ um ciclo limite.

Sobre o niimero de ciclos limites no sistema (4.19), Rose (1967, p. 164) enuncia:

Teorema 4.2: (Rose) Se o sistema dinidmico (4.19) atende todas as hipdteses do teorema
4.1 e é estruturalmente estdvel, entdo existe um ndimero finito de ciclos
limites.

Prova: A existéncia de pelo menos um ciclo limite no plano de fases do sistema (4.19) €

garantida pelo teorema 4.1. Se o sistema (4.19) é estruturalmente estivel, entdo
pelo teorema 2.5 do capitulo dois infere-se que existe um numero finito de ciclos

limites.

A aplicagdo do teorema de Andronov-Pontryagin-DeBaggis (teorema 2.5) por Rose
foi idéntica & utilizagdo deste por parte de Chang e Smyth. Dessa forma, os comentérios
feitos no capitulo trés com relagdo a este assunto se aplicam por completo ao presente caso.
Cabe aqui reforcar que o modelo de Kaldor (versdo Chang-Smyth) € o modelo de Rose
foram as Unicas modelagens de ciclos endégenos fundamentados no conceito de ciclo

limite € no TPB que trataram do questio da estabilidade estrutural.

O mecanismo gerador de ciclos

A explicagdo intuitiva de um ciclo do emprego tipico feita por Rose (1967, p. 165)
pode ser resumida como segue. Sem perda de generalidade, suponha que o sistema
econdmico encontre-se inicialmente no estado onde o coeficiente de emprego esta no seu
patamar minimo (ponto 1, Figura 4.4). Como o coeficiente de emprego esta préximo do
limite inferior v, ditado pela curva de Phillips, entdo a taxa de crescimento do saldrio
nominal torna-se infinitamente negativa ao passo que a taxa de crescimento do nivel de
pregos esperado tem um valor finito. Esta situa¢do, considerando (4.16) e (4.17), conduz
as firmas (maximizadoras de lucro) a realizarem aumentos nos seus volumes de produgéo
e, consequentemente, a expandirem a razdo demanda de trabalho-capital. O aumento desta

tltima tem como conseqiiéncia, considerando (4.12), um aumento na taxa de lucro, bem
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como na taxa de crescimento do estoque de capital [considere (4.14) € a premissa de que
h'(c)>0 e g'(c)>0]. Apesar deste tltimo efeito, a taxa de crescimento do estogue de
capital ainda est4 abaixo da taxa de crescimento da oferta de trabalho, o que permite um
aumento da razio oferta de trabalho-capital, considerando (4.15). Entretanto, o crescimento
da razdo demanda de trabalho-capital supera o crescimento da razio oferta de trabalho-

capital implicando numa expansio do coeficiente de emprego. Isto leva a economia a

atingir o valor de equilibrio da razio demanda de trabalho-capital o, onde populagdo e
estoque de capital crescem 2 mesma taxa (ponto 2, Figura 4.4).

Esta expansdo do coeficiente de emprego inicialmente néo tem fortes impactos na
taxa de crescimento dos salarios nominais, pois o coeficiente de emprego encontra-se no
intervalo onde a curva de Phillips é pouco inclinada (regifo "achatada"). Isto permite um
continuo aumento da razio demanda de trabalho-capital, ja que a taxa de crescimento do
nivel de pregos esperado mantém-se ainda superior & taxa de crescimento dos saldrios
nominais. Portanto, € a parte menos inclinada da curva de Phillips, ou seja, a baixa inflacéo
de saldrios que impede que a razio demanda de trabalho-capital caia acentuadamente ¢

juntamente com a razdo oferta de trabalho-capital convirjam para o estado de equilibrio.

Quando a razdo demanda de trabalho-capital ultrapassa seu valor de equilibrio o
(ponto 2, Figura 4.4), a taxa de crescimento do estoque de capital passa a superar a taxa de
crescimento da oferta de trabalho, o que passa a gerar contragdes da razdo oferta de
trabalho-capital. Todavia, o continuo crescimento da razio demanda de trabalho-capital,
permitido pela baixa inflagdo de saldrios, mantém a expansdo do coeficiente de emprego.
Este processo se desenrola até a economia chegar ao valor maximo da raziio demanda de
trabalho-capital (ponto 3, Figura 4.4).

O aumento continuo do coeficiente de emprego leva este a se aproximar de seu
limite superior v,, ditado pela curva de Phillips. Como conseqiiéncia, surge uma forte
inflacdo de saldrios, a qual ultrapassa a inflagdo de pregos esperada. Dessa forma, as firmas
passam a diminuir seus volumes de produc¢io observando-se, na economia, uma queda da
razdo demanda de trabalho-capital e da taxa de lucro. Apesar disto, devido ao longo
periodo de expansdo da razio demanda de trabalho-capital, esta se encontra muito acima do
seu nivel de equilibrio e, portanto, a taxa de crescimento do estoque de capital é ainda
superior a taxa de crescimento da oferta de trabalho, o que significa que a razdo oferta de
trabalho-capital continua a cair mesmo com a queda da razio demanda de trabalho-capital.

Até um certo estagio a queda da razdo demanda de trabalho-capital ¢ menos veloz que a
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queda da razdo oferta de trabalho-capital e, portanto, o coeficiente de emprego continua a
crescer. Porém, a continua queda da razio demanda de trabalho-capital leva a taxa de
crescimento do estoque de capital a um limite, a partir do qual a razdo oferta de trabalho-
capital comegar a cair menos velozmente que a razio demanda de trabalho-capital. E a
partir deste limite que a economia comega a apresentar uma queda na proporgio empregada
da oferta de trabalho (ponto 4, Figura 4.4). Isto conduz a economia a atingir novamente o

valor de equilibrio da razdo demanda de trabalho-capital (ponto 5, Figura 4.4).

oy o=y p
o=0
b/ =Y p
o tm /p___
|
Vid .
]
|
|
l
0 I p

Figura 4.4. Um Ciclo Limite do Modelo de Rose

Quando a razio demanda de trabalho-capital cai abaixo do seu nivel equilibrio o”,
a taxa de crescimento do estoque de capital é ultrapassada pela taxa de crescimento da
oferta de trabalho. Portanto, a razio oferta de trabalho-capital comega a se expandir. Dessa
forma, dado que a razio demanda de trabalho-capital continua a decrescer, o coeficiente de
emprego mantém sua queda. Esta continua contragio da proporgdo empregada da oferta de
trabalho leva o coeficiente de emprego se aproximar de seu limite inferior v, fixado pela
curva de Phillips. Est4 aproximagfo leva a uma forte deflagdo de salarios. Isto tem como
conseqiiéncia uma queda da taxa de crescimento dos salarios nominais a patamares
inferiores & taxa de crescimento do nivel de pregos esperado. Dessa forma, as firmas
retomam a expansdo de seus niveis de producdo e a economia comega a apresentar
expansdes da razdo demanda de trabalho-capital, bem como aumento da taxa de lucro

(ponto 6, Figura 4.4). Apesar disto, devido ao longo periodo de contragdo da razdo
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demanda de trabalho-capital, esta se encontra muito abaixo do seu nivel de equilibrio e,
portanto, a taxa de crescimento do estoque de capital ainda ¢ inferior a taxa de crescimento
da oferta de trabalho, o que significa que a razdo oferta de trabalho-capital continua a subir
simultaneamente ao crescimento da razio demanda de trabalho-capital. Até um certo
estagio a elevacdo da razdo oferta de trabalho-capital é mais veloz que a elevagdo da razio
demanda de trabalho-capital e, portanto, o coeficiente de emprego continua a decrescer até
retornar ao seu ponto inicial, ou seja, seu valor minimo (ponto 1, Figura 4.4), a partir do
qual o ciclo se repete.

Como visto € a curva de Phillips ndo-linear, ou seja, a presenga de fortes inflagdes
(deflagbes) dos salarios nominais quando a economia encontra-se numa situa¢éo de alto
(baixo) nivel de emprego que levam as firmas a alterar seus planos de produgdo e mudar o
rumo da economia. Dessa forma, a licito afirmar que a curva de Phillips ndo-linear ¢ o

componente central do mecanismo gerador de ciclos do modelo de Rose.

4.3. O Modelo de Rose e os Fatos Estilizados dos Ciclos de Negocios

Nesta tltima se¢fo, busca-se contrastar as predigdes do modelo de Rose com a lista

de fatos estilizados do capitulo um. As ressalvas feitas na se¢do 3.3 aplicam-se aqui.

Fato estilizado 1: Explicado pelo Teorema 4.1.

Fato estilizado 2: Provavelmente explicado. Se uma semi-Orbita positiva y *(p,,0,) nio
¢ um ciclo limite esta converge em espiral para um ciclo limite e,
portanto, as oscilagdes que esta gera ndo sdo periddicas, no sentido de
que ndo possuem um periodo constante. Entretanto, quando
77(py,0,) é um ciclo limite o sistema passa pelo mesmo ponto em
intervalos de tempo regulares. Se o numero de ciclos limites € finito,
entdo ¢ mais provavel que ¥ *(p,,0,) néo seja um ciclo limite.

Fato estilizado 3: Impossibilidade de comparagdo. Os resultados de cunho qualitativo

impossibilitam, sem colocar mais estrutura no modelo, o
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estabelecimento de qualquer relag@o precisa entre as predigdes deste € 0
fato estilizado em questio”.
Fato estilizado 4: Ndo explicado. A evolugio observada da taxa de crescimento do indice
de pregos ¢ obtida, considerando (4.2) e (4.4), a partir de (4.8):
E = H(o)- }_ME
P n flo) o
Desde que o impacto das expectativas sobre os pregos € ambiguo, ja que

depende do tipo de desequilibrio no mercado de bens, ou seja, dado que
H'(o)=E'()[W (o) —g’(d)]iO se, € somente se, h’(a)zg’(cr) , entdo

o comportamento da taxa de inflagdo de preco observada durante o ciclo
¢ também ambiguo.

Fato estilizado S: Ndo explicado. Desde que o comportamento da taxa de crescimento do
indice de pregos observado durante o ciclo é ambiguo, torna-se
impossivel estabelecer uma relagdo precisa entre esta e a inflagéo de
salarios.

Fato estilizado 6: Explicado. A partir das propriedades (ii) e (iii) de (SR.1) tem-se que
Y = Kf (o) e, consequentemente,

Y_K [()os
Y K f(o) o
No estado estacionario, considerando (4.14) e a primeira igualdade em

(4.20), esta expressdo reduz-se a,

" Com relagdo a amplitude das 6rbitas no planos de fases, cabe destacar que estas estdo contidas no conjunto
Z, conforme representado na Figura 4.3. Isto se d4 devido ao fato de que p somente pode mudar de sinal no

intervalo [0/ v,,0" /v,] e que, como ja provado, as érbitas ndo cruzam as retas O = v,p e
o = v, p. Portanto, a propor¢do empregada da oferta de trabalho fica limitada a valores contidos no
intervalo (v,v,).

Rose (1967, p. ) argumenta que:

. este [o modelo] é capaz de explicar porque flutuagdes da taxa de desemprego sdo
limitadamente confinadas. Teoricamente o desemprego pode variar entre 0 a 100 por cento.
De fato, na economia dos EUA as taxas de desemprego maiores do que, digamos, 12 por cento
e menores do que, digamos, 2 por cento, sdo muito improvaveis. [Tradugdo do autor]

Realmente, o modelo de Rose implica que v, <v <V, . Todavia, os valores v, e Vv, sdo exogenamente

determinados e, consequentemente, os limites da taxa de desemprego sdo também determinados
exogenamente. Além disso, a ndo ultrapassagem destes valores € consequéncia direta da postulagdo de néo-
linearidade da curva de Phillips.
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=n

ket

Y_
Y
Isto significa que o produto apresenta uma tendéncia de crescimento
ascendente, embora dada exogenamente.
Fato estilizado 7: Ndo explicado. A produtividade média do trabalho, considerando as
propriedades (ii) e (iii) de (SR.1), é dada por:
Y _Y/K_f(o)

N N/K o

Portanto, no ponto de equilibrio esta é constante e definida por,
Y _f@)
N o

Da mesma forma, a produtividade marginal do trabalho no ponto de

equilibrio & constante ¢ dada por f'(c’ ). Logo, a produtividade do
trabalho ndo apresenta uma tendéncia de crescimento positiva. Além

disso, desde que:

dY/N) __f(@)-of"(0) _
- 2

do o2

0,

entdo a produtividade média do trabalho € anti-ciclica. O efeito de uma
variagdo em o sobre a produtividade marginal seria dado por f"(o),
entretanto Rose (1967, p. 155) afirma explicitamente que: exceto sob
competi¢do pura indivisibilidades podem tornar impossivel a suposi¢do
de que f"(o) <0 paratodo o.

Fato estilizado 8: Parcialmente explicado. Como destaca Rose (1967, p. 156), a condiggo
necessdria para maximizagdo de lucro fornece W/ A, como uma fungdo
de o. Assim, introduzindo (4.10) na fungdo objetivo em (4.9), e
considerando a defini¢do (o) = Q[ f(0)]f (o), obtém-se:

7 = 4,KN(0) -X'(0)0]
Logo, por (CR.1):

dr
—=-4,KX"(0)>0,
do

ou seja, o lucro € pro-ciclico. Todavia, ndo se pode extrair a priori, sem
impor mais estrutura ao modelo, qualquer conclusdo a respeito da

volatilidade do lucro.
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Fato estilizado 9: Ndo explicado. Sobre o comportamento dos agregados monetarios nada
é posto explicitamente na versdo basica do modelo de Rose.

Fato estilizado 10: Ndo explicado. Dado que por hipdtese a taxa de juros é constante o
modelo de Rose desconsidera este fato estilizado.

Fato estilizado 11: Parcialmente explicado. A taxa de crescimento do estoque de capital,
como se vé no Quadro 4.1, é pro-ciclica. O investimento agregado
depende positivamente da razio demanda de trabalho-capital.
Entretanto, dadas as formas gerais da fungdo investimento e da fungéo
poupanga, ndo se pode extrair a priori, sem impor mais estrutura ao
modelo, qualquer conclusfo a respeito das volatilidades das flutua¢ées

do investimento e do consumo.

Quadro 4.1. O Comportamento das Varidveis de Estado do Modelo de Rose
durante um Periodo de um Ciclo

[T Fases do Ciclo I 1o 111 . v
Varidveis de Estado o ] o IR : _

i I I~ “ - A
e 7 7 “ .
e & vl | WA | A | Aw | w

— —
do esioque s capial | 3@ A A u N
Raziio capital-produto i % - /(o) A A “ -
v - —
do salicio nompal | Z=Fm | WA A Au Y
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CICLO NUMA ECONOMIA DO TIPO "IS-LM": O
MODELO DE SCHINASI-SASAKURA

Este capitulo sera dedicado ao modelo de Schinasi (1982), no qual ¢ demonstrada a
possibilidade de existéncia de um ciclo de negocios numa vers3o dindmica do tradicional
modelo IS-LM com pregos fixos pela aplicagdo do TPB'.

A transformacdo da versdo estatica de livro texto do modelo IS-LM em uma verséo
dindmica foi feita, como de praxe, por intermédio da postulagio de que a renda ¢ a taxa de
juros variam de acordo com o hiato entre demanda e oferta agregadas nos mercados de
bens e monetario, respectivamente. Todavia, Schinasi introduziu duas novidades: a
primeira foi a inclusdo de uma restri¢do orgamentaria do governo, com a qual se introduz a
dindmica da divida interna no modelo levando-se em consideragdo as duas formas basicas
de financiamento do déficit do governo (por moeda e por titulos); a segunda, foi a adogdo
da hipétese kaldoriana de uma fungfo investimento sigméide. Como sera visto, o
comportamento do governo em busca do equilibrio orgamentario e o comportamento n&o-
linear do investimento se constituirdo nos elementos formadores do mecanismo gerador de
ciclos do modelo de Schinasi.

Este capitulo é composto de trés se¢Ges. Na primeira, apresentam-se as premissas
nas quais assenta-se o modelo e a dedugfo das equagdes que governam a sua dindmica. Na
segunda, sdo expostas as condigdes de existéncia de um ciclo. Na tltima segdo, busca-se
contrastar as predi¢des do modelo de Schinasi-Sasakura com os fatos estilizados listados

no primeiro capitulo.

' O cerne do trabalho de Schinasi sobre flutuagdes ciclicas esta contido em sua tese de doutorado (Schinasi,
1979 apud Schinasi, 1981, p. 650). Trabalho ao qual o autor desta dissertagdo ndo teve acesso direto.
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5.1. O modelo: suposi¢des e equagdes de movimento

Suposicoes

A possibilidade de existéncia de um comportamento ciclico das tradicionais
variaveis de estado do modelo IS-LM relativo a uma economia fechada com governo pode

surgir a partir das seguintes hipdteses basicas:

SUPOSICAO (SS.1): Durante o periodo de andlise, o nivel geral de pregos é tomado como
fixo”.

SUPOSICAO (SS.2): O investimento planejado ¢ uma fungio do nivel de renda e da taxa

de juros correntes e € caracterizado pelas propriedades seguintes:

<0 para Y>Y

I, <0.
>0 para y<y °eS

I'=I(Y,R) com I, >0, Iyy{

SUPOSICAO (SS.3): A poupanca planejada depende do nivel de renda disponivel, ou
seja, S = S(Y”) com dS/dY’=S8">0,onde Y2 =Y+RB-T

SUPOSICAO (SS.4): A demanda de moeda é fungio do nivel de renda e da taxa de juros,
ou seja, a fungfio preferéncia pela liquidez é dada por L = L(Y,R)
com L,>0e L, <0.

SUPOSICAO (SS.5): O total dos gastos do governo é mantido constante em um nivel

. G >0.

SUPOSICAO (SS.6): A parte da receita do governo advinda da tributago ¢ fungdo do
fluxo total de rendimentos auferidos pelo setor privado, o qual é
dado pelo nivel de renda mais o pagamento de juros sobre os titulos
emitidos pelo governo, isto é  T=T(Y+RB) com
0<dT/d(Y+RB)=T"<1.

SUPOSICAO (SS.7): O governo utiliza a emissdo de moeda e/ou venda de titulos para

financiar seu déficit orcamentario, ou seja, M+ B=G+ RB-T.

* As demais suposigdes sdo estabelecidas considerando o prego do bem de consumo como numeraire, mais
precisamente P=1 para todo f 2 {;. Em particular, a taxa de juros nominal e real sdo iguais.
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SUPOSICAO (SS.8): O nivel de renda varia proporcionalmente ao excesso de demanda
agregada no mercado de bens, ou seja, Y=a,(I-S+G-T) com
a, constante e a; > 0.

SUPOSICAO (SS.9): A taxa de juros varia proporcionalmente ao excesso de demanda
agregada no mercado monetario, ou seja, R = B,(L- M) com B,
constantee 8, > 0. |

SUPOSICAO (SS.10): O mercado monetdrio ajusta-se mais rapidamente do que o
mercado de bens. Mais precisamente, a velocidade de ajustamento

do mercado monetario € considerada infinita ( 8, — +).

Com (SS.1) deixa-se de lado o estudo das conexdes entre o financiamento da divida
publica e a inflag#o e centra-se nas inter-relagdes entre o comportamento ciclico do produto
e os déficits orgamentarios do governo.

Com (SS.2) incorpora-se ao modelo uma fung&o investimento a /a Kaldor. Schinasi
(1979 apud Sasakura, 1994, p. 426) afirmou ser possivel derivar uma funggio investimento
sigmoéide a partir de um modelo de firmas maximizadoras intertemporais de lucro com
horizonte de planejamento infinito sem a necessidade de apelar para a explicagdo original
de Kaldor. Como sera visto adiante, esta fungdo € o componente chave, como no modelo
de Kaldor, do mecanismo gerador de ciclo do modelo em anilise.

As premissas (SS.3) e (SS.4) postulam fungdes de comportamento padrdes dentro
do contexto IS-LM?.

O comportamento do governo é tragado por meio das hipédteses (SS.5), (SS.6) e
(S88.7). Com as premissas (SS.5) e (SS.6) o lado da despesa do orgamento do governo
passa a ter uma liga¢do direta com nive] de atividade da economia, ou seja, com os ciclos

de negécios. A suposicdo (SS.7) postula uma fungdo de reagio para o governo’, na qual é

* Schinasi (1982, p. 370) inclui também como argumento da fungo poupanga e da fungdo preferéncia pela
liquidez a riqueza agregada. Todavia, o efeito desta varidvel ndo foi de fato considerado no estudo da
possibilidade de existéncia de um ciclo limite no caso de financiamento do déficit das contas publicas
exclusivamente via emissdo de moeda, o qual sera o caso efetivamente apresentado adiante.

* Sasakura (1994, p. 426) afirma que a substituiio desta fungdo de reagdo por outra que represente uma
politica monetaria anti-ciclica fisto ¢, 47 = y(¥' - ¥) com yconstante € y > 0] néo alteraria a analise do
ponto de vista formal. Isto significa, na linguagem desta dissertagdo, que o programa de aplicagdo do TPB
poderia ser aplicado com sucesso neste novo cendrio.
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levado em consideragio as duas formas de financiar os seus hiatos oramentarios’. O
governo pode financiar seu déficit orcamentirio vendendo titulos ao setor privado
(financiamento por titulos) elou vendendo titulos ao Banco Central (financiamento por
moeda). No caso do governo apresentar um superdvit orgamentdrio, este pode utiliza-lo
para resgatar titulos do setor privado e/ou resgatar titulos do Banco Central®.

As suposi¢des (SS.8) e (SS.9) estabelecem mecanismos de ajustamento de erros
associados a defasagens distribuidas exponencialmente nos mercados de bens e monetério.

Com (SS.10) descarta-se a possibilidade de desequilibrio no mercado monetério, ou
seja, é considerado que este se ajusta instantaneamente de forma que L(Y,R)= M ’para
todo ¢ > ¢,. Em outras palavras, a economia sempre est sobre a curva LM. Tal premissa é
de cunho operacional’, pois com ela torna-se factivel a aplicagdo do TPB na prova de

existéncia de um ciclo limite, j& que o sistema fica com somente duas EDO's.
Equacées de movimento

Introduzindo-se as fun¢des de comportamento, postuladas de (SS.2) a (SS.6), nos
respectivos mecanismos de ajustamento de erros, postulados em (SS.7), (SS.8) e (5S.9),
resulta a seguinte versdo dindmica geral do sistema IS-LM com pregos fixos expandida

pela restri¢do orgamentaria do governo:

Y=a,[I(Y,R) - S(Y?)+G - T(Y + RB)]
R=B[L(Y,R) - M] (5.1)
M+B=G +RB-T( + RB)

Para o estabelecimento das condigdes de existéncia de ciclos limite, a partir do
TPB, Schinasi (1982, p. 370) reduziu a dimens@io do sistema (S5.1) postulando o

ajustamento instantineo do mercado monetario. Dessa maneira, dado (SS.10) e lembrando

5 Cabe salientar que existe outra forma de financiamento, a saber, a venda de ativos do governo (por
exemplo, privatizagdo de empresas estatais). Todavia, esta terceira alternativa é de uso esporadico nas
economias observadas.

® Diz-se que a venda de titulos do governo diretamente ao Banco Central é um financiamento via emissdo de
moeda porque isto implica em monetizagdo da divida, ou seja, o Banco Central expande (contrai) a base
monetaria quando toma titulos do (devolve titulos ao) governo.

” Do ponto de vista empirico (Dombusch e Fischer, 1991, p. 58) esta premissa é considerada razoével, pois o
mercado monetario ajusta-se simplesmente via compras ¢ vendas de obrigagdes, enquanto no mercado de
bens o ajustamento se da via alteragdes nos planos de produgao das firmas, processo de ajustamento este que
demanda mais tempo que o primeiro.
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que S, >0, a segunda equacdo de (5.1) reduz-se a condigdo de equilibrio no mercado

monetario:
LY,R)-M=0, (5.2)

a qual define implicitamente a curva LM, que, devido a (SS.4), apresenta a inclinagdo de
praxe:
dR
ar L, (5.3)
Y\, L,
Dessa forma, a cada instante ¢ a histéria fornece valores da renda e da oferta
monetaria real e instantaneamente o mercado monetario se ajusta. Deste ajuste resulta a

taxa de juros de equilibrio em ¢ e, consequentemente, o sistema (5.1) pode ser reduzido a:

Y=a,[I(Y,R)-S(Y°)+G - T(Y + RB)]
M+B=G +RB-T(Y + RB) 5.4)
L(Y,R)-M=0

A derponstrag:ﬁo da possibilidade de existéncia de um ciclo ¢ feita por Schinasi em
dois cendrios distintos: o primeiro, construido a partir da hipétese de financiamento do
déficit do governo exclusivamente por moeda; o segundo, construido a partir da hipétese
de financiamento exclusivamente por titulos. Adiante ¢ exposta detalhadamente a
demonstragdo da existéncia de um ciclo limite no caso de financiamento por moeda®.

O estudo do caso de financiamento do déficit do governo exclusivamente por

moeda ¢ realizado supondo-se B =0 e, para ndo sobrecarregar a notagdo, que em /

B =0. Dessa forma, o sistema (5.4) reduz-se a:

Y =a,[I(R,1)-S(Y?)+G - T(1)]
M=G-T() (5.4-a)
" LY, R)-M=0

A observagdo direta de (5.4-a), mais especificamente da segunda EDO deste

sistema, revela o carater endégeno da politica monetaria. Como a despesa do governo €

¥ Schinasi (1982) realiza a prova de existéncia de um ciclo limite com as duas formas de financiamento
separadas e afirma que uma forma mesclada ndo alteraria os resultados. Esta apresentagdo se restringira ao
caso acima citado tanto por motivos de espago quanto por ter sido este caso objeto de uma importante
reformulacéo feita por Sasakura (1994), a qual sera detalhada adiante.
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congelada (G), o déficit orgamentério passa a depender exclusivamente do lado da receita

[T(Y)], a qual é unicamente fun¢do do nivel de renda.
5.2. A Existéncia de um Ciclo Limite

Schinasi (1982. p. 371-373) constréi uma prova de existéncia de um ciclo limite
para o sistema (5.4-a). Todavia, apesar de respeitar a seqiiéncia de aplicagdo do TPB, sua
demonstragdo ¢ incompleta, devido as seguintes falhas: (i) ndo ¢ desenvolvido nenhum
argumento que explicite condi¢des suficientes ou suficientes e necessarias para existéncia
de um ponto de equilibrio do sistema (5.4-a), mas ao contrdrio, ¢ apenas suposto sua
existéncia; (i7) a mesma espécie de critica do item (i) pode ser feita com relagdo & unicidade
do ponto de equilibrio e (iii) ndo ¢ construido explicitamente o conjunto compacto €2, mas
somente suposto sua existéncia.

Sasakura (1994) realizou uma prova completa, explicitando condigdes suficientes
para a existéncia e a unicidade do ponto de equilibrio e construindo de fato um conjunto Q.
Entretanto, para realizar tal tarefa Sasakura, embora mantendo a suposi¢éo (SS.10), desloca
sua andlise do plano de fases (Y,M) para o plano tradicional (Y,R), utilizando-se do
estratagema que passa agora a ser descrito.

Apesar do sistema (5.4-a) possuir somente duas EDO's, este tem efetivamente trés
varidveis endogenas Y, M e R. Como salienta Sasakura (1994, p. 426), a trajetéria deste
sistema, ou seja, o movimento do seu ponto representativo pode ser imaginado (vide Figura
5.5 no final desta se¢do) como ocorrendo no espago tridimensional (Y,R,M) sob a
imposi¢io de que este ponto sempre esteja no plano definido pela condigfio de equilibrio do
mercado monetario L(Y,R)— M =0. Sendo assim, a trajetoria do sistema (5.4-a) no
espago tridimensional (Y,R,M), sob tal condi¢dio, pode ser projetada em trés planos
alternativos: (¥,M), (Y,R) ou (R,M). Schinasi (1982) usou o primeiro plano (¥,M), isto ¢,
escolheu como variaveis de estado de seu sistema bidimensional Y e M, enquanto que
Sasakura (1994) optou pelo tradicional plano (¥,R), ou seja, pelas tradicionais varidveis de
estado Y e R do modelo IS-LM.

Derivando-se (5.2) com relagdo ao tempo obtém-se:

LY+ L, R-M=0 (3.5)
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Introduzindo as EDO's de (5.4-a) em (5.5) resulta:
R=(Q/ LG - T~ as(Ly | LU, R =SX°)+G -T(N]  (5.6)

Juntando a primeira EDO de (5.4-a) com (5.6) tem-se o sistema que define
implicitamente a projegdo no plano (¥,R) da fungdo de transigdo de estado implicitamente
definida por (5.4-a), ou, em outras a palavras, a proje¢do no plano (¥,R) da 6rbita tragada

no plano L(Y,R)- M =0, definido no espago tridimensional (¥,R,M):

Y =a,[I(Y,R)-S(Y°)+G - T(Y)]

, (5
R= (17 L)[G - T(N)]-ay(Ly ! LY, R) = S(X¥*)+ G - T(1)] &

Este sistema ¢é definido no plano de fases ® = {(¥,R) e ®R>.}.

A demonstragdo de Sasakura (1994, p. 427-435) de existéncia de um ciclo limite
num modelo IS-LM ¢€ feita com base no sistema (5.7). Sua prova pode ser apresentada
rigorosamente na seqiiéncia especificada pelo programa de aplicagdo do TPB, explicitado
no capitulo dois desta dissertagéo.

Sasakura (1994, p. 425) acrescenta as premissas de Schinasi, relativas as funges de
comportamento, as seguintes hipdteses simplificadoras:

CONDICAO (CS.1): (i) sobre as fungdes poupanga, preferéncia pela liquidez e tributagdo
¢ assumido que sdo lineares em todos os seus argumentos, ou seja,
S',L,,L, e T' séo constantes;

(i7) sobre a fungdo investimento € assumido que [, = [, = 0.
‘Existéncia de um ponto de equilibrio

Dado que as fungdes de comportamento sdo gerais, as condigdes de existéncia, bem
como as de unicidade, de um ponto de equilibrio do sistema (5.7), foram obtidas a partir da

andlise das curvas de demarcagdo implicitamente definidas por:

a,[I(Y,R)-S(Y°)+ G ~T(Y)] = F(Y,R) =0

= — 5.8
U/ LG =T = a; (L, / L)Y, R) = S(Y?)+G ~T()] = G(¥,R) =0 &9
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Estas curvas (loci) onde a renda e a taxa de juros sdo constantes, Y=0¢e R=0,
. . . - 9
daqui em diante serio denominadas de curva IS e curva GH, respectivamente’. As

inclinagGes destas curvas no plano (¥,R) a partir de (5.8). sdo:

dR| _ I,-S'(1-T)-T'> >

- = =0 se, e somente se, [, =S'(1-T")+T" (5.9)
ay IS IR < <

aR) - _Tra L, =SA=T)=T1 o 1 s sa-1)+ 1 (5.10)
Y|y aLyl,

As informagdes a priori sobre as fungdes de comportamento sdo insuficientes para
determinar o sinal destas expressdes. Note que para a inclinagdo da curva GH ser positiva a
condi¢do I, > S'(1-T")+T" ¢é suficiente, porém ndo necessdria. Considerando (5.9), isto
significa que em pontos onde a curva GH ¢ positivamente inclinada a curva IS pode ser

negativamente inclinada.
Um ponto de equilibrio (Y',R") é obtido pelo cruzamento das curvas de

demarcagfo. Assim, para garantir a existéncia de (Y',R’) Sasakura (1994, p. 428) impde

as seguintes condi¢des ao modelo:

CONDICAO (CS.2): As curvas de demarcagdo apresentam as seguintes propriedades:

(i) a curva IS (iséclina Y = 0) intersecciona, no plano (Y,R), o eixo ¥’
num ponto finito ¥ a direita do ponto de equilibrio Y~, ou seja,
existe ¥ >7Y tal que F(,00=0. Além disso, R — « quando
Y—>0;

(i) a curva GH (iséclina R = 0) é positivamente inclinada, ou seja,
dR/ dY| o >0 para todo Ye(0,F). Além disso, esta curva
intersecciona, no plano(Y,R), o eixo R num ponto finito R, >0, ou

seja, existe um R, > 0 tal que G(0,R) = 0.

A partir exclusivamente de (CS.2) infere-se que as curvas de demarcagdo se

cruzario pelo menos uma vez (podendo fazé-lo mais de uma vez, vide Figura 5.1)"". Desde

9 A curva LM definida implicitamente por (5.2) e a curva GH sdo curvas distintas.



139

que R, > 0 a curva GH, por ser estritamente crescente, estd completamente acima do eixo
Y. O conjunto imagem da curva IS € o intervalo [0,0). Como estas curvas sdo continuas,

entéo elas terdo pelo menos um ponto de intersecgdo.

R R R
IS IS
GH \ GH
R
.4 K \
R]
R R
0 Y Y Y Y ¥ v Y

(b) (c)
Figura 5.1. Existéncia de um Ponto de Equilfbrio no Medelo de Schinasi

Unicidade do ponto de equilibrio

Dada a existéncia de um ponto (Y',R’) a sua unicidade é automaticamente
garantida pelas suposig¢des (SS.2), (SS.4) e (SS.6), pois a curva GH sempre serd mais

inclinada que a curva IS, mesmo que estd ultima seja positivamente inclinada,

formalmente'':

dR
dy

_4ar
on  dY

N S para todo ¥ €(0,Y) (5.11)
IS a3Lle

Garantido a existéncia e unicidade de (Y",R’), a existéncia ¢ unicidade do valor de

equilibrio da oferta real de moeda sdo garantidas por (5.2), isto é, M" = L(Y",R’). Com

10 Além disso, as curvas IS e GH sdo convexas para todo Y < Y~ e concavas para todo ¥ > Y. Tais
caracteristicas sdo implicadas fundamentalmente pela hipotese de existéncia de uma fungdo investimento
sigmoide, formalmente:

d’R| _ d’R Iy )< O0paray>rY’

ﬁ’_m - d—Y_l(',” - _—IT{> 0paraY <Y’

Estas expressdes sdo obtidas a partir de (5.36) e (5.37) utilizando (CS.1) e considerando a seguinte regra
(Yamane, 1974, p. 197): para uma fun¢do implicita fxy)=0 sua derivada segunda ¢
diyldx® = ~(fof]+ [l =200l f )1 1)

11 Isto significa que o caso ¢ na Figura 5.1 ¢ descartado.
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respeito ao estado estacionario, Sasakura (1994, p. 426) pressupde que o chamado déficit

estrutural do governo" é nulo, formalmente:

CONDICAO (CS.3): No nivel de renda de equilibrio ¥* tem-se que G —T(¥") = 0, onde

Y’ pode ser interpretado como uma "te_ndéncia" ou, um nivel

"normal” ou "esperado”.

Analise de estabilidade local do ponto de equilibrio

A matriz jacobiana da linearizaggo de (5.7) em torno de (¥",R’) ¢ dada por:

R = a3(1y.—S"(1—T").—T")‘ ‘ al, 612
24 ){(I/LR.)(—-Ty.—a3LY.(Iy.—S’ A-T")-T") -a;(1/L.)L.1, (5-12)

a qual rende:

-

_dR

det Df (Y",R’) = —
GH' *

a )l T" _ aSILL.dR
L, L. |47

R R

L . .. L.I. dR
rDf (Y, R )=a3[1y.-s' A-T")-T" - YL R }=—a3IR.|:—
R.

L

Com base no Quadro 2.1 do capitulo dois para que (Y',R’) seja localmente

instavel, mas n3o um ponto de sela, é suficiente que det Df(Y",R")> 0 e rDf (Y ,R")> 0.
A primeira dessas condigdes é garantida por (SS.2), (SS.4) e (SS.6). Da expressdo do trago

da matriz jacobiana em (5.12) Sasakura (1994, p. 429) deriva a seguinte condigéo:

dR

I. dr| _ dR
Is* dYLM‘

e L3 * * -L .
CONDICAO (CS4): [.-S"(1-T")-T" - YL >0o0u =

R

Esta ¢ a condi¢do de instabilidade local imposta originalmente por Schinasi (1982,

p. 372), a qual implica que na vizinhanga de Y~ a curva IS apresenta uma inclinagio

positiva, ja que a inclinagdo da curva LM ¢é sempre estritamente positiva conforme

12 Existe uma distingfo entre déficit real e estrutural, o primeiro é o déficit observado, enquanto o segundo
¢ o déficit calculado como se a economia estivesse no nivel de pleno emprego. Para maiores detalhes
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demonstrado em (5.3). Em termos econdmicos, esta condigdo significa que préximo do
pleno emprego a propensdo marginal a gastar da renda é maior que um, ou seja, o
mercado de bens tende a ampliar os hiatos entre demanda e oferta agregadas, pois o
impacto desestabilizador da variagdo da renda via investimento supera o efeito
estabilizador da variagdo da renda via poupanga € impostos".

Com as condigbes anteriormente assumidas pode-se esbogar com certa precisdo o
diagrama de fase do sistema (5.7), o qual se encontra exposto na Figura 5.2. Para
determinar a diregdo de mudanga das variaveis de estado a partir de qualquer ponto do

plano de fases que néo pertenca as curvas de demarcagéo, os seguintes fatos sdo relevantes:

%:aslk <0 (5.14)
R__aLly (5.15)
R L,

Dado que a, >0, o sinal de (5.14) ¢ determinado por (SS.2) e de (5.15) por (SS.2)
€ (SS.4). A derivada (5.14) expressa o comportamento dindmico da renda nacional com
respeito a variag@o na taxa de juros. Pontos abaixo (acima) da curva IS devem apresentar
uma velocidade da renda positiva, ¥ > 0 (negativa, ¥ <0). A derivada (5.15) expressa 0
comportamento dindmico da taxa de juros com relagdo ao seu proprio nivel. Pontos a
esquerda (a direita) da curva GH devem apresentar uma velocidade da taxa de juros

negativa, R <0 (positiva, R > 0).

consulte Dornbusch e Fischer (1991, cap. 16)
13 Sabe-se que a demanda agregada (DA) numa economia fechada com governo €, por definigdo,

DA=C+I1+G-T. Com as hipoteses comportamentais  adotadas, esta  torna-se
DA =[Y-S(Y°)+I(Y,R)+G - T(Y), da qual se deduz a propensio marginal a gastar da renda:
DA

ﬁ_Yzl—S,(l—T’)+IY—T'

A condigdo (CS.4) implica que aDA/é’YIY=y. > 1. Isto significa que num grafico do tipo "cruz

keynesiana" a curva de demanda agregada ¢ mais inclinada que a reta de 45° na vizinhanga de v° e,
portanto, o mercado de bens é localmente instavel.
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0 , Y Y Y, Y

Figura 5.2. Esbo¢o do Diagrama de Fases do Modelo de Schinasi
(financiamento por moeda)
Fonte: Sasakura (1994, p. 431). (Adaptada pelo autor).

Constru¢ao do conjunto

Dada a continuidade da curva GH e o fato desta ser cdncava para todo ¥ >V,
entdio esta curva intersecciona a linha vertical ¥ =Y, (Figura 5.3). Seja A(Y,R,) este
ponto de intersegdo, onde R, > R’. A partir deste ponto de referéncia torna-se possivel
construir os seguintes pontos: B(;,R,), C(%;,R.), D(Y,,R.), E(Y,,R;) e A'(Y,,R,) tal
que F(Y,,R,)=F(Y,,R.)=0 (pontos sobre a curva IS) e H(Y;,R.)=H(Y,,R;)=0
(pontos sobre a curva GH). A regifio retangular A’BCD, ou seja, o conjunto
{(Y,R)€®:Y, <Y<Y,eR. <R<R,} é compacto (limitado e fechado) e, portanto, &
possivel deﬁnir o conjunto Q com base nesta regifo da seguinte maneira:
Q={(Y,R) @1, <Y<V, eR. <R<R}-V((¥',R)¢).

Para mostrar que Q ¢ positivamente invariante deve-se demonstrar que o vetor
velocidade em sua fronteira aponta para o seu interior. Considerando a argumentagio
relativa & diregdo de mudanga do ponto representativo em cada uma das quatro regides
formadas pelas curvas de demarcagéo IS e GH tecidas anteriormente a partir de (5.14) e
(5.15), conclui-se que: (i) os segmentos A'B e A'E estdo na regidio onde R <0 e¥ <0,

logo o vetor velocidade aponta para sudoeste; (ii) o segmento BC esta na regido onde
R<0 e ¥ >0, entio o vetor velocidade aponta para sudeste; (iii) o segmento CD est4 na
regido onde -R>0 e Y >0, entdo o vetor velocidade aponte para nordeste e (iv) o

segmento DE estd na regido onde R>0 e Y <0, entdo o vetor velocidade aponta para

noroeste. Em suma, em cada um destes segmentos de reta que compdem a fronteira A'BCD
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do conjunto Q o vetor velocidade aponta para o interior deste. Logo, desde que na fronteira

da vizinhanga V((¥",R’),) o vetor velocidade aponta para o interior de Q [pois, (¥',R")

nfo é um ponto de sela e ¢ instavel localmente], o conjunto Q € positivamente invariante e

apesar de circundar o ponto (¥",R"), ndo o contém.

R,
R,
0

“ﬁa

4\ _

4 oz ﬁn Y

Figura 5.3. O conjunto Q do Modelo de Schinasi-Sasakura

Teorema de existéncia de um ciclo

Com as reformulagdes feitas por Sasakura (1994) o teorema construido por Schinasi

(1982, p. 372) pode ser assim enunciado:

Teorema 5.3: (Schinasi-Sasakura)

Se o sistema de EDOQ's:

Y=a,[I(Y,R)-S(Y*)+G - T(V)]

, (8.7
R=( LG~ TN as(Ly | LU R -SA*)+G -]

definido em © = {(¥,R) e R} e construido a partir das suposigdes (SS.1) a

(SS.10), satisfaz condigdes (CS.1), (CS.2), (CS.3) e (CS.4), entdo toda semi-

orbita  positiva  y*(Y¥,R,) que inicie em qualquer ponto

(Y,,R,) e{®-V((Y",R"),e)} é um ciclo limite ou converge para um ciclo

limite.



144

Prova: A partir de (SS.2), (SS.4), (SS.6), (CS.1) e (CS.2) decorre que o sistema 5.7y
possui um, e somente um, ponto de equilibrio (Y",R"). Por (CS.4) infere-se que 0
ponto (¥",R") é localmente instivel e ndo é um ponto de sela. Pode-se definir um
conjunto Q={(Y,R)e@:YBsYSYDeRCSRSRA }—V((Y‘,R'),g) que

circunda (Y",R") mas ndo o contém. Além disso, o campo vetorial aponta para

dentro de Q na sua fronteira, ou seja, Q € um conjunto positivamente invariante.
Logo, pelo Corolério 2.1 do capitulo dois toda semi-6rbita positiva y*(¥;,R;) € um

ciclo limite ou o conjunto limite desta @(X;,R,) é um ciclo limite.
O mecanismo gerador de ciclos

A descri¢do de um ciclo tipico construida por Sasakura (1994, p. 433) pode ser
assim exposta'. Suponha, sem perda de generalidade, que a economia se encontra no
estado onde a taxa de juros estd baixa e o orgamento do governo encontra-se equilibrado
(ponto 1, Figura 5.4). Neste estado o mercado de bens apresenta um excesso de demanda, o
que leva a um aumento do produto. Este aumento da renda desequilibra o orgamento do
governo gerando um excesso de receita e, portanto, contragdo da oferta real de moeda. Este
ltimo efeito no mercado monetario faz a taxa de juros elevar-se. Esta cadeia causal que
eleva a taxa de juros ocorre até esta atingir um nivel elevado o suficiente para frear os

investimentos e eliminar o excesso de demanda no mercado de bens (ponto 2, Figura 5.4).

14 Cabe aqui um prévio esclarecimento sobre as curvas LM tragadas na Figura 5.4. A suposi¢io (SS.10)
implica que o ponto representativo do sistema (5.34) estd sempre sobre um curva LM. Isto significa que o
movimento deste ponto é acompanhado pela curva LM, ou seja, esta se movimenta para cima e para baixo no
plano de fases de (5.7). Note que de fato este movimento da LM é somente de translagdo pois sua inclinagdo
¢ constante devido a (CS.1). E interessante saber, ja que a 6rbita de (5.34) e a curva LM sempre se cruzam, a
inclinagdo relativa destas em cada momento do ciclo. A inclinagfo da 6rbita de (5.34) ¢ obtida eliminando df,
isto €:
dR _dR/dt G-T() L,
dY dY/dt L.F(Y,R) L,
No ponto 1 € 4 da Figura 5.7, onde ¥ = Y~ tem-se por (CS.3) que G - 7(¥ ') = 0 . Logo a inclinagdo
da érbita é 4R / dY|H,. = -L, / L, que € igual  inclinagéio da LM dada por (5.30). Acimadacurva IS a

inclinagZo da orbita € menor (maior) do que a da curva LM quando ¥ > Y™ (Y < ¥"). Abaixo da curva IS
a inclinagdo da o6rbita ¢ maior (menor) do que a da curva LM quando ¥ > ¥ (Y <Y
Outro ponto que merece destaque € a posigdo relativa da curva LM no ponto de equilibrio (Y',R"). Neste
ponto tem-se a seguinte relagdo (Sasakura, 1994, p. 429, proposicdo 2):
dR dR dR
— >— > — >0
day GH' ay 18" ayY |
Esta relagdo ¢ implicada por (5.38), (CS.4) ¢ (SS.4) [considere (5.30)].
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Entretanto, a taxa de juros continua a crescer porque o governo ainda estd com seu
orcamento superavitario e o mercado de bens passa a apresentar €xcesso de oferta devido
as altas taxas de juros. Nesta fase a contragio do produto, gerada por este excesso de oferta,
contribui para acelerar a eliminago do superdvit orgamentario. A taxa de juros alcanca seu
patamar méximo (ponto 3, Figura 5.4) quando esta provoca um excesso de oferta maximo
no mercado de bens. Deste ponto em diante, a taxa de juros comega a cair, devido & brusca
contragdo do produto, embora o governo ainda esteja retirando moeda da economia devido
a seu persistente superavit orgamentario. Este processo vai desenrolar-se até o governo
atingir novamente seu equilibrio orgamentario de longo prazo (ponto 4, Figura 5.4), onde a
oferta real de moeda se encontra no seu nivel minimo.

Todavia, o governo nfio consegue se manter no ponto 4, pois o mercado de bens
ainda apresenta excesso de oferta que gera contragio no produto. Esta queda na renda
desequilibra o orgamento do governo gerando um déficit e, portanto, expansio da oferta
real de moeda. Este Gltimo efeito faz a taxa de juros cair. Esta cadeia causal que contrai a
taxa de juros ocorre até esta atingir um nivel baixo o suficiente para acelerar os
investimentos e eliminar o excesso de oferta no mercado de bens (ponto 5, Figura 5.4).
Contudo, a taxa de juros continua a decrescer porque o governo ainda estd com seu
orcamento deficitdrio ¢ o mercado de bens passa a exibir excesso de demanda devido as
baixas taxas de juros. Nesta fase, a expansdo do produto, gerada por este excesso de
demanda, contribui para acelerar o desaparecimento do déficit orgamentario. A taxa de
juros alcanga seu valor minimo (ponto 6, Figura 5.4). Dai para frente a taxa de juros
comega a elevar-se, devido a forte expansdo do produto, embora o governo ainda esteja
emitindo moeda devido ao seu persistente déficit. Este processo vai desenrolar-se até o
governo atingir seu equilibrio orgamentario de longo prazo inicial (ponto 1, Figura 5.4),
onde a oferta real de moeda esta no seu auge. A partir deste estado o ciclo recomega.

Em suma, quando o governo esta em seu equilibrio orgamentario de longo prazo o
mercado de b‘ens estd com excesso de demanda ou oferta, o que gera perturbagdes na renda
e, portanto, na receita do governo, o que perturba o equilibrio das contas publicas. Por sua
vez, quando o mercado de bens esta equilibrado o governo estd com déficit ou superdvit
or¢amentario e, portanto, esta alterando a oferta de moeda e, consequentemente, a taxa de
juros, o que perturba o equilibrio entre oferta e demanda agregada de bens via seu efeito

sobre o investimento.
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Quando a economia se afasta de Y em ambas as dire¢des a partir de uma certa
distancia a curva IS torna-se negativamente inclinada como de praxe, conforme pode-se ver
nas figuras desta subsecdo. Isto implica por (5.9) que "longe" de Y tem-se
I, <S'(1-T")+ T'. Esta desigualdade ¢ possivel devido & fungdo investimento ser néo-
linear e ter a forma sigmdide. Em termos econdmicos, isto significa que quando a
economia encontra-se em estados de relativamente forte recess@o ou expansdo a propensao
marginal a gastar da renda € menor que um e, portanto, o mercado de bens tende a diminuir
os hiatos entre demanda e oferta agregadas, pois o impacto desestabilizador da renda via
investimento passa a ser superado pelo efeito estabilizador da renda via poupanca e
impostos. Note que esta relagdo de forgas é exatamente oposta aquela apresentada pela
mercado de bens quando a economia esta préxima de ¥ . Enfim, ¢ o comportamento ndo-

linear do investimento que nfio permite a economia convergir nem se afastar continuamente

de V.

GH

L (Y. R) =M...
L (Y. R) =M~

LY. R) =Mna.

Y
o] Y*

Figura 5.4. Um Ciclo Tipico do Modelo de Schinasi-Sasakura
Fonte: Sasakura (1994, p. 433).

Na Figura 5.5 encontra-se representado no espago tridimensional (¥,R,M) um ciclo
de negocios tipico do modelo de Schinasi, bem como suas proje¢des nos planos (¥,M),

(Y,R) e (R,M).
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Figura 5.5. Um Ciclo Limite no Plano LM do Modelo de Schinasi
Fonte: Sasakura (1994, p. 435)

5.3. O Modelo de Schinasi e os Fatos Estilizados dos Ciclos de Negdcios

Nesta ultima segdo busca-se contrastar as predicdes do modelo de Schinasi-
Sasakura com a lista de fatos estilizados do capitulo um. As ressalvas feitas na segdo 3.3

aplicam-se aqui.

Fato estilizado 1: Explicado pelo teorema 5.3.

Fato estilizado 2: Provavelmente explicado. Se uma semi-orbita positiva y* (¥, R,) ndo é
um ciclo limite, esta converge em espiral para um ciclo limite e,
portanto, as oscilages que esta gera ndo sdo periddicas, no sentido de
que ndo possuem um periodo constante. Entretanto, quando y (%, R,) €
um ciclo limite o sistema passa pelo mesmo ponto em intervalos de
tempo regulares. Se o numero de ciclos limites € finito, entdo € mais
provavel que y*(1;,R,) ndo seja um ciclo limite.

Fato estilizado 3: Impossibilidade de comparagdo. Os resultados de cunho qualitativo
impossibilitam, sem colocar mais estrutura no modelo, o

estabelecimento de qualquer relagdo precisa entre as predigdes deste

com o fato estilizado em questéo.
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Fato estilizado 4: Nao explicado. Este fato é descartado por hipdtese, ja que € suposto que
o nivel de pregos € constante.

Fato estilizado 5: Nao explicado. Esta ausente no modelo de Schinasi uma modelagem do
mercado de trabalho, ou seja, uma teoria para a curva de oferta
agregada, a qual por (SS.1) é implicitamente suposta perfeitamente
elastica com relagdo ao nivel geral de pregos (curva de oferta agregada
horizontal).

Fato estilizado 6: Ndo explicado. Como a renda de equilibrio Y €é determinada
completamente pelas condigGes iniciais € pardmetros do modelo, os
quais permanecem fixos no periodo de anélise, entdo ndo existe nenhum
mecanismo enddgeno que explique a tendéncia de crescimento positiva
da renda.

Fato estilizado 7: Ndo explicado. Desde que nfo existe uma modelagem explicita do
sistema produtivo da economia , entdo ndo ha qualquer consideragdo
explicita a respeito da evolugdo da produtividade do trabalho.

Fato estilizado 8: Ndo explicado. Devido ao alto nivel de agregagio do modelo em
questdo € & manutengdo de um corte analitico tipico do modelo IS-LM,
ndo existe nenhuma classificagdo em termos de grupos de renda ou
classe social (trabalhadores e capitalistas) no modelo em analise. Isto
implica na utilizagdo da renda como um agregado unico, isto €, ndo ha
uma divisdo, por exemplo, entre salarios e lucros dentro do modelo de
Schinasi. Logo, a variavel lucro ndo aparece explicitamente".

Fato estilizado 9: Parcialmente explicado. Conforme se vé no Quadro 5.1 a oferta de
moeda real com exceggo das fases dois e cinco acompanha o movimento
do produto durante o ciclo. Dessa maneira, pode-se afirmar que esta tem
um comportamento pré-ciclico. Embora isso ocorra, a oferta monetéria
real apresenta decréscimos em termos absolutos.

Fato estilizado 10: Parcialmente explicado. A taxa de juros, semelhante a oferta monetaria
real, acompanha o sentido do movimento do produto na maior parte de
um periodo do ciclo de negdcios. Neste modelo nio hd uma

diferenciagdo entre taxas de juros de curto e de longo prazo.
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Fato estilizado 11: Ndo explicado. Apesar do investimento, além de sofrer influéncias da
renda, como o consumo, ainda depender da taxa de juros, ndo €
possivel afirmar que este apresentard flutuagbes mais intensas que o
consumo, pois isto dependera dos coeficientes do modelo. Devido ao
alto nivel de agregagdo do modelo ndo had uma separagdo entre

investimento em estoques e investimento em capital fixo.

Quadro 5.1. O Comportamento das Varidveis de Estado do Modelo de
) Schinasi-Sasakura durante um periodo de um Ciclo

e B Fases do Ciclo 1 n | m. v | Vv VI
. Varidveis de Estado I 1 N S
Produtt? o : . _TY . ’ ’ . . . ’
1
Taxa de Juros : R . ’ ’ ’ . . .
“Oferta de Moed J M. -
oo T F I I U I " O A Y,

Fonte: Sasakura (1994, p. 434)

¥ Se 0 lado da oferta fosse modelado a partir de uma fungdo de produgdo neoclassica padrdo poder-se-ia
provavelmente extrair conclusdes mais precisas sobre as relagdes entre produto, produtividade e lucros.
Entretanto, ter-se-ia que previamente conciliar a fungdo de produgdo com a fungdo investimento sigmoide.
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CICLO NUMA ECONOMIA NAO-WALRASIANA: O
MODELO DE BENASSY

Em nenhum dos modelos vistos até aqui havia uma estrutura de curto prazo
formalizada que determinasse de forma consistente as varidveis endogenas (pregos e
quantidades) em cada ponto do tempo dados os valores das variaveis exdgenas fornecidos
pela historia (pelas equagdes de movimento). Esta inexisténcia de uma estrutura de curto
prazo, como destaca Benassy (1984, p. 78), implica na possibilidade de discrepancias entre
poupan¢a € investimento no curto prazo, as quais fariam sentido somente recorrendo a
ajustamentos de estoques ndo formalizados nos modelos.

O objetivo deste capitulo ¢ apresentar o0 modelo de ciclos endégenos de Benassy
(1984). Neste modelo, o curto prazo é modelado explicitamente como um equilibrio ndo-
walrasiano. Nesta estrutura de curto prazo ndo-walrasiana encontra-se o cora¢do do
mecanismo gerador de ciclos deste modelo. Tal estrutura conduz a classificagdo do modelo
de Benassy como pertencente a Teoria dos Equilibrios ndo-Walrasianos '

Outra caracteristica marcante do modelo de Benassy € o fato de que a existéncia de
um ciclo néo recai sobre alguma forma ad-hoc da fungdo investimento, curva de Phillips
ou qualquer outra fun¢dio de comportamento agregada ou mecanismo de ajustamento de
erros, como ocorreu nos modelos resenhados até o presente momento.

Este capitulo é formado pér trés se¢bes. Na se¢do inicial, trata-se da dedugdo das
equagdes que governam a evolugdo do sistema. Na segunda segéo, expde-se as condigGes
de existéncia de um ciclo. Na altima se¢do, busca-se contrastar as predi¢cdes do modelo de

Benassy com os fatos estilizados listados no primeiro capitulo.

' Uma apresentagéo detalhada da teoria dos equilibrios ndo-walrasianos é encontrada em Benassy (1986). Em
lingua portuguesa tem-se o trabatho de Rosinger (1995), o qual apresenta a base de tal teoria de um ponto de
vista macroecondmico. Nestes dois trabalhos existe uma abundante referéncia bibliografica sobre o tema.
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6.1. O modelo: suposigdes e equacdes de movimento

Suposicoes
O modelo de Benassy (1984) é construido a partir das seguintes premissas:

SUPOSICAO (SB.1): No curto prazo, o saldrio nominal € fixo e o nivel de pregos flexivel.

SUPOSICAO (SB.2): O consumo agregado depende do nivel de renda e do nivel geral de
pregos, ou seja, C=C(Y,P) com 0<C, <1 e C, <0.

SUPOSICAO (SB.3): O investimento agregado depende da demanda esperada e da taxa
de juros?, ou seja, I = I(X,R) com [, <0¢e I, >0.

SUPOSICAO (SB.4): A oferta nominal de moeda ¢ fixada a um nivel M > 0.

SUPOSICAO (SB.5): A demanda de moeda ¢ fungdo da renda, da taxa de juros € do nivel
geral de precos, ou seja, M?=L(Y,R,P) com
L,>0,L,<0¢e L,>0.

SUPOSICAO (SB.6): O sistema produtivo é formado por um unico setor, o qual produz
um tinico bem homogéneo utilizando o trabalho como tnico fator
de produgdo, sujeito a uma fungdio de produgdo agregada
neoclassica F(N) com F'(N)>0e F"(N)<0.

SUPOSICAO (SB.7): A oferta de trabalho ¢ perfeitamente inelastica com relagdo ao

' salario real, sendo fixada a um nivel N, >0.

SUPOSICAO (SB.8): A demanda esperada ajusta-se ao valor da demanda observada, ou
seja, X =, (Y - X), com a, constante e @, > 0.

SUPOSICAO (SB.9): A variagdo do nivel de saldrio nominal depende do nivel de

desemprego de acordo com a Curva de Phillips W = H(u) com

H'(u) <0 paratodo u >0, lingW=+oo e lim W = .

H—>+0

Com relagfo & suposigdo (SB.1), cabe esclarecer o significado de curto prazo. Este

€ o horizonte de tempo no qual as firmas tomam o salario nominal como dado e tém

* O modelo de ciclos de Benassy foi apresentado originalmente no artigo ja citado de 1984. Contudo,
Benassy reapresentou seu modelo em seu livro Macroeconomics: a introduction to the non-walrasian
approach (Benassy, 1986, cap. 11). Nesta reapresentagdo Benassy acrescenta o nivel de preco como
argumento da fungo investimento. Todavia, isto nédo altera qualquer resultado do artigo original.
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fixadas suas expectativas com respeito a demanda futura (o porqué destas condi¢des ficard
claro no decorrer da exposigdo). Entretanto, o modelo de Benassy é um sistema dindmico
continuo. Consequentemente, o intervalo no qual o saldrio nominal e a demanda esperada
permanecem constantes € infinitesimalmente pequeno.

A fungdo consumo agregada postulada em (SB.2) pode ser interpretada como o
resultado do comportamento maximizador de utilidade por parte das familias racionadas no
mercado de trabalho’.

A fungdo investimento postulada em (SB.3) traz uma novidade com respeito as
fungdes de investimento agregadas que compdem a equagdes IS nas apresentagGes
tradicionais do sistema IS-LM, a saber, a introdugdo explicita da demanda esperada. Nos
sistemas IS-LM tradicionais geralmente utiliza-se o nivel de renda presente ou de periodos
passados como proxy da demanda esperada. E a demanda esperada que definira o estado de
expectativas do modelo em analise.

A suposi¢do (SB.4) é introduzida com o objetivo de simplicidade, ou seja, com ela
desconsidera-se os efeitos da politica monetaria sobre a evolugdo dindmica do sistema
econdmico. Além disso, na especificagdo dos componentes da demanda agregada,
desconsidera-se também as variaveis de politica fiscal (tributagdo e gastos do governo).
Dessa forma, o ciclo surgird unicamente do modus operandis do setor privado da
economia.

A suposigdo (SB.5) completa as suposi¢des necessarias para a construgdo do “bloco
da demanda” do modelo de oferta e demanda agregada com salério fixo e prego flexivel
que define o curto prazo do modelo de Benassy. Cabe notar que a fungfo investimento € a
fun¢do demanda por encaixes reais tém como argumento a mesma taxa de juros, ou seja,
ndo ha uma diferenciago explicita entre taxa de juros nominal e real. Isto significa que se
estd assumindo implicitamente que a taxa de inflagdo esperada é igual a zero.

A suposigdo (SB.6) desconsidera a existéncia de progresso técnico. Somada com a
suposi¢do (SB.7), isto implica na desconsideragdo explicita do crescimento e sua conexdo
com o fendmeno do ciclo. Estas suposigdes ddo origem ao "bloco da oferta”.

As suposigdes (SB.8) e (SB.9) sdo as equagles de movimento que governam a
evoluggo dindmica do modelo de Benassy. Na suposi¢do (SB.38) é assumido que a demanda
esperada se ajusta adaptativamente ao hiato entre a demanda observada e a demanda

esperada.

* Para uma derivagdo formal vide Rosinger (1995).
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Na suposigdo (SB.9) é postulada a existéncia de uma curva de Phillips padrio*
(Figura 6.1). Dada a existéncia de uma relagiio biunivoca entre o nivel de emprego € o
nivel de produto, dada pela fungdo de produgdo, é possivel reexpressar esta premissa
conectando diretamente a taxa de variagdo do nivel de salario nominal com o nivel de

produto, como segue:
W =G(Y) (6.1)

onde G(Y)=H[N,-F(I)] e G'(Y)=-H'(F)">0 para todo ¥>0. E importante
salientar que existe um, e somente um, valor # (nivel de desemprego néo-inflacionario) tal
que W = H(ii) = 0, pois H(x) é uma fungdo continuamente diferenciavel, H'(u) <0 para

todo >0, ’lingW =+w e lim W =—c. Por defini¢io, tem-se u= N,— N . Portanto,
u—>

U~—>+w0

desde que ¥ = F(N) € continua e F’(N) > 0, existe um, e somente um, nivel de produto
ndo-inflaciondrio associado a %, determinado por ¥ = F(N,—-#). Obviamente,

W=G{F)=0.

u\\ )
H(u)

Figura 6.1. Curva de Phillips
Fonte: Benassy (1986)

O curto prazo como um equilibrio temporario nio-walrasiano

A estrutura do modelo em questio no curto prazo é semelhante aquela de um

modelo IS-LM de uma economia fechada sem governo com prego flexivel e rigidez do

* O nivel de desemprego esta relacionado 4 velocidade de ajustamento do salario nominal e ndo, como de
praxe, a taxa de crescimento do saldrio nominal. Benassy (1986, p- 175) salienta que esta simplificagdo
facilita a argumentagdo e ndo acarreta qualquer mudanga dos resultados centrais do modelo.
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saldrio nominal no mercado de trabalho’. O lado da demanda, a partir das suposigdes

(SB.2) a (SB.5), é formado pelas equagdes IS-LM tradicionais.

Y =C(,P)+I(X,R)

— 6.2)
L(Y,R,P)=M

Seja K(X, P, M) a solugdo em Y deste sistema IS-LM. Esta funggo corresponde a
"Curva de Demanda Agregada" keynesiana de livro texto. Os impactos de variag¢des da
demanda esperada e do nivel de prego sobre a renda de equilibrio séo dados por:

' —I;L
KX = IXLR >0 e KP = CPLR R™P
(1-C,)L, + L1, (1-C)L, + L1,

<0, 6.3)

os sinais destas expressdes sdo determinados por (SB.2), (SB.3) e (SB.5).

No espago (P,Y) a curva de demanda agregada ¢ parametrizada pela oferta
monetdria e pelo estado de expectativas (demanda esperada). O comportamento da fungdo
K(X,P,M) no espago (P,Y) pode ser determinado definindo o comportamento desta
fungdo para yalores extremos da demanda esperada, X=0 ¢ X =Y. Para tais valores ¢

assumido que a curva de demanda agregada comporta-se da seguinte maneira quando o

nivel de preco tende a seus valores extremos:

a»mmﬁom&nqu&Pjh>neynnnJJD<YNMen=nNQ.

A suposi¢do de que o nivel de demanda agregada serd maior (fixado X' =0 e o

valor da oferta monetaria em M) do que o nivel de oferta agregada de pleno emprego (¥,),
quando o prego cai a niveis baixissimos, advém da existéncia de um efeito do tipo “encaixe

real”. J4 a suposigdo de que a demanda agregada caira (fixado X =Y, e o valor da oferta

monetaria em M) a niveis inferiores ao nivel de oferta ndo-inflaciondria (¥ ) quando o
nivel de pregos tende a tornar-se excessivamente alto, pode ser racionalizada atentando-se
simplesmente para os efeitos do nivel de pregos sobre a demanda agregada. Elevagdes do
nivel de pre¢o reduzem o consumo agregado diretamente. Além disso, tais elevagdes

aumentam a demanda de moeda, a qual aumenta a de juros. Isto gera efeitos contracionista

° Nos manuais correntes de macroeconomia este modelo € alternativamente denominado modelo de demanda
e oferta agregadas com saldrio nominal fixo e preco flexivel.
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sobre o investimento. A partir da condigdo (CB.1) a curva de demanda agregada pode ser

esbogada como exposto na Figura 6.2.

Y

K(Y,,P,M)
K(o’P !m
—>p

Figura 6.2. Curva de Demanda Agregada
Fonte: Benassy (1986, p. 177)

O “lado da oferta” é derivado do comportamento maximizador de lucro da firma
representativa, a qual leva em conta a possibilidade de existéncia de uma restrigdo N, no
mercado de trabalho. Dado (SB.5) a solugdo deste problema de otimizagéo condicionada &

bem definida e fornece a fungio demanda de trabalho efetiva e a fungdo oferta de bens

efetiva:

NY = min{F"'(W/ P),N,} (6.4)

Y= min{F[F"‘(W/ P)L.Y,} (6.5)

Como j& comentado anteriormente, se o vetor de pregos vigente na economia ¢ tal
que a firma representativa ndo encontra ativa a restrigdo percebida no mercado de trabalho,
entdo esta realiza sua demanda de trabalho walrasiana e, consequentemente, sua oferta de
bens walrasiana. Dessa maneira, a “Curva de Oferta Agregada” tem o formato apresentado

na Figura 6.3.
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_—FLF Py

> p
Figura 6.3. Curva de Oferta Agregada
Fonte: Benassy (1986, p. 178)

Dada a flexibilidade do prego do produto e a possibilidade de restri¢io no mercado
de trabalho, devido 4 rigidez do salario nominal, o equilibrio de curto prazo, ou seja, o
equilibrio tempordrio ndo-walrasiano é entdo determinado pela condigdes de equilibrio

seguintes:

Y=C(¥,P)+I(X,R)
L(Y,R,P)=M (6.6)
Y= min{F[F"‘(W/ P)L.Y,}

O equilibrio tempordrio nfo-walrasiano poderia ser caracterizado pela existéncia de
desemprego®. Entretanto, dada a hipétese (SB.9) sobre a dindmica do salario nominal (a
existéncia de uma Curva de Phillips tradicional) o pleno emprego nunca € atingido durante
a evolugdo dinamica do sistema’. Dessa forma, o lado da oferta é formado simplesmente
pela parte walrasiana da curva de oferta agregada, Y* = F[F~'(W/ P)]. Sendo assim, o

sistema que efetivamente determina o equilibrio de curto prazo é:

Y=C(Y,P)+I(X,R)
" L(Y,R,P)=M 6.7)
Y=F[F'~'\W/P)

® Cabe salientar que devido a premissa de flexibilidade de prego no mercado de bens este ndo apresenta
excesso de demanda ou de oferta.

"Quando Y — ¥, pela fungéo de produgdo tem-se que N — N,. Isto implica que u= N, ~N — 0.

. w
Pela curva de Phillips W — o e, portanto, ? —> 0. Logo, a demanda de trabalho walrasiana, a qual

determina o nivel de transagde no mercado de trabaltho devido a vigéncia da regra do lado curto, é
fortemente contraida, ou seja, tende a ser nula na vizinhanga do pleno emprego €, consequentemente, este
néo € atingido.
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A condigdo (CB.1) assegura que o sistema (6.7) tem uma solug#o. Além disso, por
(SB.9) € implicado que a curva de oferta e demanda agregada se cruzam abaixo do nivel de
renda de pleno emprego, conforme representado na Figura 6.4.

O sistema (6.7) € a estrutura de curto prazo do modelo de Benassy. Tal sistema é
parametrizado pelo nivel de saldrio nominal W, pelo estado das expectativas X e pela
dotagdo de encaixes monetirios M. Em outras palavras, os valores das varidveis
endoégenas Y, R e P sdo determinados para dados valores de W, X e M, variaveis estas
consideradas exégenas no curto prazo. O ponto (Y, R, P), solugdo de (6.7), é o equilibrio
tempordrio ndo-walrasiano do modelo de Benassy®.

Seja Y=Z'(W,X;M), R=Z*W,X;M) ¢ P=Z*(W,X;M) a solugio® do
sistema (6.7).. Fazendo S(P,W)= F[F'"'(W/ P)],onde S, >0eS, <0 devido a (SB.6),
os impactos de variagdes do nivel de demanda esperada e do nivel da saldrio sobre as

variaveis endégenas no curto prazo (renda, taxa de juros e prego) sdo dados por:

_F[F-(wpr))

K(X,P,M)

-
P

Figura 6.4. O Equilibrio Tempordrio ndo-Walrasiano

Fonte: Benassy (1986, p. 178)

® A estrutura de curto prazo do modelo de Benassy implica a existéncia de um equilibrio temporario nfo-
walrasiano caracterizado pelo equilibrio no mercado de bens e excesso de oferta no mercado de trabalho e,
portanto, localizado exatamente sobre a fronteira entre o desemprego keynesiano e o desemprego cldssico no
espago de pregos (P,#). As definigdes precisas de tais fronteiras podem ser encontradas em Benassy (1986)
ou Rosinger (1985).

? O ponto-e-virgula separando M dos demais argumentos busca destacar o fato de que M possui um
status de pardmetro do modelo de Benassy. Poder-se-ia, por exemplo, estudar a presenca de bifurcacdes
devido a politica monetdria neste modelo,
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2o <SuCela=lale) o oy Selxla (6.8)
J J
Z, = _SlA-C)L, + G L] Zy= Le(LySe*Lp) (6.9)
J J
Z3 = SW[(I“CY)JLR+1RLY]>O e Z3 =_I_X_£B_<() (6.10)

onde J=C,Ly~I,L, -S,[1-Cy)Ly+L,1;]>0.

Nota-se que a intensidade do impacto (positivo) de uma variagdo do estado de
expectativa sobre o nivel de renda de equilibrio, Z,, depende fundamentalmente do
impacto da demanda esperada sobre o volume de investimento, ou seja, do valor do
“coeficiente de acelerag¢do”, I, . Quanto mais alto este coeficiente, maior sera o impacto
sobre a demanda agregada e, consequentemente, maior serd o impacto sobre a renda de
equilibrio. Por sua vez, o impacto (negativo) do salario nominal sobre o nivel de renda de

equilibrio, Z,,, depende da intensidade da resposta da demanda de trabalho por parte das

firmas a variagdes do salario nominal, S, .Quanto mais sensivel for a demanda de trabalho

a tais variagdes maior sera a variagdo do volume de oferta agregada e, portanto, maior serd

o impacto sobre a renda de equilibrio.

A dinimica: sucessio de equilibrios temporarios nio-walrasianos

Pela suposi¢io (SB.4) a oferta nominal de moeda ¢ fixa a um nivel M e, portanto,
continuard a ser considerada uma varidvel exdgena durante a evolugdo do sistema
econdémico em questfio. Dessa forma, o equilibrio de curto prazo s6 se alterard quando
ocorrerem mudangas no nivel de saldrio nominal ou na demanda esperada pelas firmas. Em
outras palavras, a evolugdo dindmica do modelo de Benassy (isto €, a seqiiéncia de
equilibrios temporarios ndo-walrasianos) dependerd diretamente da evolugdo dos salarios
nominais e da demanda esperada.

A evolugdo destas varidveis € dada pelos mecanismos de ajustamento de erros
postulados em (SB.8) e (SB.9). Considerando a fungio Y = Z'(W,X; M) que define em

cada instante de tempo a renda de equilibrio ndo-walrasiana, a dindmica do modelo de

Benassy ¢ entfo definida pelo seguinte sistema:
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=6 W =G[Z'\ W, X; M)

K=ay-x) ou o LD 6.11)
, 7 X = a,[Z' W, X; M) - X]

Y = Z'0V, X; M)

Este sistema ¢ definido no plano de fases ® = {(W,X) e R2}.
6.2. A existéncia de um ciclo limite

Construida a formulag¢do dinimica do modelo de Benassy, pode-se passar ao estudo

das condi¢des de existéncia de um ciclo limite no plano de fases ® = {(#W,X) e R} de
(6.11). Esta -tarefa pode ser rigorosamente apresentada na seqliéncia especificada no

programa de aplicag@o do TPB explicitado no capitulo dois.

Existéncia de um ponto de equilibrio

Um ponto de equilibrio (W',X") do sistema (6.11), bem como a renda de

.y . * . ~ . « .
equilibrio Y associada a este ponto, sdo determinados pelas condigdes a seguir:

‘=Y =Y
. (6.12)
Y

X
AU NEDS
A existéncia de um nivel de produgio no-inflacionaria ¥ ¢é garantidada, como ja
argumentado, pelas premissas (SB.6) e (SB.9). Dessa forma, a existéncia de um ponto de
equilibrio (W",X") é derivada da existéncia de um W' tal que a segunda equagiio em

(6.11) tenha solugdo. Isto é assegurado pela condigdo (CB.1), pois a partir desta deduz-se:

imZ'W0,M)>Y, e lim Z'W,Y;M)<7Y, (6.13)

W—0 W+
limites estes que garantem que(vide Figura 6.6):
}yirrt Z'W Y, M)>7Y, ¢ lim 22wy, M<7Y, (6.14)

pois (lembrando que Z! > 0) Z'(W,Y,; M) > Z'(W,Y; M) > Z'(W,0; M) para todo W >0.

Dado que Z'(W,X; M) ¢ continua, entdio existe pelo menos um W que resolve (6.11).
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Unicidade do ponto de equilibrio

A unicidade do ponto de equilibrio (7 ,X’) advém naturalmente da

monotonicidade da fungio Z'(W,X :M) com relagio a W assegurada pela condigdo

Z, <0.

) 4 I -
e e e N (—— e — g - — - — = - — —
i
! Z'(W,Y,; M)
| Z(W,Y;M)
|
| Z'(W,0;M)
1 >
W w

Figura 6.5. Renda de Equilibrio versus Saldrio nominal
Fonte: Benassy (1984, p. 83)

Analise de estabilidade local do ponto de equilibrio

A matriz jacobiana da linearizaggo de (6.11) em torno de (W', X") é dada por:

c o |Gz Gz,
Df(w ,X)=[ v X J, (6.15)
a,Zy a,(Zy ~1)
a qual rende:
det Df (W', X") = -,G, Z)) (6.16)
ter(W',X‘) = G;Z,',,' + az(Z}; -1)

Com base no Quadro 2.1 do capitulo dois para que (W',X') seja localmente
instavel, mas n3o um ponto de sela, € suficiente que detDf (W' ,X')>0 e

rDf (W', X')> 0. Dado (SB.2), (SB.3), (SB.5), (SB.6) e (SB.9), considerando (6.1) e

(6.9), a primeira destas condigdes € satisfeita. A partir da expressdo do trago da matriz

jacobiana em (6.60) Benassy (1984, p. 84) infere que a condigfio que garante que (W', X")

comporta-se localmente como uma fonte (um espiral, um foco ou um né instavel) é:
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CONDICAO (CB.2): a,(Z} -1) > -G,Z,

A interpretagio da condi¢dio de instabilidade local (CB.2) é direta. Para que o
sistema ndo atinja o estado estacionario, quando seu ponto representativo se encontra na
vizinhanga deste estado, o efeito expansivo das expectativas sobre a demanda agregada tem
que superar o efeito depressivo do salario sobre a oferta agregada. -

O esbogo do diagrama de fases do sistema em andlise pode ser feito como segue.
Em primeiro lugar, determina-se a inclinagdo das curvas de demarcagdo implicitamente

definidas por:

GIZ\W,X;M)]=0

o , 6.17)
a,[Z'\W,X; M)- X]=0
as quais sdo, respectivamente:
dX 1
— =—Z—’l">0,paratodoW_>.0
aw W=0 X
X . R (6.18)
— = ZWI =0 se Zy=1
aw X=0 I- ZX < <

A curva de demarcagio # =0 tem sua inclinagio determinada pelas derivadas
(6.8) e (6.9).. A curva de demarcagio X =0 na vizinhanca do ponto de equilibrio sera
positivamente inclinada, pois (CB.2) implica que Z) > 1.

Para se ter as dire¢es de mudanga do ponto representativo do sistema em analise

nas quatro regides geradas pelas curvas de demarcagdo, basta considerar os seguintes fatos:

%{V— =G,Z, >0, paratodo X >0 (6.19)
% =a,Z, <0, paratodo W >0 (6.20)

A derivada (6.19) expressa o comportamento dindmico do salario nominal com

respeito a variagdes nas vendas esperadas pelas firmas, para um dado nivel do saldrio
nominal. Dessa forma, pontos a esquerda (@ direita) da curva de demarcagdo W =0

devem apresentar uma velocidade do salario nominal positiva, W > 0 (negativa, W <0). A

derivada (6.20) expressa o comportamento dindmico das vendas esperadas pelas firmas
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com relagfo a variagdes do salario nominal, para um dado nivel do salario nominal. Logo,
pontos a esquerda (a direita) da curva de demarcagdo X =0 devem apresentar uma

velocidade das vendas esperadas pelas firmas positiva, X>0 (negativa, X< 0). Destas

consideragdes resulta o diagrama de fases do sistema (6.11), exposto na Figura 6.6.

x4 ZW XM=Y,

Figura 6.6. Esbo¢co do Diagrama de Fases do Modelo de Benassy
Fonte: Benassy (1984, p. 84)

Construg¢io do conjunto Q

Benassy define o conjunto Q da seguinte maneira. Seja W um valor do salario
nominal, alto o suficiente para que Z'(W,¥,; M) <Y . Seja ¥ um valor da renda, alto o

suficiente para que a desigualdade Z,G(¥)+ Z}a,Y, <0 seja satisfeita. Com base nestas

definigdes Benassy estabelece o0 seguinte conjunto (veja Figura 6.7):
Q={W,X)e@:Z'W,X; M)<Y W<WeO0< X <Y}-V((W ,X")e¢).
Para mostrar que Q ¢ positivamente invariante deve-se demonstrar que o vetor

velocidade em sua fronteira aponta para o seu interior. Considerando o diagrama de fases
conclui-se que: (i) os segmentos BC e CD estdo na regido onde W >0 e X <0, logo o
vetor velocidade aponta para sudeste; (if) o segmento DE e EF estio na regido onde
W<0e X <0, entdo o vetor velocidade aponta para sudoeste; (iif) os segmentos e FG
GH estdo na regido onde W <0 e X >0, entdo o vetor velocidade aponta para noroeste €

(iv) o segmento AH estana regido onde W >0 e X >0, entdo o vetor velocidade aponta

para nordeste.
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Nzo se pode inferir que o vetor velocidade dos pontos pertencentes & curva AB
apontam para o interior de Q. Benassy (1984, p. 86) resolve este problema como segue. A
curva AC e, consequentemente, o trecho 4B, é definida implicitamente pela equagfo
ZNXW) = Y , onde Y deve assumir um valor tal que, se o ponto representativo de (6.11)
estiver nesta curva sua diregio de mudanga apontara para o interior do conjunto compacto

em questdo. Para que isso aconteca, desde que a curva 4B ¢ definida para um dado valor de
Y, ¢ suficiente que Y <0, pois se Y decresce entdo, considerando (6.8), W tem que

aumentar e X tem que diminuir. Desde que Y = Z' (W, X; M) e a oferta nominal de moeda é

constante por hipotese, entdo pode-se escrever:
Y=2Z,W+ Z}X =Z,G(N)+Zva,(Y-X). Como Z,>0 e Y-X<Y, entio
Y=2,GY)+Zya,(Y-X)<Z,G(Y)+ Z%a,Y,. Portanto, lembrando que Z, <0 e
G, >0, para garantir que ¥ <0 sobre a curva 4B basta escolher um Y alto o suficiente
para que Z,G(¥)+ Z,a,¥, <0, o que é sempre possivel devido as hipéteses sobre a curva
de Phillips.

Em suma, em cada ponto da fronteira do 4BCDEFG do conjunto Q o vetor

velocidade aponta para o interior deste. Logo, desde que na fronteira da vizinhanca
V((Y',R"),&) o vetor velocidade aponta para o interior de Q [pois, (W ,X’) ndo é um
ponto de sela e € localmente instdvel], o conjunto Q € positivamente invariante e apesar de
circundar o ponto (W", X") ndo o contém.

XA

ZWXM)=Y,  zwx;M)=f
W=0

£ =0
>
A H 6w

Figura 6.7. O Conjunto Q do Modelo de Benassy
Fonte: Benassy (1984, p. 87)
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Teorema de existéncia de um ciclo

Finalmente pode-se enunciar o teorema de existéncia de um ciclo limite no plano de

fases de (6.11) estabelecido por Benassy (1984, p. 86).

Teorema 6.4: (Benassy)

Se o sistema de EDO's:

":/ =GlZ' . X; A_?] : 6.11)

X =a,[Z'\W,X; M) - X]
definido em ® = {(W,X) e R?} e construido a partir das suposi¢des (SB.1),
(SB.2), (SB.3), (SB.4), (SB.5), (SB.6), (SB.7), (SB.8) ¢ (SB.9), satisfaz as
condigdes (CB.1) e (CB.2), entfo toda semi-orbita y * (W,, X,) que inicie em
qualquer ponto (W, X,) €{®@-V((W',X ),£)} ou é um ciclo limite ou
converge para um ciclo limite.

Prova: A condigio (CB.1) garante a existéncia do ponto de equilibrio(W’,X’). A
unicidade deste ponto é garantida pelo fato de que Z, <0. A condi¢do (CB.2) é
necessaria e suficiente para que o ponto de equilibrio seja localmente instavel e ndo
seja um  ponto de sela. Pode-se definir um conjunto
Q={W,X)e@Z'W,X; M)<Y W<We0< X SL}-V(W,X)e) que
circunda (W', X") mas ndo o contém. Além disso, o campo vetorial aponta para
dentro de Q na sua fronteira, ou seja, Q é um conjunto positivamente invariante.
Logo, pelo corolério 2.1 toda semi-6rbita positiva y * (W,,X,) ou é um ciclo limite

ou o conjunto limite desta w(W,, X,) ¢ um ciclo limite.
O mecanismo gerador de ciclos

A descrigdo de um ciclo do modelo de Benassy pode ser colocada como segue.
Suponha, sem perda de generalidade, que a economia se encontra no estado onde a
demanda esperada estd no seu patamar maximo (ponto 1, Figura 6.8). Neste estado a
demanda esperada iguala a demanda observada, porém o nivel de desemprego estd abaixo
do nivel de desemprego ndo-inflacionario e, portanto, o salario nominal esta subindo. Esta

elevagdo do salario nominal comprime o nivel do produto e gera uma discrepancia entre as
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expectativas das firmas (demanda esperada) e a demanda observada. Isto dé inicio a um
processo de corregdo de expectativas por parte das firmas, mais precisamente as firmas
comegam a rever suas expectativas para baixo. Esta cadeia causal leva a economia a atingir
o estado caracterizado pelo nivel de desemprego ndo-inflaciondrio ¢ o valor méximo do
salario nominal (ponto 2, Figura 6.8).

Neste estado as firmas ainda apresentam erros de expectativas e, consequentemente,
tais expectativas continuam a ser revisadas para baixo. Isto conduz a uma contragdo do
investimento que leva a contragdes da produgdo observada. Este processo desloca a
economia do nivel de desemprego ndo-inflaciondrio e dura até as firmas corrigirem
completamente suas expectativas (ponto 3, Figura 6.8).

Entretanto, a economia ndo se mantém neste estado, pois esta apresenta um alto
nivel de desemprego gerado pelo processo de correcdo de expectativas das firmas, o qual
leva a uma contragio do saldrio nominal e, consequentemente, a um expanséo do produto.
Isto gera novamente uma discrepancia entre as expectativas das firmas e a demanda
observada. As firmas passam entfo a revisar sistematicamente suas expectativas para cima.
Estas revisdes impulsionam positivamente o investimento, o que leva a aumentos na
produgdo. Tais expanses da produgfio passam a reduzir o nivel de desemprego gerando
uma desaceleragfo da queda do salario nominal até a economia atingir novamente o nivel
de desemprego ndo-inflacionério, porém agora acompanhado do valor minimo do salario
nominal (ponto 4. Figura 6.8). Contudo, neste estado as firmas ndo corrigiram
completamente seus erros de espectativas e, portanto, a economia é deslocada por uma
expansdo do produto. Tal expansdo continuara até a economia voltar a seu estado inicial
(ponto 1, Figura 6.8), do qual o ciclo reinicia.

Em suma, quando as firmas tem suas expectativas realizadas, o mercado de trabalho
apresenta um nivel de desemprego diferente do nivel de desemprego ndo-inflacionério, o
que leva a alteragGes no saldrio nominal e, consequentemente, na demanda observada,
gerando uma discrepancia entre esta e as expectativas das firmas. Por sua vez, quando a
economia apresenta o nivel de desemprego ndo-inflaciondrio as firmas possuem
expectativas ndo realizadas e, portanto, revisam-nas gerando uma variagio na demanda
agregada e no nivel de desemprego.

Como levantado na introdugdo da presente se¢do e comprovado com a
demonstragdo que acabou de ser realizada, o modelo de Benassy tem um mecanismo

gerador de ciclo que ndo apela para nenhuma forma funcional ad-hoc, ao contrério dos
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modelos de Kaldor (fungdo investimento sigmoide), Rose (curva de Phillips sigmdide) e

Schinasi-Sasakura (fun¢éo investimento sigméide).

XA ZW,X; )=},

Figura 6.8. Um Ciclo Limite do Modelo de Benassy

O mecanismo gerador de ciclo é simplesmente formado pela combinagdo de uma
“dindmica de quantidades” estabilizante e uma “dindmica de pregos” desestabilizante.
Préximo do estado estacionario, para que a economia ndo convirja para este, o efeito das
expectativas sobre a demanda, medido pelo coeficiente de aceleragdo, tem que superar o
efeito do nivel geral de precos sobre a demanda e o efeito dos saldrios, via curva de
Phillips, sobre a oferta. Todavia, ao se afastar do ponto de equilibrio de longo prazo, a
relagdo entre estas forgas deve se alterar, para que o sistema ndo tenda a uma situagéo
insustentavel.

Outra qualidade do modelo de Benassy ¢ a existéncia de microfundamentos, o qual

fornece uma determinagio consistentemente dos pregos e quantidades no curto prazo.

6.3. O Modelo de Benassy e os Fatos Estilizados dos Ciclos de Negdcios

Nesta tGltima se¢do busca-se contrastar as predi¢des do modelo de Benassy com a

lista de fatos estilizados do capitulo um. As ressalvas feitas na se¢do 3.3 aplicam-se aqui.

Fato estilizado 1: Explicado pelo Teorema 6.4.
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Fato estilizado 2: Provavelmente explicado. Se uma semi-6rbita positiva y * (#,, X,) néo
¢ um ciclo limite esta converge em espiral para um ciclo limite e,
portanto, as oscilagSes que esta gera ndo sdo periddicas, no sentido de

que ndo possuem um periodo constante. Entretanto, quando

7" (Wy,X,) € um ciclo limite o sistema passa pelo mesmo ponto em
intervalos de tempo regulares. Se o niimero de ciclos limites é finito,
entdo é mais provavel que y * (W, X,,) ndo seja um ciclo limite.

Fato estilizado 3: Impossibilidade de comparagdo. Os resultados de cunho qualitativo
impossibilitam, sem colocar mais estrutura no modelo, o
estabelecimento de qualquer relagdio precisa entre as predigdes deste
com o fato estilizado em questdo.

Fato estilizado 4: Ndo explicado. Conforme mostra o Quadro 6.1, ha uma relagdo direta
entre o indice de pregos e o nivel de desemprego. Entre o nivel de
pregos e o produto ha uma relagdo inversa.

Fato estilizado 5: Explicado. Como se vé no Quadro 6.1, hd um certo movimento paralelo

do indice de precos e do saldrio nominal.

Fato estilizado 6: Ndo explicado. Como a renda de equilibrio Y ¢ determinada
completamente pelas condigdes iniciais e pardmetros do modelo (os
quais permanecem fixos no periodo de andlise), entdo ndo existe
nenhum mecanismo endogeno que explique a tendéncia de crescimento
positiva da renda.

Fato estilizado 7: Ndo explicado. Desde que a relagdo técnica entre produto e trabalho é
dada por uma fun¢do de producdo agregada padrdo, entdo tanto a
produtividade média quanto a marginal do trabalho sdo anti-ciclicas.

Fato estilizado 8: Ndo explicado. No modelo nio ha uma formalizagdo explicita a
respeito.

Fato estilizado 9: Parcialmente explicado. Conforme se vé no Quadro 6.1 a oferta real de
moeda varia inversamente com relagdo ao indice de pregos, ja que a
oferta nominal de moeda é fixa por hipdtese. Isto implica que em
termos absolutos este agregado ¢ pro-ciclico. Embora isso ocorra a
oferta monetaria real apresenta decréscimos em termos absolutos. Além
disso, ndo ha qualquer referéncia sobre a evolugéo da velocidade-renda

da moeda durante um periodo de um ciclo.
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Fato estilizado 10: Ndo explicado. Em primeiro lugar, ndo ha no modelo em questao uma

diferenciagio entre taxas de juros de curto e de longo prazo. Em
segundo lugar, devido a ambigiiidade de Z % ndo é possivel inferir uma
relagdo precisa entre produto e taxa de juros. Neste modelo, como ja
destacado, a taxa de juros que entra como argumento na IS ¢ a mesma
que entra como argumento na LM e, consequentemente, descarta-se o
papel da inflagdo a das expectativas inflaciondrias sobre a decisdo de

investir via custo do capital.

Fato estilizado 11: Ndo explicado. Devido ao alto nivel de agregagdo do modelo ndo ha

uma separagdo entre investimento em estoques € investimento em

capital fixo. Além disso, o investimento para cada estado (W,X) ¢é
determinado por I[X,Z2(W,X;M)] e, portanto, ja que a venda
esperada afeta o investimento tanto positivamente (efeito direto, [y )
como negativamente (efeito indireto via taxa de juros, [/ Z:)eo

impacto dos salrios sobre o investimento (/;Z5) € indeterminado,
ndo ¢ possivel se estabelecer com precisdo a diregdo de mudanga do

investimento durante o transcorrer do ciclo.

Quadro 6.1. O Comportamento das Varidveis de Estado do Modelo de

Benassy durante um Ciclo

Tt T Fases do Ciclo T 1 S v
Variaveis de Estado | ] - ‘
S S I W S
Renda/Produto — = = > ? 4
REAUASY)| A u A A AN
(7 N B T W
Oferta real de moeda ; PZZ}W’XM ? - = ks
. | M/P Y u A A AN
Consumo c=azozol | W u A A A%
Investimento E I=1[X, 2] 0 9 0 9
Nivel e desemprego : u=N-F20l| A AN Y u A
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CICLO DO CRESCIMENTO NUMA ECONOMIA
CAPITALISTA GENUINA: O MODELO DE NIKAIDO

Recentemente Nikaido (1992) tentou integrar o modelo de ciclos de Kaldor (1940)
com o modelo de crescimento neoclassico a um setor (Solow, 1956 e Swan, 1956),
buscando demonstrar a possibilidade de existéncia de um caminho de crescimento
acompanhado de oscilagdes nas variaveis macroeconomicas tradicionais.

Nikaido (1992, p. 247 e 248) argumenta que seu modelo pertence ao paradigma
keynesiano, o qual, segundo o préprio autor, vé as economias capitalistas como “mal-
comportadas™ (“ill-behaved”) mesmo que ndo existam (ou que estas estejam protegidas de)
perturbagdes externas'. O modelo de Nikaido prediz a possibilidade de existéncia de um
“crescimento ciclico keynesiano genuino” (“genuine keynesian growth cycle™), ou seja, a
possibilidade da presenca de ciclos durante o crescimento de economias capitalistas
“genuinas”, isto é, de economias capitalistas "hermeticamente" isoladas de choques
externos.

Este capitulo é composto de trés segGes. Na primeira, apresenta-se as premissas € a
dedugdo das equagdes que governam a dindmica do modelo em questdo. Na segunda se¢@o,
trata-se das condi¢des de existéncia de um ciclo. Na sec¢fo final, busca-se contrastar as

predigdes do modelo de Nikaido com os fatos estilizados listados no primeiro capitulo.

7.1. O modelo: suposicdes e equacies de movimento

Suposicoes

O modelo de Nikaido (1992, p. 248) ergue-se a partir das premissas que seguem:

' Nikaido contrapde este paradigma ao paradigma monetarista, o qual ele divide em duas variantes. Um deles
fundado na crenga de que a economia, quando ndo sofre perturbagdes externas (como intervengdes do
governo), ¢ bem-comportada (well-behaved), possui boa-funcionalidade (well-workable) e ¢ estivel. Além
disso, este grupo acredita que a economia se beneficia com mecanismos que, de forma gradual, sdo capazes
de eliminar os efeitos desestabilizadores dos choques externos. O segundo grupo diferencia-se do primeiro
por acreditar que a economia é dotada de um mecanismo (expectativas racionais) capaz de eliminar
instantaneamente perturbagdes externas antecipadas. Nota-se aqui que esta ¢ uma nomenclatura alternativa,
dentro da teoria dos ciclos de negdcios, com relagdo aquela adotada no primeiro capitulo deste trabalho.



SUPOSICAO (SN.1):

SUPOSICAO (SN.2):

SUPOSICAO (SN.3):

SUPOSICAO (SN.4):

SUPOSICAO (SN.5)

170

O sistema produtivo é formado por um unico setor, o qual produz
um tnico bem homogéneo, que pode ser consumido ou utilizado
como bem de capital, utilizando dois fatores de produgdo (capital e
trabatho), sujeito a uma fungdo de produgdo agregada neocldssica
padrio. Formalmente, F(K,N) com Fg>0, FN>0, Fgg<0,
FNN<O, F(AK,AN)=AF(K,N),VA>0 e VKN>0 ¢
satisfazendo as condigdes de Inada.

O trabalho ¢ homogéneo e sua oferta cresce a uma taxa instantanea
constante e exogenamente determinada r>0, isto &,
N =N(t,)e".

O investimento observado seré igual a poupanga planejada, a qual €
uma propor¢do fixa da renda, ou seja, K=sY com 0<s<1 e
s = (S/Y) constante e exogenamente determinada.

A produgdo observada serd o minimo entre o nivel de oferta de

pleno emprego (supply potential) ¢ o nivel das vendas esperadas

pelas firmas (em termos reais), ou seja, ¥ = min[F (K,N%),X ] .

: A razdo investimento planejado-capital, ou seja, a taxa de

crescimento planejada do estoque de capital é fungdo da razdo

capital-trabalho ¢ da taxa de lucro correntes, isto §,

I/'K=®(k,) com ®, <0 e @, >0,onde’ k=K/N°.

SUPOSICAO (SN.6): A taxa de lucro depende da razio produto-capital, ou seja,

{=P(Y/K)com ¥'>0.

SUPOSICAO (SN.7): A variagio da razio venda esperada-capital é positivamente

relacionada com o hiato entre a demanda agregada planejada e a

venda (agregada) esperada, isto €, i(i(—) = G(—I—+c—):—£)
dt\K K K K

com G'>0e G(0)=0.

As suposi¢des (SN.1) e (SN.2) sdo hipoteses padroes do modelo de crescimento

neocldssico a um setor. Ja as suposi¢des (SN.3) a (SN.7) introduzem o problema da

* Nikaido (1992, p. 249) denomina k de razdo capital-trabalho social (social capital-labor ratio), a qual é a
razdo capital trabalho efetiva somente quando a for¢a de trabalho ofertada esta plenamente empregada.
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demanda efetiva no modelo em andlise e, portanto, tm suas origens nos modelos
keynesianos de curto prazo e de ciclos.

Com respeito a (SN.4) é importante salientar que se a venda agregada esperada for
menor do que a oferta de pleno emprego, isto é, X < F(K,N"), entdo a produgdo de X
unidades de produto sera realizado com N unidades de trabalho tal que X = F(K,N) com
N < N* e, consequentemente, ter-se-4 (N°— N) unidades de trabalho desempregadas
involuntariamente.

As firmas com base no mecanismo de ajustamento de erros especificado em (SN.7)
corrigem suas expectativas relativas as vendas. Dada esta expectativa sobre as vendas
planejadas agregadas, as firmas tomam suas decisdes de produgio limitadas pela restri¢do
tecnologica F(K,N°®). Portanto, neste modelo, diferentemente do modelo de Solow-Swan,
a demanda agregada ndo se ajusta passivamente a oferta de pleno emprego, ou seja, existe
uma fungdo investimento explicita. Sdo estas caracteristicas que diferenciam o modelo de
Nikaido do modelo de crescimento neocléssico a um setor a /a Solow-Swan.

O que relaciona o modelo de Nikaido € 0o modelo de Kaldor, apresentado no
capitulo quatro, é a consideragdo do efeito da evolugdo do estoque de capital sobre a

dindmica macroecondmica, mais especificamente sobre a dindmica do mercado de bens.

Equac¢des de movimento

Da definigdo de razdo capital-trabalho social, k=K/N*, tem-se que

klk=K/K-N°/N°.Dessa forma, a partir de (SN.2) e (SN.3), infere-se que:
- Y
k= (s—- )k , 7.1
e (7.1)

a qual € a primeira EDO do modelo em analise. Note que esta equagdo tornar-se-ia a
equacdo de movimento fundamental do modelo de Solow se a taxa de crescimento
observada do estoque de capital, s¥/K, fosse sempre igual a taxa de crescimento planejada
do estoque de capital, /X, ou seja, se ndo houvesse problema de demanda efetiva. Todavia,
como ja comentado, este ndo € o caso no modelo de Nikaido.

Pela suposi¢do (SN.5) a taxa de crescimento planejado do estoque de capital é

fungéo da razdo capital-trabalho social e da taxa de lucro. Por (SN.6) esta ultima depende
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da razdio produto-capital. Entdo a taxa de crescimento planejada do estoque de capital

depende em ultima instincia das razdes capital-trabalho social e produto-capital, como

befuof7)

Para um dado k a fungdo (7.2) possui derivada positiva, devido a (SN.5) e (SN.6).

segue:

Com relagdo ;1 esta fungdo (ver Figura 7.1) é assumido (Nikaido, 1992, p. 251):

CONDICAO (CN.1): (i) M >0, ou seja, (7.2) é convexa;

AY/K)*

(i) ®(k,¥(0)) > 0

x|

Y

K

Figura 7.1, Taxa de Crescimento Planejada do Estoque de Capital
Fonte: Nikaido (1992, p. 251)

A segunda EDO do modelo de Nikaido € obtida pela introdugdo de (7.2) no

mecanismo de ajustamento de erros postulado em (SN.7).

(@)l 5]

As equagdes de movimento (7.1) e (7.3) dependem da decisdo sobre o volume de
produgdo observada em cada instante de tempo. A producdo observada, por sua vez,
depende da relagdo entre a venda esperada e a oferta de pleno emprego. Por (SN.4) pode-se

€sCrever:
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¥ m,-n[ﬂ:’f’_i"i)_,{] (7.4)
K K 'K

Por (SN.1) a fungdo de produgdo agregada apresenta retornos constantes de escala.

Esta premissa permite reescrever (7.4) como:
_11% - m,-n[_ffi_’i)_,if_] , (7.4.a)

onde f (k)= F(k,]). Pode-se interpretar (7.4.a) como sendo a estrutura de curto prazo do
modelo de Nikaido. Num dado instante do tempo as firmas contrastam suas expectativas de
vendas com a capacidade de produgdo de pleno emprego, donde resulta o volume que irdo
efetivamente ofertar. A partir destas defini¢es sobre os niveis efetivos de oferta ocorre o
acréscimo (ou decréscimo) efetivo no estoque de capital e o contraste entre a oferta ¢ a
demanda planejada, fatos estes que determinardo a evolugdo do sistema em aprego. Em

suma, a dindmica do modelo de Nikaido ¢ regida pelo seguinte sistema:

k= (% -n ) k
(8- o{ez)- 4]
L ] £ X1
K k'K

Este sistema ¢ definido no plano de fases © = {(k,X /K) e ‘.RL} .

7.2. A existéncia de um ciclo limite

Dado o sistema de EDO's (7.5), que define implicitamente a fungéo de transigdo de
estado do modelo de Nikaido, a apresentagdo da prova da possibilidade de existéncia de um
comportamento oscilante de suas variaveis de estado pode ser rigorosamente enquadrada

na seqii€ncia estabelecida pelo programa de aplicagdo do TPB delineado no capitulo dois.
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Existéncia de um ponto de equilibrio

O plano de fase do sistema (7.5) pode ser dividido em trés regides distintas com
base na relagdo entre a venda esperada e a oferta de pleno emprego. Uma regido composta
de pontos (estados) onde a venda esperada € superior a oferta de pleno emprego (regido de
superemprego); outra regido formada por pontos onde a venda esperada ¢ inferior a oferta
de pleno emprego (regido de desemprego) e, finalmente, a regifio que é a fronteira que
divide as dua{s regides anteriores, ou seja, o locus onde a venda esperada estd no mesmo

patamar que a capacidade produtiva da economia definida pela condi¢&o:

e

_f® 6
P (7.6)

Na Figura 7.3 a curva que intersecciona as curvas de demarcagfo é a fronteira de
pleno emprego, a qual representa a produtividade média do capital’. Tal fronteira é
negativamente inclinada e suposta (implicitamente) convexa por Nikado (1992, p. 254),

conforme € confirmado pelos sinais de suas derivadas®:

dX/K) __fB -0k _,

dk i 7
dHXTK) _ [ +2Lf (k) - £ (01> T = PR
e e =02/ (B~ K== "B (1)

As curvas de demarcagdo k=0 e (X, / K) = 0 comportam-se de forma diferenciada

nas regides do plano de fases anteriormente delineadas. De forma genérica tais curvas

podem ser assim expressas:

* Nikaido utiliza uma nomenclatura um pouco diferente e menos detalhada.

' Desde que Y=N°f(k), e considerando (SN.I), tem-se F=f'(k)>0 e
E,.=fk)-f'"(k)k>0. Além disso, desde que Fpo <0 e Fp=f"(k)/N" tem-se
f"(k)<0.
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s—-n=90
- m,. Y_&X_ .
(D(k,‘P(E)J+cK £ o (1.9)
Y fk)y X
K_m"[ k ’K]

O comportamento efetivo de tais curvas de demarcagio, definidas implicitamente
pelas duas primeiras fungGes implicitas em (7.9), depende da regido onde o sistema
econdmico se encontra, ou seja, da produgio observada, a qual € determinada pela terceira

equagdo em (7.9). Desta forma, as inclinagdes destas curvas de demarcagio em

X k
0- {(k, X/K)eR2, == &} podem ser expressas da seguinte maneira:

YKk
: d(Y/K)
d(X/K) _ dk
a7 Wi i35} (7.10)
d(X/K)
, 2AY/K)
dX/K) __q>,‘+(c1>;y +¢) o o1
dk - dr/K) | S

N T

Na regido de desemprego, onde a produgdo observada ¢é igual a venda esperada, ou

seja, Y/ K =X/K, tem-se:

d(Y/K)=O d(Y/K)_1

e = (7.12)
dk d(X/K)
€, portanto, considerando (7.10) e (7.11) resulta:
d(X "
C.E.) B (7.13)
dk il
d(X/K
(X/K) /N 200 0,9 -520 (7.14)
dk | O,P -5< <
(X/K)=0 ¢
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Logo, a curva de demarcagdo k = 0 é paralela ao eixo k € a curva de demarcagdo

(X, / K) = 0 tem a inclinagdo dependente da inclinagfo relativa da demanda agregada (DA)

com relagdo a reta de 45° quando estas se cruzam’.
Na regifio de superemprego, onde a produgdo observada ¢ igual a oferta de pleno

emprego, isto €, Y/ K = f(k)/ k, tem-se:

' d(Y/K)____f(k)—f'(k)k d(Y/K) -0

= 7.15
dk k* d(X/K) (7.15)
e, consequentemente, considerando (7.10) e (7.11):
dk _ (7.16)
d(X /1K),
d(X/K —f!
IO o+, +o -LELBE) @17
dk (XIK)=0 k

Portanto, nesta regido a curva de demarcagdo (X, / K) = 0 passa a ter uma inclinagéo
invariante. A’ curva de demarcagio £ = 0 passa a ser perpendicular ao eixo k ¢ tem um
ponto de interseg¢@o com sua outra parte exatamente na fronteira de pleno emprego, ou seja,
em (k,,n/s). k, é a razio capital-trabalho social do estado de crescimento estacionario
com pleno emprego, ou seja, do estado estaciondrio solowiano, definido pela condigdo:

&) oon LEI 1 (7.18)
k k s

s 5

Obviamente, a intersegdo entre as curvas de demarcag@o determinardo o ponto de

equilibrio do sistema dinamico (7.9). Dado o formato da curva de demarcagiio k=0 e a

* A partir de (72) e das considerag3es sobre a poupanga agregada em (SN.3) pode-se escrever a curva DA

como segue:
DA = @(k,\l’(z)) G
k) K

Portanto, lembrando que a reta de 45° tem inclinagdo igual a 1, a diferenca entre a inclinagéo da curva DA
e da reta de 45° [quando X/K € operativo em (7.4.a)] é dada por:

&DA
A X1 K)

Esta expressdo € o denominador de (7.14) que determina a inclinagdo da curva de demarcagdo ( X / K) =0

na regifio de desemprego.

~1= (@Y +0)-1= DY ~5
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continuidade da curva de demarcagéo (X /K) =0, para estabelecer a existéncia de

(k. (X/K)") basta garantir que a curva de demarcagdo (X, /K) = ( apresenta o seguinte

comportamento: quando £ — 0 (k—> +wo) tem-se (X/K)—> +o [(X/K)—>0] ao

longo de (X / K) = 0. Nikaido (1992, p. 252) realiza esta tarefa utilizando um argumento
geométrico baseado na curva DA.

Na Figura 7.2 encontra-se representada a curva DA para diferentes niveis da razio
capital-trabalho social. A "dobra" (ponto B) nesta curva é causada quando a variavel X/K
deixa de ser operativa em (7.4.a), ou seja, quando as expectativas de vendas das firmas em
nivel agregado superam a capacidade produtiva da economia. Note que, para um dado £,

cada ponto de intersec¢do entre a curva DA e a reta de 45° € associado a um tnico ponto da

curva de demarcacdo (X/K) =0 pela segunda fungdo implicita em (7.9). Sobre estes

pontos de intersecgdo Nikaido (1992, p. 252) assume:

CONDICAO (CN.2): (i) Para niveis "baixos" e "altos" da razdo capital-trabalho social a
curva DA intersecciona a reta de 45° uma tnica vez (Figura 7.2.a
e 7.2.d);
(ii) Para niveis "intermediarios" da razdo capital-trabalho social a
curva DA intersecciona a reta de 45° trés vezes (Figura 7.2.c);
(iii) Existe um, e somente um, £ tal que a curva DA tangéncia a reta

de 45° (Figura 7.2.b).

A prova da existéncia de um ponto de equilibrio de (7.5), bem como da unicidade
deste, esta atrelada diretamente ao comportamento de translagdo da curva DA no plano
(X/K,DA) provocado por variagBes na razdo capital-trabalho social. Se a economia esta na
regido de superemprego e apresenta um baixo valor de k num estado correspondente ao
ponto 4 da Figura 7.2.a, entdo quando k aumenta a curva DA se desloca para baixo e o
ponto 4 se desloca para mais préximo da origem correspondendo a um valor mais baixo de
X/K. Exatamente o oposto aconteceria se k aumentasse. Estes movimentos estdo de acordo
com o sinal nfo ambiguo da derivada (7.17). Ja que por (i) de (CN.2) ¢ garantido que para

valores baixos de & a economia estd num ponto como o ponto 4 da Figura 7.2.a, infere-se
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que curva de demarcagdo (X / K) = 0 satisfaz de fato a propriedade de que k¥ — 0 implica

que (X/K) = +o.

DAy DA
B A
! B
| A
‘ |
{ o/ |
I |
| |
| |
! |
| |
| |
| |
l | |
0 - fG)k Xk 0 Ttk XK
DA| DA
B A
/|
|
} B
: .
| |
D, | |
1 D i
0 . Sl )/k, XK 0 f(k,)/k, X/K

Figura 7.2. Translagdes da Curva de Demanda Agregada Planejada
Fonte: Nikaido (1992, p. 253). (Adaptada pelo autor)

Nota: Desde que :—k(f—;kl) <0eky >k, >k >k, tem-se
S ko) PACH R ACTY, S S k)
ko‘ kl kZ k3

Suponha agora que a economia estd na regido de desemprego e apresenta um alto
valor de k£ num estado correspondente a ponto D da Figura 7.2.d. Nesta situagdo a

inclinagdo da curva DA é menor que a inclinagdo da reta de 45° ou seja, tem-se
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®, ¥’ - s < 0°. Portanto, para todo k suficientemente alto tem-se que (7.14) assume um

valor negativo e, consequentemente, a curva de demarcagio (X/K)=0 satisfaz a

propriedade de que k — +oo implica que (X/K)— 0. Enfim, desde que a curva de

demarcagdo (X / K) = 0 ¢ continua, garante-se que esta cruza pelo menos uma vez a curva

de demarcagdo & = 0 (vide Figura 7.3).

X K) fi= /K,
$ (XK) j=0 % (X'K) j=p
l ws ns| |
: i :
] \ ! U
]
| . [}
0 | 1 i :
k& k0 F=k, k0 kK k

Figura 7.3. Existéncia de um Ponto de Equilibrio no Modelo de Nikaido
Fonte: Nikaido (1992, p. 253). (Adaptada pelo autor)

Unicidade do ponto de equilibrio

Para se demonstrar que as suposi¢des feitas até o momento garantem a unicidade de

(k" (X/ K)) ¢ necessario detalhar um pouco mais 0 comportamento da curva de

demarcagdo ('X / K) = 0 na regido de desemprego. Considere o ponto (l:r, X/ K) da curva

de demarcagio (X / K) = 0 que intersecciona a fronteira de pleno emprego, ou seja, tal que

X/ K=f (l;) / I; A contraparte da coordenada (l;, X/ K) no plano (X/K,DA) € o ponto 4

na Figura 7.4.

® Esta desigualdade é garantida por (/) de (CN.2) e pelo fato de que quando 4 aumenta a "dobra" ("kink") da
curva DA se aproxima do eixo das ordenadas no plano (X/K,DA), pois a produtividade média do capital é
decrescente [ou seja, quanto maior k, menor € o valor de X/K tal que (7.6) € satisfeita].
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DAy

B
n/s-------_.r._

0 (n/s)-¢ n/s X/K

Figura 7.4. Comportamento da Curva de Demarcagio (x / K)=0

Suponha que se tenha uma variagio negativa de X/K tal que a economia vé para o

ponto B da Figura 7.4. Este ponto nfo esta relacionado a qualquer ponto pertencente a

curva de demarcagio (X /K) = (. Para este novo valor de X/K (abcissa do ponto B) o ponto

que esta relacionado com um ponto da referida curva de demarcagio é o ponto C. Isto
significa que o valor de k deve decrescer para que a curva DA, passando por 4, desloque-se

para cima e passe pelo ponto C. Enfim, a variagdo negativa de X/K a partir da coordenada

(k, X/ K) implica uma variagdo negativa em k. Esta relagdo direta ocorre até a economia

alcangar a situagdo retratada na Figura 7.2.b. A partir dai tal relagio torna-se inversa.

Portanto, a curva de demarcagio (X / K) =0 na regido de desemprego é estritamente
convexa e como ja demonstrado converge assintoticamente para o eixo das abcissas quando
k — +o0 . Isto garante a unicidade de (k*,(X/K)").

A priori um ponto (k*,(X/K)") (isto ¢, o cruzamento das curvas de demarcagdo)
pode estar localizado na regidio de superemprego, exatamente na fronteira de pleno

emprego ou na regido de desemprego’. Onde de fato estara localizado (k',(X/K)")

dependera, dado a propensdo marginal a poupar e a taxa de crescimento da for¢a de

" Em outras palavras, existe a possibilidade da economia, apesar de estar num estado de crescimento

estacionario (k = 0), apresentar um desemprego cronico ou uma demanda perpetuamente insatisfeita, além
do caso coberto pelo modelo de crescimento de Solow-Swan. A possibilidade destas configuragdes de longo
prazo serdo formalmente demonstradas adiante.
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trabalho, da posi¢do da curva de demarcagéo (X / K) =0, como torna-se evidente pela
Figura 7.3. A posicdo de tal locus esta diretamente atrelada a taxa de crescimento planejada
do estoque de capital (//K), a qual depende por sua vez do comportamento do investimento

planejado.
Caracterizac¢io do estado estacionario

A condi¢o de que a taxa de crescimento observada do estoque de capital € igual a
taxa de crescimento da populagdo, ou seja, de que k =0, ndo garante que k' a razdo
capital-trabalho social de equilibrio efetiva [o valor da abcissa do ponto de equilibrio
(k' ,(X/K)")] seja igual a razio capital-trabalho do estado estacionario solowiano k,.
Com efeito, no estado estacionario solowiano € possivel a priori, a depender da propenséo

a investir do setor produtivo, trés configuragdes entre a demanda agregada planejada € a

oferta de pleno emprego, a saber®:

D(k,, ¥(n/s)) Zn (7.19)

<

O estado estacionario (k,(X/K)") ¢é definido pelo seguinte conjunto de

condig¢des, derivado a partir de (7.5):
cn

(L) -
) +— (7.20)

(5 ol oz
(5] -ma(2) 222

® A condigdo (7.19) é deduzida da seguinte maneira:
I . CiF(K,N")
K K< K

Considerando (7.2), (7.4), (7.4.a), a hip6tese de que S=sY e (7.18) tem-se no estado estacionario solowiano:

rY YY > f(k. >
d)[k_‘,,\l{(z) D +C(-I-<—) 21% & dD(kS,‘{’(n/s)) +c(n/s)jn/s

Desta ultima desigualdade resulta (7.19).

>
[+C=F(K,N*) &
<
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Caso_a: (estado estaciondrio solowiano com DA deficiente) Suponha que o ponto de
equilibrio (k*,(X/K)') esteja localizado na regifio de desemprego. Isto implica,

considerando (7.20), que (X/K)' < f(k")/ k" e (Y/K) = (X/K)' e, consequentemente:

LERREOR

Dado que f(k')/k’>(X/K) =n/s e, por definigio, f(k,)/k =n/s, entdo’
k™ < k,.Desde que k" <k, e ®, <0 tem-se (D(ks, ‘P(n/s)) < n. Isto comprova, por (7.19),
que o estado estaciondrio (k*,(X/K)’) quando localizado na regifio de desemprego (onde

a venda esperada agregada é menor que a oferta de pleno emprego) implica numa situagio

de deficiéncia de demanda planejada com respeito a oferta de pleno emprego se a razéo

capital-trabalho de equilibrio fosse k, . De fato, (k*,(X / K)')=(k",n/s).

Caso b: (estado estaciondrio solowiano padrdo) Suponha que o ponto de equilibrio
(k" ,(X/K)") esteja localizado na fronteira de pleno emprego. Isto implica, considerando
(7.20), que (X/K)' = f(k')/ k' e (Y/K) =(X/K)" = f(k')/ k e, por conseguinte:

(20« o)

Desde que f(k)/k'=n/s e, por defini¢do, f(k,)/k ,=n/s, entdo k' =k,.
Portanto, dD(ks,‘P(n/s)):n. Isto comprova, por (7.19), que o estado estaciondrio

(k",(X/K)"), quando localizado na fronteira de pleno emprego (onde a venda esperada

agregada € igual a oferta de pleno emprego), apresenta um equilibrio entre a demanda

agregada planejada e a oferta de pleno emprego. De fato, (k',(X/K)") = (k,,n/s).

Caso_c: (estado estaciondrio solowiano com DA abundante) Suponha que o ponto de
equilibrio (k',(X/K)') esteja localizado na regidio de superemprego. Isto implica,

considerando (7.20), que f(k')/ k' <(X/K) e (Y/K) = f(k')/ k" e, portanto:

d (f(k)) __ SR -SRE

® Lembre-se que —
k k*
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-

&) _n (ﬁj = cb(k‘,\y(f)) + & (7.23)
k s K s s

Dado que f(k')/k'=n/s e, por definigdo, f(k,)/k ,=n/s, entdo k" =k,.
Todavia, por (7.23), (X/K) =®(k,¥(n/s)+cnls> f(k,)/k =nls. Logo,
CD(kS,‘{’(n/s)) >n. Isto comprova, por (7.19), que o estado estaciondrio (k*,(X/K)"),

quando localizado na regidio de superemprego (onde a venda esperada agregada ¢ maior
que a oferta de pleno emprego), implica uma situagdo de abundéncia de demanda agregada

planejada com respeito a oferta de pleno emprego se a razio venda esperada-capital de

equilibro fosse n/s. De fato, (k*,(X / K)') = (k,,®(k,, ¥ (n/s)+cn/s).
Analise de estabilidade local do ponto de equilibrio

Nikaido (1992, p. 254) demonstra a possibilidade de existéncia de um ciclo limite
no caso em que o estado estaciondrio ¢ caracterizado por uma demanda agregada deficiente

com relagdo & oferta de pleno emprego. A matriz jacobiana da linearizagio de (7.9) em

torno do ponto de equilibrio (k”, 7/ s), localizado na regido de desemprego, ¢ dada por:

* * 0 Sk*
Dk x1k ){G'(O)d); G’(O)(CD:,‘I”(n/s)—-s)} (7.24)

a qual rende:

det DF (K" ,(X/K)") =—sk'G’(0){d();c 5 +®, j((; //11?) ]
(7.25)

. o_ e dYIK) N AXTK)
oD (k' (X1 K)')=sk —— +G(0){(®¢‘P +C)d(X/K) 1}

Com base no Quadro 2.1 do capitulo dois para que (k",n/s) seja localmente
instdvel, mas nfio um ponto de sela, é suficiente que detD(k ,n/s)>0 e
trD(k ) ,n/s)> 0. Dado o exposto no Caso a sobre a caracterizagio do estado estacionario,

Nikaido (1992) garante que (k*,n/s) é um ponto de equilibrio instavel, embora nio um

ponto de sela, supondo:
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CONDICAO (CN.3): (i) ®(k,,'¥(n/s)) < n

(i) @, ¥'(n/s)> s

Esta condig¢do implica, por (7.10), que a curva de demarcagdo (X /K): 0 é

positivamente inclinada na vizinhanga do ponto de equilibrio. Além disso, cabe lembrar

que &’ < k. e (k*,n/s) corresponde ao ponto C na Figura 7.2.c.
Com as condi¢Ges anteriormente assumidas torna-se factivel esbogar com certa
precisdo o diagrama de fase do sistema (7.5). Esta tarefa pode ser realizada levando-se em

consideragdo os seguintes fatos:

(A ) X >0<:> X>n (regiao de d )
— =s——_n —— — (regiao de desemprego :
F K < K<s (7.26)

&
g =sf'(k)-n<0, paratodo k > k; (regiao de superemprego)

( .
é’(—/zkfﬁ = G'®, <0 (regiao de desemprego)

< (7.27)

ﬂ%ﬁ = G'I:‘Dk +(® gLP' + C)(— fL)—k—;:'—qc)—k)il < 0 (regiao de superemprego)

\

A partir de (7.26) infere-se que pontos a direita da parte perpendicular ao eixo & da
curva de der.narca(;a“lo k=0 apresentam uma velocidade de variagdo da razdo capital-
trabalho social negativa, k <0. Além disso, pontos abaixo (acima) da parte paralela ao
eixo k da curva de demarcagiio & =0 apresentam uma velocidade de variagfio da razio

capital-trabalho social negativa, k <0 (positiva, k > 0). Considerando (7.27), nota-se que
o comportamento dindmico da razdo venda esperada-capital € similar nas duas regides

separadas pela fronteira de pleno emprego. Dessa forma, pontos a esquerda (a direita) da
curva de demarcagéo (X/ K)=0 apresentam uma velocidade de variagdo da razéo venda
esperada-capital positiva, (X/ K)>0 (negativa, (X, / K)<0). Em suma, o ponto

representativo do sistema (7.6) movimenta-se sempre no sentido horario, conforme

representado na Figura 7.5 adiante.
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K
n/s
i
| '
i
\ .
J
|
)
: ——J ]
L
0 K k, k
Figura 7.5. Esboco do Diagrama de Fases do Modelo de
Nikaido ( caso: demanda agregada
deficiente com relacio a oferta de pleno
emprego)

Construgiao do conjunto (2

Nikaido ndo faz qualquer referéncia explicita ao conjunto Q. O referido autor
limita-se a afirmam que (Nikaido (1992, p. 255): ... todas as trajetorias, iniciando em

qualquer ponto, sdo limitadas e eventualmente giram em espiral no sentido hordrio, vindas

de dentro ou de fora em torno de um iinico ponto critico instavel (k',n/ s). [Notagdes

adaptadas e traducdo do autor].
Teorema de existéncia de um ciclo

A existéncia de um ciclo limite é garantida pelo TPB, como segue:

Teorema 6.3: (Nikaido)
Se o sistema dindmico

B-felr() 23] oo
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definido em © = {(k,X /K) e R2,} e construido a partir das suposi¢Ges
(SN.1) a (SN.7), satisfaz as condigdes (CN.1), (CN.2) e (CN.3), entdo toda
semi-6rbita positiva y*(k,,(X/K),) que inicie em qualquer ponto
(ko (X 1 K)y) €{®@ -V ((K",(X/K)"),6)} ou é um ciclo limite ou se
aproxima de um ciclo limite.

Prova: A prova desta proposigdo, a luz das argumentagdes até aqui tecidas nesta subsegéo,
pode ser realizada como segue. A partir de (CN.1) e (CN.2) decorre que o sistema
(7.5) possui um, e somente um, ponto de equilibrio (k°,(X/K)"). Por (CN.3)
infere-se que o ponto (k" ,(X /K)") é localmente instdvel e ndo é um ponto de sela.
Suponha que existe um conjunto Q no plano de fase ® que ndo contenha
(k*,n/s), mas que o circunde, e que em sua fronteira &2 as orbitas que a cortam

apontem para o seu interior, ou seja, que Q seja um conjunto positivamente
invariante. Logo, pelo corolario 2.1 toda semi-6rbita positiva 7" (k,,(X / K),) ou

€ um ciclo limite ou o conjunto limite desta w(k,,(X / K),) ¢ um ciclo limite.

O mecanismo gerador de ciclos

O ciclo pode ser posto em palavras como segue. Sem perda de generalidade,
suponha que ;1 economia se encontre exatamente num ponto sobre um ciclo limite (Figura
7.6), mais especificamente no ponto 1 onde a razio venda esperada-capital estd no seu
patamar minimo. Neste ponto a demanda agregada e a venda esperada agregada estdo
niveladas, entretanto a producgo observada estd muito baixa e, consequentemente, a taxa de
crescimento observada do estoque de capital estd abaixo da taxa de crescimento da oferta
de trabalho o que acaba gerando uma queda da razdo capital-trabalho social. Esta queda
desalinha as expectativas com relagdo as vendas e & demanda agregada. As firmas
comegam a rever suas expectativas para cima e, portanto, a expandir a produgdo levando a
uma expansdo da taxa de lucro. Por outro lado, a razdo capital-trabalho social continua a
decrescer. Estes dois efeitos expandem a taxa de crescimento planejada do estoque de
capital. Esta éadeia causal ocorre até a razdo capital-trabalho social se estabilizar, ou seja,
até o investimento observado compensar a expansdo da oferta de trabalho (ponto 2, Figura

7.6).
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A economia nio mantém sua razio capital-trabalho social estabilizada, pois a
demanda agregada ainda supera a venda esperada agregada. Isto leva as firmas a
continuarem o processo de revisio de expectativas para cima, ou seja, a continuarem a
expansio da produgdo. Isto leva a um aumento da razdo capital-trabalho social. Nesta fase
o investimento tende a ser expandido pelo crescimento da produgdo observada (via taxa de
lucro) e comprimido pelo crescimento da razdo capital trabalho social. O efeito positivo
sobre o investimento supera o efeito negativo sobre este e a economia expande seu nivel de
produgio observada até atingir o pleno emprego de sua oferta de trabatho (ponto 3, Figura
7.6). A partir dai a expansio da produgdo passa a ser paulatinamente freada, pois o
crescimento da razdo capital-trabalho social passa a comprimir o investimento ndo s6 de
maneira direta, mas também indiretamente via taxa de lucro, a qual passa a cair juntamente
com a produtividade média do capital. Esta desaceleragdio paulatina se desenrola até as
firmas nivelarem novamente suas expectativas de vendas com a demanda agregada (ponto

4, Figura 7.5).

Xy (XK k=
K
-Irr
D8\ w
V4
n/s
0 3 k %

Figura 7.6. Um Ciclo Limite no Modelo de Nikaido (caso: demanda
agregada deficiente com relagdo a oferta de pleno emprego)

Quando a economia atinge novamente o estado de equilibrio entre demanda
agregada e vendas esperadas esta ndio consegue se manter ai, pois a taxa de crescimento
observada do estoque de capital ¢ maior que a taxa de crescimento da oferta de trabalho e,

portanto, a razdo capital-trabalho social continua a crescer, o que leva a uma compresséo
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do investimento e, consequentemente, a um desequilibrio entre demanda agregada e vendas
esperadas. A redugdio na demanda agregada planejada desencadeia uma sucessdo de
contragdes na venda esperada e a economia cruza a fronteira de pleno emprego novamente
(ponto 5, Figura 7.6). A produggo observada, que agora é igual 4 venda esperada, continua
paulatinamente a contrair-se devido & insuficiéncia de investimento. Isto leva a economia a
atingir novan‘1ente um estado onde a taxa de crescimento observada do estoque de capital
se iguala & taxa de crescimento da populagdo, ou seja, um caminho de crescimento
balanceado (ponto 6, Figura 7.6).

A economia ndo consegue se manter no caminho de crescimento balanceado, pois a
venda esperada ainda esta acima da demanda agregada planejada e, portanto, a produgdo
observada continua a decrescer reduzindo assim a taxa de crescimento observada do
estoque de capital. Dessa forma, a economia acaba se desviando do caminho de
crescimento balanceado e inicia uma fase de queda simultinea da razdo venda esperada-
capital e da razdo capital-trabalho social. Com esta queda simultdnea surge novamente
efeitos opostos sobre o volume de investimento planejado. De um lado o investimento
tende a auméntar devido & contragdo da razdo capital-trabalho social, do outro tende a
contrair-se devido a queda na taxa de lucro gerada pela queda na produgdo observada. O
efeito negativo sobre o investimento agora supera o efeito positivo sobre este e,
consequentemente, a economia continua a apresentar contragdes na venda esperada até
atingir o estado de equilibrio inicial entre demanda agregada e venda esperada agregada
(ponto 1, Figura 7.6). A partir deste estado o ciclo recomega.

Em suma, a economia nio permanece no caminho de crescimento balanceado
devido a problemas de demanda efetiva e nem mantém nivelada a demanda agregada ¢ as
expectativas com relagdo as vendas devido a perturbagbes advindas do processo de
acumulacéo de capital. Dessa forma, s3o os impulsos gerados pelo ajustamento entre oferta
e demanda égregada planejadas no mercado de bens e os impulsos da dindmica de
acumulagdo de capital os elementos formadores do mecanismo gerador de ciclos do
modelo de Nikaido. Portanto, o modelo de Nikaido se diferencia do modelo de Solow
(1956) pela introdugéo do problema da demanda efetiva no processo de crescimento € do
modelo de Kaldor (1940) por levar em consideragdo a interrelagdo entre o crescimento da

oferta de trabalho e da acumulagéo de capital e seus efeitos sobre o ciclo.
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7.3. O Modelo de Nikaido e os Fatos Estilizados dos Ciclos de Negécios

Nesta ultima se¢fo busca-se contrastar as predi¢des do modelo de Nikaido com a

lista de fatos estilizados do capitulo um. As ressalvas feitas na sego 3.3 aplicam-se aqui.

Fato estilizado 1: Explicado pelo teorema 6.3.

Fato estilizado 2: Provavelmente explicado. Se uma semi-orbita positiva y* (k,,(X / K),)
ndo é um ciclo limite, esta converge em espiral para um ciclo limite e,
portanto, as oscilagdes que esta gera ndo sfio periddicas, no sentido de
que ndo possuem um periodo constante. Entretanto, quando
7" (ky,(X / K),) é um ciclo limite o sistema passa pelo mesmo ponto
em intervalos de tempo regulares. Se o nimero de ciclos limites € finito,
entdo ¢ mais provavel que y*(k,,(X / K),) ndo seja um ciclo limite.

Fato estilizado 3: Impossibilidade de comparagdo. Os resultados de cunho qualitativo
impossibilitam, sem colocar mais estrutura no modelo, o
estabelecimento de qualquer relagdo precisa entre as predigdes deste
com o fato estilizado em questdo.

Fato estilizado 4: Ndo explicado. O modelo de Nikaido trata unicamente do lado real da
economia, dessa forma desconsidera por completo este fato estilizado.

Fato estilizado 5: Ndo explicado. Nio existe no modelo qualquer equagéo de prego ou

salario.
Fato estilizado 6: Explicado. Y = Kf(k), portanto ! = £+fi)—k No estado
Y K fk)
kK _(rY ¥ ,
estaciondrio — = s —| =n,entdo — = n. Portanto, o produto oscila
K K Y

em torno de uma taxa de crescimento positiva.

Fato estilizado 7: Ndo explicado. Desde que a relagéo técnica entre produto e capital é
dada por uma fungdo de producdo agregada padrdo, entdo tanto a
produtividade média quanto a marginal do trabalho séo anti-ciclicas.

Fato estilizado 8: Parcialmente explicado. A taxa de lucro real (lucro real por unidade de

capital) mantém uma relacdo direta com a razdo produto-capital por
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hipétese. Sem colocar mais estrutura sobre o modelo ndo se pode inferir

a

priori qualquer coisa sobre a volatilidade dos lucros.

Fato estilizado 9: Ndo explicado. Os comentarios feitos anteriormente relativos ao fato

estilizado 4 aplicam-se a este fato estilizado.

Fato estilizado 10:

Fato estilizado 11:

Quadro 7.1.

Nikaido durante um Ciclo

Néo explicado. Os comentarios feitos anteriormente relativos ao fato
estilizado 4 aplicam-se a este fato estilizado. Além disso, se a taxa de
juros de longo prazo estd amarrada pela produtividade marginal do
capital, esta apresentara um comportamento anti-ciclico.

Nao explicado. Devido ao alto nivel de agrega¢do do modelo ndo ha
uma separagdo entre investimento em estoques € investimento em
capital fixo. Dadas as formas gerais da fungfo investimento, ndo se
pode extrair a priori, sem impor mais estrutura ao modelo, qualquer

conclusdo a respeito da volatilidade das flutuagSes do investimento.

O Comportamento das Varidveis de Estado do Modelo de

L o Fases do Ciclo 1 II i1 v \"A Vi
Variaveis de Estado e h ‘f i
Raziio venda .
esperada-capital : ’ X/K. ) ;‘ ;‘ ;1 ) ) )
Razdo capital-trabalho ! -
ot el w | A A AL AN
Razio produto-capital | y ;
T A A | s [ s %]
Taxa de lucro :
* emivol A | A | w | w | % | w
Taxa de crescimento | ;- @k
planejada do estoque : (6 ﬂ ﬂ “ “ §.\ \A
de capital p P <0e®; >0
Taxa de crescimento | p
observada do estoque : £ =5 z ;‘ ;‘ ). b} ) L)
de capital 1 K K
Oferta de trabalho b
' N=N(@)e' | A A A A A A
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CONCLUSAO

Neste capitulo conclusivo é conveniente iniciar com uma adverténcia. A resenha
aqui realizada ndo deve deixar a impressdo de uma proposta implicita de que sé ha espago
para uma das duas abordagens dos ciclos de negécios. Zarnowitz, um dos mais destacados
estudiosos dos ciclos de negécios, por exemplo, argumenta em favor de uma sintese'. A
mensagem central dos modelos de ciclos endogenos aqui resenhados € de que, de um ponto
de vista teérico, o modus operandis das economias de mercado pode trazer no seu bojo
forgas capazes de gerar flutuagdes macroecondmicas mesmo num mundo "ideal", do ponto
de vista ortodoxo, ou seja, um mundo onde, além de ndo ocorrerem choques exogenos néo
origindrios do setor publico (choques tecnoldgicos por exemplo), o governo intervém ao
minimo e mantém suas contas equilibradas.

Esta tentativa de sintese possui um tom comparativo. Todavia, ndo tem a pretensdo
de eleger o “melhor” modelo. Pretende apenas esbogar um quadro que possibilite uma
visualizagdo mais clara possivel das diferengas e similitudes entre os modelos considerados
classicos dentro da abordagem dos ciclos endogenos cuja modelagem ¢ fundamentada no
conceito de ciclo limite e no TPB.

Este capitulo é composto de duas seg¢des. Na secdo 8.1 sdo oferecidos um quadro
das principais caracteristicas de cada modelo aqui resenhado, bem como algumas
consideragdes de 4mbito geral sobre a modelagem dos ciclos de negdcios fundamentada no
conceito de ciclo limite e no TPB. Na se¢fo 8.2 encerra-se esta dissertagdo com sugestdes

para futuras pesquisas sobre o tema aqui tratado.

' Sobre esta sintese, Zarnowitz (1985, p. 570) comenta: Como uma questdo de simples légica, se cada um de
um numero de modelos é de fato vélido, entdo seria em principio possivel integrar estes e aperfeicoar a
teoria. Naturalmente, isto é mais fdcil ser dito do que feito, mas quando cada modelo é tratado em isolado,
hd pouca chance de que o trabalho seja sempre seriamente empreendido. A conclusdo a qual se chega aqui,
entdo, é que o movimento em diregdo a uma sintese de hipdteses testadas e ndo falsificadas é urgentemente
necessdrio se é para ser feito progresso real em nosso entendimento dos ciclos de negdcios. [Tradugdo do
autor]
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8.1. Um Resumo Comparativo e algumas Consideragdes Gerais sobre a
Modelagem dos Ciclos de Negécios Fundamentada no Conceito de
Ciclo Limite e no TPB

No Quadro 8.1, lista-se diferengas e similitudes entre os modelos apresentados
neste trabalho, levantadas a partir de um conjunto de paridmetros considerados relevantes.

Além do conteudo auto-explicativo do Quadro 8.1, os modelos de ciclos endégenos
baseados no conceito de ciclo limite e no TPB, de uma forma geral apresentam certas
propriedades (positivas e negativas) dignas de nota, as quais apareceram recorrentemente

nos capitulos anteriores.
8.1.1. Principios compartilhados

Nos modelos de ciclos endégenos fundamentados no conceito de ciclo limite € no
TPB existe uma estrutura argumentativa comum, relativa a existéncia de ciclos. Estrutura
esta ditada pelo uso do TPB, mais especificamente, pelo programa de aplicagdo deste
teorema explicitado no capitulo dois do presente trabalho. Em outras palavras, nestes
modelos apesar de "seménticas" distintas os modelos apresentam uma mesma "sintaxe".

Apesar de cada modelo ter um conjunto de forgas formadoras do mecanismo de
geracdo de ciclos distinto, estes compartilham de uma visdo comum sobre as economias de
mercado, a saber, de que uma "economia capitalista genuina" ndo caminha para estados
estaciondrios, mas sim gera flutua¢ées devido ao seu modus operandis.

Existe uma idéia subjacente ao TPB, a qual se faz presente em todos os modelos de
ciclos endogenos fundamentados no conceito de ciclo limite e neste teorema. Proximo do
estado estacionario as forgas desestabilizadoras superam as estabilizadoras e ndo permitem
a convergéncia do sistema econdmico para tal estado (ponto de equilibrio), longe deste
estado a relagdio entre estas duas classes de forgas se alteram e as forcas estabilizadoras
passam a preponderar. No caso dos modelos aqui resenhados, com excegdo do modelo de
Benassy, esta inversio acontece sempre por causa de alguma ndo-linearidade postulada nas
funcgdes de comportamento ou mecanismos de ajustamento de erros (por exemplo, funcéo

investimento e curva de Phillips).
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Os mecanismos de ajustamento de erros (fundamentalmente, mecanismos de
ajustamento de erros associados a defasagens distribuidas exponencialmente) t€ém um papel
importante na estratégia de modelagem dos modelos aqui resenhados. Usando uma
analogia, tais mecanismos estio para os modelos de ciclos resenhados assim como a
segunda lei de Newton esta para a mecinica classica, ou seja, por meio destes mecanismos
de ajustamento de erros tem-se a formalizagdo das "leis" dinimicas que definem a evolugdo
dos agregados macroeconémicos envolvidos®.

Os modelos de ciclos endogenos fundamentados no conceito de ciclo limite e no
TPB ilustram claramente a limitagdo da técnica de linearizagdo, ou seja, tornam patente o
carater local de seus resultados, e sdo bons contra-exemplos do argumento de que modelos
que apresentam instabilidade local ndo sio relevantes na explicagdio da macrodindmica das
economias de mercado.

Finalmente, é importante destacar que os modelos de ciclos endégenos baseados no
conceito de ciclo limite € no TPB e, consequentemente, resenhas tratando deste assunto
proporcionam uma boa ilustragdo, num ambiente de baixa dimensdo, de como a dindmica
fora do equilibrio [entenda-se fora do estado estacionario (ponto de equilibrio)] pode ser

"rica".

8.1.2. Limitacoes

A maioria dos modelos aqui resenhados ndo trataram do assunto "estabilidade
estrutural". Os que dele trataram (Chang-Smyth e Rose) simplesmente assumiram a
existéncia de estabilidade estrutural e, portanto, a existéncia de um niimero finito de ciclos
limite (vide teorema 2.5, capitulo 2). Portanto, mesmo nos modelos que tocaram
explicitamenfe no assunto "estabilidade estrutural" nio foram buscadas condigdes formais
necessarias e/ou suficientes, e com contetudo/significado econdmico, capazes de justificar a
"robustez" de suas predigdes.

O uso do conceito de ciclo limite e do TPB como instrumento formal na
demonstragdo de existéncia de ciclos implica na restrigio da dimensdo do sistema de

EDQ's e, consequentemente, dificulta a incorporagéo do lado monetario da economia.

* Obviamente, ndo se esta insinuando que tais "leis” dindmicas possuem o mesmo grau de generalidade na
macrodinidmica dos ciclos de negécios que a segunda lei de Newton tem na mecénica classica.
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Com excegdio do modelo de Benassy, os modelos aqui resenhados tiveram sua
prova de existéncia de um ciclo endégeno baseada no postulado de ndo-linearidade de uma
fungdo de comportamento agregada sem qualquer forte justificativa econdmica e
principalmente microeconémica. Em outras palavras, ndo hd qualquer microfundamento

em tais modelos.

8.2. Sugestdes para Futuras Pesquisas sobre o Tema

Ndo ha qualquer tentativa, nos artigos originais, de comparar caracteristicas
quantitativas dos ciclos (como por exemplo periodo e amplitude), preditas pelos modelos e
as respectivas caracteristicas observadas pelas cronologias dos ciclos de negdcios
desenvolvidas pelo NBER e outras fontes. Além disso, como exposto nos capitulos trés a
sete, a comparacio das predi¢6es dos modelos com os fatos estilizados, ou seja, a aplicagdo
do método kaldoriano, é de certa forma extremamente dificil devido & impossibilidade de
se obter resultados quantitativos gerais para os modelos. Uma alternativa seria impor mais
estrutura sobre os modelos e realizar exercicios de calibragem, os quais permitiriam
resultados quantitativos. Isto possibilitaria uma aplicagdo mais eficiente do método
kaldoriano.

Considerando o comentdrio feito na subsecdo 8.1.2 relativo ao assunto estabilidade
estrutural, seria recomendével realizar um esforco de aplicagio dos resultados acumulados
desde Dulac (1923) sobre o numero finito de ciclos limites € dos resultados de Andronov a
Peixoto sobre estabilidade estrutural de sistemas de EDO's bidimensionais. Talvez, seria
assim possivel definir os requerimentos para que os modelos aqui resenhados possuam
estabilidade estrutural e um nimero finito de ciclos limites.

Desde que os modelos, com exce¢do de Benassy (1984), postularam fungdes de
comportamento agregadas nio-lineares sem fortes justificativas microecondmicas, poder-
se-ia estudar os microfundamentos dos modelos aqui resenhados, nfio s6 pelo caminho
usual (isto ¢, via figura do agente representativo), mas por outros caminhos, como por
exemplo dando énfase na modelagem de interagGes com agentes heterogéneos por meio de

simulag¢des numéricas’.

* Um ponto de partida poderia ser encontrado nos trabalhos contidos em Arthur et. al (1997).
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