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INTRODUCAO

A nocao da dimensao de Hausdorff depende crucialmentemimeito de medida de Haus-
dorff. A idéia por tras da medida de Hausdorff & simplesdgmos estimar tamanhode um
conjunto cobrindo o mesmo com bolas e contando o numerolds.bBara visualizar melhor,
introduzimos neste momento um exemplo de um conjunto frattena construcao classica
publicada em 1904 por H. von Koch, chama&teck snowflakeu floco de neve de Koch. Co-
mece poit = 0 com um segmento de tamanho 1cm e decomponha em trés Imaed@cm.
Retire o intervalo central, construa um triangulo egeiié com Iado%cm e 0 deixando “sem
a base”, tendo assim 4 subintervalos%tdm. Faca o mesmo procedimento para cada um dos
subintervalos criando assim a curva de Koch.
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Figura 1: Curva de Koch

Tomanda = 1— 2" temos uma curva consistindo dégubintervalos de tamanho&m
e comprimento total d%“)”cm. Depois de algumtemos uma curva C de comprimento infinito
homeomorfa ao intervalo unitario. Vamos supor que o prioceato de contrucao da curva
de Kock pare no tempb= 1—2"°. Assim temos “uma curva sinuosa” C’ de comprimento
(%)5 ~ 4.21cm. Mas vamos supor que nao sabemos disso. Vamos emtdoscourva C’ mais
ou menos “eficientemente” com discos de aproximadam®rt& 2 ~ 0.11cm de diametro e
podemos estimar a medida simplesmente contando o nimeisods, 4 = 16 e multiplicando
por o:



L~ Z o 1)
discosnacobertura
Assim obtemos uma estimativa de 36 ~ 1.77cm, que de fato ndo & muito precisa, entao
podemos tentar contar novamente com discos menores, eonetl de 33 ~ 0,04cm. Agora
temos uma estimativa contando 05=464 discos obtendo 6& 3 ~ 2.37cm que & um pouco
mais proxima do comprimento verdadeiro. Ja podemos oi@e isto vai nos levar. Se usar-
mos o diametro dos discos ®m temos a estimativa’8~° ~ 4.21cm que & razoavelmente
apurada. Mais geralmente, se estimarmos 0 comprimento deurva “razoavelmente suave”
desta maneira, podemos esperar que as somas da Equagao tdnvergir para o verdadeiro
comprimento quandd tende a zero. Da mesma maneira, se tivermos uma regiaopzorao
um quadrado com uma fronteira “razoavelmente suave” - o geedjzer que em alguma escala
ela deve comecar a parecer com uma curva linear - entaormsdestimar o tamanho cobrindo
eficientemente com discos de r@e multiplicando o nimero de discos pela area de cada disco.

A~ 52 (2)
discosnacobertura

Novamente podemos esperar que as somas ha EquacamXla@nv@rgir para a verdadeira
area quand@ tende a zero. Observe que se tentassemos estimar o tanaardgiabR com a
Equacao 1.1, obteriamos somas divergindo e tendenddfiaitd. Podemos dizer que teria
um “comprimento infinito”. Por outro lado, se tentassemsiingar o tamanho da cun@
usando a Equacao 1.2, obteriamos estimativas condergara zero. Poderiamos assim dizer
queC’ tem “area zero”. Em um espaco euclidiamdimensional, podemos estimar o tamanho
de uma superficie limitada com fronteira “razoavelmente/e”Sde uma dimensao topologica
d cobrindoS com bolasn-dimensionais de diametde efetuando a soma:

tamanho na dimensokx oK (3)
bolasnacobertura

Se tomarmog < d, esperamos que as somas vao divergir quanigmde a zero; por outro
lado, se tomarmok > d, podemos esperar que as somas irao convergir para zerdadan
tende a zero. Considere agora 0 que acontece com a curva teCKee tentarmos utilizar
esse procedimento. Ja q0e topologicamente uma curva, naturalmente tentaremiosasi
tamanho com a Equagao 1.1 mas como sabemos o tamaihe idinito, e quando tomamos



discos menores nossa soma diverge. Por outro lado, se wsarBguacao 1.2 encontraremos
queC tem uma area zero. Neste contex@aem um comportamento intermediario entre cur-
vas “razoavelmente suaves” e superficies com fronte&acavelmente suaves”. Assim, como
podemos usar n0SSO processo para estimar o taman®® dejui entra a simples mas genial
idéia de Hausdorff: Ja que a soma da Equacao 1.3 & urenalfinito diferente de zero somente
se 0 “crescimento” no numero de bolas quando diminuithgeecisamente balanca o decres-
cimento das bolas de taman8ly devemos entao aceitar a possibilidade de todnelevado a
alguma poténcia intermediaria fracionaria

tamanho na dimensact o (4)
bolasnacobertura

Qual valort deveriamos tomar para obter uma aproximacao razoa¥&? ¢duponha tomar
o = 37 "cm. Ja que o niumero de discosmésimo estagio da construcao cresce na forfra 4
o diametro de cada disco decresce e, 8ntdao escrevemos:

1= 4n‘(3—n>t _ 4n3—nt

Resolvendo parg temos:
{1994 12618
log3

Ja que este expoertté o Unico (como demonstraremos depois neste trabalha@eyadve uma
solucao finita diferente de zero para o tamanh@gdpodemos desta forma consideraomo
sendo a "dimensao” do conjunt

A dimensao de Hausdorff € uma generalizacao da nogabndensao vetorial. No caso do
R", associado a dimensao do espaco, existe uma medidardue as$ bolas de raio, o valor

m(By) = Cn(2r)"

ondeC, &€ uma constante que depende apenas da dimensao. Esta medidcida como a
medida de Lebesgue corresponde a medida geométricaadsaocestrutura do espaco. Outros
conjuntos dentro de espacos métricos, poderiam tam&éumta medida com estas proprieda-
des, mas para tal precisariamos ter um candidato para sfimelo conjunto em questao. Entre
as nogdes possiveis que generalizam a nogzo de dimiersds a dimensao de Hausdbefie

€ aguela que permite a construcao simultanea de umalengdomeétrica associada. A idéia é

Felix Hausdorff, 1868-1942. Matematico alemao, Conside um dos fundadores da topologia moderna.



procurar um nmero, que agora pode ser fracionario, gunta

wlyn)

seja finito quando considerado sobre todas as coberturdmfas do conjunto dado. Quando
isto acontece, o numetoé a dimensao de Hausdorff do conjunto e a medida assoeiada ~
medida de Hausdorff do conjunto. Pode-se provar que estorgeneraliza a nocao de di-
mensao de espaco vetorial. Sua utilidade se mostrou eremmuma variedade de trabalhos de
pesquisa. Muitos principalmente nos Ultimos anos comltaatns relevantes sobre conjuntos
invariantes na teoria de Sistemas Dinamicos.

Alem de apresentar a definicao e propriedades basiaisndasao de Hausdorff bem como
métodos o calculo desta dimensao para conjuntos cad@grcomo por exemplo o conjunto
de Cantor que tem dimensao de Hausdggé‘, outros exemplos de conjuntmeegularesserao
introduzidos ao longo do trabalho. Ainda vamos trabalhan atguns conjuntos classificados
como auto-similares e a partir dessa classificagcao olaienensao de Hausdorff destes conjun-
tos.



1 ELEMENTOS DE ANALISE REAL

1.1 DEFINICOES E CONSIDERACOES INICIAIS

Definicdo 1.1.1.Um espac¢o métrico & um péx,d) ondeX & um conjunto & & uma métrica
emX, a saber, uma funcao
d XXX — R+

tal que:

i) d(x,y) =0 se e somente se=y
i) d(x,y) =d(y.x)

i) d(x,2) <d(x,y)+d(y,2)

Definicdo 1.1.2.Dadox € X onde(X,d) & um espaco métricore> 0 definimos a bola aberta
de centrox e raior via:
Br(x) ={yeX:d(xy) <r}

Definicao 1.1.3.Dizemos que um subconjunfoC X onde(X,d) é espaco métrico, € um aberto

se para toda € A, existes > 0 tal queB¢(a) C A.

Definicdo 1.1.4.Dizemos que um subconjunt® C X onde(X,d) & espa¢o métrico, &€ um
fechado sé\° (Complementar dé) & um conjunto aberto.

Defini¢cao 1.1.5.Dado um conjunt@ C X definimos o fecho dé& como o conjunto
A= {ye X2 3 ()pen C X lim Xq :y}

Lema 1.1. SejaF C X onde(X,d) & métrico. Entad- é fechado se e somente se para toda

sequéncidxn)n C F convergente, isto €,

lim X, =X

Nn—oo

xeF.
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Definicdo 1.1.6.Dizemos que um subconjunkbde um espago métrigdX,d) & compacto se
dado uma cobertura de abert@s);., de K, isto &,U; &€ um aberto deX para todoi € | e

K C Ui, entao existenn, iy, ---,iny eml tais que
iel

N
KcJU;
j=1

Lema 1.2. SejaK um subconjunto compacto déonde(X,d) é espagco métrico. Entd¢ é
fechado.

Lema 1.3. SejaK C X onde(X,d) & métrico. Entad & compacto se e somente se para toda
sequéncidxn)n € K existe subsequéncig, convergente para um ponto e

Defini¢cdo 1.1.7.Dizemos que um subconjun¥oC X em um espaco métridqe<,d) é relativa-
mente compacto se o fecho de& compacto.

Definicao 1.1.8.Seja(X,d) um espag¢o métrico. Dizemos que uma sequéixgia C X € uma
sequécia de Cauchy se para qualguer0 existeN € N tal que sem,n > N entao

d(Xm,%n) < €.

Definicdo 1.1.9.Dizemos que um espaco métric,d) & completo se toda sequéncia de Cau-
chy emX é convergente.

Teorema 1.1.Seja(X,d) & um espaco &trico. Seja(Kp),cy Uma seiéncia de compactos
nao-vazios encaixados, isé tal que KC Kj sempre qud < i < j < «. Enfio

N«
ieN

€ um conjunto compact@n-vazio.

Demonstra@o: Primeiro mostramos que
ﬂ Ki #£ @.
ieN
Sejax, € K. Entao a sequéncian ),y € uma sequéncia contida ét. ComoK; & compacto
existe uma subsequénoig convergente, isto &,

||m Xnk — )_(,

— 00

comX € K1. Masx; € K;Vi > r. Portanto daddN € N existek € N tal quex;; € Ky para todo
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] > k. Logo, por 2.1 e 2.% € Ky para todd\ € N e portanto
X e ﬂ Kj.
ieN
Para provarmos quf) K; & compacto, sején) ..y Uma sequéncia emi) Ki. Entao(Xn),.y €

ieN ieN
Ki. SendoK; compacto, segue que existe subsequépgjg, .y convergente a um ponto de

Ky, a saberk limxp, =X € Ki. Como(xnk)KeN C N Ki, xn, € um sequéncia ey para toda\.
—® ieN

Logox € Ky e finalmente

X e nKi-

ieN
Definicao 1.1.10.Se(X,dx) e(Y,dy) sao espagos métricos, dizemos que uma fuicdo— Y
& uma contracao se existel(c < 1 tal que

dv(f(x), f(y) <cdk(xy), WxyeX.

E imediato ver que sé: X — Y & uma contraco ent3oé continua.

Teorema 1.2(Teorema do Ponto Fixo de Banacl®e(X,d) & um espago &irico completo e
f : X — X & uma contrago ené&o f tem untinico ponto fixo, ou seja, existe mico xe X tal
que

f(x) =x.

Demonstragio: Sejaxp € X. Defina a seqUénci@n) .y, Viaxnr1 = f(xn). Observe que
sen>2
d(Xnt1,%n) = d(f(Xn), f(Xn-1)) < cd(Xn,Xn-1) < -+ < c"d(x1,X0).

Provemos quéxn) .y € uma seqiiéncia de Cauchy. Sejam me N. Entao
d(xnaxm> :d(xnaxn—l) + d(xnfLXn—Z) + e d(xm+17Xm>
<" Hd(x1, %0) + €™ 2d (x4, %) + -+ -+ +¢"d (X1, Xo)
:(Cm—l— Cm+l NI Cnil)d(Xl,X()).

Comoc < 1, dadoe > 0, sejaN € N tal que
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Segue que s, n > N e supondo sem perda de generalidaderguen, tem-se:
d (X, Xm) <(€™+ ™4 " d(xg, %)
<d(x1,%0) Z K= d(x1,Xo Z c

<d(X1,%0)

d(xo,x)
Portanto a sequéncia,),.y € uma sequéncia de Cauchy. Coké completo, seja. € X tal
que

[IM Xp = Xoo.

N—oo
Mas a relacao recursiva
Xn+1 - f(xn)7

nos permite tomar limite nos dois lados da igualdade e obter:
lim xnp1 = lim f(%a).
Assim

X = lIM a1 = M F(xo) = F(lim x0) = F ().

N—oo

provando ques € um ponto fixo def. Para provar a unicidade, suponha gue&, Sao pontos
fixos def, isto &,f(x1) =x; e f(x2) = . Entdo

d(x1,x2) =d(f(x1), f(x2)) < cd(x1,X2).

Comoc < 1 segue qud(xy, x2) = 0 => X1 = Xp, provando assim a unicidade do ponto fixo.
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1.2 METRICA DE HAUSDORFF

Estamos agora prontos para definir a métrica de Hausdanffsi@ereD c R" um subcon-
junto fechado d&®". Seja.# (D) a familia dos subconjuntos compactosieDadoe > 0 e
A€ 7 (D) definimosA¢ via:

A ={xeD:d(xy) < g, paraalguny € A}.

Claramentéd; D A para qualquer subconjungoc D.

Definicdo 1.2.1.Definimos emX = .# (D) a métrica de Hausdorff como: #eB € .%# (D)
definimos
dy(A,B)=inf{e : ACB;,BC A}

Observe que s, B € .7 (D) entao,A, B sdao compactos e portanto sao limitados. Logo existe
€ > 0tal que
AE 2 Be BS 2 A7

garantindo assim qui (A, B) esta bem definida para todo gaB € 7 (D). Provemos que de
fato esta funcao € uma métrica.

i) dq(A,B)=0<= A=B VA Bec ¥ (D). Suponha quedy(A,B) =0. Sejaa c A. Para
todoe > 0,a € B¢ ja quedy (A,B) = 0. Sea € B, entao

ac B®= Je > 0tal queB¢(a) C B°

portanto inf|a—b| : be B} > €. Segue qua € A=-ac B, isto &, A C B. Argumento
idéntico mostra quB C A. PortantoA =B

i) duq(A,B)=dn(B,A). Esta é trivial.

i) dy(A,B) < dy(A,C)+dy(B,C) para qualqueA,B,C € ¥ (D) para tal precisamos de
um lema.

Lema 1.4. Para cad# € ¢ (D), e todog, o > 0, temos que
(Aé)s CAsre-

Demonstra@o: Sejag,d >0eAc 7 (D). Fixeac (As)s. Entdo existe umag € A; tal
quela— ag| < €. Comoag € A, existe uma; € Atal que|a; — ap| < d. Da desigualdade
triangular segue

la—ay| < |a—ao|+[ap—as| <€+9,
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0 que prova que € As, .. Para provarmos o item iii) fixema$ B,C € J# (D). Tome
01 >d(B,C) e > d(A C). As seguintes inclusdes sao verdadeiras:

BCGCs, CCBs;, ACGC;, CCA;,.
ComoA C Cg, usando o lema 2.4 obtemos
ACBg, s,
Similarmente com& C A;, temos

Cs C (Ag) 5
usando novamente o lema 2.4, a equdgaoCs, e a desigualdade anterior obtemos

Segue que
dy (A,B) < &1+ &,

para todod; > dy(B,C) e & > dy(A,C). Fazendod; \, d(B,C) seguido ded, \,
du (A,C), temos que
dH (A7 B) < dH<B7C) +dH (A7C)

Nos resta provar quer” (D) com a métrica de Hausdorff € um espago métrico completo.

Teorema 1.3.Suponha quéAn) . € -# (D) & uma setencia de Cauchy naétrica de Haus-
dorff. Enfo existe Ac 7 (D) tal que
rI]im An=A.
Demonstra@o: SejaA o conjunto de pontos limites de sequéndigg, comx, € Ay. E
facil ver da definicao dé, queA é fechado. Sendo subconjunto de um compacto seguA que

& compacto e portanthe 7 (D). Provemos qué, converge &\. Sejas > 0. Para provarmos
quedy (An, A) < 2¢ paran suficientemente grande, precisamos provar as seguintasoes

A C (An)2s € An C Age.

SejaN € N tal quedy (An, Am) < € sempre quen,n > N. Como(An)e D Ap, toda sequiéncis,
selecionada na definicao Aaleve ter pontos erfAy )¢ paran suficientemente grande. Assim,

lim x, deve estar enAy )e. Segue qué\ C (An) 2.
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Sejag > 0 como antes. Escolhemdk estritamente crescente tal goen > N; implique
quedy (Am,An) < £/2'. A estratégia sera mostrar que, para tadon algumA, comk > Ny,
existe uma sequéncia;); comx € A tal que, para tod@ > 2 e Ny < i,j < Npy1, teremos
d(x,Xj) < &/2P ed(x,xn,) < €/2. Assim, para todp > N, teremosy > 2 tal queNg < j < Ngy1
e

d(X,Xj) <d(X7XN2) +d(XN27XN3) +”'+d(XNq7Xj>
<g/2+e/4+---+eg/ <.

Deste modo, a sequéndig ); ira convergir para um ponto a distancia menor gaeex.

Vamos usar varias vezes a seguinte observacao.

Afirmag&o. Para todo pafx, k) comx € A, ek > N;, existe um ponta; € A;, a distancia menor
do quee/2' dex sempre qug > k.

Para provarmos a afirmacao, lembremos qu; dsram construidos de modo que
du(Aj,A) < /2 paraj > k>N

Portanto, sabemos que
(Aj)g/2 D Ajparaj = k.

Em particular, sabemos que para tgde k, existe unx; € A tal queB(yj,e/Zi) 5 x provando
a observacao.

Para construirmos, seja o elementg = x. Além disso,usando a afirmacdo com o pak),
escolhemos o elementq, € Ay, comd(x,Xn,) > £/2. Todos os outros elementgs com

] < N2 podem ser escolhidos arbitrariamente sem afetar a cavaegou a restricao sobre seu
ponto limite.

Assuma por indugao emquex; esta definido quando< Ny, € assuma que para2p <m
eNp <1, j < Npy1, tenhamosl(x;,x;) < £/2P. Usando a afirmagao aplicad@,, Nm), tem-se
que para cad@ > Ny, existe umx; € Aj, a distancia /2™ dexy,,. Defina pardNm < i < Nmy1
como este(j. Como pardNy < i, ] < Nmy1 temos quel(x;,xj) < €/2™, as hipoteses de inducao
estao satisfeitas.

Assim construindo um ponto limite a distancia menor qa€@ um ponto arbitrariainAy
comk > Nz, mostramos quly C Ay, parak > N;. Ja sabiamos quecC (Ay)2e parak > Ny, logo
du (A, Ax) < 2¢ parak > N;. Como para toda@ > 0 existe umN; nestas condi¢des, provamos
queA € o limite da sequéncidy.
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1.3 CONJUNTOS DE MEDIDA ZERO

Definicao 1.3.1.Um conjuntoX é dito ter medida de Lebesgue zero se para godd existir
uma cobertura de cubbparaX de volume menor ou igual &

Definicao 1.3.2.Um conjuntoX é dito ser de medida total se o complementaXd&® tem
medida zero.

Definicao 1.3.3.SejaA um conjunto qualquer na reta. Dizemos d@g};> ; & uma cobertura
de bolas abertas pafese satisfazer:

) AC U Bj;
i=1
i) Bi = (&,b;) que correspondem as bolas abertas de céﬁ;ﬁg e raiob“%a”.

O comprimento da cobertufd; } € definido como:

1(Bi) = > (bn—an)
2%
Exemplo 1.3.1.0 conjunto dos nUmeros inteir@stem medida zero.

Sabe-se qué& e enumeravel, entao pode ser escrito cdine {x;}7_,. Fixe ume >0
arbitrario e considere as bol& = (x; — £27',xj +£2'. Assim o comprimento da cobertura

{Bi}iZ, & . .
_le(Bi) = 2125.2*” <e

Note que de forma geral, todo conjunto enumeravel tem raedéa Lebesgue zero, e
também que sA C X e X tem medida zero, entad também tem medida de Lebesgue zero.
Desta maneira o0 conjunto dos numeros racioffaism medida zero e o conjunto dos nimeros
irracionais tem medida total.

Ldefinicao de cubos el" encontra-se na pag 20-21
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2 ELEMENTOS DA TEORIA DA
MEDIDA E DIMENS AO

O proposito deste capitulo & apresentar as definicbesremas basicos da Teoria da Me-
dida.

2.1 MEDIDAS

Definicao 2.1.1.SejaX um conjunto. Uma familia de subconjuntesC X &€ umaalgebrase

i) X € .o
i) Ace 7 = A°e o

i) Ac o/, Be o/ = AUBec &/

Segue destas propriedades que:

Ac @/,Be o = (ANB) = (A°UB°) € &
Ac @/ Beo =A-B=ANB‘c &

Definicao 2.1.2.Dizemos que uma cole¢ao de conjutos{des & umac-algebra se:

) o€
i) SeA e o entaoA° € 7.

i) Se {Ai}icy € uma cole¢cao enumeravel de conjuntos#rentao:

UAea.

i=1

Lema 2.1. Sejas” umaag-algebra. Entdo valem:
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i) SeA € o/ parai=1,2,... entao (| A € &7
ieN
i) SeABe o7 entaoB— A€ 7.

Se.o/y € uma familia de subconjuntos Hedizemos quer & geradapor .o/ se.o? o C o7
e todaa-algebra;z/ de subconjuntos d¥ tal que./ C o satisfaze C o

Definicdo 2.1.3.Se s € umao-algebra de subconjuntos & entaou : &7 — [0,] & uma
medidase,

) p(@)=0

ii) Se{A }ien € uma colecao de conjuntos disjuntos efrentao

u (gAe> :iiu(ﬂq-)-

Definicdo 2.1.4.SeX & um espago métrico, denominaes@lgebra de Borel d¥ a o-algebra
gerada pela familia dos conjuntos abertos que denotamog.pg0s conjuntos en® denominam-
se boreleanos de.

Um espacgo de medida & uma tefXa.<7, 1) ondes/ &€ umao-algebra de subconjuntos de
Xeu: o — [0,+0] uma medida. Dizemos gqué é totalmente-finito seX pode ser escrito

como uma uniao enumerav€l= (J A, tal queu(A,) < +o para todon. Dizemos que & um
n>1

espaco de probabilidade géX) = 1.

Se(X, <7, 1) € um espaco de medida, dizemos que um conjartoX & de medida zero se
existeA; € o7 tal queAC Aj e u(A1) =0.

Definicdo 2.1.5.Dizemos que um espaco de medida <, 1) & completo se todo conjunto
A C X de medida zero pertence.

Exemplo 2.1. SejaX um conjunto qualquer e considere sobre-algebra das partes d&
P (X). Fixe um ponto € X. Seja a medida definida por

lsexc A
|

0 sex e A®

E facil ver qued, € uma medida. Esta medida é usualmente conhecida deltaode Dirac em
X.
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Teorema 2.1(Teorema de Extensao de Hahn-Kolmogordvseja X um conjuntogZo uma
algebra de sub-conjuntos de Xtg : 7o — [0,1] uma medida. E@ip ses/ & a o-algebra
gerada pora/ existe uma esuma medida

u: o —[0,1]

tal que
M7y = Ho-

Uma maneira de construir medidas sobre conjuntos & atdaemedidas exteriores.

2.2 MEDIDA EXTERIOR

Definicao 2.2.1.Uma medida exterior e, € uma funcao definida nas partesxde

prr Z(X) — [0, +]
satisfazendo:
) p*(2)=0;
i) SeAC B= u*(A) < u*(B);

iif) Se {A }icy € uma colecao de conjuntos ew(X) entao:

u* (GA) < iu*(Ai).(subaditividadé
i—1 i=

Definicdo 2.2.2.Se (X,d) & um espago métrico, entdo uma medida exterior sibrg* :
P (X) — [0, 4] & métrica se

d(A,B) > 0= u*(AUB) = u*(A) + u*(B).

IMANE, p. 03
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Exemplo 2.2.1. SejaX = R" e definam* por

[ee]

ZVOI(Q) : GCi DA},

i=1

m*(A) = inf {

ondeC; = [al, b}] x --- x [al, ,b}] denota um n-cubo ef" e

n

N i
vol(Gi) = I_L<bj —aj).
]:
Entaom* & uma medida exterior ef®" conhecida como medida exterior de LebesgueRém

Definicao 2.2.3.Um subconjunt@ de X & dito seru*-mensuravel sg B C X
p*(B) = " (BNA) +u"(BNA®).
O seguinte teorema garante que se uma medida exteriorrieanéntao ao-algebra dos
conjuntos mensuraveis relativamentg*acontém ag-algebra de Borel.

Teorema 2.2.Seja(X,d) um espaco k&trico e sejau™ uma medida exterior &trica. En&o
todo conjunto fechado (e portanto todo conjunto borele@mensuivel com respeito a*.

Teorema 2.3.Sejap* : #(X) — [0,+] uma medida exterior em X7 a cole@o de todos
0S conjuntog*-mensuéaveis ey = pu*|.,. Enfio

I) <« € umaog-algebra;
i) (X,<, )€ um espaco de medida completo.
Corolario 2.1. Existe uma medida
m: .# — [0,+oo]

onde.# denota ag-algebra dos mensuraveis B8 relativamente a medida exterior métriva
definida no exemplo 2.2.1 tal que

e ] - [ ) = [ 54
|=

Esta medida se chama de medida de Lebesg®® desta definida numa-algebra que contém
os boreleanos.
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Definicao 2.2.4.Sejamx, yez € X. Uma relagao de equivaléncia é dada por:
) X~ X
i) X~y=y~X
i) x~yey~z=x~z

Considerando a medida de LebesgudRfhuma questéo se colocaZ = & (R")? De fato
0 exemplo que exibiremos agora mostra que

M+ PR,

Isto &, existem conjuntos ndao mensuraveisEm

Exemplo 2.2.2.(Um conjunto ndao mensuravel i) Tome o intervalo (0,1] com a rela¢ao de
equivaléncia
X~y X—yeQ.

Os itens i) e ii) sdo claramente 6bvios. Provemos iii)x3ey entdoq = x—Yy € Q. Sey ~ z,
p=y—zec Q. Assim

X—Z=X—-Y+y—zZ=qQ+peQ =X~z

provando que- € de fato uma relacao de equivaléncia.

Usando o Axioma da Escolha s&a conjunto formado pela escolha de um ponto em cada
classe de equivaléncia para esta relacao de equivalénc

Afirmagao. O conjuntoSnao é Lebesgue-mensuravel.
Sex,y € (0,1] definimos

X+Yy sex+y<1
Xy =

X+y—1 sex+y>1

DadoA € (0, 1] definimos
Adx=:{adx:acA}.

Lema 2.2. SeA & mensuravel entdo para toxe (0,1] Ad® x & mensuravel e
mM(A®X) = m(A),

ondemdenota como antes a medida de Lebesgu&®em
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A prova do Lema sera omitida.

Passemos a prova da afirmacao. 3e¢je,--- uma enumeracao dos racionais ébnl].
Entao valem:

) sei# jentaoSeriNSerj =9

i) (0,1 = U Ser,
i=1

Para provarmos i) suponhamos que S®ri(\S@rj Entaox =5 @ rj = s @ rj para algum
S,sj € S Isto implicaria ques e sj diferem por um racional, e assisn= sj uma vez ques
contém exatamente um representante de cada classe daléacia. Mas, entdao, como<Q
ri,rj < 1 deveriamos tem =rj, isto &i = j.

Para provarmos ii) sejac (0,1]. Entdo como pertence a alguma classe de equivaléncia
existes € Stal quex ~ s. Segue que existge Q tal quex—s=q=r; e portantx € Sdr;. A
outra inclusao é trivial.

Agora terminamos a prova da afirmacao.Sgesse mensuravel, sefa= m(S). Usando o
Lema 2.2 teriamos: .
1=m((0,1]) = Zlm(S@ rij)=Cc+cC+---
i=

de modo que a soma no lado direito da igualdade é®,@que & uma contradicao em qualquer
um dos casos. Segue qgBeao € Lebesgue-mensuravel.
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3 MEDIDA E DIMENS AO DE
HAUSDORFF

3.1 MEDIDA DE HAUSDORFF

Definicao 3.1.1.Seja(X,d) um espaco métrico. O diametro de um subconjihto X esta
definido por

[E[ = supd(x,y).
x,yeE

Defini¢cao 3.1.2.Seja(X,d) um espaco métrico. DaddsB C X definimos

d(A,B)=_inf {d(xy)}
xeAyeB
que se denomina a distancia entre os conjuAt&s
Definicao 3.1.3.DadoE C X, umag-cobertura d& & uma colegao enumeravel de conjuntos

{Aj}jen(n@o necessariamente abertos) de diametro no maimo,

Ec A
j=1

DadoE € X, denotamos po¥ ¢(E) a familia das-coberturas d&.

Definicdo 3.1.4.Seja(X,d) um espaco métrico. Fixe > 0 e sejac > 0. DefinimosH{ :
Z(X) — [0, 0] por

Hg(E):inf{ Z A (Aj)jeNe%g(E)}

JEN
Seg < g entaoZ ¢, (E) C % ¢,(E) e portanto

Ha'(E) > He? (E).
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Definicao 3.1.5(Medida de Hausdorff)Definimos a aplicacao de conjuntos
My : Z(X) — [0,
por

mj (E) = sup{Hg ()} = lim H' (E).

e>0

Lema 3.1. Para todax > 0, m & uma medida exterior métrica.

Demonstra@o: Para cad& > 0, H5 () = 0 e portantan, (&) = 0. Do mesmo modo, a
monotonicidade del§ & herdada pamy. SejaE a unido dg[E; }jcn € suponha que, (E) < .
Logo, existed > 0 egy > 0 tais que se & € < g entao

Mg (E) — & < Hg(E) < mg (E).

Segue que
My (E) <HG(E)+ 9 < %Hg(Ej) +4< %mj}(Ej) + 9.
je j€
Comod > 0 é arbitrario segue a desigualdade procurada. OrogéB) = « & similar.

Vamos provar agora que a medida exterior de Hausdorff @gaétSejamA,B C X com
d(A,B) > 0. Queremos provar que:

m;, (AUB) = i (A) +m; (B).

A desigualdadé< ) segue da subaditividade da medida exterior. Para provamesigualdade
inversa, seja & € < d(A,B)/2. Observe que sg/; }jc € umas-cobertura déAU B entao para
todoj € Nvale:

seViNA# gentaoViNB= o

e portanto
{Vi :VinA#£a} e (A) e{V,:ViNnB£a} c%(B).
Segue que
SVIT= S VIT+ S VT = HE(A) +HE(B)
jeN ViNA#2 ViNB#2
e

S Vi > HE(A) +HE (B)
JEN



Tomando o infimo das-coberturas dé& U B obtém-se:
Hg(AU B) > Hg(A) + Hg(B).
Finalmente tomando limite quando— 0 obtém-se

My, (AUB) > mj, (A) + m;, (B).

26
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3.2 A DIMENSAO DE HAUSDORFF

Para definirmos a dimensao de Hausdorff de um subconjuriendespaco métrico preci-
samos do seguinte lema:

Lema 3.2. SejaE C X onde(X,d) denota um espaco métrico. Entao, para qualgtembertura
deE ea > [ tem-se:
HE(E) < €% PHE(E).

Demonstragio: Considere uma-cobertura{A }icy deE. Entao para cads vale: |A|% 5 <
£9-B ja que|Aj| < &. Logo

AT = AT PIA P < g2 PIA P,
Somando emnobtém-se
S AT <Py (AR
| |
Tomando o infimo nas-coberturas tem-se:

HE(E) < g% PHE(E).

Coroléario 3.1. SejakE C X onde(X,d) & um espago métrico. Entao valem:

i) Sem;;(E) <+, ea > 3, entdaomy, (E) =0

ii) Se m;;(E) >0, ea < 3, entaomy (E) = +oo.

Demonstrago: Comomj(E) < + sejag > 0 tal queHE(E) < o0, Ent&o pelo Lema 3.2
temos que
HE (E) < e PHE(E).

Comoa >  entaoa — > 0. Tomande — 0 obtemos
0< My (E) <0-mp(E) = my(E) =0.

Agora coma < B pelo Lema 3.2 vale

1
‘EB—_GHE(E) < HG(E).
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Tomando limite quande — 0 obtemos
Mg (E) = +oo

-/ - 1 o . £ . S«
ja queglggm =00 GSIE%HB(E =mz(E) > 0.

Corolario 3.2. DadoE C X (X,d) métrico, existe um Unico € t < o tal que

mg(E) = +wses<t
m;(E) =0set <s

medida

=)
—_—
]

HD dimensao
Figura 3.1: Medida X Dimensao

Definicao 3.2.1.SejakE C X onde(X,d) &€ um espago métrico. Entao definimos a dimensao de
Hausdorff deE que denotamos D(E) por

HD(E) :=sup{t : m(E) =} =inf{t : m(E) = 0}.

O seguinte lema mostra que se um conjuntd®htem medida de Lebesgue positiva entao
a dimensao de Hausdorff deste conjunto & igual Bto implica que a dimensao de Hausdorff
de um conjunto enR" & nao trivial, guando o conjunto tem medida zero.

Lema 3.3. SejaE C R". Entao
m(E)=0
para todd > n.

Lema 3.4. SejaE c R". Se
m(E) > 0,

onde pom denotamos a medida de LebesgueRinentao

HD(E) = n.
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Demonstra@o: Omitida

Para estimarmos a dimensao de Hausdorff dos conjuntosamneas de dois lemas que dao
estimativas superiores e inferiores para a mesma.

Lema 3.5. SejaE C X onde(X,d) espaco métrico. Suponha que exista 0 tal que exista
¢ > 0 de forma que para todd> 0 exista umad-cobertura, cond\; os elementos da cobertura
deE satisfazendo

Y Al <c.

Entao

HD(E) <t.

Demonstragio: Sejad > 0. Ent&o exist¢Aj); d-cobertura dé com:

Al <c

como
H2(E)= inf Al
t ( ) cﬁcobertura{z‘ : | }

segue

H(E)<c
portanto

m (E) = lim H2(E) <c
o—0

e

nf(E)<c
entao

t>HD(E) =inf{t: m/(E) < o}
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Lema 3.6. SejaE C Q, ondeQ & um subconjunto compacto & Suponha que exista uma
medida de probabilidade boreleana @rtal que:

) u(E)=1;
i) ExisteC > 0 eR > 0 tal que para qualquer boBy de raiod < R, a medida

u(B) < Cd'

Entao
HD(E) >t.

Demonstrago: Sejad < Re (A); uma cobertura d& por bolas abertas de raip< d.

Entao
(o) [0 C (o] (o)
l=pE)<TuA)<SCrR==S |A'=CY |A[ (3.1)
HA =2 a2 W=C
ondeC’ = % Segue que para qualquicobertura de bolas, vale:
> 1
s
i;|A.| > &
Logo, tomando o infimo nas coberturas obtemos
1
HO(E) > ol
Portanto, fazendd — 0 temos
) 1
ny (E) > ok
Segue que
HD(E) >t

Como aplicacao dos lemas acima vamos calcular a dimates&@ausdorff do conjunto de

Cantor
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3.3 O CONJUNTO DE CANTOR

Introduzido por Georg Cantor em 1883 o conjunto de Cantdrs&ito® & construido se
retirando os tercos médios abertos do intervalo [0,1¢ssigamente, ou seja, No primeiro passo
se retira o intervalg$, £) deixando dois intervalo®, 3] e [2,1]. A unido dos intervalos deno-
minamosK;. No proximo passo retiramos os tercos médios dos dasvalos restantes, assim,
Ko ser&l0, §]U[3, 3]U[3, §]U[3.1]. Continuando este procedimento até o infinito temos o con-
junto de CantoK,, que contém os pontos que nao foram excluidos em nenhwntedecoes.
Assim sendo podemos “contar” o total retirado da seguintedo Como na primeira iteracao
retiramos um itervalg, na segunda iteragao dois intervalos of, Ra terceira 4%. note que
podemos escrever a soma

ooz_n—}+g_|_i+ —:_L i =1
n;3n+l_3 9 27 7 3\1-%)

Assim, o comprimento do que foi retirado tem exatamente amoeto intervalo inicial. Este
calculo simples mostra que o conjunto de Cantor nao podtcoaenhum intervalo de com-
primento “n&o nulo”. E fascinante o fato de ainda restar alguma coisa, no entamtalhar
mais detalhado ao processo de construcao revela queodedéd de se retirar os tercos médios
abertos deixa exatamente os extremos presentes. Assiom sembver o interval@%, %) deixa
exatamente 0s pont@se% no conjunto. Na proxima etapa, nao serao mais retirastes @on-
tos nem qualquer dos extremos dos conjuntos subsequesttelndo que de fato o conjunto
de Cantor tem infinitos pontés

r 1

§ 1

0 1

[ ] J }
1

0 3 £ 1

r 1 r 1 ]

0 1 2 1 £ z _4 1
9 9 3 3 9 9
S 1 [ =
012 1 2 7 8 "1 2 18 20 I & 25 26 1
27 21 9 9 27 27 3 3 27 21 9 9 27 27

Figura 3.2: Conjuto Triadico Classico de Cantor

Vamos agora ao calculo mais formal da dimensao de Hadsmoe o conjunto de Cantor.
No entanto precisamos antes de um candidato para testamas.|A idéia aqui & se utilizar da
propria construcao do conjunto para ter uma estimatwva p dimensao. Como queremos que
a medida seja finita na dimensg@sabendo que a cada estagio da constru¢ao do conjurds tem

também conhecido como conjunto triadico de Cantor

20s extremos dos conjuntos retirados n&o sio os Unicaepdo conjunto de Cantor. De fato os pontos
do conjunto de Cantor sao exatamente os extremos dos tosj@tirados mais todos os pontos de acumulacéo.
Outro ponto interessante & que todos os pontos do intef@dlpque quando escritos na base 3 nao contém o
algarismo 1 sao exatamente os pontos do conjunto de Cantor.
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2" intervalos de medida 3 e em cima desta medida que queremos encontrar um expoente que
controla o crescimentos das somas dos diametros das w@srscrevemos:

1 t
log2
Resolvendo parg obtemosIas

Vamos agora testar este valor nos dois lemas:

Lema 3.7. SejaK o conjunto triadico de Cantor no intervdl® 1]. Entdo

log2
HD(K) < 093
Demonstra@o: Pelo lema 3.5 seja= :g%g Entao tomande = 1. Sejad > 0. Tome
n> 1tal que
1
n <0

e considere a cobertufd;); dos intervalos da constru¢cao do conjunto de Cantor na@tap
Observe que existen! Intervalos de comprimentéi. Entao esta cobertura € udeacobertura
deK tal que

log2
Tog3

1
3

Y=Y
2n

- ° <1

(38

Lema 3.8. SejaK o conjunto triadico de Cantor no intervd® 1]. Entdo

D(K) > :g%g.

Demonstrag@o: Considere os intervalos retirados e 0s que restam na coastdo con-
junto de Cantor. Vamos definir uma medida de probabilidadeesestas intervalos. Todo
intervalo retirado tem medida zero na medida de probabléidaos intervalos que restam na
estapa n-ésima tém mediga Usando o teorema 2.1 podemos provar que existe uma medida
de probabilidade que denotamos porsobre os boreleanos ¢& 1], que da medida 1 no con-
junto de Cantor. Agora vamos aplicar o lema 3.6. Seja entimtervalo de comprimentd,
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|5. Queremos mostrar que existe uma const@nte0 tal que para todd > 0 vale:
log2
p(ls) <Cjlg |03

Sejak € N tal que
1 1

1 <o0< x
O seguinte lema sera provado apo6s termos finalizado esta.pr

Lema 3.9. Sejam{J; }1<j<2n Os intervalos que restam na etapda constru¢ao do conjuto de
Cantor. Entao, se > k vale

#H1<i<2": I5Ng # o} <2k

Usando o lema acima temos

1
Zlu I5Ng) < 2™ k. "on
log2
o log2 log2
lkaloz = ]%)’ 1Io 2 <C5‘%
2 i 2k57og3

ondeC > 0 deve satisfazer: para to&o
1

log2 <

2k§Tog3

Mas como 8 < £ < 3" temos

1 1 /1) iogs
ISPy
2k o3

Logo para termos a desigualdade acima devemos ter

log2
(3) 9% < o
tomando logaritmos dos dois lados da desigualdade obtemos

log2
log3

klog2+log2 <klog2+IlogC = log2 < logC

(k+1)——-log3 <logC+klog2

0 que pode ser satisfeito fazendo> 2. Logo se tomamas > 2 tem-se

u(ls) < CooIs



como queriamos demonstrar. Segue entao do lema 3.6 que

log2
> —.

34
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3.4 PROPRIEDADES DA DIMENSAO DE HAUSDORFF

3.4.1 PROPRIEDADES DA DIMENSAO DE ESPACOS VETORIAIS

Como 0s espacos vetorias sao a nocao usual de dimesrsamiaremos aqui as proprie-
dades da dimensao de espacos vetoriais apenas como goodon@aracao posterior com as
propriedades da dimensao de Hausdorff. Note que a diroes@rial pode ser vista como um
caso particular da dimensao de Hausdorff qguando esta asslor inteiro.

Proposicao 3.1. Sejam A, B e C subespacos vetoriais de dimensao finita dgestorial X.
Entao a dimensao do espaco vetorial, escrita como dijn(na funcao de valor inteiro nos
subespacos que satisfaz:

i) dim(A) > 0 (positividade);

ii) se A C Bentao dinfA) < dim(B) (monotonicidade)
iif) dim(A+B)+dim(ANB) = dim(A) +dim(B) (unido e intersecéo);
iv) seAC Bentao dinfA/B) = dim(A) — dim(B) (regra dos quocientes)

v) seA C B entao para todo subespaCpdim(B+C) —dim(A+C) < dim(B) — dim(A)
(contractividade);

vi) seX eY sao espacos vetorias, entdo para thdoX etodoBCY,AxB=(x,y) :xe Alye B

€ um subespaco déx Y e dimA x B) = dim(A) 4+ dim(B) (regra dos produtos)

3.4.2 PROPRIEDADES DA DIMENSAO DE HAUSDORFF
Proposicao 3.2. Seja(X,d) um espago métrico& B C X. Entao:
i) paratodoA C X ,HD(A) > 0 (positividade);
i) seAC BentaoHD(A) < HD(B) (monotonicidade)
i) HD(AUB) =max{HD(A),HD(B)} (unides)
iv) seANB # @, entaoHD(ANB) < min{HD(A),HD(B)} (interseces)
V) seA C B, entao para todo fechad}

HD(BUC) —HD(AUC) < HD(B) —HD(A)(contractividade)



36

vi) HD(A x B) <HD(A) +HD(B) (regra dos produtos)

vii) Continuidade por baixo: Suponhak; C E, C E3... C X e que exista unM tal que

HD(En) < M para todan > 0. Entao a unia& = |J E, tem dimensao de Hausdorff
n=1

HD(E) = lim HD(Ej)

nN—oo

viii) Continuidade por cima: SeX D E; D E; D Es..., entao a interseccao

F=()En
n=1
satisfaz:
HD(F) < lim HD(Eq)
Demonstra@o:
1) Trivial.

i) Sejat =HD(B)+ ¢, ondee > 0. Entaont(B) = 0 de forma que certamente existe uma
d-cobertura de bolaBj deB e assim déA com ¥ |Bj[' < 1. Pelo lema 3.2, isso implica
queHD(A) < t. fazendce — 0, obtemodHD(A) < HD(B).

iii) Note que comaA, B C AUB, temos:
max{HD(A),HD(B)} < HD(AUB)

Suponha agora, sem perda de generalidadeHDEA) > HD(B). Precisamos assim
mostrar queHD(AUB) < HD(A). Sejat = HD(A) + €. EntaoHD(B) < HD(A) <t de
tal forma quent(A) = mf(B) = 0. Assim existend-coberturas dé\, B respectivamente
tal que:

1 1
Uil' <5,y Ml'< S
ATIESIAES:
Agora definaWon 1 = Up e Won.2 =V, paran > 0. Isto nos da uma@-cobertura de

AUBcomy W' < 1, entdo pelo lema 3.3JD(AUB) < t. fazendoe — 0 temos que
n
HD(AUB) < HD(A)

iv) E uma consequencia direta da segunda propriedade. Em geraémode dizer mais do
gue isso tendo em vista a naturezaddeB nao se pode prever cordoB estao dispostos
emX.
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v) Observe quéiD(A) < HD(B) ja queA C B. Considere agora 3 casos:

(a) HD(A) <HD(B) <HD(C): entaoH D(BUC)—HD(AUC): D(C)—HD(C)=
que certamente & menor ou igual ddB(B) —HD(A) ja queHD(A) < HD(B).

(b) HD(A) < HD(C) < HD(B) entaoHD(BUC) — HD(AUC) = HD(B) — HD(C) que
é certamente menor ou igual qd®(B) —HD(A) ja queHD(A) < HD(C)

(c) HD(C) <HD(A) < HD(B): entacHD(BUC) —HD(AUC) = HD(B) —HD(A) que
certamente & menor ou igual que ele mesmo.

vi) SejamX,Y espacos métricos, e
t=HD(A)

s=HD(B)
ondeA x B C X xY. Vamos considerar sobk¥ex Y a métrica do supremo, isto &
d((a,b),(@,b')) = sup{dx(a,a’),dy(b,b')}

Sejag > 0. Entao segue da definicdo de dimensao de Hausdorff que

Logo, existend > 0 e umad-cobertura(A);, (Bj); deA e B respectivamente tal que

AT <1
|
S BiPFe<1
J

Entao,(A x Bj)i,j € umad -cobertura dé\ x B. De fato|A; x Bj| < sup{|Ai|,|Bj|} <o
Observe que s@\ x Bj| = |Bj| entao estimamos

A X Bj|t+5+£ =|A x Bj|t+%|Ai < Bj|S+§
Se|A x Bj| = |Aj| entao
|A| % Bj|t+5+$ < |A||t+%55+%

Sejac = sup(8'" 7,552} logo
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|A| % Bj|t+5+£ < |A||t+%5s+% |Bj|5+%‘5t+%
TSI

<Y A2 Y B[
[ ]
<c?11=2?

isto eny, 5, ¢ (Ax B) < 2 = HD(A x B) < t+s+¢. Comoe > 0 & arbitrario, segue que
HD(AxB) <t-+si.e
HD(A x B) < HD(A) + HD(B).

vii) Note queHD(E,) sao crescentes e limitadas superiormente, portanto ®mepara
algumt > 0. Agora tomee > 0. Vamos mostrar quelD(E) <t + . Para todon,
HD(Ep) < t+ & entaom*¢(E,) = 0, assimm'™¢(E,) = 0 entaoHD(E) < t+¢. Da
mesma forma, para todot — & < HD(E,) < HD(E) por monotonicidade. Entde- € <
HD(E) <t+¢&. FazendE — 0 temosHD(E) = rl]i_rgoHD(En).

viii) Primeiramente note queldD(E,) esta decrescendo nao negativamente, assim converge
para algum limite, digamads> 0. Fixee > 0 entao eventualment¢D(E) < HD(Ep) <
t+ €. fazendos — 0 temosHD(E) < rI]im HD(En).

3.4.3 INVARIANCIA DA DIMENS AO DE HAUSDORFF POR APLICAC OES
LIPSCHITZ

Definicdo 3.4.1.Sejam(X,d) e (X’,d’) espagos métricos. Unaplicaggo ¢ : X — X’ & cha-
mada aplicacao Lipshitz (com constante LipsiBijse para toda,y € X,

d'(¢(x),¢(y)) < Bd(x.y).

Se¢ : X — X’ & inversivel e s@ e ¢ 1 sao ambas Lipshitz, ent#oé chamado de Lipeomor-
fismo. Equivalentementg, &€ um Lipeomorfismo se existem 3 constantes positivas tal que
para todok,y € X

a.d(xy) <d'(¢(x),¢(y) <B.d(xy)
Teorema 3.1.(Invariancia da dimen&o de Hausdorff por aplicages lipschity Sejam(X,d)
e (X/,d’) espacos r@tricos e¢ : X — Y um lipeomorfismo. Eab para todo EC X ,

HD(¢(E)) =HD(E).
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Demonstra@o: Claramente, isto & analogo ao fato de que a dimensadalétanvariante
em isomorfismos lineares. Sem perda de generalidade, aspiemexistaor e 3 > 0 tal que
para toda,y € X,

a-d(xy) <d'(¢(x),0(y) < B-d(xy)

Entao, para todoonjunto testedigamosA C X temos|¢ (A)| < B|A|. Fixee > 0 e facalJ A
j=1

ser umad-cobertura dé tal quey |A;|' < H}(E) + €. Entao U ¢(A;) & uma(J)-cobertura
=1
de¢(E), entdo

HE5((E)) < ¥ 16(A))

<B'S AL
<P HY)(E) +e

isto vale para tode > 0 entao

HE5(9E) < B'HS (E) (3-2)
Da mesma forma, para todonjunto teste B- X’ temosa.|¢ ~1(B)| < |B|. Fixee > 0 e faga
_GlBj uma d-cobertura dep (E) tal quey |Bj|' < H}(¢(E)) + ¢. Entéo@lgb‘l(Bj) € uma
]( )-cobertura dé, assim |

Qo

HY o (E) < S 1648y
<a 'y |Bjlf
<a ' (Hz(¢(E)) +e)

como isto vale para todo> 0, entao
a'H  (E) < H§(¢(E)) (33)

Fazenda tender a zero nas equacgOes 3.2 e 3.3, obtemos a seguintplessestimativa para
a medida na t-dimensao ¢gE):

a'm(E) <mi(¢(E)) < B'mi(E)

Pelo definicao de dimenséo de hausdorff isto implica gd®&p (E)) = HD(E).
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3.5 DIMENSAO DE HAUSDORFF DE CONJUNTOS AUTO-
SIMILARES (SELF-SIMILAR SETS)

Neste capitulo descrevemos um procedimento que permaelaaa dimensao de Haus-
dorff de conjuntos auto-similares os quais englobam a na@aitws exemplos apresentados até
aqui. SejaD C R" um conjunto fechado. Como antes, s¢fa D) a familia dos subconjuntos
compactos d®.

Definicdo 3.5.1.Seja a familia de contracdé$,, fo,..., f; } definidas enD, a saberf; : D —
D i=1.r. Definimos a funcao

i=1

ondefi(A) = {y: Ix € D, fj(x) = y} denota a imagem do compadgor f;.

Definicdo 3.5.2.SejaF = { f1, f2,..., f; } uma familia de contra¢des definidas BmDizemos
que subconjunt& € 7 (D) é invariante por se

isto &, quandd & um ponto fixo de-,

Para demonstrarmos a existéncia de subconjuntos int@sipar contragdes vamos mostrar
queF : # (D) — .# (D) & uma contracao na métrica de Hausdorff e aplicando rerte do
ponto fixo de Banach obter um ponto fixo (Unico) p&ra Este ponto fixo & o subconjunto
invariante procurado. Este &€ o contetido do proximo lema.

Lema 3.10. Sejam{fq, f,..., fi} uma familia de contracdef: D — D i=1.r e seja a
fungaoF : .7 (D) — .# (D) definida acima. Entab & uma contra¢do na métrica de Hausdorff.

Demonstra@o: Para cadd; existec; < 1 tal que

Ifi(x) — fi(y)| <c|x—y| VxyeD.
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Sejac:=max{c,Cp,...,C } < 1. E suficiente mostrar que

F(A)cdaB):
F(A) CF(B)cdap)

para todoA,B € 7' (D), ja qued(F(A),F(B)) & o minimo sobre todod > 0 tais queF (A) C
F(B)s, F(B) CF(A)s. Sejam entad\,B € 7 (D). Sejaze U (fi(B)). Entado existx € B
e 1<i <r tais quez = fj(x). Considere qualquer > d(A,B). Entaox € A¢ poise > d(A,B).
Além distoB C A;. Logo, existey € Atal que|x—y| < €. Logo

i) = fi(y)| < cilx—y] <c[x—y| <cg,

0 que mostra que

z= fi(x) € fi(A CSCUfI
PortantoF (B) C F(A)¢. Tomandce N\ d(A,B) obtemos
F(B) CF(A)cdap):

provando a primeira inclusao. A segunda inclusao sequetirelo o argumento e trocan@o
porA.

Vejamos como alguns conjuntos conhecidos podem ser olatekta forma.

Exemplo 3.5.1.Conjunto de Cantor triadicld C [0, 1] Considere as seguintes funcdes

f1:(0,1] — [0,1 f2:(0,1] — (0,1
f) = falk) = 2+ 2

Entao é facil ver que
K = fi(K)U fa(K).

Exemplo 3.5.2.Produto cartesiano de dois conjuntos de Carot:K. Considere as seguintes
fungdesfy, fp, f3, f4: [0,1] x [0,1] — [0,1] x [0, 1] definidas por

ey = (3.3)

fa(x,y) = (2 ; ;)
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3’3 3

X 2
f4(X7y) = (575—1—%) .

2 X2
fg(X,y> = <§+_7_+y)

Entao é facil ver que

K= fi(KxK)U fa(K x K)U f3(K x K) U fa(K x K).

O seguinte lema fornece outra maneira de se obter o subctomjwariante de uma familia
de contragodes.

Lema 3.11. SejaF = {fq, fp,..., fr} uma familia de contra¢cdes definidas &m Entao, se
Se 7 (D) satisfaz

€ 0 subconjunto invariante pela famiiia

Demonstra@o: Seja enta®& € 7 (D) um subconjunto tal que
fi(SCS vi<i<r.

Segue por inducgao que
FX(S) CF* (g vk>2,

e assim a sequiénc{&X(S)} & uma sequiéncia decrescente de compactos nao-vapimsasto

& um conjunto compacto n&o-vazio BeAlem disso comd (S) C Ssegue que

00 00

F(K)=F (ﬁ Fk(S)> = F*(5) = (FXS).
i=1

i=1 i=2

Mas comoF (S) C Ssegue que

F(K) = (FYS = N FXS =K,
i=2 i=1

provando qué& & um conjunto invariante pela familia de contragbes { f1, f,..., f; }.
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O proximo teorema fornece uma férmula para se calculamaisao de Hausdorff de con-
juntos auto-similares. No entanto seu enunciado requercomai¢ao técnica que enunciamos
agora.

Definicao 3.5.3.Dizemos que uma familia de contraces- { f1, fo,..., f;} definidas enD
satisfaz acondi@o abertase existe um conjunto aberto limitado nao vazital que

) iV)NF(V) =2 L1<i#]j<r

i) U (V) CV.
i=1

NoOs ainda precisamos de mais uma defini¢ao:

Definicao 3.5.4.Dizemos que uma contracda D — D & uma similaridade se
) —f(y)[=clx=y] VxyeD,
ondec < 1 & a constante de contracao da aplicagao.

Teorema 3.2.Seja DC R" um subconjunto fechado. Suponha que IO seja o subconjunto
invariante da farflia de contra@esr = { fq, fo, ..., f; } definidas em D, isté,

K =[] fi(K). (3.4)

Assuma que as contraes §.0 todas similaridades e que satisfazem a cciligberta. Erdio
a dimen&o de Hausdorff de K
HD(K)=s

onde £ alnica solu@o de

r

;cis =1. (3.5)

Alem disso, para este valor de s
0 < HD(K) < 4.

Para provarmos o teorema necessitamos de um lema técemgain®s aqui a apresentacao
em Fractal Geometry, FALCONER 1990.

Lema 3.12.Seja{V; }i uma familia de abertos disjuntos®® tais que cads; contém uma bola
de raioa;r e esta contido em uma bola de raw. Entao, qualquer bol& de raior, intercepta
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Nno maximo
(14 2a;)"a; "

dosV..

Demonstragio: SeV interceptaB, entdoV; esta contido na bola concéntric8ale raio
(1+ 2az)r. Suponha que dos conjuntod/; interceptamB. Entdo, somando os volumes das
bolas correspondentes de rai@, segue que

q(aar)" < (1+2ap)"r"

0 que da o limitante superior dgdo lema.

Estamos prontos para fazer a prova do teorema 3.2

Demonstra@o: Teorema 3.2 Sejaa solugao de
c=1 (3.6)
2"

Para cada conjuntd C D denote por

Ail,ig,...,ik - fil o fiz 00 fik (A) :

Denotemos pody 0 conjunto de todas as sequéndiasip,--- ,ix) com 1<i; <r. usando-se
sucessivamente a equacao 3.4 obtém-se que

K= U KiLis,....ik-

Agora verificamos que esta coberturakiéornece um estimativa superior para a dimensao de
Hausdorff deK. Como as aplicacods sao similaridades de razég temos que

Z‘Ki1,i2,~-~,ik = z(cil‘ciz Ciy) ‘K‘S (ch1> ' <Z Cisk> |K|S: |K|S (3.7)

onde usamos 3.6 na Gltima igualdade. Para qualdjied, como maxc; < 1, podemos escolher

k tal quelKi,i,..i,| < (maxci)X < &, e assim temos

ms(K) < [K° = mP(K) < [K]®

implicando que
HD(K) <s.
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Vamos agora estimar a dimensao de Hausdorff por baixo.cSsajunto
| ={(ig,i2,...) 1 1<ij<r},
e seja

ligig,. i = {(i1,02, - Ik Okr1,- .- ) 1 1< qj <r}

o cilindro definido pelas sequéncias infinitas cujokgsimeiros elementos sdg,io,...,ik.
Definimos uma medida sobre os cilindros via:

U(liyis,...i) = (Giy - Gip - -+ Ciy ).

r r
Como (G, - G, -+ G, ) = _zl(cil “Cip -+ Ci - Gi)%, isto &, U(liyiy, i) = 3 (i1-i2---ik-1)° segue
1= 1=

queu & uma medida de probabilidade sobre o sfift) = |. Pelo teorema 2.1 esta medida se
estende a uma medida sobre os boreleandsdefinimos finalmente uma medida sobreia:

H(A) = u({(iniz, ) © Xigipo € A},

Observe que
Xigip, - = ﬂ KiLig, .-
k=1

Vamos provar quel satisfaz as hipoteses do lema 3.6. Séja conjunto aberto limitado da
defini¢ao 3.5.3. Como
r
VOFV)= U fi(V)
i=1

a sequéncia decrescente de iterdeld) converge par&. Em particulaV > K e
\_/i17i2:~~~7ik O Kigig,... ik

para cada sequéncia finita,i»,---,ix). SejaB qualquer bola de raio < 1. Vamos estimar
H(B) usando os conjuntd4, i, i com diametros comparaveis aoBle cujo fecho intercepta
KB.

SejaQ o conjunto das sequéncias finitas obtidas pelo corte dagseigs infintasiy, io,...) €
| depois do primeiro termig para o qual vale

(minci) r <cjCi, -Gy <TI. (3.8)
|

Entdo, para toda sequéncia infinitia,is,...) € | existe exatamente um val@rtal que

seey
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(i1,i2,...,ik). Segue que a colegcao de abertos

{\/I]_ I2,... (|17|27 i) k) € Q}

é disjunta. Semelhantemente

K C JKivizoix € UVisizii:
Q Q

Escolhemosy, ap tais queV contém uma bola de raa e esta contido em uma bola de raio
ap. Entao, pardiy,iz,...,ix) € Q, 0 conjuntoVi, j, . i, contem uma bola de raig,c;, - - - Cj, a1

e portanto, uma de raigmin; ¢;)ayr, e esta contido numa bola de rajgc;, - - - ¢, a2 € portanto
numa bola de raiayr. Denotemos poQ; as sequénciass, i, ..., ik) € Q tais queB intercepta

Viiio...ix- Pelo Lema 3.12 existe pelo menps- (1+ 2ap)"a; "(min;c;) " sequéncias er®;
ASS|m,
R(B) = (K NB) <u({(iviz.-.)  Xipip,.. € KNBY)
U ({Ulll (YR % })
umavez que, sk, i, . € KNBC UQl\_/ilyi27~~~>ik’ entao existe um inteidotal que(iy, iz, .. .,ik) €
Q. Assim,

_gc.lc.2 -Ciy) _grsgrsq
1

onde usamos a equacao 3.8. Como qualquer conjlietsta contido em uma bola de rdid|,

temos que
H(U) <|U[%

e portanto o lema 3.6 garante que

mi(K)>q*>0=HD(K)=s.
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3.6 CALCULO DA DIMENS AO DE HAUSDORFF PARA
CONJUNTOS AUTO-SIMILARES

. ., 1
Voltando ao conjunto de Cantor, sabendo que a constantenttacéo & = 3 vamos usar
a equacao 3.6 para mostrar o valoHtie(K). ComoK = f1(K) U f2(K) ou seja, o conjunto de
Cantor triadico tem 2 funcdes geradoras temos entama so

Resolvendo paratemos

log2

5= log3

Assim, pelo teorema 3.2 I
0g?2
HD(K) = ——
(K) log 3

Vamos agora tratar a curva de Ka€hlcomo um conjunto auto-similar.

Exemplo 3.6.1.Koch snowflake obtida como invariante maximal de auto-sindhdes. Defi-
nimos primeiro a rotagao anti-horaria de angéio

X cosf —sin6 X
Rg =
y sin@ cosB y

()= )0
o (5)-(0)+ )

Agora estamos prontos para definir as similaridades queetiefancurva de Koch como um
invariante maximal.

Seja a contracao :

Finalmente a translacao:
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. )
y
X\ ) X\ _ % 0 2/3
- (2)
5 < 12 —V/3/2) (x/3)  (1/3
fa y)Z(Rn/SOF) <y>+T1/30 <y> <\/§/2 1/2 )(y/3>+< 0 )

N Z(Romso T yagoF) () = [ Y2 V32) (3173
fa y)—(R—n/s Ti-1/30 °F) <y> (—Vé/z 1/2>< y/3 )

NI

Figura 3.3: Func¢ao de von Koch

: .1 : .
Assim, novamente a constante de contragao§ porém temos aqui 4 funcdes geradoras

fazendo a equacao 3.6 ficar da forma

Novamente, resolvendo pasdéemos

Assim, pelo teorema 3.2
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CONCLUSAO

No presente trabalho procuramos contruir os fundamenttesmdgicas para mostrar o que
é a dimensao de Hausdorff e ainda apresentar mais premsaseu calculo. Depois de concei-
tuada, duas técnicas podem ser utilizadas: a definigdtafawom os dois lemas q@spremem
a dimensao e a definicao que se utiliza do fato de que a im&os conjuntos que apresentam
problemas ao definir uma medida em uma certa dimensao seatersimilares na construgao.

Para tal foram necessarios varios conceitos de anédigelogia e teoria da medida, que
nao fazem parte do curriculo da licenciatura em Matezaata Universidade Federal de Santa
Catarina mas que para este academico se tornaram um adsigriEnde interesse tanto como
curiosidade quanto como uma introducao para um estudor i um possivel curso de mes-
trado.
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