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Introducao

O conceito de espaco-tempo, ao contrario do que comumente se acredita, nao foi
introduzido por Einstein no comeco do século XX: esta idéia ja estava presente desde
a época de Newton. Esse erro se deve ao fato de que no caso Newtoniano existe uma
separacao geométrica implicita do tempo e do espaco. Uma das inovacoes apresentadas
por Einstein foi que, no espaco-tempo de Minkowski, esta divisao nao ocorre.

Os aspectos fisicos do assunto que tratamos, uma das suas partes mais interes-
santes, nao serao discutidos neste trabalho, devido a falta de tempo e espaco.

Este trabalho é constituido por cinco capitulos e dois apéndices. O primeiro
capitulo é dividido em duas Se¢oes. Na primeira, introduziremos o conceito de forma
bilinear simétrica juntamente com a sua forma quadratica associada e caracterizaremos
uma classe especial das mesmas, as chamadas formas quadréticas nao-degeneradas,
através dos seus dois invariantes: indice e posto. A segunda Secao é destinada as
isometrias lineares, que sao transformacoes lineares que preservam as estruturas de
espacos vetoriais semi-Euclidianos. Além disso, o conjunto das isometrias lineares
bijetoras de um espaco vetorial semi-Euclidiano forma o chamado Grupo Ortogonal,
deste espaco.

No segundo capitulo restringiremos nosso estudo para um espaco vetorial de
Lorentz e classificaremos os seus vetores e seus sub-espacos vetoriais através do seu
carater causal em trés tipos: tipo-espaco, tipo-tempo e tipo-luz. No final do capi-
tulo, definiremos o que vem a ser o cone de tempo de um espaco vetorial de Lorentz e
provaremos alguns fatos interessantes a respeito do mesmo.

O terceiro capitulo é dedicado aos espacos afins, no qual mostraremos suas pro-

priedades basicas e veremos um tipo especial de aplicacoes entre espacos afins: as



transformacoes afins. Em particular, as transformacoes afins bijetoras de um espago
afim qualquer formam um grupo com respeito & composi¢ao, o chamado Grupo Afim.
Além disso, obteremos o grupo afim do R" e provaremos que o grupo afim de qualquer
espaco afim n dimensional é isomorfo a ele.

No capitulo 4, o assunto principal sao os espacos-tempo Newtonianos, que sao
espacos afins munidos de uma estrutura Galileana. Veremos também que existem trans-
formacoes afins especiais, conhecidas como transformacoes Galileanas, que preservam
essa estrutura. Por fim, caracterizaremos o grupo Galileano do R x R™ e mostraremos
que ele é isomorfo a qualquer grupo Galileano de um espaco-tempo Newtoniano n + 1
dimensional.

O espaco-tempo de Minkowski, fundamental na Teoria da Relatividade Especial,
¢ o tema do quinto capitulo. Novamente, percebemos que a presenca de algumas
transformacoes afins especiais, as isometrias, e damos uma caracterizacao detalhada do
grupo de Poincaré. Finalmente, do ponto de vista geométrico, definiremos o que vem a
ser o carater causal de uma superficie no espaco tempo de Minkowski e classificaremos
algumas superficies conhecidas, quanto ao seu carater causal.

Com relacao aos Apéndices, nossa intencao é fornecer subsidios para um melhor
entendimento do texto. Em cada um deles, sao definidos os conceitos de grupo e
superficie, respectivamente, e em seguida enunciamos e provamos alguns resultados
basicos utilizados durante a apresentacao do trabalho. Apesar de que o texto nao
possui um Apéndice especifico sobre o0 assunto, um bom conhecimento de algebra linear

também ¢é essencial para a sua compreensao.



Capitulo 1

Formas Quadraticas

Neste Capitulo discutiremos os principais aspectos das chamadas formas quadraticas.

Em seguida, falaremos a respeito das isometrias lineares.

1.1 Propriedades Basicas

L. Uma forma bilinear g : £ x F' —

Definicao 1.1.1. Sejam E e F' espagos vetoriais
R € uma fungao linear em cada uma das duas varidveis, isto €, para quaisquer u,u’ € F,

v, o' € F ea R temos:
i) glu+u,v) =g(u,v) +g(,v)  glau,v) =ag(u,v);
ii) g(u,v+1) =g(u,v) +g(u,v)  glu,av) =ag(u,v).

Em particular, se ' e F' sao espacos vetoriais de dimensao finita, duas bases
arbitrarias U = {uy,...,un} C E eV = {v1,...,v,} C F definem uma matriz
C = [¢j] € M(m x n) tal que ¢;; = g(u;,v;), chamada a matriz da forma bilinear
g relativamente as bases U e V. Sendo assim, conhecendo os valores ¢;; = g(u;,v;),

a forma bilinear g : £ X FF — R fica inteiramente determinada. Com efeito, para

m n m n
u=> mu; € Eev=> yw €F quaisquer, tem-se g(u,v) = > ( cij:riyj)
=1 j=1 i=1 \ j=1

'A menos de mencdo em contririo, todos os espacos vetoriais e matrizes neste trabalho estdo

definidas sobre R.
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Quando E = F, a matriz de uma forma bilinear g : £ x E — R relativamente
a uma tnica base U = {us,...,uy,} C E serd a matriz C = [¢;;] € M(m x m) tal que

¢i; = g(u;, u;). Nesse caso, podemos introduzir o conceito de forma bilinear simétrica.

Definicao 1.1.2. Uma forma bilinear g : E x & — R chama-se simétrica quando

g(u,v) = g(v,u) para quaisquer u,v € E.

De acordo com a definicao, para que g seja simétrica é necessario que sua matriz
em relacao a qualquer base U C E seja simétrica. Entretanto, é também suficiente que
sua matriz em relagao a alguma base de F seja simétrica. Com efeito, se ¢;; = ¢j; entao

g(v,u) = Em: (zmzcijyi%’) = ml (icjixjyi) = 2’": <§:Cjz‘%’yz’) = g(u,v).

i=1 j=1 = j=1 7j=1 i=1

Exemplo 1.1.3. Dados os espacos vetoriais E e F e os funcionais lineares f : E — R,
h:F — R, afun¢io g : F x F — R definida por g(u,v) = f(u) - h(v) é uma forma
bilinear nao-simétrica chamada produto tensorial de f e h. Com efeito, g(u + u',v) =
futa)-h(v) = (f(u) + f()) - h(v) = f(u) - h(v) + () - h(v) = g(u,v) + (', v)
e g(au,v) = f(au) - h(v) = af(u)-h(v) = ag(u,v). Para a outra variavel, a demon-

stracao é anéloga.

Exemplo 1.1.4. Dados os vetores u = (aq,...,a,) e v = (f1,...,,) no espago Eu-
clidiano R", a func¢ao g : R" x R" — R definida por g(u,v) = oy + ... + a0, €
uma forma bilinear simétrica chamada produto interno canénico dos vetores u e v.

De fato, se w = (71,...,7,) entao g(u+w,v) = (q +71) 01+ (e +72) B2+ - . . + (i +
Vo) Bn = g(u,v) + g(w,v) e glku,v) = (kay)f +. ..+ (kayn) 5, = kg(u,v). Para a outra
variavel, a demonstragao é analoga. Note também que g(u,v) = a101 + ... + a6, =

Brag + ...+ Boay, = g(v,u), o que conclui a afirmagao.

O conceito de forma bilinear simétrica nos possibilita definir o que vem a ser uma

forma quadratica. E o que faremos agora. No restante deste capitulo, E denotara um
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espaco vetorial de dimensao finita, arbitrario mas fixado.

Definicao 1.1.5. Uma func¢ao ¢ : E — R chama-se uma forma quadratica quando
existe uma forma bilinear simétrica g : E X E — R tal que p(v) = g(v,v) para todo

v e FE, dita forma bilinear associada a .

Observacao: Note que a forma bilinear g associada a uma forma quadratica ¢ é
1

tinica. De fato, a igualdade g(u,v) = 5 <g0(u +v) —o(u) — go(v)), chamada formula

de polarizagao, garante a unicidade.

Denotaremos por ¢, a forma quadratica com forma bilinear associada a g.

Definicao 1.1.6. A matriz de uma forma quadrdtica ¢, : E — R na base U =
{ui,...,un} C E € a matriz, nesta mesma base, da forma bilinear simétrica g :

E x E — R tal que p,(v) = g(v,v).

Exemplo 1.1.7. A fungdo ¢, : R? — R definida por p,((z,y)) = 2* + 4oy + 3y* &
uma forma quadratica associada a forma bilinear simétrica ¢ : R? x R? — R tal que
g((x1,11), (T2, y2)) = w122 + 221Y2 + 2x2y1 + 311y2. De fato, a verificagdo é imediata.

Em relagio a base canonica de R?, a matriz C' = [¢;;] € M(2 X 2) da forma quadrética

1 2
e C = , que é uma matriz simétrica.

2 3

Nosso objetivo a partir de agora consiste em estudar e caracterizar um tipo partic-
ular de formas quadraticas, as chamadas formas quadraticas nao-degeneradas. Faremos
essa caracterizacao com o auxilio de dois invariantes associados a uma forma quadratica,

seu indice e seu posto.

Definicao 1.1.8. Uma forma quadrdtica ¢, : E — R € dita ser nao-degenerada se

a forma bilinear simétrica g : E X E — R associada é nao-degenerada, isto €, se
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g(u,v) =0 para todo v € E entdo u = 0.

Exemplo 1.1.9. A fungdo ¢, : R® — R onde ¢,((z,y,2)) = 42* — y* + 22y ¢ uma
forma quadratica degenerada. Para ver isto, basta tomar o vetor u = (0,0,5) € R,

Note que g(u,v) = 0 para todo v € R® mas, obviamente, v nao é um vetor nulo.

Exemplo 1.1.10. A fungao ¢, : R* — R onde ¢, ((z,y,2)) = —2? +2y* + 32* ¢ uma
forma quadratica nao-degenerada. De fato, a forma bilinear simétrica associada a ¢,
6 g:R3x R — R tal que g((z1,y1,21), (T2, Yo, 22)) = —2129 + 2y192 + 32120. Seja
u = (70, Y0, 20) € R3 tal que, para todo v = (7,v, z) € R3, g(u,v) = 0. Em particular,
g(u,ex) = 0 em que k € {1,2,3}. Sendo assim, temos que zg = yp = 29 = 0, isto é,
u = (0,0,0). Logo, g : R* x R*® — R ¢ nao-degenerada, ou seja, p, : R¥ — R ¢

nao-degenerada.

Definicao 1.1.11. O indice de uma forma quadrdtica p, : £ — R é a maior di-
mensao de um subespaco vetorial de E restrita ao qual a forma quadrdtica é negativa.

Quando p,(v) > 0 para todo v € E, diremos que o indice de @, € zero.

Observacao: Note que o indice de uma forma quadratica é uma nocao intrinsica,

independente de escolhas de base.

Definicao 1.1.12. O posto de uma forma quadrdtica p, : E — R na base U =

{uy, ..., un} C E € o posto da sua matriz nesta base.

Observacao: Apesar da definicio mencionar a escolha de uma base de F, sabemos
que o posto de uma forma quadrética é um invariante numérico, isto é, tem o mesmo
valor independente da base escolhida. Ver [3].

Finalmente, estamos preparados para caracterizar as formas quadraticas nao-degeneradas.
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Teorema 1.1.13. Seja ¢, : £ — R uma forma quadrdtica e E um espago vetorial

de dimensao finita n. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) ¢, : E — R € nao-degenerada;

(2) A matriz de ¢, : E — R com respeito a alguma (e portanto a toda) base é

tnwvertivel.
(3) Posto de ¢, = n.

Demonstragao: (1) = (2) Seja {v1,...,v,} uma base de E. A matriz da forma
quadratica nao-degenerada ¢, : £ — R relativamente a esta base é a matriz C' =
[c;;] € M(n x n) tal que ¢;; = g(v;,v;), para todo 4,5 € {1,...,n}. Para provar que
a matriz é invertivel, vamos mostrar que o sistema i cizi =0 (1<j<n)den
equagoes e n incognitas possui apenas a solugao trivgll.

Note que as n equagoes podem ser reescritas de seguinte maneira:

icijxi =0= Zn:g(vi,vj)xi =0= g(zn:xivi,vj) =0 = g(v,v;) = 0 onde v =
zx:llvl + ...+ xnvfle E. Dado u = yw;:—ll— oo+ ypv, € E temos que g(v,u) =
i g(v,v;)y; = 0. Mas isso implica que v = 0, pois a forma quadratica é nao-degenerada
i)zolr hipotese. Logo, x1 = 2o = ... = x,, = 0 e a matriz é invertivel.

(2) = (1) Seja B = {vy,...,v,} uma base de E e suponha que exista w € F tal que
g(u,w) =0 para todo u € E. Em particular g(v;, w) = 0 para todo i € {1,...,n}.

n
Escrevendo w = zjv; + ... + 2,0, temos que Y g(v;,v;)r; = 0. Denotando a;; =

7=1
aip ... Qin T
g(v;,v;) temos o seguinte sistema linear: : : : = (0. Como, por
Ap1 --. Apm Tn
hipotese, a matriz é invertivel, concluimos que 1 = ... =z, = 0, ou seja, w = 0.

(2) < (3) A matriz de ¢, em uma dada base ¢ invertivel se e somente se, suas colunas

sao linearmente independente, isto ¢, se e somente se o posto de ¢, ¢ igual a n.

Exemplo 1.1.14. (Novamente os exemplos 1.1.9 e 1.1.10) A fungdo ¢, : R* —

R onde ¢,((x,y,2)) = 42* — y* + 2xy ¢ uma forma quadratica degenerada. De fato, a

14



4 1 0

matriz da forma bilinear associada a ¢, na base canonica é 1 —1 0 |, que nao

0 0 O
¢ invertivel. Logo, ¢, ¢ degenerada. A fungio ¢, : R® — R onde p,((z,y,2)) =

—2? + 2y? + 32 é uma forma quadratica nao-degenerada. De fato, a matriz da forma

-1 0 0
bilinear associada a ¢, na base canonica é 0 2 0 [, que éinvertivel. Logo, ¢,
0 0 3

é nao-degenerada.

Apresentaremos agora um resultado que nos ajudara na demonstracao da ex-
isténcia de uma base ortonormal (veja defini¢ao abaixo) em todo espago vetorial de di-
mensao finita munido de uma forma bilinear simétrica nao-degenerada. Mas, primeira-
mente, vamos definir o que vem a ser o complemento ortogonal de um subespaco de

E. Fixamos, pelo resto do capitulo, uma forma bilinear simétrica nao-degenerada

g:ExXE—RemE.

Definigao 1.1.15. Dois vetores u,v € E chamam-se ortogonais (ou perpendiculares)

quando g(u,v) = 0.

Definicao 1.1.16. O complemento ortogonal de um conjunto nao-vazio X C E € o

conjunto X+ formada pelos vetores v € E que sio ortogonais a todos os vetores v € X :
X+t :={ve E/g(v,x) =0, para todo v € X}.
Observacgao: Note que X+ é sempre um subespaco vetorial de E.

Teorema 1.1.17. Seja ' C E um subespaco vetorial. Entao, valem as sequintes

afirmacgoes:
(a) dim £ = dim F' + dim F*;

(b) (F4)" = F;
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(c) E=F® F* & glpxr € nao-degenerada.

Demonstracao:
(a) Seja V= {vy,..., v} uma base de F. Inicialmente, vamos completa-la de tal
maneira que seja uma base vV = {v1,.. ., Uk, Vgs1,- -, } de E. Dado u =

n
> xv; € E, sabemos pela nossa definigdo de complemento ortogonal que u €

i=1

F+ & g(vi,u) = 0 para todo i € {1,...,k}. Podemos reescrever essa fil-
gir --- Gin 1

tima igualdade na forma matricial : : : = 0 em que
k1 --- Gkn T

G =194, 1 <i < kel <j<nemaqueg; = g(vivj). Assim, con-
cluimos que v € F*+ & (x,...,1,) € N(G), o nicleo de G. Em partic-
ular, dim F+ = dim N(G). Pelo Teorema do Ntcleo e da Imagem, sabemos
que dim £ = dim N(G) + dim Im(G). Como a forma bilinear simétrica é nao-
degenerada, pelo teorema anterior, sua matriz é invertivel. Em particular isso sig-
nifica que as linhas G sao linearmente independentes e portanto dim Im(G) = k.
Por hipotese também, temos que dim £ = n e, dessa forma, concluimos que

dim N(G) = n — k. Logo, temos que dim F'* =n — k = dim E — dim F.

(b) Para provar essa igualdade usaremos o seguinte resultado da Algebra Linear: Se
E é um espaco vetorial de dimensao n e F' C E é um subespaco vetorial também
de dimensao n, entdao F = E [3]. Certamente F' C (F*)*. Pela definigao de
complemento ortogonal e (F+)+ & subespaco vetorial de E e portanto um espaco
vetorial. Pelo item (a) temos que dim F* = dimE — dim F e dim(F*+)t =

dim E — dim F*. Logo, dim(F+)* = dim F e o resultado segue.

(c) (=) Sejau € F tal que g(u,v) = 0 para todo v € F. Por defini¢do de complemento
ortogonal, temos que v € F*. Mas por hipétese, E = F & F*. Logo, u = 0 e
assim g|pxr € ndo-degenerada.

(=) Usaremos nesta demonstracao dois resultados de Algebra Linear. O primeiro
foi o utilizado no item (b) e o segundo é o seguinte: Sejam Fj e F, subespagos

de dimensao finita de um espaco vetorial . Tem-se dim F} + dim Fy, =
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dim(F, N Fy) + dim(F; + F) [3]. Certamente, F' + F* C E. Seja u € F tal
que para todo v € F g(u,v) = 0 (ou seja, u € F N F+). Como por hipotese,
glrxr € nao-degenerada u = 0 e portanto F'N F+ = {0}. Usando os resultados
citados temos que dim F' + dim F+ = dim(F N F*) + dim(F + F*). Como
dim F + dim F* =dim E e dim(F N F*) = 0 temos que dim £ = dim(F + F1).
Portanto, F' + F+ = E. Como FNF+ ={0}, F& F+ = F.

Observacoes:
(1)Uma forma quadratica pode ser nao-degenerada no espago vetorial £ mas quando

restrita a um subespaco vetorial pode tornar-se degenerada. Por exemplo, ¢ : R? —

1 0
R, p(z,y) = 2% — y* é nao-degenerada, pois a matriz é invertivel. Mas se

0 -1

restrita no subespaco vetorial F' = {(z,z) € R?}, ¢ é degenerada. De fato, a forma

bilinear associada a ela quando restrita a F
g: FxF — R
((v1,21), (T2, 02)) +—— 1 - Tg — 1 - X9
é degenerada. Basta tomar o vetor (1, 1) e note que ¢g((1,1),(x,z)) =z —x = 0, para
todo (z,z) € F.
(2) O item (c) do Teorema 1.2 pode ser reescrito da seguinte maneira: g|pxp é nao-

degenerada < F'N F+ = 0.

Corolario 1.1.18. Seja F' C E subespaco vetorial. Entao, glpxr € nao-degenerada

& glpiypr € nao-degenerada.

Demonstragao: De fato, dos itens (b) e (¢) do Teorema 1.2, temos que: ¢|pxp é

nao-degenerada < F = F® F+ & F = (FL)L ® Ft & g|lpiypL € ndo-degenerada.
[ |

Definigao 1.1.19. Uma base{e,...,e,} C E € dita ser ortonormal quando g(e;, e;) =

0sei#jegle,e)==xl para todoi € {1,...,n}.
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Exemplo 1.1.20. Fixe s € N, s < n, e seja g : R” x R® — R uma forma bilinear tal
-1, sel <i<s

que g(e;, ej) = 1, ses+1<i:1<n

0, sei#j.
Os vetores do conjunto B = {ej,...,es, €541, .., €, formam uma base ortonormal de
R™.

Teorema 1.1.21. Todo espago vetorial de dimensao finita munido de uma forma bi-

linear simétrica nao-degenerada possui uma base ortonormal.

Demonstracao: Usaremos inducao na dimensao de E. Sejam dimF =ne v € E um
vetor nao-nulo tal que g(v,v) # 0. Certamente existe um tal vetor, pois se g(u,u) =0
para todo u € E terfamos g(u + w,u + w) = 0. Sendo assim, g(u,w) = 0 para todo

u,w € E o que seria um absurdo pois, por hipdtese, a forma bilinear simétrica é

v
nao-degenerada. Assim, se n = 1, {|—
g

(v, 0)]

n > 1, considere o resultado valido para n — 1. Seja F' o subespago vetorial gerado

} ¢ uma base ortonormal de E. Se

por {ﬁ} Entao, g|pxr € nao-degenerada. Com efeito, seja u € F tal que
g(u,w) :g gé)ara todo w € F. Em particular terfamos g(u,v) = 0. Como F' tem
dimensao 1, u = av, com « € R. Dessa forma, ag(u,u) = 0. Logo, a = 0, isso é, u = 0.
Usando o Corolario 1.2, podemos concluir que g|piypi também é nao-degenerada. Mas

dim F+ = n — 1, pelo Teorema 1.2, item (a). Pela hipotese de inducdo, existe uma

base ortonormal B = {ej,ea,...,¢, 1} C F+. Como v € F, temos que g(v,e;) = 0
para todo i € {1,...,n—1}. Tomando e, = L, teremos B = {ey,...,€,-1,€n}
|g(v, v)]

uma base ortonormal de E.
[ |

Note que, com respeito a uma base ortonormal, a matriz de g tem entradas fora da
diagonal principal iguais a zero, e na diagonal principal temos ¢ entradas —1 e n — ¢
entradas 1. O proximo teorema garante que ¢ nao depende da base ortonormal tomada,

sendo de fato igual ao indice de g.
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Teorema 1.1.22. (Lei da inércia, de Sylvester) Seja ¢ : E — R uma forma quadrd-
tica (nao necessariamente nao-degenerada). Se existir uma base V = {vy,...,v,} C E
tal que, para todo v = ixzvl se tem o(v) = —af — a3 — ... —af+ i, + ...+ 2
entao a forma quadrdtiézlgo tem indice © e posto r.

Demonstracao: Primeiramente note que a matriz de ¢ : £ — R na base V tem 1
nimeros —1 e 7 — ¢ nimeros 1 na diagonal principal e os demais elementos iguais a
zero. Logo, o posto de ¢ : E — R, que é igual ao posto dessa matriz, é r. Quanto ao
indice, seja F' C E' um subespaco vetorial, restrito ao qual ¢ é negativa. Mostraremos
que dim F' < 4. Com efeito, se o vetor nao nulo v = ixzvz pertencer a F' entao
—ai—...—xi+al,+...+a2 <0. Logo, a3 +...+a? ;:;:§+1+...+$f > 0 e temos
(71,...,2;) nao nulo em R’. Isso mostra que a transformacao linear A : ' — R?,
definida por Av = A(% z;v;) = (x1,...,7;) € injetora. Portanto, dim F' < i. Para
finalizar, observamos qlzlzelo subespago gerado por {vy,...,v;} tem dimensao i e, restrita
a ele, p(v) = —x3 — ... — x? é negativa. Logo, i é a maior dimensio de um subespago

vetorial de F, restrita ao qual ¢ é negativa.

No caso de uma forma bilinear nao-degenerada g em F, podemos escolher uma base

ortonormal B = {ej,...,e,} , que claramente atende as hipoteses da Lei da Inércia de
Sylvester. Para todo v = Y1 | z;e; teremos ¢ (v) = —af — ... —af + 27 + ...+ 22,
-1, sel<k<i )
onde ordenamos B de modo que: ¢4(er) = A matriz de
1, sei+1<k<n.
—1
0
—1
—— —
g nessa base ¢ da forma [g(e;, e;)] = L vezes e ¢, fica entdo
1
0
1
h'\f—/
n —1 vezes |

caracterizada inteiramente por seu indice.
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No restante deste trabalho, assumiremos que toda base ortonormal ser& assim or-

denada. Terminaremos essa secao com a definicao de espaco vetorial semi-Euclidiano.

Definigao 1.1.23. Um espaco vetorial semi-Euclidiano é um par (E,g), em que E é
um espago vetorial de dimensao finita e g : EX E — R € uma forma bilinear simétrica
nao-degenerada em E. (E,g) € dito ser um espago vetorial Euclidiano se o indice de

g € zero, e Lorentziano (ou de Lorentz) se o indice de g é 1 e dim E > 2.

1.2 Isometrias Lineares

Definigao 1.2.1. Sejam (V,g) e (W,h) espagos vetoriais semi-Euclidianos. Uma
isometria linear é uma transformacao linear T :' V. — W tal que h(T(v),T(w)) =

g(v,w) para todo v,w € V.

Exemplo 1.2.2. Sejam V = W = R? com g = h = (,) produto interno usual e
0<6<2m.

A aplicagao

cosf sind x
(z,y) — .
—sinf cosf Y
¢ uma isometria linear. De fato, 7' é uma aplicagao linear e além disso, pondo
v=(x,y)ev = (2,y), M(T(v),T(w)) = (T'(v),T(w)) = ((xcost + ysinh, —x cosf +
ycos ), (2 cos 0+ sin§, —z' sin 0+ cos 0)) = za’ cos? O+xy’ sin 6 cos O+z'y sin 0 cos O+
yy' sin? 0 4 za’ sin? @ — xy’ sin § cos 6 — 'y sin 0 cos 0 + yy' cos? @ = 2’ (sin? @ + cos? 0) +

yy' (sin? @ + cos? ) = xa’ + yy' = (v,w) = g(v,w) para todo v, w € R2.

Exemplo 1.2.3. Sejam V = W = R" e ¢ = h = (,) produto interno usual. Seja
A€ M(n xn) tal que A’A = I,,«,,. A aplicagio

T: R — R"

r — Ax
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é uma isometria linear. Novamente, 7" é uma aplicagao linear e além disso, h(T'(v), T'(w)) =
(T(v), T(w)) = (Av, Aw) = (Av)'Aw = v'A'Aw = v' [ x,w = v'w = (v,w) = g(v,w)

para todo v, w € R™. Note que este exemplo inclui o anterior como caso particular.

Exemplo 1.2.4. Sejam V = W = R3,
g="h: R? x R? —R
(z,y,2), (@, y,2") — —xx'+yy +22, e a €R.
A aplicacao

T: R3 — R3

cosha sinha 0 T
(z,9,2) = | sinha cosha 0 Y
0 0 1 z

é uma isometria linear. De fato, 7' é uma aplicacao linear e além disso hA(T'(v), T'(w)) =

h((x cosh a+y sinh «, z sinh a4y cosh a, 2) (2’ cosh a+y' sinh «r, 2’ sinh a4y’ cosh o, 2')) =
—x’ cos? ha—zy sinh a cosh a—z"y sinh v cosh a—yy’ sinh? a+z2’ sin? ha+zy’ sinh o cosh a+
r'ysinh acosh o + yy'a + 22’ = 22/ (sin® ha — cos? ha) + yy'(cos? a — sin® ha) + 22’ =

—x2’ +yy' + 22" = g(v,w) para todo v, w € R,

Observacao: E possivel obter uma isometria linear entre espagos vetoriais semi-

Euclidianos de indices distintos.

Exemplo 1.2.5. Sejam V = R?, W = R3,
g: RZxR? — R
(u,v)  +— (u,v)
produto interno usual e
h - R3 x R3 — R

((x7 Y, Z)? ('17/7 y/a Z,)) — —xa’ + yy/ + 27
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A aplicagao

T: R? —R?
(z,y) +— (0,2,y)

é uma isometria linear. De fato, 7" é uma aplicacao linear e além disso h(T'(v), T'(w)) =

h((0,z,y),(0,2',y") = x2’ + yy' = (v,w) = g(v,w) para todo v, w € R

Proposicao 1.2.6. Toda isometria linear € injetiva.

Demonstragao: Sejam (V,g) e (W, h) espagos vetoriais semi-Euclidianos, 7' : V —
W uma isometria linear e v € V com T(v) = 0. Sendo assim, temos que 0 =
h(T(v),T(w)) = g(v,w) para todo w € V. Como g : V x V — R é uma forma

bilinear simétrica nao-degenerada, concluimos que v = 0 e o resultado segue.

Defini¢ao 1.2.7. Sejam (V,g) e (W, h) espagos vetoriais semi-Euclidianos. Um iso-
morfismo linear entre (V,g) e (W,h) é uma isometria linear sobrejetora (portanto bi-

jetora).

Teorema 1.2.8. Sejam (Vi,g:), i = 1,2,3, espagos vetoriais semi-Euclidianos e T
Vi — Vo e S Vo — V3 isometrias lineares. A aplicacao SoT : Vi — V3 € uma
isometria linear. Além disso, se R : V; — V; é um isomorfismo entio R™' : V; — V;

também € isomorfismo. (i,j =1,2,3)

Demonstracao: Como a composicao de aplicacoes lineares é uma aplicacao linear,
entdao SoT : V; — V3 é uma aplicacao linear. Além disso, temos que g3(S o T (v),S o
T(w)) = g3(S(T(v)), S(T'(w))) = go(T'(v), T(w)) = g1 (v, w) para todo v,w € V;. Logo,
SoT :V, — V3 & uma isometria linear.

Suponha que R : V; — Vj seja um isomorfismo. Como a inversa de uma aplicagao

linear ¢ uma aplicagdo linear R~! : V; — V; é uma aplicagdo linear. Além disso,
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gi(R'(v), R (w)) = g;(R(R*(v)), R(R" ! (w))) = g;(v, w) para todo v,w € V;. Logo,

R ': V. — V, & um isomorfismo.
J
[ |

Observagao: Em particular, dado (V,¢) um espaco vetorial semi-Euclidiano, a apli-

cagao identidade

Id: V. —V

v 0

é um isomorfismo.

Teorema 1.2.9. Sejam (V, g) e (W, h) espagos vetoriais semi-Euclidianos. A aplica¢ao
T:V — W € um isomorfismo se e somente se V e W possuem a mesma dimensao

eg:VxV—Reh:WxW — R possuem o mesmo indice.

Demonstragao: (=) Suponha que 7' : V' — W é um isomorfismo. Seja {es, ..., er,
€141, - -, €, } uma base ortonormal de V' em que I seja o indice da forma quadratica as-
sociadaa g: VxV — R. Como T : V — W é uma bijecao linear, {T(ey),...,T(es),
T(er41),...,T(e,)} € uma base de W. Portanto, V' e W possuem a mesma dimensao.
Além disso, como T : V' — W é isometria linear, temos que h(T'(ex), T(e;)) = g(ex, €;)-
Logo, {T'(e1),...,T(er),T(er4+1),...,T(e,)} é uma base ortonormal, sendo o indice [
pelo Teorema da Inércia.

(<) Suponha que V' e W tenham a mesma dimensiao n e as formas quadraticas as-
sociadas a g : VXV — Re h: W xW — R tenham o mesmo indice. Sejam
{er,... e eryr,...,enfe{el, ... e e, ..., e,} bases ortonormais de V e W, respec-
tivamente. Defina a aplicagao T : V' — W da seguinte maneira: T'(ej) = ey para todo
ke{l,...,n}. Aaplicagdo T : V. — W é uma aplicagao linear e, além disso, é a tinica
aplicacao linear que satisfaz essa condi¢ao. Mais ainda, T : V' — W & uma isometria
linear. De fato, h(T(v),T(w)) = h(aiT(€}))+. ..+, T(e))), (T (e))+...+8.T(e,)) =
) < > aiﬁjh<T(€§)aT(€})>) = Zﬁ:laiﬁig(eiv €j) = ZZnII (Jil Oéiﬁjg(ez‘aej)) = glarer +

i=1 \ j=1
oot apen, fier + ..o+ Bhen) = g(v,w) para todo v,w € V. Sendo assim, T : V — W
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é injetiva. Como T : V — W é aplicacao linear injetiva e V' e W possuem mesma

dimensao, entao 7' : V. — W & sobrejetiva. Logo, T': V — W é um isomorfismo.
|

Defini¢ao 1.2.10. Seja (V, g) um espago vetorial semi-Euclidiano. O grupo ortogonal
de (V,g) éO(V,g) ={T:V — V/ T € isomorfismo linear}.

Observagao: Do Teorema 1.2.8, decorre imediatamente que O(V, g) é um grupo com
a operacao dada por composicao.

Fixe agora n € N. Denotaremos por M, o conjunto das matrizes n X n.

_ . )
0
-1
Definicao 1.2.11. Sejam 0 < I <nen; = I vezes
1
0
1
W
L n — I vezes |

On—1,I) ={A € M,/An;A® = n;}. Note que se A € O(n — I,I), An;A* = ny,
e portanto (A AN~ = n;t, isto €, (AY)"inrA™Y = 0. Logo, n; = AtniA. Reciproca-
mente, se ny = A'nrA, entao Ani A =y, isto é, A€ O(n—1,1).

Observagao: Denotamos por GL(n), o grupo das matrizes n X n invertiveis.

Proposigao 1.2.12. O(n —I,1) € subgrupo de GL(n).

Demonstragao: Seja A € O(n—1,1). Sendo assim, temos que det n; = det(A'n;A) =
detAt - det ny - detA = det®A - det ;. Portanto, det?A = 1 e, em particular, detA # 0.
Logo, A é invertivel, isto é, A € GL(n). Além disso, se A € O(n — I, 1), n;' = n;
e (A" = (A1) temos que 5y = 77! = (Al A) = ATy (AN = A-p (A7)
Analogamente, n; = (A™1)'n;A™!. Logo, A~! € O(n — I,I). Seja também B € O(n —
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I,1). Como (AB)! = B'A" temos que (AB)'n;AB = B'A'n;AB = B'n;B = n;. Logo,
AB € O(n—1I,1) e o resultado segue.

Teorema 1.2.13. Seja (V,g) um espago vetorial semi-Euclidiano com dimensao n e
indice da forma quadrdtica associada a g 'V XV — R igual a I. Entao os grupos

O(V,g) e O(n — 1,1) sao isomorfos.

Demonstragao: Fixe B = {ej,...,er, er41,...,€,} base ortonormal de V. Note que

nr € exatamente a matriz de g : V x V — R nessa base. Defina

T —— T'g

em que Tp é a matriz de T na base B. Sendo assim, temos que [(Tp)'n/Tgli; =

é <l:i1(TB)ki (71 ka (TB)lj) = é (l:il(TB)ki g(ex, er) (TB)lj> B g(é(TB)ki - €,

> (Th)i; - GZ) = 9(T(e:), T(e;)) = glei,e;) = (nr)ij- Portanto, T T = 1. Logo, ¢
i=1
estd bem definida. Além disso, temos que ¢(T' 0 S) = (T o S)p = Tp - Sp. Portanto,

¢ é um homomorfismo. Suponha que Tp = Sp. Sendo assim, temos que T'(e;) =
n

Y (T)ije; = Z(SB)zjey = S(e;) para todo ¢ € {1,...,n}. Portanto, T = S e

Jj=1 Jj=1

¢ é injetora. Seja Ty € O(n — I,I). Defina T : V. — V pondo T(ineZ) =
=1

> ( > ai(T ) Portanto, (T') = Ta. Logo, ¢ é um isomorfismo entre O(V, g) e

. . . . ~ 2 .
No que segue, identificamos, sem maiores discussoes, M, e R™ com sua topologia e

estrutura diferenciavel usuais.

n(n —1)

2

Teorema 1.2.14. O(n—1I,1) ¢é superficie de classe C* e dimensao em R™.

2

2Veja Apéndice B.
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Demonstragao: Denotamos por S, o conjunto das matrizes n X n simétricas, que

. . n(n+1) . . ~
identificamos com R~ 2. Considere a aplicacao

n(n+1)
2

f: M,(=R"”) — S, (=R )

A — Anp A’

f & polinomial, e portanto de classe C*. Além disso, O(n — I, 1) = f~(n;).

Afirmacao: Para todo A € ]R"2, a aplicacao linear

n(n+1)
2

T: M(=R") — S, (=R"2 )

B — By A" + An; B

é igual & derivada Df(A) de f em A. De fato, usando a norma do sup, temos

If(A+B)— f(4) ~T(B)| _ (A+By(A+B) — AgA' — By A* — An |
3] 3|
BB _ Bl I
Lt < P2 = By,
5] 5]

A+ B)—- f(A)-T(B
Logo, i WA+ B) = 1(4) = T(B)|
IB]—0 1Bl
Basta agora, pela Teorema B.9 do Apéndice 2, mostrar que para todo A € O(n—1,1),

=0.

Df(A) é sobrejetora. Seja M € S, e considere B = M+’A. Sendo assim, temos que
Mn; A Mn A\ M MY MM
= mem+Am(7”>:= UL L

Df(A)(B) 5 = — + — = M. Logo,

2 2 2 2
n(n+1) n(n-— 1).

O(n — I) é uma superficie de classe C™ e dimensao igual a n* — 2 B 2

Definigao 1.2.15. O grupo de Lorentz é O(n — 1,1). O grupo especial de Lorentz é
0 subgrupo SO(n —1,1) ={A € O(n—1,1)/detA = 1}.
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Capitulo 2

Espacos Vetoriais de Lorentz

Este capitulo tem como objetivo definir e caracterizar o carater causal de certos sube-
spacos vetoriais. Em seguida, descutiremos alguns aspectos do cone de tempo.

Repetimos aqui, por conveniéncia, a definicao de espaco vetorial de Lorentz.

2.1 Propriedades Basicas

Defini¢ao 2.1.1. Um espago vetorial de Lorentz é um par (V,g) em que V € um
espaco vetorial de dimensao finita com dimV > 2 e g:V XV — R € uma forma

bilinear simétrica nao-degenerada cuja forma quadrdtica associada tem indice igual a 1.

Exemplo 2.1.2. Sejam V = R"! ¢
gO : Rn+1 X Rn+1 SN R

((wos @1, @n), (Yo, Y1, -+ Yn)) — —ToYo + Z ZiYi-
i=1

(R go) é um espaco vetorial de Lorentz. De fato, R"™! é um espago vetorial de

dimensao finita com dim(R"™) =n + 1 > 2 e ¢ tem indice 1 pelo teorema da Inércia.

Fixado um espago vetorial de Lorentz (V, g), é comum nos referirmos apenas a V'
como o espago vetorial de Lorentz quando nao existir perigo de confusao. Se W C V

é um subespaco, o indice de W é por defini¢ao o indice de g|wxw -
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Definicao 2.1.3. Seja W C V' um espaco vetorial.
i) W ¢ tipo-espago se glwxw € positiva definida;

ii) W ¢ tipo-tempo se glwxw € nao-degenerada com indice 1 (ou seja, se dim W > 2,

entao (W, glwxw) € um espago vetorial de Lorentz);

iii) W ¢ tipo-luz se glwxw € degenerada.

Observacao: Evidentemente, estas trés possibilidades sao mutuamente excludentes.

Nos referimos a elas como o cardter causal de W.

2.2 Carater Causal

Definigao 2.2.1. O carater causal de v € V' (tipo-espago, tipo-tempo ou tipo-luz) é o

cardter causal do subespaco gerado por v.

Observacao: O vetor nulo é tipo-espago por vacuidade.

Exemplo 2.2.2. Seja (R"*!, gy) como no Exemplo 2.1.2.

Os subespacos vetoriais W; = {(zo, 21,0, ...,0) € R"™ /xg, 21 € R}, W, = {(0, 21, ..., 7,)
€ R /xy, ... 2, € R} e Wy = {(z0, 20,71, ..., Tp_1) € R /g, 21, ... 2,1 € R}
sao, respectivamente, tipo-tempo, tipo-espaco e tipo-luz. De fato, os trés subconjuntos

sao subespacos vetoriais de R™™ (imediato!). Além disso, é imediato também que a

base canonica {ey, . ..,e,} de R™™ & ortonormal com respeito a gy e que B; = {eg, 1}

e B, = {e1,...,e,} sdo bases, respectivamente, de W; e W;. Dessa forma, as matrizes
~ ) -1 0

de glw,xw, © g|lw.xw, s@o, respectivamente, e I(nxn). Portanto, glw,xw,
0 1

e  glw.xw. sao nao-degeneradas e possuem indice 1 e 0, respectivamente. Finalmente,

u=(1,1,0,...,0) € W, e g(u,w) = 0 para todo w € W;. Logo, g|w,xw, ¢ degenerada.
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Proposicao 2.2.3. Seja (V,g) um espago vetorial de Lorentz e v € V\{0}:
i) V é tipo-tempo se e somente se g(v,v) < 0;

ii) V € tipo-espago se e somente se g(v,v) > 0;

iii) V € tipo-luz se e somente se g(v,v) = 0.

Demonstragao: i), ii) (=) Seja W = span{v} o subespago gerado por v. Sendo
assim, temos que W é tipo-tempo (respectivamente tipo-espago). Dessa forma, g|w xw é
nao-degenerada e a forma quadratica associada a g|w «xw tem indice 1 (respectivamente
zero). Como W tem dimensao 1, g(w,w) < 0 (respectivamente g(w,w) > 0) para todo
w € W\ {0}. Em particular, g(v,v) < 0 (respectivamente g(v,v) > 0).

i), ii) (<) Seja @ € R\ {0} como g(av,av) = a?g(v,v), temos que g(av, av) é negativa
(respectivamente positiva). Sendo assim, g|w«w é negativa definida (respectivamente
positiva definida). Portanto, g|wxw é nao-degenerada e a forma quadratica associada
tem indice 1 (respectivamente zero). Logo, W é tipo-tempo (respectivamente tipo-
espago).

iii) (=) Seja W = span{v} o subespago gerado por v. Se glwxw é degenerada, entao
existe w € W\ {0} tal que g(w,u) = 0 para todo u € W. Em particular, g(w,v) = 0.
Como W tem dimensao 1, w = av, para algum o € R\ {0}. Sendo assim, temos que
9(0,0) = glw,0) =0.

iii)(«=) Seja w € W. Dessa forma, existe o € R tal que w = av. Portanto, g(w,v) =

ag(v,v) = 0. Logo, glwxw ¢é degenerada.

Teorema 2.2.4. Seja W C V' um subespaco vetorial:

i) W € tipo-tempo se e somente se WL € tipo-espago;
ii) W ¢ tipo-espago se e somente se W ¢ tipo-tempo;
iii) W ¢ tipo-luz se e somente se W= ¢ tipo-luz.

Demonstragao: i)(=-) Se W é tipo-tempo entdo g|lwxw é nao-degenerada. Sendo

assim, sabemos que W+ é nao-degenerado, pelo Corolario 1.1.18. Além disso, também
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temos que o indice de W+ é zero. De fato, seja {ey, ..., e} base ortonormal de W com
g(e1,e1) = —1 e suponha que {egy1,...,e,} é uma base ortonormal de W+. Entdo,
{e1,...,en} € base ortonormal de V' e como o indice de V & 1, g(e;, ;) = 1, para todo
k+1<i<mn,glwiywe € positiva definida, isto &, o indice da forma quadratica asso-
ciada a gl 1 é zero.

i)(<=) Se W+ é tipo-espaco entdo gl 1 w1 é positiva definida e portanto nao-degenerada.
Usando um raciocinio analogo ao anterior, concluimos que o indice de W ¢ igual 1.
Como ja sabemos que g|lwxw € ndo-degenerada, o resultado segue.

ii) Basta utilizar o fato que W = (W)L e aplicar o Corolério 1.1.18 ao item (i).

iii) (=) Suponha que W é tipo-luz. Sendo assim, W+ & tipo-luz também pois, caso
contrario, terfamos uma contradi¢do com (i) ou (ii).

iii) (<) Basta utilizar o resultado anterior e o fato que (W+)4t = W.

Os diferentes tipos de carater causal para um subespaco W sao ilustrados na

figura 2.1, no final do capitulo.

Corolario 2.2.5. Se v,w € V sao tipo-luz entio g(v,w) = 0 se e somente se v e w

sao paralelos.

Demonstragao: (=) Seja u € V um vetor tipo-tempo (existe um subespago de V

de dimensao 1 em que os vetores nao-nulos sao do tipo-tempo). Se g(v,u) = 0, entao

v € ut = (span{u})*t, que ¢ do tipo-espaco pelo teorema anterior. Mas entdo, como

v # 0, terfamos g(v,v) > 0, uma contradi¢do. Sendo assim, temos que g(v,u) # 0. Seja
y - dww

g(u,v)
AU —w Eu

. Dessa forma, Ag(u,v) — g(u,w) = 0, isto é, g(u, A\v —w) = 0. Portanto,
L e com isso g(Av — w, v — w) > 0 sendo que g(A\v —w, \v —w) =0 &
Mv—w = 0. Mas, por hipotese, g(Av—w, \v—w) = A\2g(v,v) + g(w, w) —2Ag(v,w) = 0.
Logo, A\v —w = 0 e entao w = \v.

(<) Se w,v € V sao paralelos entao existe @« € R\ {0} tal que w = av. Logo,

g(w,v) = ag(v,v) = 0.
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As duas proposicoes seguintes caracterizam os subespacos vetoriais tipo-tempo e

tipo-luz.

Proposicao 2.2.6. Seja W C V um subespaco vetorial com dimw > 2. As seguintes

afirmacoes sao equivalentes:
i) W ¢ tipo-tempo;
ii) W possui dois vetores tipo-luz linearmente independentes;

iii) W possui um vetor tipo-tempo.

Demonstragao: i) = ii) Como W é tipo-tempo, entao g|wxw é nao-degenerada e a
forma quadratica associada tem indice 1. Seja {ey, ..., ex} uma base ortonormal de W
com g(eg,e1) = —1 e g(e;,e;) = 1 para 2 < i < k. Considere os vetores v = e1 + ey e
w = e; — eg. Claro que v e w sao vetores nao-nulos. Além disso, v e w sao linearmente
independentes. De fato, av + fw = 0 = (a+ fBley + (o — Ples = 0= a = [ = 0.
Sendo assim, temos que g(v,v) = g(e1,e1) + 2g(e1, e2) + g(ez,e2) = =1 4+04+1 = 0.
Analogamente, g(w,w) = 0.

ii) = iii) Sejam v, w € W dois vetores tipo-luz linearmente independentes. Pelo
Corolario 2.2.5, g(w,v) # 0. Mas, g(w + v,w + v) = 2g(w,v) e g(w —v,w —v) =
—2g(w, v). Se g(w,v) > 0 entdo w — v é tipo-tempo e se g(w,v) < 0 entdo w + v é
tipo-tempo. Em qualquer caso, W possui um vetor tipo-tempo.

iii) = i) Seja v € W um vetor tipo-tempo. Entdo, para todo w € span{v} \ {0},
g(w,w) < 0. Sendo assim, temos que o indice de W & maior ou igual a 1. Além disso,
glwxw é nao-degenerada. De fato, se nao fosse, entdo existiria u € W \ {0} tal que

L e com isso g(u,u) > 0 e

g(u,u) = 0 e g(u,v) = 0. Assim, teriamos que u € v
g(u,u) = 0 < u = 0. Logo, u = 0 (contradi¢ao!). Com g|lwxw é nao-degenerada,
entdo V = W @ W+, o que implica que o indice de W é menor ou igual a 1. Logo, o

indice de W é igual a 1 e W ¢ tipo-tempo.
|

Proposicao 2.2.7. Seja W C V um subespaco vetorial. As sequintes afirmacgoes sao

equivalentes:
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i) W € tipo-luz;
ii) W possui um vetor tipo-luz mas nao possui um vetor tipo-tempo;
iii) glwxw € positiva semi-definida, mas nao positiva definida;

iv) Se N ={v €V /v é tipo-luz}, entao para algum subespago vetorial L C V de
dimensao 1, WNN = L\ {0};

v) dim(W N W) =1.

Demonstragao: i) = ii) Como W é tipo-luz entdo g|w xw é degenerada, isto é, existe
v € W\ {0} tal que g(v,u) = 0 para todo v € W. Em particular, g(v,v) = 0.
Portanto, v é um vetor tipo-luz. Se existisse um vetor tipo-tempo em W, entao W
seria tipo-tempo pela proposigao anterior (contradi¢ao!). Logo, W nao possui um vetor
tipo-tempo.

ii) = iii) Como W nao possui um vetor tipo-tempo, g(v,v) > 0 para todo v € W e
sendo assim g|lwxw € positiva semi-definida. No entanto, como W possui um vetor u
tipo-luz, g(u,u) = 0 mas u # 0. Logo, g|wxw nao é positiva definida.

iii) = iv) Como g|w«w € positiva semi-definida, existe v € W\ {0} tal que g(v,v) = 0,
que é um vetor tipo-luz. Seja L : span{v}. L é um subespaco vetorial de dimensao 1 e
alem disso W NN = L\ {0}. De fato, se w € L\ {0} entao é claro que w € W. Além
disso, existe o € R\ {0} tal que w = av. Portanto, g(w,w) = g(av, av) = a?g(v,v) =
0. Logo, w € N e com isso L\ {0} € W N N. Agora, seja u € W N N um outro
vetor tipo-luz. Se {u,v} fosse um conjunto linearmente independente entao W seria
tipo-tempo pela proposigao anterior (contradi¢ao!). Portanto, existe A € R\ {0} tal
que u = Av e com isso u € L\ {0}. Logo, WNN C L\ {0}.

iv) = v) Primeiramente, note que W N W= # {0}. De fato, se W N W+ = {0} entao
V =W @ W+, Portanto, glwxw € ndo-degenerada. Sendo assim, temos que W é tipo-
tempo ou tipo-espaco. Se W fosse tipo-tempo, entao W possuiria dois vetores tipo-luz
linearmente independentes, o que contraria o fato de . C V ter dimensao 1. Se W
fosse tipo-espaco, entao W NN = &, o que contraria novamente o fato de L C V ter
dimensdo 1. Seja v € W NW+ um vetor nao-nulo. Dessa forma, g(v,v) = 0 e com isso

veEWNN = L\ {1}. Portanto, WNW+= C L. Entdo, como W NW+ & um subespaco
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vetorial ndo-nulo de L, 1 < dim(W N W) <dim L = 1. Logo, dim(W N W) = 1.
v) = i) Como dim(W N W) = 1 entdo existe v € W \ {0} tal que v € W N W+,

Portanto, para todo w € W, g(v,w) = 0. Logo, glwxw ¢ degenerada.

2.3 Cone de tempo

Definicao 2.3.1. Seja 7 = {v € V/g(v,v) < 0} o conjunto dos vetores tipo-tempo de
V. O cone de tempo de u € 7 é C(u) = {v € 7,g9(v,u) < 0} o cone de tempo oposto
de u é C(—u) = {v e 7,g(v,u) > 0}.

Observagao: O nome "Cone" vem, primeiro, do fato de que, se v,w € C(u) (respec-
tivamente C'(—u)), entao tv+ sw € C(u) (respectivamente C'(—u)), para todo ¢, s € R,
t,s > 0 e segundo porque estes sao de fato cones no caso de (R"™! gy), como veremos

adiante.

Proposicao 2.3.2. Para todo u € 7, C(u) N C(—u) =@ e 7= C(u) UC(—u).

Demonstragao: Claro que C(u) N C(—u) = @ e também C(u) U C(—u) C 7 para
todo u € 7. Seja v € 7. Se fosse g(u,v) = 0 entdo v € u®, uma contradi¢io com o
fato de que ut é tipo-espaco. Portanto, temos que g(u,v) < 0, isto ¢, v € C(u) ou
g(u,v) >0, isto &, v € C(—u). Logo, 7 C C'(u) U C(—u).

Lema 2.3.3. Sejam u,v,w € 7. Se g(u,v) <0 e g(u,w) < 0 entao g(v,w) < 0.

Demonstragao: Sejam v; = v — (u, U)u e w = w— g(u, w)

(u, u) g(u, u)
g(u,v1) = glu,v) — ggu 3 (u,u) = 0. Analogamente, g(u,w;) = 0. Como u'l é

)

u. Dessa forma,

Q

tipo-espago, g(vi,v1) > 0 e g(wy,w;) > 0 e a igualdade ocorre apenas se v; = 0 e
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gwv) L glww)

wy = 0, respectivamente. Defina ¢« = —————= e b = ———=—=—=. Sendo as-
Vg (u, u)l g, w)l,
sim, temos que a,b > 0, v = vy + aug e w = wy + bug onde ug = ﬁ Além
g(u,u
disso, g(v,w) = abg(ug,uo) + g(vi,w;) = —ab + g(vy,w;). Como ut é tipo-espaco,

9lurxur € positiva definida. Usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, temos que

g(vr,wr) < \/g(vi,v1) - \/g(w1,wy). Como g(v,v) < 0 entdo —a® + g(vy,v1) < 0, ou

seja, a > /g(vy,v1). Analogamente, b > +/g(wy,w;). Portanto, ab > /g(vy,vq) -

Vg(wy,wy) > g(v1,wy). Logo, —ab+ g(vi,wy) < 0, isto &, g(v,w) < 0.
[ ]

Teorema 2.3.4. Para todo v,w € T, defina: v ~ w < g(v,w) < 0. Desta forma, ~
€ uma relacao de equivaléncia de 7. Além disso, existem exatamente duas classes de

equivaléncia converas C e C', isto é, para todo u € 7, ou C' = C(u) ou C" = C(u)

Demonstracao: Para todo v € 7, g(v,v) < 0 (reflexividade). ~ é claramente
simétrica. Para todo u,v,w € T, se u ~ v e v ~ w entao u ~ w pelo lema ante-
rior (transitividade). Seja u € 7. Para todo v € 7, ja vimos que g(u,v) < 0 (u ~ v) ou
g(u,v) >0 (—u ~ v). Logo, T = [u] U [—u]. Entretanto, [u] = C(u) e [—u] = C(—u).
Com isso, provamos que para todo w € 7, C(w) = C(u) ou C(w) = C(—u). De fato,
se w ~ u, entdao para todo v € C'(w) temos que v ~ w e assim v ~ u, isto &, v € C(u).
Portanto, C(w) C C(u). Além disso, C(u) C C(w) pois u ~ v. Logo, C(u) = C(w).
Analogamente, C(—u) = C(—w). Pela Proposi¢ao 2.3.2, so falta mostrar que C(u) é
convexo. De fato, sejam v,w € C(u) e a,b > 0. Como (v,u) < 0 e (w,u) < 0 entao

(av 4+ bw,u) < 0. Logo, av + bw € C(u) e o resultado segue.
|

Exemplo 2.3.5. (V,g) = (R"™, g5). Seja g = (1,0,...,0) € R"". O cone de tempo

de eg é Cleg) = {u= (zg,...,7,) €ER"™ / g(u,u) <0 e g(u,ep) < 0}, isto é, zg > 0
e 22 > > 2. Analogamente, o cone de tempo de —eg & C(—eg) = {u = (x¢,...,1,) €
i=1

R/ g(u,u) <0 e g(u,—eg) <0}, isto &, g < 0 e z2 > > 2.
i=1
Observacao: No caso particular em que V = R? os cones de tempo de ey e —eg sdo

cones propriamente ditos (ver figura 2.2 no fim do capitulo.).

34



Observagao: As duas classes de equivaléncia do teorema anterior sao chamadas cones

de tempo de V.

Provaremos agora um fato interessante, consequéncia do indice nao-nulo de V.

Proposigao 2.3.6. Sejam v,w € V wvetores do tipo-tempo. Escreva ||u|l = \/|g(u, )]
para todo uw € V. Sendo assim, |g(v,w)| > ||w]| - ||v]|| e a igualdade ocorre se e somente

se v ew sao colineares.

Demonstraciao: Escreva w = av + v’ onde a € R e v € v'. Como w é tipo-

tempo entdo g(w,w) = a*g(v,v) + g(v',v") < 0. Sendo assim, temos que g(v,w)? =
a’g(v,v)* = (g(w,w) — g(v',v"))g(v,v) = g(w, w)g(v,v) = [[w|?|lv||* pois g(v',v) > 0
e g(v,v) < 0. Portanto, |g(v,w)| > ||w||||v]]. Evidentemente, a igualdade ocorre se e

somente se g(v',v") = 0, ou seja, v = 0. Logo, w = av e o resultado segue.
[ |

Corolario 2.3.7. (Desigualdade triangular invertida): Se u,v sao vetores do tipo-

tempo do mesmo cone de tempo, entao |ul| + ||v|| < [|u+v].

Demonstragao: Por hipotese, temos que g(u,v) < 0. Além disso, pela Proposigao
2.3.6, [lullllv]l < —g(u,v). Portanto, (||ull + [lv[[)* = [lull® + 2[|ul[[[v]| + [Jo]]* < —g(u +
v,u+v) = [lu+v[”. Logo, [lull + [|v]| < [lu+ vl
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Figura 2.1: Os trés tipos de espago de acordo com seu o carater causal. O primeiro

subespaco é tipo-espaco, o segundo tipo-tempo e o terceiro tipo-luz.
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Figura 2.2: Exemplo 2.3.5.
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Capitulo 3

Espacos Afins

Neste capitulo introduziremos o conceito de espago afim. O estudo das transformacoes

afins e a obtencao do grupo afim também estao presentes aqui.

3.1 Propriedades Basicas

Defini¢ao 3.1.1. Um espago afim € uma tripla (E,V,+) que satisfaz as sequintes

condicoes:
(1) E € um conjunto nao vazio;

(ii) V € um espago vetorial;

+: VxE —E
(iii)

(u,a) —a+u

é uma aplicagao em que (a + u) +w = a + (u+ w) para todo a € E e quaisquer que

sejam u,w € V e além disso, dado b € E existe um tnico vetor v € V tal que b = a+v.

Observacao: Quando nao houver risco de confusao, mencionaremos apenas o conjunto

E como sendo espaco afim.
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Os elementos de E chamam-se pontos do espaco afim. V é dito ser o espaco vetorial
associado a E. A dimensao do espaco afim E é, por definicao, igual a dimensao do
espaco vetorial V. O ponto a+u denomina-se soma do ponto a com o vetor u. O Gnico
vetor u tal que b = a + u denomina-se diferenca dos pontos b e a e serd denotado por
b —a. Note que b —a € V', e nao é um ponto de £ em geral. Portanto, para quaisquer
que sejam a,b € E, temos b = a + (b — a). As seguintes propriedades, validas para
quaisquer que sejam a,b,c € E e u € V, decorrem da condigao (iii) da defini¢ao de

espaco afim.

(1) a+0=a.
De fato, seja u € V' o tnico vetor tal que a + u = a. Entao, (a +u) +0=a+0.
Por outro lado, (a+u) +0=a+ (v +0) = a + u = a. Logo, a + 0 = a.

(2) a—a=0.
Decorre de (1) e da defini¢ao de diferencga de pontos.

3) (a—=b)+(b—c)=a—c
Com efeito, c+[(a—b)+ (b—c)|=c+[(b—c)+(a=b)] =[c+ (b—c)]+(a—D) =
b+ (a—b) =a. Logo, (a —b)+ (b—c)=a—c.

(4) a—b=—(b—a).

Basta fazer ¢ = a em (3).

B5) b—a)+u=0b+u)—a=b—(a+ (—u)).
De fato, a+[(b—a)+u| = [a+ (b—a)]+u = b+wu. Logo, (b—a)+u = (b+u) —a.
Note também que (@ + (—u)) + [(b —a) + u] = (a + (—u)) + [u+ (b — a)] =

s

[(a+(—u))+u]+(b—a) = [a+((—u)+u)+(b—a) = (a+0)+(b—a) = a+(b—a) =
Logo, (b—a)+u=>b— (a+ (—u)).

(6) Regra do paralelogramo: Se b —a =c—d entdo b—c=a—d.
Com efeito, da hipotese temos que b = a + (¢ — d). Portanto, d + (b — ¢) =
d+[(a+(c—d))—c] = d+[a—(c+][(c—d)])] = d+[a—(c+(d—¢))] = d+[a—d] = a.
Logo, b —c=a —d.
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Exemplo 3.1.2. Todo espaco vetorial V' pode ser considerado um espaco afim associ-
ado a si mesmo (neste caso F = V). Basta definir a soma do ponto a € E com o vetor
u € V como sendo a soma a + u de elementos de V', dada pela estrutura de espaco

vetorial de V.

Exemplo 3.1.3. Seja F = {(z,y) € R*/y = ax + b}, com a,b € R. O conjunto
E é um espaco afim associado ao espago vetorial V = {(z,y) € R?/y = ax}. De
fato, basta definir a soma usando a estrutura de R? que ¢ um espaco vetorial. Dessa
forma, a condigdo (ii) é satisfeita trivialmente. Para mostrar a condicao (iii), note
que dado a = (x1,v1), b = (x2,v3) € FE existe um unico vetor u € v (a saber

u=(x; — x9,a(x; — x3))) tal que b =a + u.

Exemplo 3.1.4. Sejam a = (ay,....,a,) € R", a #0, b€ Re E,p, = {(z1,...,2,) €
R™ [ ayx1+ ...+ apz, = b}. E éum afim sobre V = {(z1,...,2,) € R" f ayx1+...+
anx, = 0}. De fato, V' & um subespaco vetorial de R" e E ¢ um conjunto nao-vazio.
Além disso, a aplicacao

+ VxFE — F

(g, . oyup), (C1,y..oy¢n)) — (c1 4+ Uty ..y Cp + Uy)

satisfaz claramente o item iii) da definicdo.

Exemplo 3.1.5. Sejam V, W espacos vetoriais, b€ W e T : V — W uma aplicacao
linear. £ = {x € V / T(x) = b} é um espaco afim sobre kerT C V desde que,
evidentemente, F # &. De fato, se esse for o caso, como kerT' é um espaco vetorial e
a aplicacao
+: kerT'xXE — F
(u,v) F—u+w

satisfaz claramente o item iii) da defini¢ao o resultado segue. Em particular, se V= R",

W = R", A = [a;;] ¢ uma matriz m xn, e b = (by,...,b,) € R™, Eyy = {2 €
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R™ / Az = b} é o conjunto das solugoes do sistema linear

anxi + ... +ar, = b

A1 T1 + oo+ Gy, = by,

E é o espaco afim sobre o espaco vetorial das solucoes do sistema homogéneo

a1+ ...+ apx, =0

Am1T1 + ...+ Qnty = 0.

3.2 Sistemas de Coordenadas Afins

Nesta secao, F serd um espacgo afim de dimensao finita n.

Definigao 3.2.1. Sejam ag € E e B = {vy,...,v,} CV base. A aplicac¢ao

Yoo E — R"

a — (T1,...,2,)

tal que r1v1 + ... 4+ v, = a — ag € chamado de sistema de coordenadas afim em F

associado a a¢ e B.

Note que a fun¢do ¢., 5 : £ — R" é bijetora. De fato, se ¢q, 5(a) = @4, 5(b) en-
tao a—ag = b—ayp. Assim, ag+(a—ag) = ap+(b—ap). Logo, a = b. Seja (x4, ..., z,) € R"™.

Basta tomar a = ag + x1v1 + ... + T, U, € temos pq, gla) = (x1,. .., x,).

Proposicao 3.2.2. Seja ¢ : E — R™ um sistema de coordenadas afim. Se p(a) =
(x1,...,2,) € p(b) = (ur,...,u,) entdo a —b = (1 —ui)vy + ... + (T, — up)v,. Mais

ainda: se u = u1vy + ... + Uyvp, entao p(a+u) = (1 + Uy, ..., Ty + Up).
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Demonstracao: Pelas hipoteses, temos que a — ag = x1v1 + ... + a,v, € b —ag =
UV + . . . +upv,. Como a—b = (a—ag) — (b—ayp) concluimos que a —b = (r1 —uy)vy +
..+ (zn — up)v,. Note também que a + u = [ag + (@ — ag)] + u = ag + [(a — ag) + ul.
Assim, (a +u) —ag = (a — ap) + u = T101 + ... + TV, + vy + ... + u,v,. Logo,

ola+u) = (x; +up, ...z, + up).

3.3 Mudanca de Coordenadas

Sejam @qop 1 B — R™ e ¢ 1, com B = {v,...,v,} e B'={v},...,v,} dois
sistemas de coordenadas afins em E. Dado a € E, suponha que ¢(a) = (z1,...,%,)
e ¢(a) = (z},...,7,). Suponha ainda que 1 (ag) = (ti,...,t,). Vamos investigar que
relacao existe entre esses dois sistemas de coordenadas. Para isso, considere A =
[aij]lnxn @ matriz mudanca de base da base B para B', isto é, v; = ilaijv;. Assim,

iz

I I
como a — ay = (a — ap) + (ap — a,) temos que:

n n
7 /
T;v; = E :Ujvj"i_g t;v;
j=1 i=1
n n n
’ !
= E .I‘j( E az’jvi> + E tﬂ)l-
i=1

j=1 i=1

n

i=1

n

n n
= Z ( Z xjaij) v; + Z tﬂ);.
j=1 i=1

i=1
Logo,

n
z; = a;x;+t; paratodo i€ {l,...,n}.
j=1

3.4 'Transformacoes Afins

Definicao 3.4.1. Sejam E; e Fy espacos afins associados, respectivamente, aos es-
pacgos vetoriais Vi e Vo. Uma aplicagao f : By — E5 € uma transformacao afim se

existe um ponto a € Ey e Ty : Vi — Vy aplicagao linear tal que f(a+u) = f(a)+T¢(u).
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Proposicao 3.4.2. Se f : £y — FEy ¢ uma aplicacao afim como na Definicao 3.4.1,
a aplicagao linear Ty : Vi — V5 nao depende da escolha do ponto a € Ey, e de fato ¢

a dnica tal que f(c+u) = f(c) +T¢(u), para todo u € Vi, e para todo c € Ej.

Demonstracao: Tome b € F; e defina TJ’c : Vi — V5 linear tal que f(b+ u) =
f(b) + T%(u), para todo u € V;. Dessa forma, temos que:

flo+u) = flla+(b—a)+u)
= fla) + T;((b - a) + u)
= fla) +Ty(b —a) + Ty(u)

Por outro lado,

fO)+Ti(w) = fla+(b—a))+Tj(u)
= fla) +T§(b—a)+ Ti(u)

= fla) + T¢(b—a) + Tj(u)

Logo, Ty(u) = T¢(u), para todo u € Vi.
Além disso, para todo ¢ € Ey, e para todo u € Vi, f(c+u) = f(a+(c—a)+u) =
fla)+(Ti(c—a)+u) = fla)+Ti(c—a)+Ts(u) = flat(c—a))+Ty(u) = f(c)+Ts(u)

Observacgao: T : V; — V5 denomina-se aplicacao linear associada & aplicagao afim

fZE1—>E2.

Exemplo 3.4.3. Seja F um espacgo afim associado ao espaco vetorial V. Fixe w € V
e defina t,, : E — FE tal que t,(a) = a + w. t, é uma transformagao afim de E em
E cuja aplicagdo linear associada é a funcao identidade de V' (I : V. — V tal que

I(u) = u). De fato, dado a € F temos que t,,(a+u) = t,(a) + T3, (u) = (a+u) +w =
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a+ (u+w) =a+ (w+u) = (a+w)+u = ty(a) + u, para todo v € V. Logo,
T;,(u) = u para todo u € V. Toda operagao t,, : E — FE com w € V como acima é
dita ser uma translagao. Em particular, a transla¢ao de vetor nulo (w = 0), isto &, a

aplicacao identidade de E, € uma aplicagao afim.

Exemplo 3.4.4. Fixados b € E e k € R, a aplicagdo f : E — F tal que f(a) =
b+ k(a—>b) é transformacao afim cuja aplicagao linear associada é Ty : V. — V tal que
Ty(u) = ku. Com efeito, temos que f(a+u) =b+k[(a+u) —b =b+k(a—b)+ku=
f(a) + ku, para todo u € V. Logo, Tf(u) = ku, para todo u € V. Esse exemplo é

denominado homotetia de centro b e razao k.

Exemplo 3.4.5. Dados b,c € F e uma aplicagao linear 7' : V — V' a aplicagao
fr : E — E definida por fr(a) = ¢+ T'(a — b) é uma transformacao afim tal que
fr(b) = ¢ e cuja aplica¢ao linear associada é T. De fato, temos que fr(a + u) =

c+Tl(a4+u)—b=c+T(a—0b)+T(u) = fr(a) + T (u), para todo u € V.

Exemplo 3.4.6. Sejam ay € E e B = {vy,...,v,} CV base. O sistema de coorde-

nadas afim em F

Yeop: E — R"

a — (T1,...,2,)

tal que vy + ... 4+ 2,0, = a — ap é uma transformacao afim tal que

T%O’B V. —R"
U '—><y17"'7yn)
com u = Y1v1 + ...,Y,v, € aplicacao linear associada. De fato, seja a € E e u =

Y101+ ... + Yo, € V. Sendo assim, temos que @q, g(a+u) = (21 +y1, ..., Tn + Yp) =
(@1, n) + (Y1, -+ Yn) = Pagpla) + Ty, (1), pela Proposicao 3.2.2.
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Proposicao 3.4.7. Uma transformacao afim f : By — FEy serd injetora, sobrejetora
ou bijetora se e somente se Ty : Vi — Vi for, respectivamente, injetora, sobrejetora

ou bijetora.

Demonstragao: Injetividade:(=) Suponha que f : E; — FEj seja injetora. Sejam
a€ EyeueVy, com Ti(u) =0. Assim, f(a+u) = f(a) +Tf(u) = f(a). Como f &
injetora, temos que a = a + u, ou seja, u = 0. Logo, T : Vi — V5 & injetora.

(<) Suponha que Ty : Vi — V5 seja injetora. Sejam a,b € E; com a # b. Pela
condigao (iii) da defini¢ao de espago afim existe um tnico vetor u € V; tal que b = a+u.
Assim, temos que f(b) = f(a) + T¢(u). Como a # b entao u # 0 e portanto T¢(u) # 0
pois, por hipotese, Ty : Vi — V4 ¢ injetora. Logo, f(b) # f(a) e o resultado segue.
Sobrejetividade: (=) Suponha que f : Ey — F5 seja sobrejetora. Escolha ¢ € Fj
e seja w € V5. Como f : By — Fy é sobrejetora, entao existem a,b € FE) tais que
fla)=ce f(b) =c+w. Mas, f(b) = f(a)+Ts(b—a),isto &, c+w =c+ T — a).
Portanto, T¢(b — a) = w. Logo, Ty : Vi — V4 é sobrejetora.

(<) Suponha que Ty : Vi — V4 seja sobrejetora. Fixe a € E;. Para todo b € Es,
existe v € V; tal que T¢(v) = b — f(a). Sendo assim, temos que f(a)+ T¢(v) = b, isto
é, fla+wv)=>b. Logo, f: E; — E, & sobrejetora.

Proposicao 3.4.8. Se f : Fy — FEy e g : Ey — FE3 sao transformagoes afins
cujas aplicagoes lineares associadas sao respectivamente, Ty : Vi — Vo e Ty 1 Vo —
Vs entao (gof) : By — E5 € transformacgao afim, cuja aplicagao linear associada é

Tgof = Tg @) Tf.

Demonstracao: Para todos ¢ € Ey e u € Vi, gof(a +u) = g(f(a) + Ty(u)) =
gof(a) + TyoTs(u), e o resultado segue pela unicidade de Ty.

Proposicao 3.4.9. Se f : By, — E, é uma aplicacio afim bijetora entio =% :
Ey — Ey € também uma aplicagao afim cuja aplicacao linear associada € igual a

TV, — V.
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Demonstracao: Lembre que 7% é bijetora, pois f o é. Sejam a € Fy e u € V. Temos
que f(f7(a)+ T (u)) = fof ™ (a) + TyoT; ' (u) = a+u e aplicando f~ a ambos os
lados dessa igualdade, vem que f~'(a) + T} '(u) = f~'(a + u).

3.5 O Grupo Afim

Dado um espaco afim E, existe naturalmente um grupo! de permutacoes de E

que preserva a estrutura afim.

Definicao 3.5.1. Seja E um espaco afim associado a um espaco vetorial V. O con-
junto G(E) ={f: E — E: fé bijecao afim} é um grupo com rela¢ao a opera¢ao de

composicao e € denominado grupo afim de E.

Observagao: De fato, que G(E) é um grupo é consequéncia imediata das Proposi¢oes
3.4.8 e 3.4.9.

Um ponto fundamental é que o grupo afim de um espaco afim qualquer de di-
mensao n é isomorfo ao grupo afim do R™ (visto como espago afim sobre si proprio)

mediante a escolha de uma sistema de coordenadas afim. E o que mostraremos agora.

Proposicao 3.5.2. Sejam E um espaco afim de dimensao n e ¢ : E — R" um

sistema de coordenadas afim. A aplicacao
j: GE) — GR")
foor=pefop™

€ um isomorfismo de grupos.

!Doravante utilizaremos livremente os conceitos basicos de teoria de grupos. Esses conceitos serdo

introduzidos brevemente no Apéndice A.
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Demonstracao: Primeiramente, note que j estd bem definida. De fato, p,fop ! &
uma bijecao afim de R", de acordo com as Proposi¢oes 3.4.8 e 3.4.9. Note que j :

G(F) — G(R™) é um homomorfismo de grupos. Com efeito, sejam g, h € G(E). As-
sim, j(goh) = $o(goh)o@™ = Po(gops 0h)o@™ = (Pogop™)o(Woho™) = j(g)oj (h).
Logo, j : G(F) — G(R"™) é homomorfismo. Para provar que é um isomorfismo, basta
encontrar a aplicagao inversa de j : G(F) — G(R"). Com efeito, seja
l: GR") — G(E)
9 95 gy
temos que j(I(g)) = @o(g 900)¢™" = (o™ ogo(woy ™) = g, para todo g € G(R™).
Analogamente, para todo f € G(F) temos que [(j(f)) = f. Logo, | : G(R") — G(E)

é a aplicacao inversa de j : (F) — G((R™)) e o resultado segue.
|

Nosso préoximo passo é a obtencao do grupo afim do R™, que serd de importacia nos

proximos Capitulos.

Teorema 3.5.3. G(R") = {f : R* — R"/ f(z) = Az + b, com A matriz n X

n invertivel e b € R"}.

Demonstracao: Primeiramente, note que o conjunto ao lado direito da igualdade é
um grupo por composicao. De fato, a aplicacao identidade 7 : R® — R" pertence ao

conjunto; se

f: R —R"

xr +— Ax+D
pertence ao conjunto entao

f_l: R* — R"

r — Az + A

também pertence e se
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f: R —R" e g: R —R"

x — Az +b r — Az +V
pertencem ao conjunto entao

fog: R —R" e gof: R* —R"

x — AAz+ AV + b r — AAz+Ab+
também pertencem ao conjunto. Como a composicao é associativa, concluimos que
o conjunto é um grupo. Agora vamos provar a igualdade dos conjuntos. Seja f :
R™ — R™ tal que f(x) = Ax + b como no enunciado. Reescrevendo a igualdade,
temos que f(0+x) = f(0) + 1) em que f(0) =be

Ty R — R"

r +— Ax.
Logo, f pertence ao G(R™). Seja g : R* — R" pertencente ao G(R"). Sendo assim,
existe T, : R — R™ bijetora tal que g(z) = g(0) + T,(z). Escreva b = g(0) e defina
A como sendo a matriz (na base canonica por exemplo) associada a 7, : R" — R™.

Logo, g : R — R" pertence ao conjunto do lado direito e o resultado segue.

Teorema 3.5.4. G(R") ¢ isomorfo a GL(n) x R™ (produto semidireto).
Demonstracao: Basta mostrar que a funcao
v GR") — R"x GL(n)
fap  +——(bA)

¢ um isomorfismo. Note que essa fungao esta bem definida. De fato, sejam

f: R —R" e g: R — R"

r — Ar+0b x +— A+
tal que f(z) = g(x) para todo z € R". Em particular, f(0) = ¢g(0) e f(e;) = g(e;) para

todo i € {1,...,n}. Logo, b = b e A = A', isto é, ¥(fap) = ¥(gary). Claramente,
¥ & um homomorfismo. Tome f4,, 94 € G(R™). Pelo teorema anterior, temos que

Y(fapogay) = (AV +b,AA") = (b, A) x (U, A") =¥(fap) @ ¥(gay).
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Capitulo 4

Espacos - Tempo Newtonianos

O tema principal deste capitulo sdo os espacos-tempo Newtonianos. As aplicacoes

Galileanas e a caracterizacao do grupo Galileano também sao feitas aqui.

4.1 Estruturas Galileanas

Definicao 4.1.1. Uma estrutura Galileana em um espaco afim E de dimensao n

(associado a um espago vetorial V') é um par (7,(,)) em que:
i) TV — R € um funcional linear nao-nulo;

i) (,) € um produto interno no nicleo de T.

Definicao 4.1.2. Um espaco-tempo Newtoniano € um espaco afim E de dimensao

n > 2 munido de uma estrutura Galileana.

Os elementos de E sao chamados eventos, 7 : V — R é chamado tempo e a

norma associada a (,) é dita distdancia.

Exemplo 4.1.3. Sejam £ = Rx R*, V = R*"" e + :V x F — E dada por
(t,x1,...,2n) + (vo,...,vn) = (t+vg,...,2, + v,). Nessas condigdes, E é um espago

afim de dimensdo n+ 1. Considere também 7 : R"™' — R tal que 79(vo, - - . , V) = Vo
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e (,)o : ker g x ker 79 — R dado por ((0,v1,...,v,), (0,wy,...,w,))o = > v;w;. Com

=1
essas definigoes, (7, (,)) é uma estrutura Gelileana e portanto (E, 7, (,)) é um espaco
tempo Newtoniano. De fato, basta notar que 7o : R**!' — R ¢ um funcional lin-
ear(projecao), kerrp = {(0,u1, ..., up)/us,...,uy, € R} e (,)o : kerrg x kerrg — R é

(essencialmente) o produto interno usual de R™.

Observacao: Ao longo deste Capitulo, assumiremos em R x R™ a estrutura Galileana

e afim do Exemplo 4.1.3.

4.2 Aplicacoes Galileanas

Definigao 4.2.1. Sejam (E1,7,(,)) e (Eq, p, K, >>) espagos-tempo Newtonianos. Uma

aplicacao Galileana € uma funcao f : E1 — FEs tal que:
i) [ Ey — Ey € uma transformagao afim;
ii) poTy =1 em que Ty : Vi — V4 € a aplicagdo linear associada a aplicagao afim;
iii) < Tr(v), Tr(w) >= (v,w) para todo v,w € ker 7.

Uma aplicacao Galileana bijetora é chamado isomorfismo Galileano.

Exemplo 4.2.2. Sejam (E, 7, (,)) um espago-tempo Newtoniano com E espago afim
sobre o espaco vetorial V', e w € V. A translacao do vetor w isto é, t,, : £ — E tal
que t,(a) = a + w para todo a € E é uma aplicagdo Galileana. De fato, ja vimos que

T,V — V é a funcao identidade.

Proposicao 4.2.3. Sejam (Ey, 7, (,)), (E2, p, <,>) e (E3,6,(,)) espagos-tempo New-
tonianos. Se f : By — FEy e g : Ey — F3 sao aplicagcoes Galileanas entao

(go f): Ey — E5 também é uma aplicagao Galileana.

Demonstragao: i) Provamos no Capitulo 2 que (go f) : £y — FE3 é uma trans-

formacao afim cuja aplicacao linear associada é a composta das aplicagoes lineares
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associadas a f: By — FEsea g: Ky — FEj.
ii) do (T, oTy)=(60T,) 0Ty =poTy=r.
iii) ((T,(T5(v)), T,(Tf(w))) =< T¢(v), T(w) >= (v, w) para todo v, w € ker.

Proposicao 4.2.4. Sejam (Ey,7,(,)) e (Es, p,<<,>>) espacos-tempo Newtonianos. Se
T : By — Ey é um isomorfismo Galileano entdo T~! : Ey — E, também é um

tsomorfismo Galileano.

Demonstracao: i) Provamos no Capitulo 2 que T-': Fy, — F; é uma trans-
formacao afim bijetora cuja aplicacao linear associada é a inversa da aplicacao linear

associada a T : £y — FEj.

ii) 7o fr = (po fr)o fr-r=po(fro fr-=p.
iv) (T-1(v), T (w)) =< T¢(Tp-1(v)), T§(T-1(w)) >=< v,w > para todo v,w €

ker p.

4.3 Sistema de Coordenadas Galileano

Definicao 4.3.1. Seja (E, p, <, >>) um espago-tempo Newtoniano de dimensao n+ 1.
Sejam dados:

i) Uma base = {eg,€1,...,e,} de'V, em que p(eg) =1 e {eq,...,e,} € base ortonor-

mal de ker p.
ii) Um ponto ay € E.
O sistema de coordenadas Galileano associado a (3 e ag €

Caop: E — RxR"

a +— ((a—ag)o,...,(a—ap),)

em que (a — ag); € a i-ésima componente do vetor a — ag com respeito G base 5 (0 <

i<n).
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Proposicao 4.3.2. O sistema de coordenadas Galileano associado a (3 e ag € uma

bijecao Galileana.
Demonstracao: Escreva ¢ = ¢,,3. Primeiramente, vamos provar que a fun¢ao

p: F — RxR"

a — ((a—ap)o,-..,(a—ap)n)

é uma bijecao. De fato, se ¢(a) = ¢(b) entdo a—ay = b—ag. Assim, ag+(a—ag) = ap+
(b—ag). Logo, a = b. Seja (xq,...,z,) € RxR™ Basta tomar a = ag+zoeo+. ..+ e,
e obteremos p(a) = (zg, ..., Ty).

i) p : E — R x R" é uma transformagao afim. Com efeito, ja vimos no Capitulo 2
que se p(a) = (xg,...,Ty) € U = Upey + . . . + Upe, entao p(a+u) = (roug, .. ., Tply,) =

p(a) +T,(u) em que

T,: V — RH

u > (Ug, ..., Up).

Como T, ¢ uma transformacao linear, concluimos que ¢ é uma transformacao afim.
ii) Considere o espago-tempo Newtoniano (R x R™,7,(,)). Sendo assim, temos que
ToT,(u) = 7(T,(w)) = T(uo, ..., uy) = up € p(u) = p(ugeo, - . ., Uney) = upp(eg) + ...+
upp(e,) = u, para todo u e para todo v. Logo, 7o f, = .

iii) (fo(v), fo(w)) = ((0,v1,...,v), (0,01, ..., wp)) = >

n o n
=1

(Z inj<€i, €j>) = Zf:l V;W;.

J=i

4.4 O Grupo Galileano

Com base nos resultados obtidos, podemos obter o grupo das transformacoes que

preserva a estrutura Galileana.

Definicao 4.4.1. Seja (E,7,(,)) um espago tempo Newtoniano de dimensao n+ 1. O
conjunto G(E) ={T : E — E | T ¢ isomorfismo Galileano}, que é um grupo com

relacao a operagao de composicao, € denominado grupo Galileano de E.
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A caracterizacaodo grupo Galileano é facilitada pelo fato do grupo Galileano de
um espacgo tempo Newtoniano qualquer ser isomorfo ao grupo Galileano de R x R"™ me-
diante a uma escolha de um sistema de coordenadas Galileano. E o que mostraremos

agora.

Proposicao 4.4.2. Sejam G(E) o grupo Galileano de um espago-tempo Newtoniano
(E,7,(,)) de dimensao n + 1, G(R x R™) o grupo Galileano de (R x R™, 19,(,)o) €

Cap,p 0 B — RXR™ um sistema de coordenadas Galileana em (E,T,(,)). A aplica¢ao

j: G(E) — GRxR")

fooropofop™
¢ um isomorfismo de grupos.

Demonstracgao: Note que pelas Proposicoes 4.2.3 e 4.2.4, j estd bem definida. Primeira-
mente, mostraremos que j : G(E) — G(R x R™) é um homomorfismo de grupos. De
fato, sejam f,g € G(F). Assim, j(fog) = po(fog)op™ =po(fop topog)op ! =
(pofoyp ) o(pogow™) =j(f)oilg) Logo, j : G(E) — G(R x R") ¢é ho-
momorfismo. Para provar que é isomorfismo, basta encontrar a aplicacao inversa de

j:G(E) — G(R x R"™). Com efeito, seja

l: GRxRY — G(E)

g —p togoyp

Para todo g € G(R x R") temos que j(I(g)) = po(p logop)op™ = (poyp o
go (poe™!)=g. Analogamente, para todo f € G(E) temos que [(j(f)) = f. Logo,
[ : GIR x R") — G(E) é uma aplicagao inversa de j : G(E) — G(R x R") e o

resultado segue.

Nosso proximo passo é a obtencao do grupo Galileano de R x R".
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Definigao 4.4.3. Sejam (R x R", 79, (,)) espago-tempo Newtoniano, so € R, 5 € R",
T eR"e AeO(n)={B &€ M(n,n) /] B-B"'=1}. As aplicagoes

g: RxR* — RxR" , go: RxR*" — R xR" e
(t,T) = (t+s0, T +73) (t, @) +— (t, T +t0)
g3: RxR* — RxR"

(t, T)) — (t, AT))

sao demominadas, respectivamente, translacoes, "boosts"Galileanos e transformacoes

0rtogonais.

Proposicao 4.4.4. Seja g : R x R" — R X R" wma aplicagao Galileana. Entao,
existem g1, g2, g3 : R X R" — R X R" tais que g = g1 0 g2 0 g3.

Demonstracao: Seja g : R x R® — R x R™ uma aplicacao Galileana. Sendo assim,

g ¢ afim. Entao, existe M € GL(n + 1) e (sg, 5) € R x R"” tal que g(¢t,7) =

t So t
M + . Portanto, g(t, @) =g | M . Vamos analisar agora
— — —
T S T
2 .
M . Escrevendo M = [m;;] 0 < 4,5 < n, temos que:
—
T

n
moot + Z Mo ;T
];1
t migt + Y My
M = j=1

n
Muot  + D M
=

Pelo fato de g ser Galileana, temos 79 o T, = 7 onde

T, : R+ — R

Zo
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n

Portanto, para todo (¢, 7) € R x R", mgot + > mojz; =t. Logo, mg = 1 e mg; =0
j=1

para todo j, 1 < j < n. Denotamos v; := myy, 1 < ¢ < n, concluimos que M é da

seguinte forma:

10 0 . 0
V1 My oo Map
Up My cer Moy
mi1 ... Mip
Chame de A a matriz : . Sendo assim, temos que M =
—
T
Mp1 ... Mpn
0
vt t t t
' + = g2 . Portanto, g(t, ) = g1 | 92
AT AT AT
(e

Basta mostrar agora que A € 0(n). Como ¢ é Galileana, para todo T,y € R",
T,00,7),T,00, 7)) = ((0,7),(0,7)). Portanto, (AT, Ay )gr = (T, ¥ )r~. Entdo,
g g
(T)TATAY = (7)'Y para todo T, 7 € R™. Assim, Y. > zicijy; = >, x9;. Por-
i=1j=1 i=1

t
tanto, ¢;; = d;;, ou seja, A € 0(n). Logo, g(t, @) =aq1 [ 92 | 93
T

Definicao 4.4.5. Seja G um grupo e X C G. O subgrupo gerado por X €é (X) =
N{H C G, H subgrupo e X C H}.

Proposi¢ido 4.4.6. Dado X = {(q1) / so € R 5 € R"} U{(g2) / T € R"} U
{(g3) / A € 0(n)}, entio o grupo Galileano do R™ é o subgrupo do grupo afim de
R x R™ gerado por X.

Demonstragao: Seja Gy = {g : RxR" — R x R" / g ¢é aplicagdo Galileana} e
defina H = {g: RxR" — R xR" / g = g1 0 g2 0 g3}. Afirmagdo: H = Gy. De

fato, H C G, é 6bvio pois composicao de aplicacoes Galileanas ainda é uma aplicacao
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Galileana. Seja, g € Gy. Pela proposicao anterior, vimos que toda transformacao
Galileana pode ser escrita como composi¢ao de ¢, g2 e g3. Portanto, g € H. Logo,
H = Gy. Basta mostrar agora que H = (X). De fato, {(g1) / so € R, e R"} C H
(Tome © =0e A=1).{(g2) / U € R"} C H (tome 5o =0, § =0e A=1)e
{(g3) /] A€ 0(n)} C H (tome s =0, S =0e v =0). Logo, X C H. Seja H’
um subgrupo do grupo afim de R x R" tal que X C H’. Pelo fato de H’ ser grupo,
concluimos que H C H'. Logo, (X) = H, ou seja, (X) = Gy.
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Capitulo 5

Espacos - Tempo de Minkowski

Estudaremos neste Capitulo os Espacos-tempo de Minkowski, de fundamental im-
portancia na Relatividade Especial.
Adotaremos a seguinte notacao: Se E é um espaco afim, Vg denotara seu espaco veto-

rial associado.

5.1 Propriedades Basicas

Defini¢ao 5.1.1. Um espago-tempo de Minkowski (n + 1)-dimensional * é um par
(M,g) em que M ¢é um espago afim de dimensao n+ 1 e g é uma forma bilinear
simétrica nao-degenerada Lorentziana sobre Vy;. Os elementos de M sao chamados

eventos.

Exemplo 5.1.2. Sejam M = R"*! V), = Rl e

go: R™! x R —R

((xoy -y xn), Yo, --5Yn)) — —ToYo + - - - + TpYn-

O par (R™!, go) é um espago-tempo de Minkowski (n + 1)- dimensional. A verificacao

LA utilizacdo da dimensdo n+1 é uma mera conveniéncia, pois espacos-tempo de Minkowski devem

ter dimensao maior que ou igual a 2.
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é imediata.

Defini¢ao 5.1.3. Sejam (M,g) e N, h) espagos-tempo de Minkowski. Uma aplica¢ao
f: M — N é dita ser uma imersao isométrica se ¢ afim e Ty : Viy — Vy € uma

1sometria linear.

Exemplo 5.1.4. Sejam (M, g) um espago-tempo de Minkowski (n + 1)-dimensional,
B = {eo,...,e,} uma base ortonormal de Vi, ag € M e (R""! g5) como no exemplo

anterior. A aplicacao

Cagp: M — R**!

m +— ((m—ap)o,---,(m—ag),)-

¢ uma imersao isométrica. De fato, a transformacao linear associada a ¢4, g €

. n+1
Tpoo: Vu  —R
n
v="> xie; — (To,...,Tp).
i=0

Além disso, dados v = Y xe; e w = > yie; € Vi, gO(TgOaOﬁ(U>7T<PaO,ﬁ(w>> =
i=0 i=0

go((l“o, ce 733n): (3/0, cee 7yn)) = —ToYo + Z TiYi = Z ( Z $iyj9(€i, €j)) = 9(%@0)-
i=0 i=0 \ j=0
A aplicagao

Caop: M — R

m > ((m —ag)o, ..., (M —ag)n)-

é chamada sistema de coordenadas de Minkowski (ou inercial) associado a ag e 3 em M.

Proposicao 5.1.5. Toda imersao isométrica € injetora.

Demonstragao: Sejam (M, g) e (N, h) espagos-tempo de Minkowski e f: M — N
uma imersao isométrica. Como T} : Viy — Vi € isometria linear e toda isometria

linear é injetora, entao f : N — N é injetora.
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Observagao: Quando uma imersao isométrica f : M — N é também sobrejetora,

entao f: M — N é dita ser uma isometria.

Proposicao 5.1.6. Sejam (M, g), (N,h) e (Q,1) espagos-tempo de Minkowski. Se
f:M — Nef : N — @Q sao isometrias entao f' o f : M — @ também ¢é

1sometria.

Demonstracao: Como 1% : Vi — Vi e T} : Vv — Vg sao isometrias lineares entao
sabemos que Ty/of : Vay — Vip também ¢é isometria linear. Além disso, f'of : M — N
¢ uma transformacao afim bijetora pois é composi¢ao de transformacoes afins bijetoras.

Logo, f'o f: M — @ é uma isometria.
|

Proposicao 5.1.7. Sejam (M, g), (N, h) espagos-tempo de Minkowski. Se f: M —

N € uma isometria entio f~' : N — M também é isometria.

Demonstracao: Como Ty : Vi — Vy & isometria linear entao sabemos que T :
Vn — Vi também é isometria linear. Além disso, f~!: N — M ¢é transformacao

afim. Logo, f~': N — M & uma isometria.

5.2 O Grupo de Poincaré

Definigao 5.2.1. Seja (M, g) um espago-tempo de Minkowski. O conjunto Iso(M,g) :=
{f: M — M / [ éisometria} é chamado grupo de isometrias de (M, g).

O grupo de isometrias de um espago-tempo de Minkowski n+ 1 dimensional qual-
quer & isomorfo ao grupo de isometrias de (R"! gg) mediante a uma escolha de um

sistema de coordenadas de Minkowski. E o que veremos agora.
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Proposicao 5.2.2. Sejam Iso(M,g) o grupo de isometrias de um espago-tempo de
Minkowskin+1 dimensional qualquer, Iso(R™, go) o grupo de isometrias de (R™, o)

€ Yag.p 1 M — R™™ um sistema de coordenadas de Minkowski. A aplicagdo
j: Iso(M,g) — Iso(R"™ go)
f — ©ay8 0 f 0 0o
€ um isomorfismo de grupos.

Demonstragao: Primeiramente, mostraremos que j : Iso(M,g) — Iso(R""1, g)

¢ um homomorfismo de grupos. De fato, sejam f,g € Iso(M,g). Assim, j(go f) =
Pag,30 (90 f)00nt s = Pap80 (9005 50 0ar30 f) 0Pt s = (Pay8090Pay5) 0 (Pagp0 f 0
gogolﬂ) = j(g) o j(f). Logo, j : Iso(M,g) — Iso(R""! gg) é um homomorfismo. Para
provar que é um isomorfismo, basta encontrar a aplicagao inversa de j : Iso(M, g) —

Iso(R™ go). Com efeito, seja

[: Iso(R"™ go) — Iso(M,g)

-1
h |—>gpao,ﬁohoapa0ﬂ

para todo h € Iso(R", go) temos que j(I(R)) = ©ap5 0 (00 50 h 0 Qagp) © 0p s =
(Ca0,5 © Py ) © 10 (Pag,3 © P 5) = h. Analogamente, para todo f € Iso(M, g) temos
1(4(f)) = f- Logo,

.j : ISO<M7 g) - [SO(Rn+17gO)
f > Qg30 f O 90501,5-
¢ um isomorfismo.

Definigao 5.2.3. O conjunto I[so(R"™! go) = {f : R*™ — R"*! / f & isometria} é

chamado grupo de Poincaré.

Nosso proximo objetivo ¢ uma caracterizacao mais detalhada do grupo de Poincaré.
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Teorema 5.2.4. Iso(R"™ go) = {f : R"™ — R"™! / f(z) = Az +b com A €
O(n,1) e beR"}.

Demonstragao: De fato, basta mostrar que A € O(n, 1) pois toda isometria f :

R™! — R ¢ uma transformagdo afim. Sejam B = {e,,...,e,} base ortonormal
-1 0 ... 0
01 ...0]| _
de R"*! tal que my = | | seja a matriz de
0 0 1
Jo : R x R+ — R

(o, Tn), (Yoy - - -y Yn)) —— —ToYo + - - - + TnYn
nessa base e

Tf . Rn+1 RN Rn-H
r — Az
n

1 /n+1
com A € GL(n + 1). Sendo assim, temos que [A'n; AJ;; = ( (A)ki(nl>kl(A)lj) =

k 1

+
+

Il
—
—
Il

%1 (ﬁil(A)kigO(@mﬁ)(A)lj) - g(%l( ki€, §< )ij ) = g0(T(€:), T(e;)) = golei, ;) =

k=1 \ i=1 =1
[V];;. Portanto, A’N; A = N;. Logo, A € O(n, 1).

Corolario 5.2.5. Iso(R"", gy) € isomorfo ao produto semidireto O(n,1) x R"*L,

Demonstragao: Basta mostrar que a funcao

Y Iso(R™ go) — R"™™ x  O(n,1)

fA,b = (b, A)

¢ um isomorfismo. Note que essa fungao estd bem definida. De fato, sejam

f3 Rl 5 Rrtl e qg: R+l Rrtl

r +— Ax+0b x +— A+
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tal que f(z) = g(x) para todo x € R""'. Em particular, f(0) = g(0) e f(e;) = g(e;)
para todo i € {1,...,n+ 1}. Logo, b=V e A=A’ isto é, ¥(fas) = ¥(gap). Clara-
mente, ¢ ¢ um homomorfismo. Tome fap, gary € Iso(R™™ go). Pelo teorema anterior,

temos que Y(fap o gay) = (A +b,AA") = (b,A) x (U, A") =(fap) X Y(gaw).

5.3 Superficies no Espaco - Tempo de Minkowski

Definicao 5.3.1. Seja M C R uma superficie de dimensiao m 2. Para todop € M,
seja gy = glr,mxT,m- Gp € uma forma bilinear simétrica. Se para todo p € M, g, ¢é
nao-degenerada e tem o mesmo indice I, entao (M, (gy)perr) € dita ser uma superficie

semi-Riemanniana de indice I.

Definicao 5.3.2. Um campo vetorial é uma funcio X : M — R de classe C* tal

que para todo p € M, X(p) € T,M.

Observagao: Denotando X (p) = (X'(p),..., X" (p)) temos que, para todo p €
M, g,(X(p). X(p) = 9(X (p), X (p)) = z (§Xi<p>Xf<p>g(af<p>,af<p>)) em que
7 (p) = Dfy-1p(€), {€1,- - ent1} bas:}_canéjrzica de R™H1,

Observagao: Dizemos que g, varia diferenciavelmente sobre M se para todo X :

M — R™*! de classe C™ e com X (p) € T,M, para todo p € M, a fungio

f: M —R

p — gp(X(p), X(p))

é de classe C.

Definicao 5.3.3. Seja M C R uma superficie de dimensio m. Suponha que para

todo p € M, T,M tem o mesmo cardter causal (como subspago de R"™). Nesse caso,

2Ver Apéndice B.
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o carater causal de M serd o de T,M (para algum e portanto para todo p € M ).

Exemplo 5.3.4. 5% = {(xg,z1,73) € R® / 2% + 27 + 23 = 1} nao possui um caréter

causal definido. De fato, considere a seguinte parametrizacao

o: (0,27) x (0,7) — R?

0, ) —— (sin @sin @, cos @, cos  sin )

cosfsiny  sinfcosp

de S?. A matriz Jacobiana de ¢ no ponto (6, ¢) é 0 —sing | - Sejam

—sinfsinp cosfcos

V2 f

p1=(1,0,0), pp=(0,0,-1) e p3 = ( 505 ) pontos de S2.

Afirmagio 1: T(1005? = span{(0,0,-1),(0,—1,0)} é do tipo-espago. Com
efeito, seja v € T(10,0)5% Sendo assim, temos que v = a(0,0,—1) + b(0,—1,0) =
(0, —b, —a) em que a,b € R. Claro que p; = (1,0,0) é do tipo-tempo. Além disso,
90 ((0,—b,—a), (1,0,0)) = 0. Portanto, T(1005? C pi. Seja w € pi. Dessa forma,
go(w,p1) = 0 e assim concluimos que w = (0,¢,d) = —d(0,0,—1) — ¢(0,—1,0) €
T(LO,O)SZ. Logo, pll = T(LO,O)SQ e o resultado segue.

Afirmagao 2: T(o0,-1)5* = span{(—1,0,0), (0, —1,0)} & do tipo-tempo. De fato,basta

notar que (1,0,0) € T0,-1)S?, como (1,0,0) é do tipo-tempo, o resultado segue.

V2 2

27

2 2 2 2
efeito, (%_,O, _§> é do tipo-luz e claro que (\/7_,0, _§> € T(

wET( O\f)S Dessa forma, w—a<£0 f)—l—b( 1,0) em que a,b € R.

Afirmacao 3: T(§ )32 = span ( , (0, —1,0)} ¢ do tipo-luz. Com

2 2
50,75

)52. Seja

2 2

Além disso, go(w,w) = b*> > 0. Portanto w nao pode ser do tipo-tempo. Logo

T<@ 0.2 S? & do tipo-luz. Com isso, mostramos que S? nio possui um carater causal
2 772

definido. A figura 5.1, no final do capitulo, ilustra os trés tipos de carater causal para

planos tangentes a S2.
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Exemplo 5.3.5. H? = {(z),z1,22) € R® /| —af + 2 + 23 = 1} é do tipo-tempo. De

fato, considere a seguinte parametrizagao

o: (0,2r) xR — R?

(0, u) +—— (sinh u, cosh u sin 0, cosh u cos )
0 coshu
de H?. A matriz Jacobiana de o no ponto (6,u) é | coshucosf sinhusind | . Seja

—coshusin@ sinhwucosé
p € H?. Paratodo v € T,H? v = a(0, coshu cos §, — cosh u sin §)+b(cosh u, sinh u sin 6,

sinh u cos @) = (bcoshu, a cosh ucos @ + bsinh usin #, —a cosh usin 6 + bsinh u cos §) em
que a,b € R. Sendo assim, temos que go(v,v) = a? cosh?ucos? @ + a? cosh® usin® § —
b? cosh? u + b% cosh? usin? @ + b%sinh® wcos? § = a? cosh® u — b? cosh® u + b? sinh® u =
—b% + a? cosh® u. Em particular, se a = 0 temos que v é do tipo-tempo. Portanto, T,M

¢ do tipo-tempo. Como p é arbitrario, H? é do tipo-tempo.

Observacao: Note que a parametrizacao utilizada no Exemplo 5.3.5 nao cobre toda a
superficie. De fato, os pontos da hipérbole 3 — 22 = 1 com 3 > 0 nio estao incluidos
na parametrizagao. Entretanto, essa complicagao aparente nao interfere no carater

causal de H2. Para ver isso considere a seguinte parametrizacao o’.

o: (0,2r) xR — R?

(0, u) +—— (sinh u, cosh u cos 6, cosh u sin 6)

e faca uma verificacao analoga.

Exemplo 5.3.6. D? = {(xg,x1,22) / 23 — 23 — 22 = 1} ¢ do tipo-espago. De fato,

considere a seguinte parametrizagao

o: (0,2r) xR — R?

(0,u) +—— (cosh u, sinh w sin @, sinh u cos 0)
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0 sinh «

de D?. A matriz Jacobiana de o no ponto (6,u) é sinhucosf coshusinf | . Seja

—sinhusinf coshwucosf
p € D% Para todo v € T,D? v = a(0,sinh u cos §, — sinh usin §) + b(sinh u, cosh u sin 6,

coshucosf) = (—bsinhu,asinhucosé + bcoshusinf, —asinhusiné + bcoshu cos )
em que a,b € R. Sendo assim, temos que go(v,v) = a? sinh®u cos? @ + a? sinh® u sin? § —
b? sinh? u + b2 cosh? usin? @ + b2 cosh® ucos?f = a?sinh®u — b?sinh? u + b? cosh® u =

a?sinh® u + b% > 0. Portanto, 7,M ¢ do tipo-espago. Logo, D? é do tipo-espaco.

Exemplo 5.3.7. C? = {(xg, z1,72) € R*\ {0}/ — 22 + 2% + 22 = 0} ¢ do tipo-luz. De

fato, considere a seguinte parametrizacao

o: (0,27) x R\{0} — R?

(0,1) — (t,tcosf, tsinb)

0 1
de C?. A matriz Jacobiana de o no ponto (0,t) é | —tsinf cosf | .Sejap € C?. Para

tcosf sinf
todo v € T,C?, v = a(0, —tsin 6, cos§) +b(1, cos §,sin §) = (b, bcos § —at sin b, at cos O+

bsin @) em que a,b € R. Sendo assim, temos que go(v,v) = a’*t?sin* 0 + a®t* cos® 0 —
b2 + b? cos® 0 + b? sin? 0 = a*t* — b? + b? = a*t* > 0. Portanto, T,C? nio possui vetores
do tipo-tempo. Além disso, para a = 0, v é do tipo-luz. Logo, T,C? é do tipo-luz e o

resultado segue.
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plano tangenie e (0.0.-1)

u||||ll;.,
HIII"»
I\I ;

| 3‘

T(!,nm}‘/l

Figura 5.1: Existem planos tangentes a esfera dos trés tipos. O primeiro é tipo-tempo,

o segundo é tipo-espaco e o terceiro, tipo-luz.

67



Apéndice A
Elementos da Teoria de Grupos

Definicao A.1. Sejam G um conjunto e x : G x G — G uma operacao sobre G.
Dizemos que o par (G, ) € um grupo quando o0s sequintes axiomas estiverem verifica-

dos:

i) (Propriedade Associativa) Quaisquer que sejam a, b e ¢ € G, tem-se (a *b) ¥ ¢ =

ax* (bxc).

ii) (Elemento Neutro) Eziste um elemento e € G tal que a * e = e x a = a para todo

a€d.

iii) (Elemento Inverso) Para todo a € G eziste um elemento a' € G tal que a x ' =
axa=e.
Se a operacao x : G X G — G satisfaz ainda o axioma

iv) (Propriedade Comutativa) Quaisquer que sejam a, b € G, tem-se a xb = b * a,

dizemos que (G, ) € um grupo comutativo ou abeliano.

Observacao: E ficil mostrar que o elemento neutro e os inversos em um grupo sao
tnicos. Além disso, é tradicional, se (G, *) é um grupo, nos referimos a G como grupo,

se nao houver risco de confusao.
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Exemplo A.2. O conjunto Z dos ntimeros inteiros é um grupo comutativo em relacao

a operacao usual de adicao.

Exemplo A.3. O conjunto Q* dos niimeros racionais nao-nulos é um grupo comuta-

tivo em relacao a operacao usual de multiplicacao.

Exemplo A.4. Sejan € N. O conjunto das matrizes inversiveis de ordem n (conhecido
como GL(n)) é um grupo nao-comutativo (se n > 1) com relac¢do a operacao de mul-

tiplicagao entre matrizes.

Defini¢ao A.5. Seja (G, *) um grupo e seja H um subconjunto de G. Dizemos que H

¢ um subgrupo de (G,*) quando as sequintes condigoes estiverem verificadas:
i) H é fechado em relag¢ao a operagao *;

ii) Se para todo x € H, ™' € H.

Exemplo A.6. O grupo aditivo Z dos ntimeros inteiros é um subgrupo do grupo adi-
tivo Q dos niimeros racionais que, por sua vez, ¢ um subgrupo do grupo aditivo R dos

nimeros reais.

Exemplo A.7. O grupo multiplicativo Q* dos niimeros racionais nao-nulos é um sub-
grupo do grupo multiplicativo R* dos ntimeros reais nao-nulos que, por sua vez, ¢ um

subgrupo do grupo multiplicativo C* dos nimeros complexos nao-nulos.

Exemplo A.8. O grupo das matrizes invertiveis de ordem n cujo valor do determi-

nante é 1 é um subgrupo do GL(n).
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Definicao A.9. Sejam (G, %) e (G',-) dois grupos e f uma aplica¢ao do conjunto G
no conjunto G'. Dizemos que f : G — G’ é um homomorfismo de (G, *) em (G, ")
quando f(axb) = f(a)- f(b) para quaisquer que sejam a, b € G. Se [ for uma aplica¢ao

bijetora entao dizemos que f é um isomorfismo de (G,x*) em (G',-).

Observacao: Um homomorfismo de G em G também é denominado endomorfismo
de G. Denotamos por (End(G)) o conjunto de todos os endomosfismos de G. Um
isomorfismo de G em G & chamado automorfismo de G. Denotamos por (Aut(G)) o

conjunto de todos os automorfismo G.

Exemplo A.10. Seja a um elemento do grupo G. A aplicacao f : Z — G definida
por f(n) = a™ é um homomorfismo de (Z,+) em (G, ). De fato, f(m +n) =a™" =
m.a" = f(m) - f(n) para todo m, n € Z.

Exemplo A.11. Sejam (R,+) o grupo aditivo dos nimeros reais, (R*,-) o grupo
multiplicativo dos niimeros reais positivos e @ € R* com a # 1. A aplicagao f : R —
R?% definida por f(z) = a® é um isomorfismo de (R,+) e (R%,-). Analogamente, a
aplicagao g : RY — R definida por g(z) = log,x é um isomorfismo de (R%,-) em

(R, +).

A demonstracao é imediata.

Definicao A.12. Sejam (G, *) e (G',-) dois grupos. Considere o produto cartesiano
G x G’ dos conjuntos G e G' e a operagao x : (GxG') x (GxG") — G x G definida
por (a,b) x (a',0') = (axd',b-V) para todos (a,b) , (a’,b') € G x G. (G x G, %) é

denominado o produto direto de G e G'.

Proposicao A.13. (G x G', %) é um grupo com relagao a opera¢ao *.
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Demonstragao: Sejam (a,b), (a’,b') e (a", V") € G x G'. [(a,b) x (¢/, V)] * (a", V") =
(axa,b-V)*(adb") = ((axd)xad,(b-V) V) = (ax(ad=xd),b- (V- V")) =
(a,b) * (@' xa", b - b") = (a,b) * [(a,0') x (a”,b")]. Logo, x & associativa. Sejam e € G
e ¢ € GG’ os elementos neutros de G e G’, respectivamente . Sendo assim, temos que
(a,b)x(e,€') = (axe,b-€') = (a,b) e analogamente (e, ') x(a,b) = (a,b). Logo, x possui
um elemento neutro. Finalmente, (a,b)x(a™',071) = (axa™1,b-07!) = (e, ') e analoga-

mente (a1, b7 x(a,b) = (e, €'). Logo, (G xG’, %) é um grupo com relacao a operacao .

Definicao A.14. Sejam (G, x) e (G',-) dois grupos. Considere o produto cartesiano

G x G’ dos conjuntos G ¢ G', fize wm homomorfismo

v: @ — Aut(G)

b —pp:G— G

e a operacao X : GXG' x GXG' — GxG' definida por (a,b)x(a’,b") = (axpy(a’), b-b')

(G x G', %) é denominado o produto semi-direto de G x G'.

Proposicao A.15. (G x G', %) é um grupo com relagao & opera¢ao X.

Demonstragao: Sejam (a,b), (a’,V') e (a”,0") € G x G'. [(a,b) x (a’, V)] x (a",b") =
(arpulal). b)) = ((@r () o auar(a), (b-8)) = ((axiau(a)) #ianlion (a)). b
1) = (@ (@) * olon (@), b- (- 1)) = (ar (e - gua)),b- (- 1)) =
(a,b) x (a' x@y(a”),b'b") = (a,b) x[(a’,b') x (a”,b")]. Logo, x é associativa. Sejam e € G
e ¢ € G' os elementos neutros de G e G', respectivamente. Sendo assim, temos que
(a,b) x (e,€e") = (axpp(e),be’)(axe,b-€") = (a,b). Analogamente, (e, e’) x (a,b) = (a,b).
Logo, X possui um elemento neutro. Finalmente, (a,b)x (a™!,b71)(a*xpy(a™t),0-071) =
(axa',b-b71) = (e,€). Analogamente, (a=',b7') x (a,b) = (e,€'). Logo, (G x G', %)

¢ um grupo com relagao a operacao X.
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Apéndice B
Superficies em R"

Definicao B.1. Uma imersao do aberto V-C R™ no espagco R™ € uma aplica¢ao difer-
encidvel f :V — R™ tal que, para todo x € V', a deriada f'(x) : R™ — R" € uma

transformacao linear injetiva.
Observacao: Isto, naturalmente, s6 pode ocorrer quando m < n.

Exemplo B.2. A aplicacao f : R — R?, definida por f(t) = (¢*—1t,¢?) é uma imersao
de R no plano. De fato, R ¢ aberto e f : R — R? é diferenciavel. Além disso, para

todo x € R, a derivada

fl(r): R — R?
32 —1

a a

2z

é claramente injetiva.

Definicao B.3. Uma parametrizacio de classe C* e dimensio m de um conjunto
V C R™ ¢ uma imersao ¢ : Vo — V de classe CF que é, ao mesmo tempo, um home-

omorfismo do aberto Vo C R™ sobre V.
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Exemplo B.4. Dada uma aplicacio f : Vo — R”, de classe C* no aberto V5 C R™,
seja V= {(z, f(z)) / x € Vo} € R™™ o grafico de f. A aplicagao ¢ : Vo — V,
dada por ¢(z) = (z, f(r)) é uma parametrizacao de dimensdo m e classe C* do con-
junto V' C R™". De fato, se chamarmos de 7 : R™" — R™ a proje¢ao sobre as m
primeiras coordenadas, a igualdade 7 o ¢ = Idy, mostra que ¢ é um homeomorfismo,
cujo inverso é a restri¢do 7|y e, em virtude da regra da Cadeia, que 7(¢'(x)) = I Dgm.

Logo, ¢(x) : R™ — R™*" ¢ injetiva, para todo = € Vy. Logo, ¢ é uma imersao.

Definicao B.5. Um conjunto M C R"™ chama-se uma superficie de dimensao m e
classe C* quando todo ponto p € M estd contido em algum aberto U C R™ tal que
V=UNM ¢ aimagem de uma parametrizacao ¢ : Vo — V, de dimensao m e classe
C*. O conjunto V ¢ um aberto em M (com a topologia induzida pela topologia usual

de R™, chamado uma vizinhanca parametrizada do ponto p.

Exemplo B.6. O grafico de uma aplicacdo f : V — R, de classe C* no aberto
V' C R™, é uma superficie M = {(z, f(x)) € R™™ / x € V} de dimensdo m e de classe
C* em R™". De fato, M ¢é a imagem da tnica parametrizacdo ¢ : V — M tal que

p(x) = (z, f(x)).

Definicao B.7. Seja p um ponto da superficie n, de dimensio m e classe C* em R".
O espago vetorial tangente a M no ponto p é um subespago vetorial T,M C R" tal
que T,M ¢é o conjunto dos vetores-velocidade v = N (0) dos caminhos diferencidveis

A:(—e,e) — M, tais que \(0) = p.

Definicao B.8. Seja f : U — R" uma aplicacao deferencidvel, definida no aberto
V. C R™™  Um ponto ¢ € R™ chama-se um valor regular de f quando, para todo
x € U tal que f(x) = ¢, a deriwvada f'(x) : R™™"™ — R"™ € uma transformagao linear

sobrejetiva.
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Teorema B.9. Seja ¢ € R" um valor reqular da aplicacdo f: U — R", de classe C*
no aberto U C R™™. A imagem inversa M = f~'(c) ={x € U / f(z) = ¢} é uma
superficie de classe C* e dimensdo m em R™". O espaco vetorial tangente T,M, em

cada ponto p € M, é o nicleo da derivada f'(p) : R™T" — R™.

Demonstragao: Pelo teorema da func¢ao implicita, note que M = f~!(c) é localmente
o grafico de uma aplicacio de classe C*. Logo, M ¢é uma superficie. Além disso, para
p € M, todo vetor v € T,M é da forma v = X(0), onde A : (—¢,e) — M é um
caminho diferenciavel com A(0) = p. Logo, f'(p)(v) = f(A0))(N(0)) = (foA)(0) =0
pois fo: (—e,e) — R™ & constante igual a c. Portanto, T, M esta contido no nicleo

de f'(p). Como f'(p) é sobrejetiva, esse niicleo tem dimensao m e entao é igual a T, M.

Exemplo B.10. O conjunto S™ = {(zg,...,z,) € R"™ /22+.. .42 = 1}, conhecido
como esfera unitdria, € uma superficie de dimensao n e classe C*°. De fato, considere
f: R+ — R
(Toy- ., @) > ap+ ...+ a2
f & de classe C™. Além disso, para todo a = (ay, . ..,a,) € R"" tal que f(a) =1,
f'(a) : R+ — R

(Toy .-y Ty) +— 2a0T0 + ... + 20,1,

é uma transformacao linear sobrejetiva pois é um funcional linear nao-nulo. Logo,

1 € R é um valor regular de f e a afirmacao estd provada.

Exemplo B.11. O conjunto H" = {(zg,...,x,) € R"™ /22 —2?—. . —22 =1}, con-

hecido como hiperboloide de duas folhas, € uma superficie de dimensao n e de classe C'*°.

Exemplo B.12. O conjunto D" = {(xg,...,z,) € R"™™ | — 22+ 23+ .. +22 =1},
conhecido como hiperboloide de uma folha, € uma superficie de dimensao n e de classe

.
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Exemplo B.13. O conjunto C" = {(xy, ..., ,) € R"\{0} / —a2+z?+...+22 = 0},

¢ uma superficie de dimensao n e de classe C*.

Observagao: A verificagao de que os exemplos B.11, B.12 e B.13 sao superficies é

analoga a do Exemplo B.10.
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Conclusao

As formas bilineares simétricas nao degeneradas desempenham um papel muito
importante no contexto de ambos os espagos-tempo: Newtoniano e de Minkowski. No
primeiro caso, a forma bilinear tem indice zero enquanto que, no segundo, a forma
possui indice um.

No decorrer deste trabalho procuramos explorar os aspectos geométricos mais sig-
nificativos tanto dos espagos-tempo Newtonianos quanto dos espagos-tempo de Minkowski
e demonstrar os seus principais resultados utilizando como ferramenta principal a alge-
bra linear. Apesar de ambos possuirem a mesma estrutura afim, que é, sem duvida, um
aspecto unificador interessante, as diferencas entre os dois tipos de espagos-tempo sao
bastante significativas, e as interpretacoes fisicas subjacentes, radicalmente distintas.

Os aspectos fisicos e a estrutura causal desses dois tipos de espago-tempo mere-
cem estudo mais detalhado, que infelizmente nao podemos fazer aqui. Apesar disto,
ilustrando essas diferencas, obtivemos e caracterizamos os dois grupos que preservam
suas respectivas estruturas no caso particular do R**! e provamos que, de fato, isto

era suficiente, pois todos os outros sao isomorfos a um destes.
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