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Introducao

Em 1878 William Kingdom Clifford introduziu as Algebras de Clifford, que podiam
ser pensadas como uma possivel generalizacao dos niimeros complexos e dos quatérnios.
Uma &lgebra de Clifford é uma &lgebra unital e associativa associada C¢(V, q) funtorial-
mente a um espaco vetorial V' munido da forma quadratica q. As Algebras de Clifford
tém importancia fundamental em diversos contextos, em particular por sua relagao com
os Grupos de Spin e pelo papel desempenhado pelos médulos de Clifford, especialmente os
espinores. Espinores, por sua vez, sao objetos chave na Fisica, onde descrevem os campos
de matéria fermionica, e na Geometria Diferencial, onde sao utilizados na construcao de
fibrados espinoriais e do assim chamado complexo de spin, que ¢é instrumental na prova

do classico Teorema do Indice de Atiyah e Singer.

Este trabalho esta organizado como segue:

No capitulo 1, falaremos sobre algebras tensoriais, visto que as algebras de Clifford
sao quocientes de uma algebra tensorial por um ideal da mesma. Daremos a definicao
da algebra de Clifford através de uma propriedade universal, mostraremos a existéncia
e a unicidade a menos de isomorfismo desta algebra. Apresentaremos também alguns
exemplos relevantes.

No capitulo 2, provaremos algumas das propriedades bésicas das algebras de Clifford
e definiremos suas principais subestruturas, dentre as quais estao os grupos de Spin.

No capitulo 3, daremos a definicao de grupo fundamental e espaco de recobrimento
e provaremos resultados importantes. Chegaremos ao fato de que Spin,, é recobrimento
universal de SO(n).

No capitulo 4, falaremos de um caso particular interessante do fato mencionado acima
para n = 3, mostraremos que o recobrimento universal de SO(3) ¢ isomomorfo a SU(2).

Nos apéndices, falaremos produto tensorial de espacos vetoriais e dlgebra de Lie e

apresentaremos alguns resultados e exemplos.



Capitulo 1

Algebras de Clifford: Conceitos

Basicos

Neste capitulo, daremos a definicao das Algebras de Clifford através de uma proprie-
dade universal. Por conveniéncia, assumiremos que o espago vetorial V tem escalares em
um corpo K com caracteristica diferente de dois, car(K) # 2, e ¢ : V' — K é uma forma

quadratica fixada em V. Para este capitulo, as referéncias sao [3] e [4].

Definigao 1.0.1 Uma dlgebra de Clifford associada a V e q é um par (CL(V,q),J)

tal que
i) (CUV,q),-)!, é uma K-dlgebra associativa com unidade;
ii) j:V — ClV,q) € uma aplicagdo linear e j(v) - j(v) = —q(v)1,Yv € V;

iii) para toda aplicacao linear f :V — A que satisfaz f(v) - f(v) = —q(v)1a, onde (A,-)
¢ K-dlgebra associativa com unidade, existe um unico homomorfismo de dlgebras
IE ClV,q) — A tal que f = foj.

v —Civ,q)
‘ ~
! V!
A

A seguinte proposicao nos da a unicidade destas dlgebras a menos de isomorfismo.

Proposigao 1.0.1 Sejam (CL(V,q),7) e (CL'(V,q),J') dlgebras de Clifford associadas a V
e q, entdo CL(V,q) e Cl'(V,q) sdo dlgebras isomorfas.

1O ponto denota o produto da 4lgebra, a partir de agora usaremos esta notacio sem aviso prévio.
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Demonstragao: Como j': V — Cl'(V,q) é linear e satisfaz j'(v) - j'(v) = —q(v)1l e
(CL(V,q), ) é dlgebra de Clifford, existe um tinico homomorfismo ¢ : C4(V, q) — Cl'(V, q)
tal que ¢ o j = j'. Analogamente, existe um tinico homomorfismo ¢ : C¢'(V,q) — CU(V, q)
tal que poj' = j.

Logo, (po @) o' = j'. Mas, idep v,y : CE(V,q) — CL(V,q) é tal que idep vy 05" = j'.
Dai, ¢ o ¢ = idey(v,g)- Da mesma forma, ideyy,g) = @ 0 .

Portanto, C(V, q) ¢ isomorfa a C¢'(V, q).

|

A demonstragao da Proposigao 1.0.1 em particular garante que , se (C{(V, q),j) é uma
algebra de Clifford e j': V' — C{(V, q) é uma aplicagao linear tal que (C¢(V,q),j’) é uma
algebra de Clifford, entdo j' = ¢ o j, onde ¢ é um automorfismo de C4(V,q). A aplicagao
j estd entao “fixada a menos de automorfismos”. Adotaremos no que segue a convengao
de nos referirmos a algebra C{(V, q) como a élgebra de Clifford de (V, ¢), se ndao houver

perigo de confusao.

Exemplo 1.0.1 Seja Cly a dlgebra de Clifford associada ao espaco vetorial R com forma

quadrdtica dada por q(x) = x2. Entdo, Cly € isomorfa a C visto como R-dlgebra.

i) Nao é dificil verificar que C com o produto usual dos nimeros complexos dado por
(a,b)(c,d) = (ac — bd, bc + ad) é R-dlgebra associativa com unidade 1¢ = (1,0).
ii) Defina j : R — C por j(z) = (0, ).

Claramente, j é linear. Vemos ainda que

iii) Dada qualquer aplicacao linear f : R — A, onde (A,-) é uma R-dlgebra associativa
com unidade, tal que f(z)-f(z) = —q(x)14, defina f : C — A por f(a,b) = als+f(b).

Vemos que (fo J)(x) = f((),x) = f(z),Vx € R. Logo, foj=f.
Vejamos que fé homomorfismo de 4lgebras?.
Note que f(1¢) = f(1,0) = 1,4.

F(a,0) + Me,d)) = Fla+e,b+Ad) = (a+ )Ly + f(b+ M) =
= (ala+ f(b)) + Alcla+ f(d)) =
= f(a,b) + \f(c,d),¥(a,b), (c,d) € C,\ € R.

2No que segue, “dlgebra”sifnificard “dlgebra associativa com unidade”.
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f((a,b)(c,d)) = flac—bd,bc+ ad) = (ac —bd)14 + f(bc + ad) =
= acla+cf(b)+af(d) —bdls =acly+af(d)+ f(b)e+bdf(1)- f(1) =
= acla+af(d) + f(b)e+ f(b) - f(d) = (ala+ f(b)) - (cla+ f(d)) =

= [fla,b)- f(c,d).

Vamos mostrar agora que f é Unica.

Suponha que existe um homomorfismo de algebras g : C — A tal que goj = f. Entao,
Y(a,b) € C,

g(a,b) = g(a(1,0) + (0,b)) = ag(1,0) + g(0,b) = als + g(j(b)) =
ala+ f(b) = f(a,b),

e portanto g = f, o que conclui o exemplo.

Exemplo 1.0.2 Seja Cl7 a dlgebra de Clifford associada ao espago vetorial R com forma

quadrdtica dada por q(x) = —z%. Entdo, Cl] é isomorfa a R & R visto como R-dlgebra.

Definindo o produto em R & R como (a, b)(¢,d) = (ac+ bd,bc +ad) e j: R - R®R

dada por j(z) = (x,0), verifica-se o isomorfismo de forma analoga ao exemplo anterior.

Exemplo 1.0.3 Seja Cly a dlgebra de Clifford associada ao espago vetorial R* com forma

quadrdtica dada por q((z,y)) = 2%+ y>. Entdo, Cly € isomorfa a H visto como R-dlgebra.

i) Nao é dificil verificar que H com o produto usual dos quatérnios dado por
(a,b,c,d)(a,b,c,d) = (ad' — bV — e —dd';ab + ba’ + cd' — dc,ac — bd' + ca’+
+db',ad 4+ bd’ — ¢l + da’) é R-dlgebra associativa com unidade.

ii) Defina j : R> — H por j(x,y) = (0,z,v,0).

Note que j ¢ linear e que

](x,y)j(x,y) = (Ov'rayao)(owxayvo) = (_‘7’2 - 9270;070) =
= _(3:2 +y2)(1?07070) = _Q<xay)1H-

iii) Dada qualquer aplicacao linear f : R? — A, onde (A, ) é R-4lgebra associativa com
unidade, tal que f(z,y) - f(z,y) = —q(z,y)14, defina f: H — A por f(a,b, c,d) =
ala+bf(1,0) + cf(0,1) + df(1,0) - £(0,1).



Vemos que (f) o j(z,y) = f(0,2,y,0) = 2£(1,0) +yf(0,1) = f(z,y). Logo, foj = f.

Para verificar o homomorfismo,
f((a,b,c, d)(a', b, ,d")) = flad' — b — cd —dd',ab + bd' + cd' — dc',ad — bd' + cd'+

+db' ad + bc — b + da') = (aa’ — b — e — dd")1 4 + (ab 4+ ba’ + ed' — dc’) f(1,0)+
+(ad —bd' + cd’ + db')f(0,1) + (ad' + bc — b + da’) f(1,0)£(0,1) = aa'l4 + ab' f(1,0)+
+ac f(0,1) +ad f(1,0)£(0,1)4ba’ f(1,0) —bb +bc f(1,0)£(0,1) —bd £(0,1) +ca’ f(0,1)—
—cb' £(1,0)£(0,1)—cc' +cd f(1,0)+da’ f(1,0)£(0,1)+db f(0,1)—dc f(1,0)—dd' = aa'l 4+

+ab' f(1,0) +ac f(0,1) + ad f(1,0) £(0,1) + ba’ f(1,0) + bb' f(1,0)* + bc £(1,0) £(0,1)+
+bd' f(1,0)2£(0,1) + ca’ f(0,1) + b’ £(0,1)f(1,0) + cc' f(0,1)* + ed £(0,1)£(1,0) (0, 1)+
+dd’ f(1,0)£(0,1)4+db' f(1,0)£(0, 1) f(1,0)+dc f(1,0) £(0,1)*+dd f(1,0)£(0,1) f(1,0) £(0,1)

= (als +bf(1,0) +cf(0,1) +df (1,0)£(0,1))(a’1a + b f(1,0) + ¢ f(0,1)+

+d' f(1,0)£(0,1)) = f(a,b,c,d)f(d, ¥, c,d),

Fl(a,b,c,d)+Nd W, d) = flatAd, b+, e+ A d+Ad) = (a+Aa’)1a+(b+A) f(1,0)+

H(e+A) F(0, 1)+ (d+AD) F(1,0)-£(0,1) = (ala+bf(1,0)+cf(0, 1)+df (1,0 £(0, 1)) +A(a'La+

FU F(1,0) + ¢ £(0,1) +d' f(1,0) - £(0,1)) = f(a,b,c,d) + Af(d, V¢, d),
e ainda f(1,0,0,0) = 114 = 1,4.
Para provarmos a unicidade de fv, suponha que existe g homomorfismo de algebras tal

que g o 7 = f. Entao,
g(a,b,c,d) = g(alc +b(0,1,0,0) 4+ ¢(0,0,1,0) +d(0,0,0,1)) =
= ala+bg(5(1,0)) + cg(5(0,1)) + dg((0,1,0,0)(0,0,1,0)) =

= aly+0f(1,0) +¢f(0,1) +dg(j(1,0))g(5(0,1)) =
— aly+Dbf(1,0) 4 ¢f(0,1) +df (1,0)£(0,1) = f(a,b,c,d).

O que conclui o exemplo.

O préximo exemplo é mais elaborado e vamos apresenta-lo como proposicao.
: _ 3 a2 a2 a2

Se.]a V=Re Q(,U) ==V — VU — U3,V = (v17U27U3)‘

Considere a algebra de Clifford C¢; associada ao par (V, q).

Seja M5(C) o conjunto das matrizes 2 por 2 com entradas em C.
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Proposicao 1.0.2 Cl; ¢é isomorfa a My(C).

Demonstragao: Seja {e;, 5, e3} base canonica de R3.

Defina j : R* — M(C),j(e1) = ( vl ) = o1, jle2) = ( 0 _OZ ) = 03, jles) =

1 0 1
1 0
= 03.
0 -1

As matrizes o1, 09, 03 sao chamadas de matrizes de Pauli.

Note que

10
Vemos que 0;0; = —0;0;,i # j,07 = 03 = 03 = ( | ) .

3
Dado v € R3, v = Zviei. Entao,

=1

j)j(v) = szez O ower) = sz](ez) > odiler) = ZW% > oy, =

k
oo (1O _ 10
= (U1+U2+v3)<0 1)— q()(o 1>.

Denotaremos a matriz identidade por 1oys.
Aﬁrmagdo: {12><2, 01,092,03,01092,0103,0203, 0'10'20'3} ¢ base de MQ(C)
Primeiramente, notemos que M»(C) tem dimensao real 8.

Vamos provar que ¢ linearmente independente.
Sejam \; € R,i € {1,---,8}. Entéo,

0 0
Atlaxa + A01 + A302 + A403 + As0102 + Ag0103 + A70203 + Ag010203 = ( 00 ) N



N (A1 4+ A1) +i(As +Ag) (A2 —Ag) +i(=Az+A7) Y [0 0 N
Mo+ X6) +ilds+ A1) M —A)+i(=As+Xs) /) \ 0 0

=\ =0,Vie{l,-- 8}

1

fler), fo2) = fle2), flo3) = fles), floio;) = f(ei)f(e;), para i < j e f(o10203) =
f(€1>f<€2)f(63)'

~ ~( 1 0 ~
Dada f : R* — A linear. Defina f : My(C) — A por f ( 0 ) = 1a, f(o1) =

Nao é dificil ver que f é linear e é homomorfismo de algebras.
Vemos que

3

(Foiw) = (Foi)(X ve) = F vile)) = 3 uiflo) =

= 3" fle) = 1O vies) = f(v), Yo € R,

i=1 i=1

Vamos provar agora que f é Unica.

Seja g : My(C) — A um homomorfismo de algebras tal que g o j = f. Entao,

a+bi cH+di a-+c a +c v —d a—c
(a’+b’@' gy di ) 5 9+ =90 (er)+———g(i(e2))+

b—d a —c V+d b+d a-+c a +c
5 g(o903)+ 2 g(o10903) = 5 La+ 5 flen)+

= ey + = o) + P Fle fle) + T Fle) flea) + T o) Fles) +

b d = R ) + T F o) + L Flon) + 2 ot

b—d ~ —c~ V+d~ b+d ~ ~ + bi + di
a4 Cf(0'10'3)+ + f(og03)+ il f(o10203) = f ¢ 2, ‘ Z, )
2 a+bi J+di

[
A defini¢ao da dlgebra de Clifford C¢(V, ¢) nao garante no contexto geral, a existéncia

da mesma. Mostraremos agora que esta sempre existe.
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1.1 Construindo uma Algebra de Clifford I: A Algebra

Tensorial

Definicao 1.1.1 Seja V' um K espago vetorial. Uma dlgebra tensorial é um par
(T'(V),¢), onde T(V) € uma K-dlgebra e ¢ : V. — T(V) é K-linear, com a sequinte
propriedade: para toda aplicacao f :V — A linear, onde A € uma K-dlgebra, existe um

tinico homomorfismo de dlgebras f : T(V) — A com f = fo .

V—=>T(V)
b
N
A
Analogamente ao que fizemos para algebras de Clifford, mostra-se que a algebra ten-

sorial é tinica a menos de isomorfismo.

1.1.1 Construgao de uma Algebra Tensorial

Aqui, como antes, apenas a definicdo de uma certa estrutura nao prova a existéncia
da mesma. Apds sua construgao explicita nos referimos a 7'(V') como a algebra tensorial
de V.

Defina

TV =V**=yVeVe -0V keN3
k\:e:zes

TV = K.

Seja T(V) =PIV =KevVaeVaV)eVeaVaV)e---

k=0

Proposicao 1.1.1 Para quaisquer k,l € N* os espacos vetoriais TFV @ T'V e TV sdo

canonicamente 1somorfos.

Demonstragao:
Seja (T*V @ TV, €) o produto tensorial entre T*V e T'V.
Defina
VTV x T'V — TFy,
pondo

3Veja Apéndice 1 para as principais propriedades do produto tensorial de espacos vetoriais.
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¢(< Z Ui1®"‘®vik7 Z wjl®®w]l>> = Z U11®®U1k®w31®®w31

i1, i IR i1 i
J1s7 01

Nao ¢ dificil verificar que v é bilinear.
Logo, pela propriedade universal do produto tensorial, existe uma tunica aplicacao

linear

ey TV @ TV — TV tal que 1y 0 pp; =1 onde @ : TV x TV — TV @ T'V

a injecao canodnica, para a qual

Spk,l(Z Uy @+ @y, Z U]'1®"'®'Ujl> _

11,00 Jiyeudi

— ( > ui1®---®u,~k) ®<Z vﬁ@---@vﬁ).

It

Explicitamente temos,

Lkl Z Z Uiy, @ @, | ® Z wy, ® - ®wy, _

t iltz'"zikt j1t7"'7jlt
— E Lk,l E Uilt ® P ® /Uikt ® E wjlt ® PP ® wjlt —
t i1y ik 1y ity
= g Lk § E Uiy, @B Vi, » E Wiy, Q- ® Wy, =
t T1yst Tk Jigsdiy
— E 1/) g Uilt®”.®vikt7 E wj1t®...®wjlt —
3 [SPRIEN Jigrsdly
— E /Uilt®...®U7th®wj1t®...®w]’lt'
i1y iy
jlt"”’jlt

Sejam, Vk,l € N*

k+1 vezes
Ty k I
op VX xV—TVxTV

@Z(Ul,“' y Uk U415 " * ° 7Uk+l> = (9016(1)17"' 7vk)7901<vk+17"' 7Uk+l))7 onde

k vezes
k
op: VX xV— TV

<Ul’...’vk)|_> ’U1®"‘®'Uk;

13



| vezes
—N—
o Vx-ooxV— TW
(v, u) = VR @
Como ¢y, é k-linear e ¢; é l-linear, entdo ¢k é k + [-linear.
Nao ¢é dificil ver que ¢y é bilinear.

Temos que se
k+1 vezes

BT avARvET k !
Crio@ VXXV —"TV&TV,

entao

(R0l ) (U1, Uk, g1, Vppt) = (V1@ - QUg) @ (Vgy1, ® - - - ®gyy) é k+I-linear.
k41 vezes

——
Seja ¢ a injecao canodnica de V x ---x V em TV, Portanto, existe uma tnica
aplicagao linear 14y : TFHV — THV @ T'V tal que 134y 0 ¢ = g, o ¢k, conforme o

diagrama abaixo:

P

Vx.-.-xV Tk
I

@fcl | L+
A

Pk,l
TFV x TV ——=TV @ T'V

Explicitamente,
L+l E : Uiy - QU | = E : Lkt (Ui1®"'®vik+l) -
(AT Y| (AT Y|

_ E _ E l _

= Lk+1 (90 (Ui17 e uvik+l)) - (‘Pk,l o @k)(viu U 7vik+z) -
11,00 5Tkl 11, ik

= E (Ui1®"'vik)®(vik+1®"'®Uik+l)'
(A WSIEN A

Portanto,

(ki © try) E E Vi, @@V, | ® E Wy, & - QO wy, =

t \ity i, Jip ity

= Lkt § Ui1t®"'®vikt®wj1t®”'®wjlt

t

ilt’m’ikt
I1go 1
= E Lk+l(vi1t®"'®vikt®wj1t®”'®wjlt):
i1y iy
J1gom 1

14



= Z (U“t K- Uzk ) ® (wjlt Q- ® wjlt) =

t

ilt’m’ikt
1yl

:E § Vi, ® - Qv | @ E Wy, @ Qwy, |,
t \i1,,oin iy ity

(o) | D vy ®-®uy,, | =

11, ikl

=l Z (Uil ®"'®Uik)®(vik+1 ®"'®vik+z) =

U1, 50kl

=t | Y. W ® @) ® (U, @By, | =

01, k4l

= Y we @,

U1y Tkl
Assim, v € 14 s@0 inversas uma da outra, logo, ix; ¢ um isomorfismo.
|
Pela definigao, para verificar que T'(V') é uma algebra tensorial devemos mostrar ini-

cialmente que T'(V') é uma K-élgebra. Para isto, defina a seguinte operagao

x: T(V)xTV)— T(V)
(Zu12%> = Zbi,j(ui®vj)

onde u; # 0 e v; # 0 apenas num conjunto finito, e ¢;; ¢ como na demonstragao da

Proposigao 1.1.1.

Proposicao 1.1.2 (T(V), *) é K-dlgebra.

Demonstragao:

i) Com as operagoes dadas por Z u; + Z v = Z u; +vj e A (Z uz> = Z Au;, VA € K,

7

T (V) é K-espago vetorial.

ii) Verifiquemos a associatividade do produto:
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<<Zu> ' (2]:”]» * (Zk:wk> = Xj;«u ;) wy).

Escrevendo
u; = Z Up, @+ @ Up, e TV
ni n;
v = Z VUmy ® *+* @ Uy, eT'V
miy,--,m;j
Wk = Z Wy ® -+ @ wy, € TV,
p Pk
vem

((unl®"'®uni)*(Um1®"'®vm]‘))*<wp1®"'®wpk):

= (i ((un, @ -+ @ Un,) ® (Vm; @ -+ @ Um,))) * (wp, @ -+ @ wp,) =
:(Um®"'®Um®vm1®"'®Umj)*(wp1®"'®wpk):

= Lk (U @+ @ U, @ Uy @+ D VUpy,) ® (W, ® -+ D Wy, )) =
:(Un1®“'®uni®vm1®"'®"Umj)®wp1®"'®wpk:

=Upy @ @ Un, @ (U @+ ® Uy, @ Wy, @ -~ QWp, ) =

= Lijk(Un, @ B Up,) ® (Vg @+ @ Uy @ Wp, @ -+ @ Wy, ) =
= (Uny, @+ @ Up,) * (Ui, @+ @ Uy, @Wp @ -+ D Wp,) =
:(un1®"'®uni)*(l’j,k(vm1®"'®Umj)®(wp1®"'®wpk)) =
= (Un; @ -+ @ Un,) * (Umy @ -+ @ Umyy) ¥ (wp, @ -+ @ wp,)).

Dai,

(w; * v;) * wy, = ( E um®~~~®um)* E Uy @ -+ @ Uy, *
Ny, ng mi,,mj

*< Z wp1®"'®wpk‘>: Z ((tn, ® - @ up,) * (Vg @ -+ + @ Uy ) )%
1y Pk

Ny
my e my
P1s P

*(wm@"'@w}%): Z (un1®"'®uni)*((vm1®"'®vmj)*(wp1®"'®wpk)):

Ny,
my e
P10 P

—(Z um®---®uni>* Z Uy @+ @ Uy, *(Z wp1®---®wpk> =
m P11, Pk

N1, Mg 1y,
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= u; * (V) * wg).

i s~ () (£ + () e i

1,7,k
mostrar.

iii) Distributividade:

Para ¢ > 7, temos

(o) () (L) () e nena

ik

:ZLiyk(ui@)wk—%vi@wk Z k(U @ wy) + v (v @ wy) =
ik ik

= Z Lig(uw; @ wy) + Z Lik(v; @ wg) = (Z uz> * (Z wk> + (Z Uj) * (Z wk> .
Analogamente,

(o) (Boemm) - (5] (20) + () (5

Finalmente, Va € K,

(50 (£2) - (£o)(£0) - Sustonren

- St ) =0 S s 01) - ((Z)(Z ))

1] J

() (o)) ()

A seguinte proposigao nos da uma aplicagdo K-linear com a qual T(V') serd uma

Analogamente,

algebra tensorial.

Proposicao 1.1.3 Com a inclusao

p: V. = TV)

v > v

(T(V), ) é dlgebra tensorial.
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Demonstragao:

E claro que @ é K-linear.

Seja f : V — A uma aplicagao linear, onde (A4, .) é K-algebra.

Defina f : T(V) — A, dada por f <Z vi) Z Z () f(Vny) -+ - f(vy,), onde

i ny,

v; = g Upy @ -+ @ vy, € T'V. Queremos verificar que f ¢ homomorfismo de algebras
N1, 3Ny

e a comutatividade do diagrama

V—>T(V)
X i

De fato, ¢ fécil ver que f é linear e f(17a)) = 1a. Temos agora:

L R e e N

:fT Z Li,j((um®"'®um)®<vm1®"'®vm]’)) =

\
\
v
A

:f_ Z unl®...®uni®vm1®...®vmj —

= ) S ) ) ) =
S SR D UNRVIN) ol oS ERIN

(Z > @ .@um>.f S Y tmeoum)

) o)

e logo, f é homomorfismo de algebras.

i) (Fo) (v) = F(v) = fw). Ve V.

18



iii) Seja g tal que g : T(V) — A é homomorfismo de élgebras e g o ¢ = f. Entao

g(ZvJ—g(Z Z Uny ® -®vm> 3 Z 9(Vn) -+ g(vn,) =

1 Ny, ZTL1

=2 3 st eateltn) =30 3 Slom)-Slon (z)

i N, i ni,

Logo, f é tnica.

1.2 Construindo uma Algebra de Clifford 1I: Quo-
ciente

Considere agora a dlgebra tensorial T'(V) = @T’“V, e oideal I,(V) = {v®v+

k=0
q(v),v € V}).
Seja CU(V,q) =T(V)/I,(V). Defina j : V. — C{(V,q) pondo j =m,0p onde p: V —

T(V) é a inclusao canonica e m, : T(V) — Cl(V,q) a projecao canodnica.

Notagao: Para x € T(V') usaremos [z]| para denotar a classe de equivaléncia de x.

Proposicao 1.2.1 (C{(V,q),j) € dlgebra de Clifford.

Demonstragao: Vemos que
i) j ¢ linear, pois ¢ e m,; 0 sdo;

ii) Vv € V,j(v) = (mg0p)(v) = my(v) = [v] = j(v) - j(v) = [v] - [v] = [v@2] = [—q(v)] =
= —q(v)[1] = _Q(U>1C€(V,q);

iii) Seja f:V — A aplicagao linear tal que f(v) - f(v) = —q(v)14.

Pela propriedade universal da algebra tensorial, existe um tnico homomorfismo de
algebras f: T(V) — A tal que fop = f.

Afirmagdo: 1,(V) C Kerf.

De fato, f(v@v+q(v)) = flv®@v) +q(v)f(1) = f(v) - f(v) +q(v)1a =
= f(v) - f(v) 4+ q(v)14 =0, o que estabelece a afirmagao.
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Defina

N

[v] — fv)
i) pl=w=v-—wel,(V)=v-—weKerf= flv—w)=0= f(v) = f(w)
Logo, festéu bem definida, e claramente linear, e f(lcg(v,q)) = f(1) = 14.

i) f([v] - [w]) = flv@w]) = flo@w) = f(v) - f(w) = f([v]) - f([w]).
Logo, fé homomorfismo de dlgebras.

ii) (F07)(0) = (Fomy09)(v) = Fmy(w)) = F(lo]) = F(v) = f(0), Yo € V.
Isto prova que foj = f.

iv) Sejam g : C{(V,q) — A homomorfismo de algebras tal que goj = f e w € T(V).

Entao, w = Z Z Wy &+ Q Wy,

% ny,:

g([w]) = g(my(w)) = ( (Z Z wm '®wni>) =

i M1,

- Z Z p(wn, ) )"'g(ﬁq(@(wm))):

i ny,

=) Z 90 )(wn) (g0 ) (wn,) =

i ni,

:Zwam. flwy,) =

i Ny,

- Z F(lwn)) -+ F([wa]) = F([w).

7 Ny,
Assim, f é Unica.
[ |

Portanto, (C¢(V,q), j) é algebra de Clifford, e por ser inica a menos de isomorfismo nos

referimos, como ja dissemos, a C/(V, q) como a algebra de Clifford de (V] q).

Note que j é injetiva.

De fato, se (C/'(V,q),j') é dlgebra de Clifford, existe um tnico isomorfismo 1) :
Cl(V,q) — Cl'(V,q) com j' = 1) o j. Portanto, j/ é injetiva. Assim, j é sempre uma
inclusao de V' em sua &lgebra de Clifford, e no que segue, identificaremos V' com sua
imagem por j em C{(V, q).

Em particular, no lugar de j(v) - j(v) = —q(v)1 escrevemos apenas v - v = —q(v)1.
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Capitulo 2

Propriedades Estruturais e
Subgrupos de uma Algebra de
Clifford

Neste capitulo, veremos importante subestruturas das algebras de Clifford tais como

o grupo de Spin. Utilizamos a referéncia [4].

Definigao 2.0.1 Um morfismo f : (V,q) — (V',q') entre espagos vetoriais com forma
quadrdtica € uma aplicacio K-linear f : V — V' que preserva a forma quadrdtica, ou

seja, f*q¢ :==q o f=q.
Definicao 2.0.2 O grupo linear de V é definido por
GL(V)={A:V — V; A é operador linear invertivel }.
Note que GL(V) com a operagao de composigao forma um grupo.

Definicao 2.0.3 O grupo ortogonal associado a V e q € definido por

OV,q) ={f € GL(V): [q = q}.

Teorema 2.0.1 Sejam f : (V,q) — (V',¢) eg: (V',¢) — (V",¢") morfismos entre
espagos vetoriais, (CL(V,q), ), (CL(V',q'),7") e (CL(V",q"),j") as dlgebras de Clifford as-

soctadas. Entao

i) gof=Gof
ii) Idy = Ideoy.g).

21



Demonstragao:

i) E claro que j/ o f é K-linear, pois j/ e f o sao.

Vemos ainda que j'(v') - j/(v) = —¢'(v')1,¥0' € V' eisto implica que j'(f(v)) -
J'(f(v)) = =d'(f(v))1,Yv € V. Mas, ¢ = ¢’ o f. Logo, (j'o f)(v) - (j'o f)(v) = —q(v)L.
Portanto, existe um tnico homomorfismo de &dlgebras f: ClV,q) — CLV' ¢) tal

que foj=j'of.
Analogamente, existe um tinico homomorfismo de algebras g : C¢(V', ¢') — CL(V",q")

tal que go 3’ =j"og.

(V. q) —=CU(V. q)
Segue que (veja o diagrama ao lado) fi : 7

, v
Go il oo V' ¢)—=ClUV' ¢
j"ogof=gojof=(Gof)oj V) (V)

gi '3
j// v
(V//’ q//) Cg(VN7 q//>

E claro que j” o go f é linear.

Como j"(v")-57"(v") = =¢"(v")1, Yo" € V" entao Vv € V, (j"ogo f)(v)-(j"ogo f)(v) =

—¢"((g o ()1 = =¢'(f(v))1 = —q(v)1, pois ¢ = ¢" o g.

Portanto, existe um tinico homomorfismo de algebras 537 tal que (ggff)o j=7j"0gof

e como g o fsatisfaz essas condigoes, segue que go f =go f

ii) E claro que j o Idy ¢ K-linear, pois j' e Idy o so.
Vemos ainda que, (j o Idy)(v) - (joldy)(v) =j(v)-jv) =

| . — (V,q) —>CL(V. q)
—q(v)1. Logo, existe um tinico homomorfismo Idy tal que |
Idvl

jfc\l; oj = joldy. Mas, existe Ideyv,qy : CL(V,q) — CL(V,q) A ledV
— J
tal que jo Idy = Ideyv,q © j. Portanto, Idy = Idev,q) (veja (V.q) CL(V.q)

o diagrama ao lado).

Fixe um K-espaco vetorial V' com forma quadratica q.

Corolario 2.0.1 A aplicacao ¢ : O(V,q) — Aut(CL(V,q)) dada por o(f) = ﬁVf €

O(V,q) € monomorfismo de grupos.

Demonstragao:

—_— ~

i) p(fog)=fog=fog=o(f)oplg),VfgeO(V,q)



i) o(Idy) = Idy = Idegv.g)-

i) o(f)=p(g)=f=3=f=g

|
Definimos agora um importante automorfismo de C/(V,q). Defina inicialmente 3 :
V — V pondo B(v) = —v,Vv € V.
Notemos que 5 € O(V, q). De fato, 3 é claramente K-linear e 5*q(v) = (q o 3)(v) =
(ﬁ(v),ﬁ(v»q = <_U7 _U>q = <U7U>q = Q(U>

Entdo, a := (3) = 3 : CU(V,q) — CL(V,q) é um automorfismo de C/(V, q), chamado
paridade. Note que a? = go B =pBof = I/J‘// = Idcyv,q), € portanto o tem autovalores
le-1.

Definigao 2.0.4 Seja Cl'(V,q) = {o € CL(V,q) : a(p) = (—1)'p},i € {0,1}. CL°(V,q) ¢
chamada parte par de CL(V,q) e CL'(V,q) é chamada parte impar de CL(V,q).

Note que C£°(V, q) é o autoespaco relacionado ao autovalor 1, e C£'(V, q) é o autoespago

relacionado ao autovalor -1. Temos entao que
CU(V,q) = CL°(V,q) & Cl*(V, q). (2.1)
Proposigao 2.0.2 C/(V,q).CH(V,q) C CL(V,q), onde i+ j é dado médulo 2.

Demonstracao: Seja p;p; € Cﬁi(V, q)C€j(V, q). Entao,
alpips) = alpi)al(p;) = (=1)i(=1)7p; = (=1) 7 pip;.
Logo, @itp; € CLHTED(V, g).
[ |

Uma algebra que satisfaz a decomposigao (2.1) e a proposicao anterior é dita Z,-graduada.
Proposicao 2.0.3 C(°(V,q) ¢ subdlgebra de CL(V,q).
Demonstracao: E claro que Cl°(V,q) é subespaco vetorial de C/(V, q), pois
i) 0€CO(V,q)

i) Sejam 1, 2 € CLO(V, q). Entdo, a(pr — ¢2) = alp1) — alpa) = o1 — @2 = 1 — g €
Cl(V,q)

iii) Seja A € CL°(V,q). Entdo, a(Ap) = Aa(p) = Ap = \p € CL°(V, q).
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De forma andloga, mostra-se que ¢y - € C£°(V, q), para quaisquer o1, 5 € CL°(V, q).
E é claro que 1 € Cf°(V, q), pois o é homomorfismo de &lgebras.
[ |
No entanto, C¢*(V, ¢) nao é subalgebra, pois dados o1, 3 € CLH(V, q), @1, @2 # 0, temos

que ap12) = a(p1)apz) = (—¢1)(—¢2) = 12, 0 que implica que 12 € CL(V, q).
Vamos introduzir algumas importantes subestruturas de C/(V).

Defini¢ao 2.0.5 O grupo das unidades da dlgebra de Clifford CL(V,q) é o conjunto
Cl(V,q) ={p €ClV,q) : Fo~! tal que p~rp = pp~t = 1}.

Note que v € CL*(V, q),Yv € V tal que q(v) # 0.

De fato, defina v=! = - Entao,
q(v)

1

Analogamente, v='v = 1.

Vamos ver que o grupo das unidades age por automorfismos em C{(V q).

Proposicao 2.0.4 A aplicagao

Ad: Cl*(V,q) — Aut(Cl(V,q))
o — Ady(z) = prp~',Va € CUV, q)

¢ homomorfismo de grupos.

Demonstracao: Vejamos que Ad esta bem definida.
Seja ¢ € C*(V,q). Claro que Ad,(1) =1

1) Ady(z + Xy) = o(xz + A\y)p™ = gro™ + dpyp™! = Ady(z) + MNAdy(y),Vr,y €
ClV,q),Y\ e K.

i) Ady(zy) = exyp™ = prp loyp™ = Ady(x)Ad,(y), Yo,y € CLV, q).

Entao, Ad, € Aut(CL(V,q)).
Provemos, agora, que Ad é homomorfismo.
Sejam @, € CL*(V, q). Entao,

Adgy(z) = (pop)z(poh)™ =@ o™ = p(Ady(z))p ™" =
= Ad,(Ady(x)) = (Ad, 0 Ady)(x),Yz € CL(V,q).
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Este homomorfismo é chamado de representacdo adjunta de CL*(V,q).

Considere a dlgebra de Lie' Cl(V, q) = (C4(V,q)),],]), onde [z,y] = zy — yz.

Proposigao 2.0.5 A aplicacdo

ad: CU(V,q) — Derg(Cl(V,q))
T = ad.(y) = [r,y] = zy — yz

¢ homomorfismo de dlgebras de Lie.

Demonstracao: Vejamos que ad esta bem definida.

Sejam x € CU(V,q),a,b € CL(V,q). Entao, segue da bilinearidade do colchete de Lie
que ad, é K-linear.
ad;(ab) = [z, ab] = z(ab) — (ab)x = (xa — ax)b + a(xb — bx) = [z, alb + a[z,b] =
= ad,(a)-b+a-ad,(b). Logo, ad, € Derg(CL(V,q)).

Verifiquemos, agora, que ad é homomorfismo de algebras de Lie.

Temos que
ady1)y(2) = [z + Ay, 2] = (x 4+ Ay)z — z(x + \y) = 22 — 2z + Ayz — A2y = ad,(z) +
Aady(z),Vz,y € CUV,q),z € CLV,q), X € K. Logo, ad é linear. Temos as dlgebras de Lie
CU(V.q) = (CLV.q),[;]) e (Derx(CL(V. q)), [[,]]). Entao,

adiay)(2) = [lz,yl, 2] = —[z, [z, 9] = [z, [y, 2
= [z [y, 2]l = ly, —[z,2]] = [z, [y, 2]] - [y,[ 2] =
= ady(ly, 2]) — ady([z, 2]) = ady(ad,(z dy(ady(2)) =
= (ad, o ad, — ad, o ad,)(z) = [[ady, ad,]]|(2),Vz € CL(V, q).

&5

Logo, ad preserva colchete.
Portanto, ad ¢ homomorfismo de algebras de lie.
Denotaremos por (, ), a (dnica) forma bilinear simétrica tal que (v, v), = q(v),Vv € V.
Temos, Yu,v € V a seguinte identidade de polarizagdo
(1, 0}, = q(u +v) —2Q(U) —q(v)
Dessa identidade, notemos que 2(u,v), = —(u+v) - (v +v) +u-u+ v - v, donde

w-v+v-u=—2(u,v),l.

Usaremos esta identidade com frequéncia.

Vide Apéndice 2
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Proposicao 2.0.6 Sejav €V C CUlV,q) tal que q(v) # 0. Entdo:

i) Ad,(V)=V
g 2(v, w),v
i) Yw € V, —Ad,(w) = w — ——4

/ ) )

Demonstracgao:

1) € Ad,(V) = z =vuv™!, para algum v € V = 2 = vuv™ = (—uv — 2(u,v),)v !t =

g Ay,
q(v)

ueV=u=vlw luww)v e Ad, (V).

i)

Yw €V, Ad,(w) = vwv ™! = —% = —q(v)Ad,(w) = vwv (2.2)
Por (2.2),
—q(v)Ad,(w) = —wv? — 2(v, wW)v = q(v)w — 2{(v,w),v = —Ad,(w) = w — 2(1;,(:}0)}@
|
Proposicao 2.0.7 Ad,|y preserva a forma quadrdtica q,%v € V, q(v) # 0.
Demonstragao: ( > < > ( >
2(v,w)g \ w QU,qu_w 2v,qu _
(Adig () = aAdsw)) =g (s Zole0) = (s 2o 20 )
= (w,w)y —2{ w 2<U’w>qv Ao w0y v,0), = q(w) — A, w)g w, v —4(v,w>2 =
= (kg =2 (w20} 4 SR o), = gfw) - S, 4 S
= q(w).
|

Defini¢ao 2.0.6 O subgrupo P(V,q) de CL*(V,q) € dado por
P(V.q) = ({v € Viq(v) #0}).

Definigao 2.0.7 O grupo Pin(V,q) € o subgrupo de P(V, q) gerado pelos elementosv € V
tal que q(v) = £1, ou seja,

Pin(V,q) = ({v € Viq(v) = £1}).
O grupo Spin(V,q) é definido por

Spin(V,q) = Pin(V,q) N CL°(V, q).
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av

v

-2av

v, W
Figura 2.1: Reflexao de w através do hiperplano perpendicular a v, a= ~— ( )>q
q(v
» L . - 2(v,w)g .
Se a forma quadratica q é positiva definida, entao w — TU ¢é interpretado geo-
q(v

metricamente como uma reflexao de w através do hiperplano perpendicular a v.

2(v,w . ) . , . C

Mas —Ad,(w) = w— %v, logo existe um sinal negativo espurio prejudicando essa
q(v

interpretacao geométrica. Para remover este sinal, considere a representacdo adjunta

modi ficada

Ad: Cl(V,q) — GL(CUV,q))
p o Ady(y) = a(p)ye

Note que Ad est bem definida.
De fato, Ady(z + y) = a(p)( + M)~ + alp)rg™ + a(p)yp™! = Ady(z) +
NAd, (), Vz,y € CL(V.q), YA € K.

Proposicao 2.0.8 Ad ¢ homomorfismo de grupos.

Demonstragao:

Adgy i, () = alpr02)y(0102) ™" = a(01)a(02)yps Loyt = alpr) Ady, ()7t =
= (Ad,, o Ad,)(y),Yy € CL(V,q),

(Ad,-1 0 Ady)(y) = Ady-1(alp)ye™) = ale™Dalp)ye e = a(l)yl = y. Analoga-
mente, (Ad,0Ad,-1)(y) =y, Yy € CL(V,q). Logo, Ad,-1+ = (Ad,)~".

Proposicao 2.0.9 Se p € C{°(V,q) entdo Avd<p = Ad,.

27



Demonstragio: ¢ € CIV,q) = aly) = ¢ = Ad,(y) = a(p)ye™" = gy’ =
u

— — P
Analogamente ao caso para Ad, mostra-se que Ad,(w) = w — <U(’ u)}>qv.
q(v

Proposigio 2.0.10 P(V,q) = {p € CO*(V,q) : @w(l/) =V} € subgrupo de CL*(V,q).

Demonstragao: Vemos que 1 € P(V,q) pois Adyv = a(l)vl !t =w.
Dado ¢ € P(V,q),Ad,(V) = V = V = Ad,-1(Ad,(V)) = Ady1(V) = o' €

©

P(V.q).
Sejam ¢, € P(V,q). Entao, oy € P(V,q), pois ja sabemos que Ad,y = Ad, o Ady.
|

Teorema 2.0.2 Seja V um K-espago vetorial de dimensao finita e ¢ uma forma quadratica

nao degenerada. Entao o nicleo do homomorfismo
Ad: P(V,q) — Aut(V)
¢ exatamente o grupo K* ={\-1;\ # 0, € K}.

Demonstracgao:
Seja A € K*. Entao, ZZZ)\(U) = aMNvA T = da()vA =0,V e V.
Portanto, K* C KerAd.
Seja ¢ € KerAd. Escolha? {vi,++ ,v,} base de V tal que ¢(v;) # 0, Vi.
Y€ KerAd = Avdw(v) =v,Yw eV = alpvp ™ =v=alp)v=uvp, Vv e V.
Como ¢ € CL*(V,q) C CUV,q), = @0 + ¢1, onde gy € CL(V, q), 1 € CL (V. q).
Entao,
alpo+p1)v = v(po+p1) = alpo)v+a(er)v = vy +ve1 = Pev — Y1V = Vet VP =
oV — VP = VY1 + P10.

Vemos que @ov — vy € CLH(V, q), pois awgv — vwgy) = —@ov +vpe = —(pov — vipg) e
v — 1o € CE(V, ), pois alvpr — 10) = vpr — @1v.

Logo, wov —vpg = 0 = vy — p1v, Vv € V. Dal,

©oU = VP € v = —p1u,Yu € V. (2.3)

Pela construcao de C4(V, q), po e 1 sao polinomios em Klvq, - -+, vy].

2Isto é possivel, pois ¢ é ndo-degenerada [5]
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Sabemos que vw + wv = —2(v,w),. Se v = w, entdo
v? = —(v,v), € K. (2.4)

Podemos escrever ¢y = ag+via1, onde ag e a; sdo polinomios em Kluvg, - - - , v,]. Note que
em a; nao aparece vy, pois o mesmo foi colocado em evidéncia, e sé ha poténcia 1 em
cada v; devido a (2.4).

Analogamente, ¢; = by + v1bg, onde b; e by sdo polinomios em Klvg, -+ v,].

Afirmacio: ag,by € CL°(V,q) e ay, by € CLY(V,q).

Sejam ag,a; € CL(V,q). Entdo, ag = aj) + ajl e a, = a) + a, onde al),a) € CL*(V,q) e
al,a? € Cl(V,q). Dai, o = ag + via; = a + via! + af) + via}.

Nao ¢ dificil ver que ajy +via? € CL°(V,q) e alj +via, € CL*(V,q). Mas, ¢y € CLO(V, q),
entao aj + via) = 0.

Logo, po = aj, + via”, onde ajy, € CLO(V,q) e ! € CL'(V,q).

Analogamente, prova-se para ;, o que conclui a afirmacgao.

Em (2.3), fazendo v = vy, temos pov; = v1¢g € p1v; = —v1p;. Entao,
(ap + viay)vy = vi(ag + via1) = agv + viav; = viag + via (2.5)
(bl + UlbO)Ul = —Ul(bl + UlbO) = b1U1 + ’Ulb(ﬂ}l = —Ulbl - ’U%bo. (26)
Afirmacao: viag = agvy e v1by = —byvy.
De fato, temos que ag € CfO(V, q) e é um polindémio em K[vy, - -+, v,], mas tem apenas

vis com poténcia 1.

Cada parcela deste polinémio deve conter apenas uma quantidade par de vis, pois
a(v) = —v; e alag) = ap.

Analogamente, cada parcela do polinomio b; deve conter apenas uma quantidade impar
de vis.

Sabemos que v;v; + vjv; = —2(v;,v;), = 0, # j. Logo, v;v; = —v;v;.

Como ag e by ndo tém v; em nenhum de seus termos, agv; = (—1)*"viay = viag e
—byvy = —((=1)*"1by) = v1by, 0 que conclui a afirmacao.

Por esta afirmagao, (2.5) e (2.6) podem ser escritos, respectivamente, como

viag — via; = viag + via; e —viby + v2by = —v1by — viby.

Dai, 0 = via; = —q(v1)a; e 0 = viby = —q(v)by. Como, q(v;) # 0,a; = by = 0.

Portanto, ¢ e ¢1 nao envolvem v;.

Repetindo o processo, vemos que g e ; nao envolvem vy, vs,- - ,v,. Segue que,
o = alpo) = poa(l) = o -1 e —p1 =alp1) = pia(l) = p1 - 1. Logo, o =t - 1,t € K
e 1 =0. Entdo, ¢ = pg+ 1 =1t -1,t € K. Note que t # 0 pois p € CL*(V,q).
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Portanto, ¢ € K*.

Definicao 2.0.8 A aplicagdo transposta ¢ dada por

() CL(V,q) — CUV.,q)

E Nigoiy Vig =+ - V5, g Niyorrip Uiy =0 0

{7;17“"7;7‘} {i’l‘v"'vil}

Proposigao 2.0.11 ()' € antiautomorfismo, isto é, (p)t = Pyt

Demonstragao: De fato, ()! é claramente linear, e

(Wﬁ)t = Z (0 T A U IR O Z /Gjl...jmwjl ce W

Zn} {jlv"'ann}

= E ail...inﬁjl...jmvil cee Uinwjl s W

{i17"' VinsJ1y, 7jm}

= : : ﬁjl"'j'mail'“inwjm T w]lvzn o Uil

{gm,sdrsin, i}

= E ﬁjl...jmwjm e wjl . E Ay, Uiy
{inv"'yil}

{jWh"' 7j1}

Note que (") = .
Definicao 2.0.9 A aplicagao norma € dada por

N: CUV,q) — ClV,q)
o o opael)

Observagao 2.0.1 a(p’) = (a(p))!

De fato, seja ¢ = Z iy iy Vig ** - ;.. Entao

1,00

i1

Jn

Uiy :¢

t
- Z Aiywip@(Vg,) (i) = ( Z Ay (Vs ...Oé(vlr)) =

i1, i i1, i

Observagao 2.0.2 Vv € V, N(v) = ¢(v).

De fato, N(v) = va(v') = va(v) = v(—v) = —v? = q(v).
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Proposicao 2.0.12 Seja V' um K-espago vetorial de dimensao finita e ¢ uma forma
quadrdtica nao degenerada em V. Entao N : f’(V, q) — K* é um homomorfismo de

grupos.

Demonstragao:

Vamos provar que N(P(V,q)) C K*.
Seja ¢ € IB(V, q). Entao,

Ady(v) = a(p)vp™ € VYo €V = (alp)ve ™)' = (g (alp)v)".
Vemos que,
(e = (pp™!)' =1"= 1.
De forma analoga, ©'(¢!)! = 1. Logo, (¢!)™ = (¢~1)".
Dai,

(ale)ve™)" = (") va(eh).

( )

Mas como a(p)vp~! € V, temos que (a(p)ve™!) = a(p)ve™!.

Entao, a(g)ve ' = (¢") " va(g!) = v = p'a(@)ve (") ™ = Adagen,(v), Yo € V.
Logo, a(¢')p € Ker%|}3(v7q).

Pelo Teorema 2.0.2, a(¢')p € K*.

Entao, a(a(e’)p) = ¢'
N(e).

Agora, vejamos que N é homomorfismo. Claro que N(1) = 1.

Sejam @, € IB(V, q). Entao,

a(p) = N(¢') € K*. Como ¢ é qualquer, isto é valido para

N(pp) = ppa((e)") = o - a('¢') = ppa(@)a(e’) = eN()a(e') = N(p) - N(1h).
n

Corolario 2.0.2 A transformacao ;lvdw, Y e ]S(V, q), preserva a forma quadrdtica. Por-
tanto, temos representacoes

Ad : P(V,q) — O(V,q)
Ad-N: P(V,q) — C(V,q)

onde C(V,q) = {\ € GL(V); \*q = tq, para algum t € K*} denota o grupo conforme de
q.
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Demonstragao: Primeiramente, vemos que

N(a(p)) = a(p)a(a(e’)) = alp)e’ = alea(y')) = a(N(p))

Como ¢ € P(V,q), entao N(g) € K*.

Dai, a(N(p)) = N(¢) - a(1) = N(gp). Logo, N(a(p)) = N(p).
Para v € V com ¢(v) # 0, temos

N(Ad,(v)) = N(a()op™") = N(a())N(©)N ()™ = N(¢)N (@) ' N(v) = N(v).

Pela observagao 2.0.2 segue que q(ZZLp(U)) = q(v). Ou seja, Avdw preserva a forma quadratica
q.
Como N(p) € K*,entdao N(p) = X-1, X # 0. Entao,
(Ady-N())(v) = (Adg.s) (v) = Adg(Av) = Mdy(v) = ((AdyN(9))0) = g(AAdy () = Nq(v).
Logo, ZZZ@ N e C(V,q).
[ |
Proposicao 2.0.13 i) Seja V* = {v € V,q(v) # 0}. Entio P(V,q) = {v1---v, €
ClV,q);vy -+ v, € uma sequéncia finita de V*}.
ii) Seja S ={v € V;q(v) ==x1}. Entao Pin(V,q) = {vy---v.;v; € S,Vi}.
iii) Spin(V,q) = {wy ---w, € Pin(V,q);r € par}.

Demonstragao:

i) Por definicao P(V,q) = ({v € V;q(v) # 0}) = (V). Chamemos A:={v,---v, €
ClV,q);vy - - - v, é uma sequéncia finita de V' *}.
“ 27" K claro, pois P(V,q) é grupo.
“C”V*CAmas P(V,q) =(V*) = P(V,q) C A.

ii) Por definigao Pin(V,q) = ({v € V;q(v) = £1}) = (S). Chamemos B := {v; - - - v,;v; €
S, Vi}
“D7 E claro.

“C” S c B,mas Pin(V,q) = (S), o que implica que Pin(V,q) C B.
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iii) Por definicdo Spin(V,q) = Pin(V,q) NCL*(V,q). Seja C := {w, - --w, € Pin(V,q);r
¢ par}.
“D7wy---w,. € Pin(V,q) e como r é par a(wy -+ w,) = (—1)"wy -+ wp = wy -+ - Wy
Entao w; - - - w, € Spin(V,q).
“C” e Spin(V,q) = ¢ € Pin(V,)ep € CLOV,q) = ¢ = v1--- 0,0 €
Sealp)=p=pe Pin(V,q) er épar. Logo, p € C.

Lembre que Ad : P(V,q) — O(V,q) e que Vv # 0,q(v) # 0,w € V,ZZZU(UJ) Cw—
2
%v é a reflexao de w através do hiperplano perpendicular a v.

Proposigao 2.0.14 P(V,q) C ﬁ(V, q)-

Demonstracao: Seja V* = {v € V;q(v) # 0}.
— 2
veV* = Ad(vw) =w— (v, wy

q(v)
P(V,q) = (V*). Portanto, P(V,q) C P(V,q).

veV =uveE f’(V, q). Logo, V* C ﬁ(V7 q). Mas,

[ |
Considere o homomorfismo
Ad: P(V,q) — O(V,q)
V1 Up — ;{_C/lvlmvT:;{Zlvlojzavzo...o;{aUT7

2<Ui7w>q .
——v;,t €{1,--- 1}
) { }

Por definigao, os subgrupos Pin(V, q) e Spin(V, q) sdo subgrupos de P(V, q) e portanto
A\El(Pm(v, q)), zZZl(SpZ"ﬂ(V, q)) e A\Zi(P(V, q)) sao subgrupos de O(V, q), e estes subgrupos
sao gerados por reflexoes.

onde ZZZW (w) =w —

Proposicao 2.0.15 EZl(Pin(V, q)), A\Zl(Spm(V, q)) e EZl(P(V, q)) s@o subgrupos normais
de O(V, q).

Demonstragao: Ja vimos que o grupo O(V, q) age por automorfismos em C/(V, q).

Seja f € O(V,q). Entao, (f o a)(v) = f(—v) = a(f(v)),Vv € V. Ou seja, a comuta
com f,Vf e OV, q).

Sejam v,w € V com ¢q(v) #0e g€ O(V,q).

Vemos que g(v)g(v™') = g(vv™!) = g(1) = 1. Analogamente, g(v~')g(v) = 1. Entao,
(g(v))~t = g(v™'). Portanto,

Adyy(w) = alg)w(g()™ = gla())wg(v™) = gla(v)g™ (w)(v™)) =
= g(Ady(g7"(w))) = (g0 Ady o g")(w),Yuw € V,
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ou seja, /Elg(v) =go ZZZU og 1,Vv eV com q(v) # 0,Yg € O(V, q).
Vamos provar que gzzlvd(Pm(V, q)g ! = zzlvd(Pin(V, q),Yg € O(V,q).
Seja ¢ € Pin(V,q). Entao, p = vy ---v, € CUV,q),v; € S ={v € V;q(v) = £1}.

goAdyog™" = goAdy. ., o9 =goAd,o---0Ad, og =
= goAd, ogogoAd,ogo--0goAd, ogt =
= Adg(,) 00 Adyw,) = Adg(v,)g(v,)-

Como g € O(V,q),v; € S, q(g(v;)) = q(v;) = £1. Entao, g(v1)---g(v,) € Pin(V,q).
Mostra-se de forma analoga para @(Spm(v, q)) e ;lvd(P(V, q)).
|

Definigao 2.0.10 O grupo ortogonal especial é dado por
SO(V,q) ={X € O(V,q) : det(\) = 1}.

O Teorema de Cartan e Dieudonné® diz que para toda forma quadrética nao degene-
rada em um espaco vetorial de dimensao finita, o grupo O(V, q) é gerado por reflexdes e

SO(V, q) é gerado por pares de reflexdes.

Definicao 2.0.11 Um corpo K é chamado corpo spin se a caracteristica de K nao é 2
e seVa € K, 3t €K tal que t?> = a ou t? = —a.

Sao exemplos de corpo spin R e C.

Teorema 2.0.3 Sejam V' um espaco vetorial de dimensdao finita sobre um corpo spin K
e ¢ uma forma quadrdtica nao-degenerada fixada em V. Entao existem sequéncias exatas

curtas de grupos

00— F —= Spin(V,q) =% SO(V,q) —0

0—= F— Pin(V,q) =% O(V,q¢) —=0

Zs ={1,—1} ,sev/—1¢ K
onde F = .
Zy={1,—1,—v/—1,/=1} | caso contrdrio

Demonstracao: Considere

F—2>Pin(V,q) 4~ 0(V,q) .

3Ver Referéncia [1]
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Provemos que I'm(g) = {1,—1} = KerAd.
Caso 1) F =74
Neste caso pomos g(+1) = £1.
“C7 Adpv = a(£)v(£1)" 1t =w.
“D7 Sejap =110, € KerAd = K*.

Por um lado,
N(p) = pa(e') = palp) = ppa(l) = .

Por outro lado,
N(gp) :N(Ul"'vr) :N(Ul)"'N<UT> IQ(UI)"'Q<UT> = (il)(il) ==l

Logo, ? = £1. Mas, o = A- 1, # 0, A € K. Entao, A\ = £1. Como /—1 € K, temos
A ==£1= ¢ ==£1. O que completa a igualdade neste caso.

Caso 2) F = 7.

Nesse caso, pomos g(+1) = £1,g(£v/—1) = £v/—1.
“ C 7 Para £1 a verifcagao é andloga a que fizemos no caso 1.

Ady v = a(EV=1D)o(EV=1) " = a(+vV/=1)u(£vV=1) = v.

“D7p=A-1leg?=241= A\2=41. Agora, v/—1 €K, portanto A = £1, £/ —1 =
o= 41, +/—1.

Analogamente, prova-se a exatidao de
. Ad
F—— Spin(V,q) —= SOV, q) .

Vamos provar a sobrejetividade de Ad. Entdo temos que mostrar que zzlvd(S pin(V,q)) =
SO(V,q) e Ad(Pin(V,q)) = O(V, q).
E claro que

Ad(Spin(V,q)) C SO(V, q)

Ad(Pin(V,q)) € O(V,q).

Para provarmos “ DO 7, basta verificar que qualquer reflexao ;lﬁv,q(v) # 0, per-
tence a ZZZ(Pm(V, q)) e qualquer par de reflexdes Ad, o @w,q(v),q(w) = 0, pertence
a Avd(Spm(V, q)). Dal o resultado segue pelo Teorema de Cartan-Dieudonné.

Seja v € V,q(v) # 0.

Como K é corpo spin, existe ¢t € K tal que t*> = +(q(v))~'. Entao, t?q(v) = £1 =
q(tv) = £1. Logo, tv € Pin(V,q).
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Afirmacao: Avdtv = ZEZU,
De fato, Adtv(w) = w — Mtv = w — <U>w>q
q(tv) q(v)

Como p, = Ad,, entio p, € ZEZ(Pm(V, q))-
Da mesma forma, Ad,oAd,, = AdyoAd, = Ady,. Mas vw € Spin(V, q) = Ad,oAd,, €
Ad(Spin(V,q)) = SO(V.q) € Ad(Spin(V.q)).

A injetividade das aplicagoes F' — Spin(V,q) e F — Pin(V, q) é facilmente verificada

v :;{\Zlv(w).

enviando cada elemento a de F(em ambos os casos) em a - 1, onde 1 é a identidade dos
grupos Spin(V, q) e Pin(V,q).
|
Seja V um R-espago vetorial de dimensao finita, dimV = n, e ¢ uma forma quadratica

4

ndo-degenerada em V. Ja que V é isomorfo a R™ escolhemos® uma base tal que

) =ai+ - +al—a2,, —--—a2 ondex = (z1, -+ ,2,),r+s=ned<r<n.

Notacao:

Neste caso, denotaremos
Grs =4
O(r,s) = O(V,q); O(n) = O(n,0)
SO(r,s) =SO(V,q); SO(n) = SO(n,0)
Pin, s = Pin(V, q); Pin, = Ping,
Spin,. s = Spin(V, q); Spin, = Spin, o
P =P(V,q)
P,, = P(V,q)
Cl, s =ClV,q)
Cl, = Cly;Cl; = Cly .

E possivel mostrar que a lgebra de clifford C/, s tem dimensao 2”15, A prova pode ser

vista na referéncia [4].
Teorema 2.0.4 Ezxistem sequéncias exatas curtas
0 —Zy — Spin, s — SO(r,s) —=1
0——=Zy— Pin, s ——=O(r,s) —=1

V(r,s). Além disso, se (r,s) # (1,1), este recobrimento duplo de SO(r, s) é ndo trivial.

Portanto, no caso especial

4Vide Referéncia [5]
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0 —= Zy — Sping, —2> SO(n) — 1

a aplicagao & = Ad representa o homomorfismo de recobrimento universal de SO(n),¥n >
3.

A parte algébrica deste teorema segue do Teorema 2.0.3. A parte topoldgica sera

desenvolvida nos préximos capitulos.
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Capitulo 3
Fundamentos Topoldgicos

Discutiremos neste capitulo algumas das ferramentas necessarias para entender os
aspectos topologicos do Teorema 2.0.4. Nossa apresentacao sera concisa. Para maiores

detalhes e exemplos, veja a referéncia [8].

3.1 Grupo Fundamental e Espacos de Recobrimento

Definigao 3.1.1 Sejam X um espago topolégico e I = [0,1]. Um caminho de xq € X a
1 € X € uma aplicagdo continua o : I — X tal que a(0) = z¢ e a(1l) = x1. Um caminho

¢ dito fechado em xy se a(0) = a(1l) = xg, e € fechado se é fechado em algum x € X.

Definicao 3.1.2 Para * € X, caminho constante em x € definido por ¢, : I —
X,cp(s) =x,Vs e 1.

Note que um caminho constante é um caminho fechado.
Vamos definir no conjunto dos caminhos fechados em um ponto zg do espaco topologico

X uma estrutura de grupo.

Definigao 3.1.3 Sejam o, : I — X caminhos fechados tais que a(l) = ((0). O

produto de a e 3, denotado por o 3, € um caminho em X definido por

. Bs) — a(2s)
0 ={ o

Note que a * # é uma aplicacao continua, e de fato um caminho fechado.

<8<
<s<

— N

o= O

Vemos que o produto de « e 3, consiste em percorrer a e depois 3. Como o tempo

que dispomos ainda é 1, precisamos dobrar a velocidade em « e (.
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Definicao 3.1.4 Seja a: I — X um caminho fechado em zq. O caminho inverso o*

de o € definido por a™1(s) = a(l — s).

Definicao 3.1.5 Sejam o, 3 : I — X caminhos de xy a x1. Eles sdo ditos homotépicos,

a ~ (3, se existe uma aplicagcao continua H : I x I — X tal que

H(s,0) = a(s),H(s,1) = B(s),Vs € [
H(O,t) = Xy, H(l,t) :xl,Vt el

A aplicacao H é dita ser wma homotopia entre o e [3.

8"

Figura 3.1: A imagem de «a sendo continuamente deformada na imagem de 3, onde « e 3

sdo caminhos fechados.(A figura foi retirada da referéncia [10])

Proposicao 3.1.1 A relagao a ~ (8 € relacdao de equivaléncia no conjunto dos caminhos

fechados em x.

Demonstragao:

i) Reflexiva:
Seja v : I — X um caminho fechado em z4. Defina H : I x I — X, H(s,t) = «a(s).

Entao,

H(s,0) = a(s),H(s,1) = a(s),Vs €
H(0,t) = a(0) =2y = a(l) = H(1,t),Vt € I.

Logo, a ~ .
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ii) Simétrica:

Seja o ~ [ com uma homotopia H, defina G : I x [ — X,G(s,t) = H(s,1 —1).

Note que
G(s,0) = H(s,1) = 3(s)
G(s,1) = H(s,0) =a(s),Vs el
G(1,t) = H(1,1 —t) =z, Vt € I.
Logo, (8 ~ a.

iii) Transitiva:
Sejam o ~ 3 e B ~ . Se G é uma homotopia entre o e § e H é uma homotopia

entre 3 e v Defina

Vemos que

Logo H(0,t) = xo,Vt € 1.
Analogamente para H(1,t).
Portanto, o ~ 7.

Definicao 3.1.6 A classe de equivaléncia dos caminhos fechados em xo € denotada por

[a], onde o € um caminho fechado, e é chamada classe de homotopia de c.

Definicao 3.1.7 Sejam C(X,zo) = {a : I — X;a(0) = a(l) = xo}. O conjunto das
classes de homotopia dos caminhos fechados em ¢ é denotado por w1 (X, o) e € chamado
de grupo fundamental de X em xg, ou seja, m(X,z9) = {[a] : a € C(X,z0)}. O
produto das classes de homotopia [a] e [(] € definido por [a] x [B] = [ (].
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Lema 3.1.1 O produto das classes de homotopia independe do caminho representante,

isto é, sea~dao' e~ entioax(F~a x[3.

Demonstragao: Sejam F' uma homotopia entre o e o' e G uma homotopia entre 5 e 3.
Defina

F(2s,t) 0<s<3
H(s,t) = :
G(2s —1,1) %ésél,VtEI
Vemos que
F(2s,0 0<s<?t a(2s 0<s<i
H(s,0) = (25,0) ) 2 = (29) ) 2 = (ax3)(s).
G(2s—1,0) 3<s<L,Vtel B(2s—1) 5<s<LVtel

Analogamente, H(s,1) = o/f#'(s). E vemos que H(0,t) = F(0,t) = 2o = G(1,t) =
H(1,t).

Portanto, o 3 ~ o'f3'.

O teorema seguinte mostra que o grupo fundamental ¢ um grupo com a operacao

produto, e identidade [c,,].

Teorema 3.1.1 Sejam « e B caminhos fechados em x € X, entao

1) ([e] *[6]) * 7] = la] * ([8] + 1])

it) o * [ea] = [a] = [cap] * [a]
iii) [a]  [a71] = [eqy] € [a7] x [a] = [eq]. ou seja, [0] 7 = a7
Demonstracgao:

i) Vemos que
(la] # [8]) * [7] = (lorx B]) * v = [(a % B) % 7]
e [a]« ([B] * [7]) = [a] = [Bx 7] = [arx (8% 7)].
Entao para mostrarmos a associatividade precisamos mostrar que (a * 3) * v ~ « *
(B 7).

Para isto, defina

a(4s/(1+1)) 0<s<
F(s,t) = B(4s —t —1) Hs<H
Y((4s—t—2)/2—1t) EH<s<1
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Segue que,

a(4s) 0<s <

F(5,00=9 Bds—1) 1<s<i

(2s—1) 5<s<1

Mas,

a(4s))

§ ) axp(2s)) 0<s< 3 B
(a*B3) v(s)—{ fes—1) les<1l T B(4s — 1)
7(2s — 1)

Logo, F(s,0) = (a* 3) % y(s).

Analogamente, F'(s,1) = a* (8 *7)(s).

Vemos ainda que F'(0,t) = a(0) = zo = v(1) = F(1,1).
ii) Sabemos que [a] * [cz,] = [ * ¢y ]-

Queremos mostrar que a * 7y * ¢z, ~ Q.

Defina

Vem que,

E F(0,t) = a(0) =z = F(L,1).

Analogamente,
0<s <G
F'(s,1) = "o TN
a2s —1+t/(1+1)) H<s<1
¢ homotopia entre ¢,, * o e a.
iii) Defina
2s/(1—t 0<s<3
oo | 0@ 0<s<]
a2(l-s)(1—1t) +<s<1
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Segue que,

Fls. 0= { a(2(1 - 5)

Defina

Fs.0) = { a((1-25)(1—1) 0<s< 2

a((2s—1)(1—t) $<s<1
Dai
F'(s,0) = { a((1-25) 0<s<z _ { a”l(2s) 0<s<3 _ atxals),
a(2s — 1) %gsgl a(2s — 1) %gsgl
F'(s5,1) = g = ¢y (5).
Logo, a™! x a ~ ¢y, .
Portanto, [a~!] = [a] 7!,
|

O préximo teorema nos diz que o grupo fundamental 71 (X, zg) de um espago topolégico

X conexo por caminhos, independe da escolha do ponto zg € X.

Teorema 3.1.2 Sejam X um espaco topologico conexo por caminhos e g, x1 € X. Entdo

m (X, xo) € isomorfo a m (X, x1).

Demonstracao: Seja n: I — X um caminho tal que n(0) = xg e ; = 1. Defina

PU . 7T1(X, xo) — ’/Tl(X,ZEl)

[a] = [n7! xaxn]

Vamos mostrar que ! * o * n é um caminho fechado em ;.
De fato, se «(0) = a(1) = =y,

»

NN N
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NN N

Q

I

V3
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NI A= O
i I N

V2)
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Figura 3.2: A partir de um caminho fechado em zg, é construido um caminho n=! * o x n

fechado em z4.(A figura foi retirada da referéncia [10])

(n " xa)xn(1) =n(l) = z1.
O fato de que nao precisamos nos preocupar com parénteses pode ser visto na referéncia

[8].

Defina, agora,

Vejamos que P~ 1 ¢ a inversa de P,.

PP ([a])) = P Intxaxn))=[xntxaxnxn] =

Py (Py([a]) = Pyl axn~']) = [a].

Logo, P, é bijecao.

Para verificarmos que P, é homomorfismo de grupos, sejam [a], [§] € m1(X, z¢), entao
Pyl = [8]) = Pyllaxf]) =[n""*abn] =
= el x[Ben] =

= [t xalx[nlx [T [Bxn] =
= [ xan]x [« B =
= Py(la]) * Py ([0]).
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Logo, se X é conexo por caminhos, escrevemos simplesmente 71 (X).

Definicao 3.1.8 Um espacgo topologico X € dito simplesmente conezxo se é conero por

caminhos e m(X) = {1} (grupo trivial).

Proposicao 3.1.2 Sejam X e Y espacos topologicos e ¢ : X — Y wma aplicagao
continua. A aplicagio ¢y = m (X, x0) = (Y, 90), Yo = ¢(x0), px([a]) = [¢ 0 o, € homo-

morfismo de grupos.

Demonstracao: Vejamos primeiramente que ¢4 estd bem definida.

Sejam [, [5] € m1 (X, xg) tais que [a] = [§]. Entao, a ~ 3, donde existe uma aplicac¢do
continua F': I x I — X tal que F(s,0) = a(s), F(s,1) = B(s), F(0,t) = F(1,t) = xy.

Defina G: I x I — Y, G(s,t) = ¢(F(s,t)),Vs, t € I.

Note que G é continua. Vemos ainda que G(0,t) = ¢(a(s)),G(s,1) = ¢(6(s)) e
G(0,1) = 6(F(0,1) = d(xo) = yo = S(F(1,1)) = G(1,1).

Logo, poa ~ ¢o (. Dai, [¢p o a] = [¢p o 3]. Portanto, ¢4 ([a]) = ¢x([5]).

E também, (¢poa)(0) = ¢(xg) = yo e (poa)(1) = ¢(xo) = yo. Donde [poa] € m(Y, yo).

Portanto, ¢4 estd bem definida.

Vejamos que ¢4 ¢ de fato homomorfismo,

o[l [B]) = op(laxp]) =lao(axpf)] =
= [poaxgof]=[poa]x[pof]=
= Ou(lo]) = ox((0]).
[

Observacao 3.1.1 Se ¢ : X — Y ¢é homeomorfismo entao ¢4 € isomorfismo. De fato,

(071 y € a inversa de ¢y.

Definicao 3.1.9 Uma aplicacdo continua k : X — X chama-se uma aplicagdo de
recobrimento quando para cada x € X existe um aberto V-C X conexo por caminhos tal

que k=1(V) = U Uy € uma reuniao de abertos, dois a dois disjuntos, cada um dos quais
AEA ~
se aplica homeomorficamente sobre V. V é chamado de vizinhanga distinguida e X

de espago de recobrimento de X.

Lema 3.1.2 Se k: X — X é uma aplicacdao de recobrimento e X € conexo por caminhos
entdo o nimero de pontos em k() - inteiro ou 0o - é 0 mesmo para todo x € X. (Este

nimero é chamado a multiplicidade do espago de recobrimento.)
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Demonstragao: Para cada m < oo, seja O, = {r € X : k7!(z) tem exatamente m
pontos}.

Afirmacao: O, é aberto.

Dado =z € O,,. Entao |k~(z)] = m. Seja V' C X aberto tal que z € V. Entao,
k=1 (V) = UxeaUy, YAk : Uy — V é homeomorfismo = Vp € V. k71 (p) € Uy, € A =
|71 (p)| = |A|,Vp € V. Em particular, |k~'(z)| = [k~ (p)| = p € Opm. Ou seja, V C O,y,.
O que completa a afirmacao.

Entao, X = O,, para algum m.

Lema 3.1.3 Seja k : X — X uma aplicacao de recobrimento. Dados um caminho o :
I — X e um ponto q € X tal que k(q) = a(0), existe um unico caminho & : I — X tal

que koa=a ea(0) =q.

Demonstragao: Cada x € Im(a) C X pertence a um aberto V C X tal que k~5(V) =

U Ux. Logo. Im(a) € Uzerm(a)Ve. mas como o é compacto e o é continua, Im(a) é
AEA
compacto. Daf existem V., -,V tais que Im(a) C V,, U---UV,, . Logo, a(0) pertence

a algum V,,, chamemos de V.

Entao ¢ € k71(V) = U Uy. Logo, q € Uy, para algum )y € A, onde U), se aplica
AEA
homeomorficamente sobre V.

Defina o = k:|5io o .

Vemos que a(0) = k],}io (k(q)) = q, (klu,, o @)(t) = a(t),Vt € a= (V).

Vejamos que a é unica.

Suponha que existe @ tal que @(0) = g e koa = a. Entao, (ko @)(t) = a(t) €
V,a(t) € k7' (a(t)) C U,, pela conexidade. Entao, k:|5io oa(t) = k;|5io o kly,, o @(t) =
a(t) = k|,}i0 oa(t),Vt € a=(V). Como « é continua, a~! (V) é¢ abertoem I. Sea™ (V) = I
nao ha mais o que fazer.

Se nao, tome a1 (V1), Vi € {Voy, -+, Va1, Vi

wivas s Va, }, € aberto de I e intersecta

alpha='(V') por conexidade.
Sejat; € a (V) Na (Vi) e afty) = k(q1), 1 € X.
Repetindo o processo, concluiremos o resultado pois hda um ntmero finito de passos.
[ |

Definicao 3.1.10 Dadas aplicagoes continuasm: E — M e¢ : P — M, um levantamento

de ¢ por m € uma aplicagao continua qg: P — FE tal que mo (Z = .

46



Por uma construcao analoga ao lema anterior em duas dimensoes, segue que se H
¢ uma homotopia em X e k(q) = H(0,0) entao existe uma tnica aplicagao H tal que
koH=H e H(0,0) =q.

Corolario 3.1.1 Sejam k : X — X uma aplicacao de recobrimento, o, 3 caminhos em
X coman~f. Seae 3 sdo levantamentos de a e B por k tal que a(0) = 5(0), entao o

¢ 3 sio homotdpicos. Em particular, 3(1) = B(1).

Demonstragao: Vamos mostrar que H definida acima é homotopia entre a e ﬁ

Vemos que ko H(t,0) = H(t,0) = a(t), mas pelo lema anterior H(¢,0) = a(t),Vt € I.

Analogamente, ﬁ(t, 1) = g(t),Vt el

koH(0,s) = H(0,s) = zg = H(0,s) € k™ (x0), 0 € U tal que k=1(U) = U V;. Logo,

e

pela conexidade das vizinhancas, H (0,s) € Vj, para algum j, € J,Vs € I. J

ko H(0,0) = H(0,0) = a(0) = B(0) = ¢ = H(0,0) = &(0) = E(O)

kod(l) =a(1) = B(1) = a(1) = B(1).

Afirmagao: H(0,s) =q,Vs € 1.

Se H(0,s) = ¢ para algum s € I entdo k(q) = kOfI(O,s) =H(0,s) =xg=>q=¢
pois k € injetora numa vizinhanca.

Entdo H(0,s) = ¢ = a(0) = 5(0).

Analogamente, H(1,s) = a(1) = 5(1).

|

Corolério 3.1.2 Sek: X — X éuma aplicagdao de recobrimento, entao ky : m ()?, Ty) —
m (X, zo) € injetora.

Demonstracao: Sejam [a] = [§] tal que kx([a]) = kx([F]). Entao

kod] =[kof) =[] =[5 = [@] = [B]
|

Lema 3.1.4 Sejam P um espago topoldgico simplesmente conezo, po,p € P. Se a e (3

sao caminhos de pg a p, entao o e 3 sdo homotopicos.

Demonstragao: Notemos que aff~! ~ ¢,,. Entdo existe H : [0,1] x [0,1] — P continua,
tal que H(t,0) = a* 71(t), H(t,1) =po e H(0,s) = H(1,s) = po.

Defina v5 : [0,1] — P como ~,(t) = H(t,s). Vemos que v5(0) = H(0,s) = py =
H(1,s) = 7s(1). Logo, s é caminho fechado em py. Seja 7, : [0,1] — P,7,(t) = v * §.
Defina agora F': [0,1] x [0,1] — P por F(t,s) = 7s(t).

47



E facil ver que F é continua. Vemos ainda que
F(t,0) = 30(t) = 70 * B(t) = a(?)

F(t,1) =n(t) =+ 5(t) = 6(t)
F(0,5) = 75(0) = 75 * 5(0) = po = a(0) = 3(0)
F(1,5) =%(1) =7+ 8(1) =p=a(l) = B(1).
Logo, F' é homotopia entre o e f3.

Proposicao 3.1.3 Seja k X — X uma aplicagao de recobrimento e ¢ : P — X
continua. Sejam py € P e qp € X tais que ¢(po) = k(qo)-

Entao,

i) se P € conexo por caminhos, existe no mdzrimo um levantamento 5 de ¢ por k tal
que ¢(po) = qo-

ii) se P é simplesmente conexo, tal levantamento existe. Além disto, se ¢ é aplicagdo

de recobrimento, ¢ também o serd.

Demonstracgao:

i) Sejam 5 e ¢ levantamentos de ¢ por k tais que ¢(pg) = g(po) = qo. Entao ko 5 =
¢ = ko¢. Seja p € P. Como P é conexo por caminhos, existe um caminho o : I — P

tal que a(0) = po e (1) = p.
Note que ¢ o & é um caminho de k(qy) a ¢(p).

De fato,
(¢ oa)(0) = 9(po) = k(qo)

(9o a)(l) = o(p).
Afirmacao: 50 a e ¢ o o sdo levantamentos de ¢ o a.

De fato,
kopoa=q¢o

ko gga =¢o«
¢ o a(0) = d(po) = qo
¢ 0 a(0) = é(p) = qo-

48



i)

Mas pelo Lema 3.1.3, ¢ o o = 50 .

Portanto, ¢ = ¢.

Seja p € P e a um caminho de py a p. Seja B o levantamento de ¢ o « por k, entao
koB=¢oa,B3(0)=q.

Defina ¢ : P — X, 5(;9) =p3(1),vp € P.

Vemos que k o 6(p) = k(B(1)) = (¢ 0 a)(1) = (p).

Vejamos que a defini¢ao de (Z independe da escolha do caminho a.

Seja o um caminho de py a p. Entao, pelo Corolario 3.1.1, a ~ o’. Donde existe uma

homotopia H entre a e o.
Afirmagao: ¢ o H :[0,1] x [0,1] — X é homotopia entre ¢o v e ¢p o ',
De fato,
(¢ o H)(t,0) = (¢ 0 a)(t)
(¢o H)(t,1) = (¢o0a)(t)
¢ o H(0,s) = ¢(po) = k(qo)
¢oH(1,s) = o(p).

Sejam [ e (3’ os levantamentos de a e o/, respectivamente, entao 5 ~ ' e 5(1) = #'(1).

Portanto, 5 estd bem definida.
Agora temos que mostrar que g(po) = qp.
Temos que (ko 3)(0) = (¢ 0 @)(0) = ¢(po).

Como a imagem de 3 é conexo e k é uma aplicagdo de recobrimento, entdo 3(0) =

B(1). Donde # é um caminho constante em ¢q. Portanto, ¢(py) = B(1) = qo.
Vamos mostrar agora que ¢ ¢ continua.

Seja p € P. Seja U, C X uma vizinhanga distinguida de ¢(p) € X. Seja U, C P a

componente conexa de ¢~(U,) que contém p.

Afirmacao: 5(Up) estd contido em uma unica componente conexa por caminhos, V,,
de k~1(U,). Inicialmente, note que k o ¢(p) = ¢(p) € U, = ¢(p) € k™ (UL,).

Seja V, a componente conexa por caminhos de k~'()U, contendo g(p)

Seja ¢ € Up,. Queremos mostrar que g(q) € V,. Como U, é conexo por caminhos,
existe vy : [0,1] — P,v(0) = p,v(1) = ¢. Para todo p € P, denote por «, o caminho
de pg a p.
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Note que oy ~ a7y = poa, ~ dpay, x v = (poay,) * (por).
Seja ggc\afy :10,1] — )?, o0 (lnico) levantamento de ¢ o 7 tal que m(O) = g(p)

—~— ~

Afirmagio: ¢o(1) = §(q).

Sejam m e (¢ oay)* (¢ o) levantamentos de ¢ o ay € (¢ o ) * (P oy) tais que

600, 0) = 9(pa) = (60.0,) * (07)(0)
Temos ¢poa, ~ (poa,)* (o), em particular ¢poay(l) = (poay,) * (pov)(1).

P e N T

Vamos provar que (¢ o a,) * (poy) = (¢oay) * (pory).

Notemos primeiramente que (m) * (ﬁ)(O) = (m)(p) = (,(0) = qo = d(po).

E vejamos, agora, que (m) * (gm) é levantamento de (¢ o o) * (¢ 0 7).

De fato, ko [(¢ o ay) * ($07)] = [ko (doa,)] * [ko(dor)] = (hoay) *(po7), eo

resultado segue pela unicidade do levantamento. Portanto,

~ —_~—

P(q) = poay(l) = (poay,) *(poy)(1) = (poa)*(pov)(1) =¢or(l).

Como queriamos.

Ora, ko (¢o7)(t) = d(v(t)) € U,, ¥t € [0,1]. Logo, Im(po~) C k~'(U,). Como
I m(ﬁy) ¢ conexa por caminhos, esta contida em uma dnica componente conexa

por caminhos de k7' (U,). Mas b0 7(0) = d(p) € V.

Portanto, 53/7([0, 1)) C V,. Em particular, ¢(q) = ¢ o (1) € V,.
Mostramos assim que ¢(U,) C V,.
Logo, ko (Z|Up = dlu, = &F\Up = k|§; o ¢|y,. Donde phi é continua.

Finalmente, se ¢ é aplicacao de recobrimento e dada uma vizinhanga distinguida

U, de ¢(p), tomamos U, como a componente conexa de ¢~ *(U,) contendo p’ com
d(p') = ¢(p) como antes.

Em Uy, ¢|y, ¢ homeomorfismo sobre U,,. Portanto, ¢|y, é também homeomorfismo.

Logo, V, ¢é vizinhanca distinguida de (Z(p) para ¢.
Vejamos que 5 é sobrejetora.

g€ X = k(q) € X = ¢(p) = k(q) para algum p € P para U, vizinhanca distinguida
de ¢(p). Entao, ¢|y, = k|§p1 o ¢|y,. Portanto, ¢(p) = k|§p1 o ¢(p) = I<:|)jp1 okly,(q) =q.

Portanto, ¢ ¢é aplicagao de recobrimento.

20



Definicao 3.1.11 Seja X um espaco topoldgico e X espaco de recobrimento de X. Se X

¢ simplesmente conexo, X € dito ser um recobrimento universal de X.

Proposicao 3.1.4 Seja X um espaco conexo, localmente conexo por caminhos e semi-
localmente simplesmente conero. Dados xqg € X e um subgrupo H C m1(X, ), eziste

um recobrimento k : )/Z — X, com )N( conexo por cammhos, e um ponto Zfo S )’Z tais que
]{?#Wl(X, $0) = H.

A demostragao deste teorema pode ser encontrada na referéncia [8].

Corolario 3.1.3 Todo espago topologico X conexo por caminhos admite um recobrimento

k: X — X onde X € simplesmente conexo. Dois desses recobrimentos sao homeomorfos.

Demonstragao: Pelo Teorema anterior, dado H = {1} existe uma aplicacao de recobri-
mento k : X — X com X conexo por caminhos tal que kg (1 (X)) = {1}. Como ky é
injetora, 7 (X) = {1}. Logo, X ¢ espaco de recobrimento simplesmente conexo de X.
Sejam kq : )?1 — X eky: )?2 — X recobrimentos universais de X. Dados py € )Z'g e
qQ € )Nfl, k2(po) = k1(qo). Entao pela Propposigao 3.1.3, existe um tnico ks levantamento
de ko por k; tal que l%(po) = ¢o. Analogamente, existe um tnico lgl levantamento de k;

por ko tal que kNl(qo) = po. Entao,
Froky=hy = kiokyoky =kyoky =k = kyoki = idg,

kaoki =k = kyokioky=kioky=ky = kyoky = idg,.

Logo, ki é bijecao. Portanto, X; e X5 sao homeomorfos.
[ |
Vamos mostrar que Ad é continua.

Seja || - || uma norma em Cl(V, q), com respeito a cuja topologia, a aplicagao produto

ClV,q) x CL(V,q) — CL(V,q)
(a,b) — a-b

¢ continua. (Cl(v,q) x Cl(v,q)) com a topologia produto)

Sejam (E, || - ||g) e (Fy| - ||r) espagos normados.

Definicao 3.1.12 Uma aplicacao linear T : E — F € dita ser 1imitada se existe K > 0
tal que | Tz ||pP< K || 2 || -

Proposicao 3.1.5 Seja T : E — F linear, sio equivalentes:
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i) T € continua

ii) T € continua em Op
iii) O conjunto {|| Tx |p:|| x ||g< 1} € limitado em R
i) T é limitada.

Demonstragao:
(i) = (ii) E imediato.
(i1) = (iv) Existe § > 0 tal que | z |[p< 0 =| Tz ||[r< 1. Sejay € E. Se y # 0, escreva

Y Y 0oy
r=—-——.Logo, |z ||=x<d=|T (——
2[lylle 2 2[y e

2
Faca K = E,Vy ceE | Tyllr<lly e -
(i) < (iv)

2
I<1=[Tyllr<5llyle.

_Y sey £ 0
(=) Seja y € E. Escreva § = |y e

0 sey =0
Claro que || 7 ||g< 1.

Sey =0, entao 0 =|| Ty || r<| v ||z= 0.

Se y # 0, por hipotese existe K >0 tal que || Ty [|[pr<S K <|| Ty |r<S K ||y || -
(<) Existe K > 0tal que Ve € E, || Tz ||[p< K || 2 ||g . Para || x [|[p< 1, || Tz ||pr< K.
(iv) = (i) Existe K > 0 tal que || Tz [|[p< K || 2 ||g,V2,y € E, || Tx — Ty || p=
=|| T(x —y) ||[p< K || x —y ||g . Logo, T é lipschitz, logo uniformemente continua e
portanto continua.

|

Seja L(E,F)={T: E — F :T élinear tal que T é limitada}.

Nao ¢é dificil ver que L(E, F) é espago vetorial.

Defina || 7 = sup{]| T || s:] & 1< 1},

. T
Sejax € BE,x #0,[| T | —— | [|[r<|| T || - Portanto, | Tz ||p<|| T ||| z ||£ -

Seja K > 0 tal que || Tx |||i£ K|z | g, Ve e E, para ||z ||p< 1| Tz ||r< z =
ST < K.

Agora, considere Ad : Ct*(V,q) — GL(CL(V,q)). Em C¢*(V,q) considere a topologia
induzida por Cl(V,q) e em GL(C{(V,q)) a topologia dada pela norma de uma trans-
formacao liner definida acima.

Note que || Adyz [|=] a(g) -z < K [[ale) ||| ¢ Il = |-

GL(Cl(V,q)) ={T : Cl(v,q) — CL(V,q) : T é linear, limitada e com inversa limitada}

¢ grupo com a operacao de composicao.
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Vemos que || (ToS)x [I<[| T [l Sz I<[[ T [l S [l = || - Logo, [| ToS <[] | S

Teorema 3.1.3 i) CL*(V,q) € aberto em Cl(v,q)

ii) Se o espago vetorial V' tem dimensao finita, entdo Ad : Cl* (V,q) — GL(CL(V,q)) é

continua.

Demonstragao:

Afirmagao: Existe K > 0 tal que Ya,b € CL(v,q),||a-b||[< K |la]| -] 0] .

Como - é continua em (0,0) € CU(V,q) x CL(V,q) existe § > 0 tal que Va,y € CL(V,q)
com ||z [, |y f[<é ==y ll<1.

J
Fixe um tal 4. Entao, Ya,b € C{(V,q), se a # 0, e b # 0, escolha x = 5” a4 H e
a
J b
Y=
2|0
5 2
Claro que || z [|=|| y H: — < 0. Portanto, || z-y ||< 1= aliol || ab ||< 1. Pondo
a
K = 52, la-b|[< K| allllb]| . Desigualdade vélida ainda que a = 0 ou b = 0.
1
i) Seja ¢ € CL*(V,q). Escreva r = Ko Provaremos que B,.(p) C Cl*(V,q).
=
Afirmagao: Se ¥ € B,.(p), entao a série Z(l — ¢ 1))™ converge absolutamente.
n=>0
De fato, basta notar que esta ¢ a série geométrica e || 1 — o 1 ||=| ¢ ¢ —¥) ||
KK le—vi<tL
Afirmagao: Se 1) € B,(p), 1 é invertivel e ¢! = (Z(l — o)) -7t
n=0
De fato,
PO (1= )™ Zso Q- ') =p-1-97 =1
n=0

Por outro lado,
S (1= )y = Z(l — oY)l = Z (1= )" (1—(1-p ') =
n=0 n=0

ii) E possivel mostrar que a aplicacao

L.V, q) — Ct*(V,q)
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¢ continua.!
Queremos mostrar que se {¢,}ney ¢ uma sequéncia em C0*(V,q) e ¢, — ¢ em
Cl*(V,q) entao zzlvd% — ;rdm. Mas, Yy € CL(V, q),

| (Ady, — Adp)y || = || Ady,y — Adyy [|=]| alen)yer' — aleo)yes =

= || a(pn)yen® — alpo)ype ! + alen)ypy ' |I<

<l alen)y(en’ = @0 ) I + 1l (alen) — aleo))yes " IS
< [l eten) I en I+ I aen) — aleo) - g™ M- Iy I,

logo || Ad,,, — Ady [I<|| a(en) Il ¢ I + | aln) — al@o) I - [ 5" =0, n— oo.

A dimensao finita foi importante para garantir a continuidade de a.

[ |
Para provar que Ad é aplicacao de recobrimento, usaremos o seguinte teorema? sem

demonstra-lo.

Teorema 3.1.4 Seja f : G — H um homomorfismo continuo sobrejetivo entre grupos
topoldgicos. A fim de que [ seja uma aplicacdo de recobrimento € mecessdrio e suficiente

que f seja continua, aberta e seu nicleo seja um subgrupo discreto.

Considere a sequéncia exata
0 —> Zy — Spin, —24> 50(n) —1.

Vamos considerar em Spin,, a topologia induzida por C{(V, q). Considere em Zs e no
grupo trivial a topologia discreta.

Provamos que Ad 6 uma aplicagao continua. E possivel provar que Ad 6 uma aplicagao
aberta, mas nao o faremos aqui. Logo, pelo teorema 3.1.4 Ad é aplicacao de recobrimento.

Logo, da sequéncia exata acima obtemos a sequéncia exata
0 —— Zy — m1(Spin,) % 1,(SO(n)) —1 .

Mas, m(SO(n)) = Zsy. (Referéncia [8]) Portanto, mi(Spin,) = Zs/Zy = {1}.
Como Spin,, é espaco de recobrimento de SO(n) e m(SO(n)) é trivial, segue que

Spiny, é recobrimento universal de SO(n).

Wer referéncia [9]
20 leitor poderd encontra-lo na referéncia [8]
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Capitulo 4

Grupo de Spin de SO(3)

Neste capitulo vamos ver que SU(2) é recobrimento universal de SO(3), e portanto
Sping é isomorfo ao grupo SU(2).
Assumiremos do leitor conhecimentos de Geometria Diferencial e Topologia ao nivel

do curso de graduagao em Matematica.

4.1 Aspectos Geométricos e Topoldgicos do Grupo
O(r,s)
Fixado n > 2, considere a matriz formada por s -1’s e r 1’s na diagonal, n = r + s.

-1 0

1

Seja O(r,s) = {A € M,, : AnA"* = n}, onde M, é o conjunto das matrizes n por n com
entradas em R. Note que det A # 0. Denotaremos por GL(n) o grupo das matrizes n por

n invertiveis com entradas em R.
Proposicao 4.1.1 O(r, s) € subgupo de GL(n).

Demonstracao: Sejam A, B € O(r,s). Entao ABn(AB)! = A(BnB")A" = AnA' = 7,
logo AB € O(r,s) e AnA' =n = A~ n(A~1)" =7, donde A~ € O(r, s).
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[ |
Note que GL(n) é aberto em R"Q,l, pois det : M,, — R™ é uma funcao continua e
GL(n) = det” ' (R\{0}).

Teorema 4.1.1 Seja U C R™™ um aberto e f : U — R™ uma aplicacdo de classe C*.
Seja ¢ € R™ um valor reqular de f, isto é, Vx € f~Y(c),Df(x) € sobrejetora. Entdo

—1(¢) ¢ superficie de classe C* e dimensdo n.
f p

O leitor encontrard uma prova deste teorema nas referéncias [2] e [6].

Teorema 4.1.2 O(r,s) é superficie de classe C* e dimensao @ (em R™).

Demonstracao: Sejam S(n) o conjunto das matrizes n por n simétricas e

) .

n(n+1)
2

f: M,(=R")— Sn)(=R
x— anzt
Note que xnzt € S(n), f é de classe C* e O(r,s) = f~(n).
Afirmagao: Para todo z € M,,, Df(x) =T, onde T é uma aplicacao linear
T . Rng _ Rn(n2+1)

v~ unzt 4zt

Usaremos a norma do sup. Vv € R”Q, v # 0, temos

[z +0) = f@) = T) | _ &+ o)y +v)' — oot — ogat —anot]| _
o]l ]l
lone'll _ [[ol*]Inll
= < = [[vll[lnll = 0, para [[v]| — 0.
o] o]
Afirmagao: T é sobrejetora, Vo € O(r, s).
Seja s € S(n). Escolha vy = % Entao,
t t
T(vs) = %nwt + an (%) = g + xnxgs = s.

O resultado agora segue do teorema anterior.

Proposicao 4.1.2 O(r,s) é fechado(em R™ ).

- . .. . . - 2 .
1Utilizaremos, sem mais comentarios, a identificacio natural de M,, com R™ , e subconjuntos de M,

terao a topologia e estrutura diferenciavel induzidas pelas de R™.
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n(n+1)

Demonstragao: Como O(r,s) = f~'(n), sendo {n} € R~ =2 fechado, e como f ¢

continua, O(r, s) é fechado.
|

A partir de agora tomaremos r = n e s = 0. Em particular, n = Id,,.
Proposicao 4.1.3 O(n) € compacto.

Demonstracao: Seja A € O(n), e escreva A = [a;;]. Nesse caso, AA" = Id,, e entdo

Z axajr = 05, Vi,j € {1,--- ,n}. Em particular,
k=1

n
2
lai;|* < E aiaix = 05 = 1.
k=1

Entao, |a;;| < 1. Portanto, ||A] < 1.
Segue que O(n) C BY"(0). Dai, O(n) é limitado e tendo em vista a Proposigao anterior,
compacto.

|
Observagao 4.1.1 A aplicagio (x,y) — xny' = (x,y) € uma forma bilinear.
Definigao 4.1.1 Se |[(x,z)| = 1,x € dito unitdrio.

Notagao: e; denotara o i-ésimo elemento da base canonica de R™.
Vamos provar que O(n) tem duas componentes conexas por caminhos, para isto pre-

cisamos do seguinte lema.

Lema 4.1.1 Para todo n € N;n > 2, se ||v|| = 1, entdo Ja : [0,1] — O(n) continua tal
que a(0) = Id,,a(l)v = ey e det(a(t)) = 1,Vt € [0, 1].

Demonstracao: Vamos fazer a prova por inducao.
Seja n = 2. Considere v = (a,b) onde a® + b* = 1. Entao existe 6 € [0,2n] tal que

a=cosf,b=sinb.

Defina
a: [0,1] = O(2)
e cos(ft) sin(0t) \ .
—sin(6t) cos(6t)
(10 o Ly — cos(f)  sin(h) cos(f) | _
Claro que det(a(t)) = ( 01 ) vt e0,1], ea(ljv = ( —sin(f) cos(f) ) < sin(6) ) -

:<;):el.
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Suponha, agora o resulatado valido para n.

Escreva v = (vg,v1, -+ ,Un), Vo +- - -+02 = 1. Sejam v = (v, ,v,) eV = HZTH Entao,
pela hipétese de indugao, existe « : [0, 1] — O(n) com «(0) = Id, e a(1)v = ¢; (em R")
e det(a(t)) = 1.

Entao pomos

a: [0,1]] = O(n+1)

10 - 0
0
t—
a(t)
0
Vemos que a(0) = Id,, 41, det(a(t)) =1-det(a(t)) = 1,vt € [0,1] e a(l)v =
Vo
10 ce 0 Vo Vo _
; ) ) ol
= . .1 = ~ .1 = 0
LA : a(l) |
0 Un Un
0

Ponha w = ( ”U_OH ) . Pelo cason = 2,33 : [0,1] — O(2) tal que 3(0) = Idy, 3(1)w =
U

(1,0 e det(B3(t)) = 1,V € [0,1].

Entao defina
B 01— O@m+1)

pt) o 0
0
t—
[dnfl
0
v
[7]]

Note que det(G(t)) = det(5(t)) - det(Id,—1) = 1,3(0) = Id,41 € B(1) 0 =

0
B(1)w 1
0 0
0 0
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Finalmente, ponha 7 : [0,1] — O(n + 1),~(t) = B(t)a(t).

Teorema 4.1.3 O(n) tem duas componentes conezxas por caminhos.

Demonstracgao: Sejam

SO(n) = det ' (1)NO(n)
O~ (n) = det™*(—=1)NO(n).

Suponha, por absurdo, que existe uma aplicagdo continua « : [0,1] — O(n) tal que
a(0) € SO(n) e a(l) € O~ (n).

Nesse caso, det oa : [0,1] — R, sendo continua, teria ¢t € (0,1) tal que det oa(t) = 0,
uma contradi¢do com a(t) € O(n).

Afirmagao: SO(n) (respectivamente, O‘( )) é conexo por caminhos.

Inicialmente, note que [aw € O (:) Z QikQjp =

Seja F(n) = {(vi,--+ ,v,) € (R")": <UZ7U]> = dij}-

(%1
Temos entao uma bijecao ¢ : F(n) — O(n), (v, ,v,) = : LU = (Vity 0 Uin)-
Un
Agora, procedemos por inducao sobre n.
Para n = 2. Sejam A, B € SO(2)(respectivamente O~ (2)).
an a by b
Escreva A = ) = R
Qg1  a22 ba1  bao
Tome vy = (a1, a12),v2 = (a1,a2), w1 = (b1, bi2), w2 = (b2, bz2) € R?. Temos
|vil| = ||ws|| = 1. Pelo lema, exsitem aplicagoes continuas a, 3 : [0, 1] — SO(2) tal que

a(0)=6(0)=<(1) f)ea(l)m:(;),ﬁ(l)wl:(;).

Defina & : [0,1] — SO(2),a(t) = A - a(t)!(respectivamente O~ (2)).
Note que @ estd bem definida, pois a(t)'a(t) = a(t)A'Aa(t) = Idy e det(a(t)) =
det(A) det(a(t)) = det(A).
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Vemos ainda que

3 = ( air  Gi12 > ( air  a12 ) _ < a(t)nan + at)ipars  a(t)arar; + a(t)szarz ) _

az1 Q22 az1 Q22 a(t)na9 + alt)iaz  a(t)aas + a(t)rars

Ora, Vt € [0,1] temos

(a(t)v, a(t)v;) = via(t)a(t)v; = viv; = (v, v;) = bi;.

Em particular, a(1) = ( ZS;Z: ) = ( 04(11) ;}1 > .
0

Ora, (a(1)vy, (1,0)) = 0 e ||a(1l)ve|| = 1. entdo, vy = ( Rk Portanto, a(l) =

0 +1
( ! (1) )(respct. 0=(2)).

1 0
( ) . Mas, como vimos, A € SO(2) & a(1) € SO(2). Sendo A € SO(2),a(l) =

0

De forma inteiramente andloga, definindo 3 : [0,1] — SO(2), 3(t) = BB(t)"(respc.
0~(2)). ~ - -

Concluimos que f(t) € SO(2), (respectivamente O~(2)), [ é continua e (1) =

10 ) 1 0 ) ) 10
0 1 (respectivamente 0 —1 ). Como existe um caminho entre Ae B e 01

_ 1 0 . -
(respectivamente 0 1 ) ) em SO(2) (respectivamente O~ (n)), entao existe 7y : [0, 1] —
SO(2)(respectivamente O~ (n)) é continua com v(0) = A,v(1) = B.

Assumindo o resultado para n, tome A, B € SO(n + 1)(respectivamente O~ (n)).

@oo " Gon
Escreva A = oo e v; = (a0, ,ain),0 <1 < n.
ano -+ Qnn
Pelo lema, existe a : [0,1] — SO(n + 1) continua com «a(0) = Id,+1 e a(l)vyy =
(1,0,---,0).
Novamente, defina & : [0,1] — SO(n+1),a(t) = Aa(t)! (respectivamente O~ (n+1)).

Verificar que a estd bem definida é andlogo ao caso n = 2. Note também que a(0) = A
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a(1)vg
_ a(l)vy _ _
ea(l) = : = _ , onde (a(t)v;, a(t)v;) = 0
1)v, '
al)v a(l)v,
10 0
_ 0
Mas note que 0 = ((1,0,---,0),a(1)v;) = (a(1)v;);. Logo, a(1) = 7
0
onde A € M,.
10 0 10 0
_ S 0
Mas, @(1) € O(n+1), entao a(l)a(1)t = Id, 11 = | N
: A Al
0 0
10 0
0 . ~ N ~
i = AA" = Id,. Logo, A € O(n). Mais ainda, det(a(1)) = det(A).
0

Portanto, A € SO(n) (respectivamente O~ (n)).

Analogamente, existe 3 : [0, 1] — SO(n+1) (respectivamente O~ (n+1)) continua com

B(1) = , com B € SO(n) (respectivamente O~ (n)).

s}

o~

Pela hipétese de inducao, existe 7 : [0,1] — SO(n) (respect. O~ (n)) com v(0) = A e
(1) = B.

Defina 7 : [0,1] — SO(n+1) (respectivamente O~ (n+1)) pondo y(t) =
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Justapondo &, 3 e Jconstruimos um caminho T : [0,1] — SO(n + 1)(respectivamente
O (n+1)) comI'(0) =Ael(l) =B.
|

4.2 SU(2) é recobrimento universal de SO(3)
Definicao 4.2.1
SU(2) = {A € My(C) : AA" = A'A = 15,5, det(A) = 1},

onde At denota a matriz trasposta conjugada de A.

b
Proposigao 4.2.1 Se A € SU(2), entao A = ( a[_) B ) al* + |b)? = 1.
a

b
Demonstracao: Dada A € SU(2),A = (a ),det(A) = ad — bc = 1,AA" =

c d
b a ¢ 10 —
¢ R . Entao, |a|*+ |b]* =1,|c|* 4+ |d]* =1 e ac + bd = 0.
c d b d 0 1
bd bd bbd
Sea#0c=—-—=c=—-——=1=ad—bc=ad+ — = a = |a*d + |b]*d =
a a

a
(Ja? +p)d=d=a=d= c= —b.
Se a = 0, entao b # 0. Entao,

= 2
3:—%#d:—%:lzad—bc:—%—bcﬁgz—|a|20—|b|2c:>l_):
(—la> = b )c=b=—c=d=a.
a b
Portanto, A = < _ ) al* + b = 1.
—b a
]
Proposigao 4.2.2 SU(2) ¢ difeomorfo a esfera S>.
Demonstracao: Seja C = {A € M,(C): A= ( v zy v z}v ) ,x,y,u,v € R}
U+ T —1y
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+iy ui
Defina f : R* — C pondo f(z,y,u,v) = LW w).

—u-+iv T —1y
Note que f é bijetora. Entao, SU(2) C C = R™.
Defina g : R* = R, g(z,y,u,v) = 22 + y* + u? + v%
Temos que SU(2) = g~ '(1) e 1 é valor regular de g. Entao, SU(2) é difeomorfa a S3.
|

Corolédrio 4.2.1 SU(2) € simplesmente conezo.

Demonstracgao: Segue da Proposicao anterior e da Observacao 3.1.1
|
A fim de construir a aplicagdo de recobrimento de SU(2) em SO(3), usaremos uma
caracterizagao da esfera S* como grupo (isomorfo a SU(2)) com a operagiao de produto

de quatérnios.

Lema 4.2.1 Se o quatérnio w comuta com todo imagindrio puro entao w € real. Se, além

disso, w € S3, entdo w = %1.

Demonstracao: Se w = a+bi+cj+dk entao iw = —b+ai—dj+ck e wi = —b+ai+dj—ck.
De wi = iw concluimos que ¢ = d = 0, isto é, w = a + bi. Logo, wj = aj + bk e
jw = aj — bk. Dai resulta (usando wj = jw) que b = 0. Portanto, w = a € R. Entao se
we S |w*>=a*=1, donde w = +1.

[ |

Proposigao 4.2.3 Existe um homomorfismo continuo sobrejetivo ¢ : S3 — SO(3), cujo
nicleo € {1,—1}.

Demonstragao: Primeiramente, observe que SO(3) = {T : R? — R? lineares tais que
detT =1, (Tv, Tv)} = v ||?, Vv € R®.

A cada u € S? associaremos a transformacao linear ¢, : R® — R3, definida por

ou(w) = uwu=t.

Considerando inicialmente como definida em R*, como |u-w-u™!| = |w|, ¢, é ortogonal
e vemos que ¢, é linear. Além disso, como ¢,(1) = 1, ¢ deixa invariante o subespago R,
formado pela parte real, logo deixa também invariante seu complemento ortogonal R3,
formado pelos imaginarios puros. Ou seja, se w = zi 4+ yj + zk é imaginario puro, entao
w-w-u"! também o é e portanto a transformacio ortogonal ¢, estd bem definida. A

1

matriz de ¢, tem colunas u-i-u"*,u-j-u"!ewu-k-u"t, que dependem continuamente de
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u € S3. Temos det ¢, = £1,Vu € S3. Como S? é conexa e, para u = 1, vale det p, = 1,
segue-se que det ¢, = 1. Logo, ¢, € SO(3),Vu € S3, o quer nos dé a fungao continua

v 5% — 50(3).

Evidentemente, @, = p,0¢,, de modo que ¢ é homomorfismo de grupos. O nicleo de

b= w, ou seja, u-w = w-u, Vw € R3.

¢ é formado pelos quatérnios v € S® tais que u-w-u~
Pelo lema anterior, concluimos que o nticleo de ¢ possui apenas os quatérnios 1 e —1, ou
seja p(x) = ¢(y) < y = £x. Agora vamos mostrar que ¢ é sobrejetora.

Como S? é compacta e SO(3) é conexo, basta mostrar que ¢ é uma aplicagao aberta.
De fato, entao ¢(S?) serd um subconjunto fechado e aberto de SO(3) e portanto deve ser
SO(3).

Comecamos observando que ¢ é uma aplicacao de classe C*, pois para cada u € S3
os elmentos da matriz sao fun¢des C'*° de u. Como ¢ é um homomorfismo de grupos, seu
posto é constante. Pelo Teorema do Posto?, como ¢ é localmente injetora, seu posto é
maximo, isto é, igual a 3. Em particular ¢ é submersao e portanto uma aplicagao aberta.

[ |

Agora considere a sequéncia exata
0—>Zy — SU(2) —= SO(3) — 1.
Proposicao 4.2.4 A aplicacao ¢ : SU(2) — SO(3) € aplicagao de recobrimento.

Demonstragao: Pela proposicao 4.2.3, a aplicacao satisfaz as hipéteses do teorema 3.1.4.

Logo ¢ é uma aplicacao de recobrimento.
[ |

Logo, da sequéncia exata acima obtemos a sequéncia exata
00— Zy —> m (SU(2)) —>m(SO(3)) —= 1.

Mas, m1(SO(3)) = Zs (Referéncia [8]). Portanto, m1(SU(2)) = Zs/Zs = {1}.
Como SU(2) é espago de recobrimento de SO(3) e m(SU(2)) ¢ trivial, segue que
SU(2) é recobrimento universal de SO(3).

Entao, pela unicidade do recobrimento universal, temos que Sping é isomorfo a SU(2).

2Ver referéncia [7]
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Conclusao

Vimos a algebra de Clifford C{(V, q), onde V' é um espago vetorial e ¢ é uma forma
quadratica fixada em V, através de uma propriedade universal, provamos unicidade a
menos de ismomorfismo e existéncia.

Estudamos uma importante subestrutura da algebra de Clifford, o subgrupo Spin do
grupo das unidades. Mostramos que no caso em que V tem dimensao finita n, Spin,
¢ recobrimento universal de SO(n). Em particular para n = 3, mostramos que Spin,, ¢
isomorfo ao grupo SU(2).

A dlgebra de Clifford é uma estrutura riquissima. Exploramos varios aspectos, mas

ainda hé varias coisas interessantes a serem feitas.
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Apeéendice 1: Produto Tensorial

Para estudarmos algebra de Clifford é importante alguns conhecimentos basicos de
produto tensorial de espacos vetoriais sobre um corpo K. Neste Apéndice, daremos a
definicao de produto tensorial entre espacos vetoriais através de uma propriedade univer-
sal, bem como mostraremos a existéncia e unicidade a menos de isomorfismo de um tal
produto. Provaremos também algumas propriedades basicas. Todos os espacos vetoriais

sao sobre um corpo K fixado.

Definicao 4.2.2 Um produto tensorial entre dois espagos vetoriais Ve W é um par
(T, ) em que T é um espago vetorial e ¢ : V. x W — T é uma aplicagao bilinear tal
que para qualquer aplicacao bilinear f -V X W — U existe uma unica aplicagao linear

f:T — U tal que f = f o .

VxWE—sT

|
\ ‘I/f
U

Analogamente ao que fizemos provamos para algebras de Clifford, prova-se que o

produto tensorial de dois espagos vetoriais é inico a menos de isomorfismo.

Construcao de um Produto Tensorial

Tome o espaco vetorial gerado por V' x W

(Vx W)= {Z a; (v, w;),v; € Vw; € Wya; € K e a; = 0 quase sempre } )
Sejam

Ji = A{(v1 + v, w) — (v, w) — (vo,w) 1 v; € Vw € W}

Jo = {(v1, w1 +wy) — (v,w1) — (v,wy) 1 v € V,w; € W}

J3 ={a(v,w) — (av,w) : v € V;w € W,a € K};

Jy =A{a(v,w) — (v,aw) :v € V,w € W,a € K};
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J:J1UJQUJ3UJ4€S:<J><<V><W>.
Defina V@ W = (V x W) /S, e denote a classe [(v,w)] por v ® w.

Proposigao 4.2.5 A aplicagio ¢ : VX W — V@ W com p((v,w)) =v @ w € bilinear.

Demonstracao: Como os elementos de S sao levados em 0, em particular para os ele-
mentos de J, temos que

(V1 +v2) @W =v; W+ Vg @ W,

V@ (W) +wy) =v@w; +vws e

(av) @ w=v® (aw) = a(v @ w).

Proposicao 4.2.6 (V@ W, ) € produto tensorial.

Demonstragao: Seja f: V x W — U aplicagao bilinear.
Defina f: VoW — U, f(3,v; @w;) = Zf(vi,wi).

Dados Zvi®wi, ij®yj ceVeWelek
i=1 j=1
Chame Az; = vj4; e y; = w;4;. Entao,

n m n+m n+m
f(ZUi(X)wi—i-)\ij@yj) :f<2w®wi> = Zf(?]i,wi) =
= Zf(vi,wi) + Z)\f(%‘y?/j) =f (sz ®wi) +Af (Z% ®yj> :

i=1 Jj=1

i=1 j=1
Portanto, f é linear.

Vemos que (f o ¢)(v,w) = f(v@w) = f(v,w),¥(v,w) €V x W.

Seja g : V@ W — U linear tal que g o p = f. Entao,
g(z Q45U; & U)j) = Zaijg(vi & wj) = Zaij(g o %0)(%'7’60]‘) — Zaijf(vi; wj) _
= f(>" ayv; ® w;). Logo, f é tnica.l

Note que, para um dado um elemento qualquer de V' ® W nao podemos afirmar que
ele possa ser escrito como v®@w,v € V,w € W mas, como combinacao linear de elementos
desta forma.

De fato,

n

vRw = [(v,w)] = Zai(vi,wi),vi eViw, e W| = Zai[(vi,wi)] = Zaivi ® w;.
i=1

=1 =1
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Exemplo 4.2.1 KV ~ V.

Vamos mostrar que V é produto tensorial de K e V.

Seja
p: KxV — V
(Aov) = Ao
Claramente, ¢ é bilinear.
Para toda aplicagao bilinear f : K x V' — U, defina KxV2

2 %
f: V= U -
v f(lv) \('v]

Note que f é linear, pois f é bilinear.

Vemos que, (f o p)(\,v) = fe(\v) = f(Ww) = f(1, ) = f(A\v),Y(\,v) € K x V.
Entdo foyp = f.

Suponha que existe g : V' — U linear tal que g o ¢ = f. Entao,

g(v) = g(1-v) = g(eo(1,v)) = f(1,v) = f(v),Vv. Portanto, f ¢ tinica.

Teorema 4.2.1 Sejam {e;}icr base de U e {f;};es base de V. Entao {e; ® f;}i; € base
de U®V.

Demonstragao:

Defina
m: UxV — V

,onde u =uje; + - +ue; + - - - + upey,.
(u,v) — ww

Nao ¢ dificil ver que m; é bilinear. Logo, pela definicao de produto tensorial, existe

uma unica 7; : U ® V' — V linear tal que 7; 0 ¢ = ;.
k

Sejat:Zua@)va € U ® V. Entao,

a=1
t= Z <Z ugei> ® (Z vgfi> = Z Z Z ulvle;® f; = Z Aije;® f;. Logo, {e;® f;}
« % J «a i 7

gera U @ V.

Seja Z Aijei ® f; = Opgy. Para todo [ € 1,7, (Z e ® fj> = 7,(0pgv) = Oy. Entéo,

]

D oAmmle @ f;) = 0= AgTuleles ® f;)) = 0= Y Ngmles f;) = 0= > Njfi =
1] Y] 0, J
0= \; =0. Logo, {e; ® f;} é linearmente independente.l

Proposicao 4.2.7 i) Sejam (U ®@ V), @) produto tensorial de U e V e (V @ U), 1)
produto tensorial de V e U. Entao, UV ~V @ U.
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ii) Sejam (V@W)®U,n) produto tensorial de VRW eU e (V@ (W RU)), u) produto
tensorial de Ve W @ U. Entdo, (VW)U ~V @ (W U).

Demonstragao:

i) Defina
ti1: UxV — VxU
(u,v) = (v,u)
Vejamos que v oty ¢é bilinear:
(Yoty)(u+Au',v) = (v, u+ ') = V& (ut+Au') = VRUFVRIU = P (v, u)+A(vRU') =
- w(vv U) + )‘w(va u/) = ¢(t1(u7 U)) + A¢(t1(ul7 U))
Analogamente, (1) o t1)(u,v + Av') = (¢ o t1)(u,v) + A(¢ o ty)(u/,0').
Logo, existe uma unica aplicacao f: U ® V — V ® U linear tal que fop =1 ot;.
Vemos que f(32;u; @ vi) = f((32;(ui, vi))) = (¥ o t1) (3 (wi, vi)) = 32 ¥(vi, wi) =
Zi U; ® ;.

De forma anéloga, defina

ti1: VxU— UxV

(v,u) —  (u,v) ’

vemos que v o ty é bilinear. Existe uma tunica aplicacao g : V ® U — U ® V linear
tal que go ) = p o ts.
Vemos que g(3_,vi ® ;) = g(¥(32;(vi, wi))) = (@ o t2) (30 (vi i) = 32, p(us, v5) =
Zi U; X ;.
Segue que (f o g)(2;vi @ u;) = f(g(Xo;vi @ i) = f(32;ui @ vi) = 32, vi ® ;. Logo,
fog=idvgy.
Analogamente, g o f = idygy -
Portanto, U@V ~V @ U.
ii) Defina
f: Vx(WeU)—- (UW)eU
(0, wi @) = Y, (v@w)@u;
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Vejamos que f é bilinear. Sejam v,v" € V e Y1 w; ® u;, Y 5" w) @ uf, chame
! ! __ Py
W = Wpyj € Uj = Upyj, €Ntao

n+m m4n

f(v—ir)\v’,Zwi@ui—l—Zw}@u;) = flv+ M, Zwi@)ui) = Z[(v—l—/\v’)@wi]@ui =
— —

i=1 i=1

n

= zn:[(v+>\v’)®w,~]®ui+§:[(v+Av')®w3]®u; = Z(v@wﬁ@ui%—)\zﬂ:(v’@wi)@uﬁ

i=1 j=1 =1 =1

—|—Zv+®w)®u—|—)\2v®w )@ sz®uz )+ (v Zw,@uz )+ f (v Zw@u )+

Jj=1 Jj=1

FAf(V, D00 wh @ k).

Pela propriedade universal, existe um tnica aplicagao linear f : V @ (W @ U) —
(VeW)eU tal que flv® (w@u)) = f(v,w ®u).

Definag: VW) xU -V WaU), g, vi@w,u)=>v& (wu).

De maneira a como mostramos que f € linear, mostra-se que g ¢é bilinear.

Portanto, existe uma tnica g : (V@ W)@ U — V ® (W ® U) linear tal que g((v ®
w) ® u) = 4o ® w, )

Vamos mostrar que g é a inversa de f,

(feg)vow)@u) = flglvowu)=Ffve(weu)=f(v,0Qu)=
= (vw)Ru,YveV,weWueU,

Go Hlvew@u) = g(flr,weu)=g(rew) @u)=g(vowu)=
= v®(weu),Yv e V,weWueU.

Portanto, (V@ W)@ U ~V @ (W U,).
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Apendice 2: Algebra de Lie

Seja K um corpo.

Definicao 4.2.3 Uma K-dlgebra de Lie ¢ um K-espago vetorial V- com uma operacao
[,]:V xV —V chamada colchete de Lie, tal que

i) [yl = —[y,z],Vr,y € V

ii) [x, [y, 2] + [y, [z, 2]] + [z, [2,y]] = 0,V2,y,2 €V, chamada Identidade de Jacobi.
Exemplo 4.2.2 (R3, x), onde x € o produto vetorial, é K-dlgebra de Lie.

De fato? Sejam r = (xlaanxS)ay = (ylvyZay3)7Z = (21,22,2’3),UJ = (21]1,“12,21)3) S
R3,a,b,c,d € R.

i) T XY= (5U2y3 — Y23, Y173 — T1Y3, T1Y2 — yl$2) = —(yﬂs — X2Y3,T1Y3 — Y123, Y1T2 —

—r1y2) = —(y X ).

ii) (ax+by)x(cz+dw) = (ax1+by;, axo+bys, axz+bys) X (cz1+dwy, czo+dwsy, czz+dws) =
((azq + by2) X (cz3 + dws) — (czg + dws)(axs + bys), (cz1 + dwy)(axs + bys) — (azy +
by1)(czs+dws), (axi+byy ) (czo+dwy) — (cz1 +dwy) (axe+bys)) = ac(raz3 — 2023, 2123 —
T123, T129 — 2102) + ad(Tows — Wel3, W1 T3 — T1W3, T1Wa — W1 T2) +bc(Ya23 — 22y3, 21Y3 —
Y123, Y122 — 21Y2) + bd(Yaws — wayz, wiys — yr1ws, Y1wa — wiye)) = ac(x X z) + ad(z X

w) 4+ be(y x z) + bd(y x w).

i) (zx(yx2))+(yx(zxz))+ (2, (xxy)) = (v2(y122 — 2192) — (21Y3 — Y123) 73, (Y223 —
2oy3) T3 — 21 (Y122 — 21Y2), T1(21Y3 — Y123) — (Y223 — 22Y3)72) + (Y2 (2172 — ¥122) — (w123 —
2173)Y3, (2273 —223)y3 — Y1 (2172 — 2122), Y1 (2123 — 2103) — (2223 — T223)y2) + (22(T1Y2 —

Y122) — (%903 — T1Y3)23, (T2ys — Y2¥3) 23 — 21(T1Y2 — Y172), 21(Y173 — T1Y3) — (Tays —
)

YaT3 22)
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Exemplo 4.2.3 (M, (K),[,]), onde [A, B] = AB — BA, é K-dlgebra de Lie.
Este exemplo é um caso particular da proposicao seguinte.

Proposicao 4.2.8 Seja A uma K-dlgebra associativa. A operagdo comutador [,] : A X

A — A, dada por [x,y] = xy — yx € colchete de Lie.
Demonstracao: Sejam Vr,y,z,w € A, A\, Ay € K.
i) [2,y] =2y —yzr = —(yz — ay) = —[y, 2]

i) [z+ Mz, y 4+ w] = (x + M2)(y + ow) — (y + Xow)(z + M\12) = [z, y] + X[z, w] +
Az, y] + Aoz, w]

i) [z, [y, 2] + [y, [z, 2] + [, [, 9] = 2ly, 2] = [y, 2l +ylz, 2] = [z, 2]y + 2[, 4] = [2, 9]z =
x(yz — zy) — (yz — zy)x + y(zax — x2) — (2 — x2)y + 2(vy —yx) — (zy —yx)z =0

Definigao 4.2.4 Sejam (A, [,]) e (B,][[,]]) K-dlgebras de Lie. Dizemos que ov: A — B €
homomorfismo de dlgebras de Lie se a € K-linear e a([z,y]) = [[a(z), a(y)]],Va,y €

A.

Definigao 4.2.5 Sejam B uma K-dlgebra associativa e A uma subdlgebra de B. Uma
derivagdo de A em B é um homomorfismo K-linear D de A em B tal que D(ab) =
aD(b) + D(a)b,Va,b € A.

Notagao: Derk(A, B) denota o conjunto das derivagoes de A em B. Se A=B, deno-
tamos Derg(A).

Proposicao 4.2.9 Se A é uma K-dlgebra associativa, Derg(A) € dlgebra de Lie.

Demonstracao: Sejam D;, Dy € Derg(A),a € K.
(aDy)(ab) = aD(ab) = a(aD1(b) + D1(a)b) = a(aDy)(b) + (aD1)(a)b.

Logo, aD; € Derg(A).
(D14 Ds)(ab) = D;(ab)+ Dy(ab) = aD1(b) + D1(a)b+aDy(b) + Do(a)b = a(Dy + D) (b) +
(D1 + Ds)(a)b. Logo, Dy + Dy € Derg(A).
(

Dy + Ds)(ab) = a(D1+ D3)(b) + (D1 + D3)(a)b = a(D;(b) + D2(b)) + (D1(a) + Da(a))b =
a(Ds(b) + D1(b)) + (Da(a) + Di(a))b = a(Dy + D1)(b) + (D2 + D1)(a)b = (D1 + Ds)(ab).
Analogamente, prova-se que (D + D) + D3 = Dy + (D2 + D3), (a4 3)D = aD + D ¢
a(Dy + Dy) = aDy + aDy, Vo, B € K,VD, Dy, Dy, D3 € Derg(A).
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O elemento neutro é o homomorfismo nulo e a unidade da multiplicagao é 1k.
Portanto, Derg(A) é K-espago vetorial.
Defina [,] : Derg(A) x Derg(A) — Derg(A), por [Dy, Ds] = Dy o Dy — Dy o Dy.
Vejamos que estd bem definido,
(D10 Dy — Dy o Dy)(ab) = (D o Ds)(ab) — (Dg o Dy)(ab) = Di(aDo(b) + Do(a)b) —
Dsy(aD1(b) + D1(a)b) = a(Dy o Ds)(b) + (D1 0 Dy)(a)b — a(Dy o Dy)(b) — (Do Dy)(a)b =
a((Dy o Dy) = (Dy 0 Dy))(b) 4+ ((D1 0 D2) — (D2 0 Dy))(a)b.

Nao é dificil verificar que é colchete de Lie.
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