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Introducao

Entre os anos de 1808 e 1825, o matematico alemao Carl F. Gauss, investigava questoes
relacionadas & reciprocidade cubica e a reciprocidade biquadratica, quando percebeu que essa
investigagao se tornava mais simples trabalhando sobre Z[i], o anel dos inteiros gaussianos, do
que em Z, o conjunto dos nimeros inteiros. O conjunto Z[i] é formado pelos nimeros complexos

da forma a + bi, onde a e b sdo niimeros inteiros e i = y/—1.

Gauss estendeu a idéia de nimero inteiro quando definiu o conjunto Z[i], pois descobriu que
muito da antiga Teoria de Euclides sobre fatoracao de inteiros, poderia ser transportada para
Z[i] com conseqiiéncias importantes para a Teoria dos Numeros. Ele desenvolveu uma Teoria de
Fatoracdo em Primos para esses nimeros complexos e demonstrou que essa decomposicao em
primos € inica, como acontece com o conjunto dos nimeros inteiros. O uso que Gauss fez desse
novo tipo de nimero foi de fundamental importancia na demonstragao do Ultimo Teorema de

Fermat.

Os inteiros de Gauss sao exemplos de um tipo particular de ntimero complexo, ou seja,

nameros complexos que sao solucoées de uma equacao polinomial
ant™ 4 ap_12" '+ ax+ag=0

onde todos os coeficientes sao nimeros inteiros. Esses nlimeros complexos que sao raizes de uma
equacao polinomial com coeficientes inteiros sao chamados de nimeros inteiros algébricos. Por

1 .d d . . ’ . . , . t . 1 /b . . t. f ~ 2 1 — O
exemplo, a unidade imagindria, 4, é um inteiro algébrico, pois satisfaz a equacgdo x* + .
Também a raiz quadrada v/2 é um inteiro algébrico, pois satisfaz a equacéo 22 —2 = 0. Observe

que os niimeros i e /2 sao exemplos de inteiros algébricos e nao sdo nimeros inteiros.

A generalizagdo da nogao de numero inteiro para nimero inteiro algébrico dé exemplos
especiais de desenvolvimentos muito mais profundos que chamamos de Teoria dos Niumeros

Algébricos.

Outra motivagdo para o estudo da aritmética de nimeros algébricos, origina-se da Teoria
das Equacgoes Diofantinas. Por exemplo, uma forma quadrética definida sobre um anel A é um
polinémio homogéneo em duas varidveis e de grau 2, tal que os coeficientes sdo elementos de

A, isto é, polinémios da forma f(z,y) = az? + bry + cy? onde a,b, c pertencem ao anel A. Se



tomarmos a forma quadratica sobre o anel dos niimeros inteiros

flz,y) = 2* —my?,

onde m é um numero inteiro e y/m nao é um nimero inteiro, essa pode ser escrita na forma

fla,y) = 2% —my® = (x — Vmy) (z + vVmy).

2 _mb? =

Portanto, a questao sobre a possibilidade da representagao de inteiros r por r = a
f(a,b) onde a e b sdo nimeros inteiros, é reformulada como uma questao de fatoracao de nimeros
algébricos do anel Z[\/m], isto é, nimeros da forma a+ by/m. Essas motivagoes deixam evidente

a importancia dos anéis Z[\/m] e Z[i].

Em boa parte desse trabalho falamos de numeros primos, irredutiveis e principalmente
sobre anéis fatoriais, euclidiano e principais. Para uma melhor compreensao desse conteiudo foi
elaborado um apéndice onde abordamos conceitos elementares sobre esse assunto, para um anel

de integridade qualquer. O leitor que nao estiver familiarizado, pode ler o apéndice antes.

Nos dois primeiros capitulos apresentamos algumas nogoes de teoria dos ntimeros algébricos,
para com isso definir um corpo quadratico e um anel de interios quadraticos. No capitulo 1
definimos e caracterizamos um corpo quadratico Q[v/m|, e mostramos as propriedades da norma
e trago desse corpo. Ja no segundo capitulo, definimos e caracterizamos o anel dos inteiros
quadraticos O(m) com relagdo ao inteiro m, um dos objetivos desse trabalho. Nesse mesmo
capitulo damos um destaque ao exemplo mais importante de um anel de inteiros algébricos, o anel
dos inteiros de Gauss. A idéia é descrever os inversiveis (unidades) desse anel, e principalmente
mostrar que ¢é euclidiano, e portanto principal e fatorial. Nos dois proximos capitulos, induzidos
pelo trabalho feito sobre os interios de Gauss, o objetivo é fazer um estudo geral dos anéis
de inteiros quadraticos, descrever as unidades de cada um, e verificar (quando possivel) quais
anéis sao fatoriais. Como todo anel euclidiano é fatorial, mostramos para quais valores de m
os anéis O(m) sao euclidianos, em relagao a norma absoluta. Porém, para ser um anel fatorial
é suficiente ser euclidiano, mas nao necessario. Entao no capitulo 5 é feito um estudo sobre os
ideais de O(m), e mostrado que num anel de inteiros algébricos O(m) ¢ fatorial se e somente se

é principal.

Para verificar quando um anel de interios quadraticos é principal, é necessirio um estudo
aprofundado de grupo de classes, que é um trabalho complexo e extenso. Isso nao serd feito

neste trabalho.



1 Corpos Quadrdticos

Um dos exemplos mais simples de corpos de Numeros Algébricos, sao os corpos quadraticos.
Veremos que um corpo quadratico é uma extensao finita de QQ, de grau 2, que fica determinado

por um elemento primitivo 1/m, onde m é um nimero inteiro livre de quadrados.

1.1 Nocoes basicas sobre niimeros algébricos

Nesta secao consideramos L um corpo, tal que Q C L C C , e consideramos L como um
Q - espaco vetorial. Dizemos que L é uma extensdo de Q, e que L é uma extensdo finita de grau

[L : Q] = n, quando uma (e logo toda) base do Q - espaco vetorial L tiver n elementos.

Definicao 1.1.

(i) Um elemento o € L C C é um niumero algébrico sobre Q se existe um polinémio monico
p(x) € Q[z] tal que p(a) = 0.
(ii) Uma extensao algébrica de Q é um subcorpo L de C tal que todo elemento de L € algébrico
sobre Q
(iii) Um subcorpo L de C serd chamado corpo de nimeros algébricos se for uma extensao finita
de Q .
Observacao 1.1. Note que toda extensao finita de Q é extensao algébrica. De fato, sejam L
subcorpo de C tal que [L : Q] = m < o0 e a € L. Desde que Q[a] é Q - subespago vetorial
do Q - espaco vetorial L, temos que [Q[a] : Q] = n < m. Como {1,a,---,a"} é LD, existem

ap, a1, - ,a, € Q, ndo todos nulos, tais que 0 = ag + a1 + - - - apa”™. Tome
n .
f(@) =" aix’ € Qlx] \ {0}
=0
Como f(«) = 0, concluimos que « é algébrico sobre Q

O teorema abaixo assegura, em particular, que todo corpo de numeros algébricos pode ser

obtido pela adjun¢éo de um tunico elemento. Aqui lembramos que se K C L é uma extensao de



corpos e u € L, entao por definicao,

Klu] ={f(u); f(z) € Kl[z]}.

Teorema 1.1 (Teorema do Elemento Primitivo). Seja L O K D Q tal que [L : K| < cc.
Entdao, 3u € L tal que L = Klu].

Demonstracao: Ver ([4], pdgina 102).

Seja L um corpo de ntimeros algébricos, pelo Teorema do Elemento Primitivo tem-se L =
Q[u]. Desde que [L : Q] < oo, segue da Observacao 1.1 que L é extensao algébrica de Q. Assim

todo elemento de L é algébrico sobre Q. Em particular u é algébrico sobre Q.

Seja p(x) um polinémio moénico nao nulo em Q[z] de menor grau tal que p(u) = 0. Pela
minimalidade do grau, segue que p(z) é o unico polindémio moénico irredutivel em Q[z] tal que

p(u) = 0. Chamamos p(z) de polinémio minimal de u.

Lema 1.1. Sejam L uma extensao de Q e a € L algébrico sobre Q. Entao [Qa] : Q] é

exatamente o grau do polindmio minimal de o sobre Q.

Demonstragao: Sejam p(z) € Q[z] o polinémio minimal de o e n o grau de p(z). Vamos
primeiro mostrar que para todo polinémio f(z) € Q[z] nao nulo, f(«) pode ser expresso de

modo tnico na forma,

f(OZ) = Qg +CL10{+ . +an71a”_1,

com a; € Q. Pelo algoritmo da divisao, f(x) pode ser escrito como,

f(@) = q(@)p(z) + ap + ara + -+ + an_1a",

onde ¢(x) € Q[z]. Entao,
1

fla) =qla)p(a) + ap + a1+ - - - + an10" P =ag+aja+ -+ a, 10",

pois p(a)) = 0.
Para mostrar a unicidade da expressao temos que, se

f(a) =a0+ao+ -+ anfla"_l =by+biaa+---+ bnfla”_l,

com a;, by € Q Vie{l,---,n— 1} segue que o polinémio h(z) € Q[z|, com
h(z) = (ao — bo) + (a1 —b1)z + -+ + (an—1 — bp_1)z" !

é tal que h(a) = 0. O grau de h(z) é menor que o grau de p(x). Pela minimalidade do grau de

p(z) temos que h(z) =0. Entdao a; =b; Vie {1,--- ;n—1}.



Com isso, Q[a] = {ap + a1+ -+ + ap—10™71; a; € Q}.
Vamos mostrar agora que 3 = {1,---,a" '} é uma base de Q[a].
E imediato que 3 gera Q[a]. Falta verificar que § é L.I. Sejam by, -+ ,b,—1 € Q,

n—

1 n—1
> bia' =0="> 0o
=0

i=0
Pela unicidade, b; =0 Vi€ {1,--- ,n —1}.
Como B = {1,a, - ,a" '} é uma base de Q[a] sobre Q , entdo [Q[a] : Q] =n [ |

Observacao 1.2. Uma vez que todo elemento o de um corpo de ntimeros algébricos L é um
namero algébrico, segue que L é uma extensao algébrica de Q. Porém a reciproca nao é ver-

dadeira.

De fato, seja L = {a € R;a algébrico sobre Q}. Vamos verificar que L é um subcorpo de
R, e uma extensao algébrica infinita de Q. Claramente o subconjunto L de R contém Q . Para

provarmos que L é um subcorpo de R é suficiente provarmos as seguintes propriedades:

e aq,fecelL=>a—-p€lL
e o,feLl=a-f€L

e0#AacL=a'tclL

Vamos mostrar simultaneamente os itens. Sejam «, § € L. Sejam K = Q[a] e M = K[f].
Como « é algébrico sobre Q segue que [K : Q] < co. Agora sendo (3 algébrico sobre Q, 3 também
é algébrico sobre K e dai segue que [M : K| < oco. Temos que,

[M:Q]=[M: K|K :Q] < occ.

Logo, M é uma extensao finita de QQ, e entao M é uma extensao algébrica. Agora o resultado
1

sal imediatamente, pois a + 8 € M, a- 5 € M e — € M se o # 0. Portanto, a« — 3, - 3 e
o

a~! € L é uma extensio algébrica sobre Q.

Agora se a; = 2\7§ e Ko =Q, K1 =Q[ay], -+, K; = K;_1][c;] temos que

o
M=|JK;
=0

é uma extensao algébrica infinita de Q e M C L.



1.2 Corpos quadraticos

Antes de definir um corpo quadraticos e caracteriza-lo, vamos definir um elemento inteiro

livre de quadrados e ver alguns exemplos.

Definicao 1.2. Dizemos que m € Z, m # 1, € livre de quadrados quando o inico quadrado que

divide m ¢ 1. Isto é, 2% | m implica que x> = 1.

Exemplo 1.1.

(a) m = —1 é livre de quadrados.

(b) Sem € Z, m # £1. Entao m é livre de quadrados se, e somente se —m ¢é livre de quadrados.

De fato, 22 | (—m) = 22 | m = 2? = 1, pois m é livre de quadrados. A volta é andloga.

(¢c) Todo nimero primo p é livre de quadrados.

Suponha que 22 | p, entdo z | p, logo # = +1 ou x = +p.

ex=dp=p’|p=p’-y=p paraalgumy € Z = p-y = 1 = p é inversivel.
Absurdo!

o r=+1=2?=1= pélivre de quadrados.

(d) Se m € Z é livre de quadrados, entao /m ¢ Q.
Suponha que /m € Q, entao /m = P com mdc(p,q) =1, p, q € Z.
Temos mq? = p?> = p | m = m = pt, %ara algum t € Z.
Da equacido mq? = p? obtemos ptq? = p?> = tq=p = p|t = pu =t, para algum u € Z.
Substituindo a tltima igualdade em m = pt, temos que m = p?u e entdo p? | m. Como m

é livre de quadrados temos que p?> = 1. Absurdo!

Vamos definir agora um corpo quadratico.

Definicao 1.3. Um corpo de numeros algébricos K ¢ chamado de corpo quadrdtico quando o

grau da extensdio € 2 ([K : Q] = 2).

Proposicao 1.1. Um corpo quadrdtico K é da forma Q[\/m], onde m €é um nimero inteiro

livre de quadrados.

Demonstragao: Por definicdo, um corpo quadréatico K é um corpo de nimeros algébricos
de grau 2. Entéao existe o € K tal que K = Q[a], e [K : Q] = 2. Logo, o grau do polinémio

minimal de « é 2. Seja p(x) = 2% + br + ¢ € Q[z] o polindmio minimal de . Resolvendo a

—b+Vb? —4c
2

equacao quadrética a® 4+ ba + ¢ = 0, temos que o = . Desta maneira

K =Qla] =Q 3

“bEVH —de M] = Q[Vb? — 4d],



uv

e observando que b? — 4c¢ é um niimero racional da forma — = —5, com u,v € Z e primos entre
v

si, temos que

Q2 — 4d = Q[Vuu).

Como uv € Z, podemos representar uv = d?m, onde d e m sdo nimeros inteiros, d > 0, m # 1

e m livre de quadrados. Assim,

K = Q[vuv] = Q[vm],

onde m é um inteiro livre de quadrados. |

Observagao 1.3. Seja m € Z, m livre de quadrados. Por defini¢ao, Q[v/m| = {f(v/m); f(z) €
Q[z]}. Logo Q[v/m] = {a+by/m; a,b € Q}.

De fato, seja u = a 4+ by/m, a,b € Q. Para f(z) = a + bx € Q[z] temos que f(y/m) = u. Logo
u € Q[v/m]. Reciprocamente, seja u € Q[/m]. Entao existe f(z) € Q[z] tal que u = f(y/m).
Temos que g(z) = 22 —m € Q[z] e f(x) = (22 —m)q(z) + r(x), r(x) = a + br € Q[x]. Assim

w= f(y/m) = r(y/m) = a+ by/m.

Sejam a = a + bym e f = ¢+ dy/m elementos de Q[y/m]. As operacoes de adi¢do e

multiplicao em Q[v/m] ficam definidas respectivamente por:
a+p=(a+bym)+ (c+dym)=(a+c)+ (b+d)vm
a-f=(a+bym)-(c+dym) = (ac+ bdm)+ (ad + bc)\/m
Num corpo quadrético Q[v/m],
a+bym = c+ dy/m, se e somente se a =ceb=d.

De fato, seja a + by/m = ¢+ dy/m, implica que a — ¢ = (d — b)y/m. Suponha d # b. Entao
Jm = fl: Z € Q. Absurdo!

Observagao 1.4. Como um corpo quadratico Q[/m] é uma extensao de grau 2 de Q, temos

que Q[y/m] tem uma base com 2 vetores. Segue da Observagao 1.3 que

Qlvm]={a+bym; a,beQ}={a-1+b-vm; a,beQ}.

Isso assegura que {1,/m} é base do Q - espago vetorial Q[y/m].

Um corpo quadrético Q[v/m] é dito corpo quadrdtico real se m > 0, isto é, Q[v/m] C R e se

m < 0, Q[v/m] é dito corpo quadrdtico imagindrio.



Exemplo 1.2.
(a) Seja m = 2, temos que 2 é livre de quadrados, entdo o corpo Q[v/2] = {a + bv/2;a,b € Q}
é um corpo quadratico real.

(b) Um caso especial, e historicamente interessante é o corpo dos nimeros de Gauss Q[i], onde

i =1

1.3 Norma e Traco

Teorema 1.2. Seja K = Q[a] um corpo de nimero algébrico de grau n. Entdao existem exata-
mente n monomorfismos o; : K — C. Os elementos o;(ct) = «; sao exatamente as raizes do

polinomio minimal de o sobre Q.

Demonstracao: Ver ([8], pagina 38).

Definicao 1.4. Seja K um corpo de nimeros algébricos. Para f € K temos que [Q[F] : Q] =
n < 0o, isto €, Q[B] é corpo de niumeros algébricos. Se {o;; i € {1,---,n}} € o conjunto de

monomorfismos de Q[5] em Q, definimos a Norma e o Trago de [3, respectivamente por:

T8) =3 o)

=1

No caso em que K = Q[\/m], onde m é livre de quadrados, os 2 monomorfismos de K em
C sao a identidade e a conjugagao dados por o1(a) = « e o3(a) = @ respectivamente, onde

a=a+bymea=a—by/m, coma,be Q. Assim para a = a + by/m;
N(a) = aa = a* — mb?
T () = a+a@=2a.

Proposicao 1.2. Dados a, 3 € Q[/m] temos:

(¢) a+B=a+p,a3=ap;
(b) @ =« se e somente se o € Q;

(¢) Tr(a+ B) = T(a) + T,(B);



(d) N(aB) = N()N(B);
(e) N(a) =0 se e somente se a = 0;

(f) Sea#0, a”t =a(N(a)) L.

Demonstracao: Sejam o =a+bym e 3 =c+dy/m € Q[y/m)].

(a) a+B=a—-bym+c—dym=a+c— (b+d)y/m=a+p;

aB = (a — by/m)(c — dy/m) = ac + bdm — (ac + be)y/m = af;

b)) a=asa+b/m=a—b/meb=0sa=acQ.
(€ T(e+p)=a+p+(atf)=atf+a+f=ata+f+p="T(a)+T(B)
(d) N(aB) = afaf = afap = aafp = N(a)N(8)
(e) Nla) =0 ada=0&a=0oua=0a=0
(f) Se o # 0, pelo item anterior N'(«) # 0. Temos que:
N()=aa=a 'N@)=a=a ' =aN(a) "
|
A propriedade (c) diz que 7, : (Q[v/m],+) — (Q,+) é um homomorfismo de grupos. As

propriedades (d) e (f) asseguram que N : (Q[v/m] \ {0},-) — (Q\ {0},-) é homomorfismo de

grupos.
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2 Inteiros Quadrdticos

Pretendemos mostrar que todo corpo quadrético Q[y/m] possui um subanel distinguido
O(m), com corpo de fragoes igual a Q[y/m]. A descrigao de O(m) depende de m, e em geral,
nao coincide com o anel Z[\/m]. Definiremos O(m) como o conjuntos dos elementos de Q[\/m

que sao "inteiros algébricos”sobre Z.

2.1 Inteiros algébricos

Definicao 2.1. Sejam B um anel e A um subanel de B. Dizemos que o elemento oo € B €
um inteiro sobre A se existe um polindmio ménico f € Alx] tal que f(a) = 0. Isto €, existem

An_1, - ,a1,a0 € A tal que & + ap_10" '+ +aja+ag=0.

Denotamos o conjunto de todos os inteiros de B sobre A por Op:
Op = {a € B;a é inteiro sobre A}.

Definicao 2.2. No caso B = C e A = 7Z, os numeros inteiros sobre 7. sao chamados inteiros
algébricos. Isto €, um niumero complexo oo € um inteiro algébrico se ele é raiz de um polinémio

monico com coeficientes em 7.

Teorema 2.1. Sejam B um anel, A um subanel de B e o € B. As sequintes propriedades $ao
equivalentes:

(i) « € inteiro sobre A;

(ii) o anel Ala] é um A-mddulo finitamente gerado;

(iii) existe um subanel C de B tal que C' é um A-mddulo finitamente gerado que contém A e

Q.

Demonstragao:

(i) = (ii) Suponha que " + ap_ 1™ ' 4+ -+ +aja +ag = 0 com a,_1, - ,a1,a0 € A.

Devemos mostrar que {1,a,--- ,a" 1} é um sistema de geradores do A-médulo A[a]. De fato, a
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partir de a” = — (ap—10" "1 + - + a1 + ag) segue que a”, a1 a2 ... sdo expressos como

n—1

combinacao linear de 1, «,--- ,a" *, com coeficientes em A.

(73) = (1ii) Como o € Ala] e A C Ala], é suficiente tomar C' = A[a]

(7i1) = (i) Seja C =< y1,- - ,yn > um A-moédulo finitamente gerado tal que A C C C B
e a € C. Entao, C é da forma C = Ay, + --- + Ay,. Como a € C temos ay; € C, para
i=1,---,n. Assim, existem a;; € A com 1 <4, j < n, de modo que:
ayr = anyr + -+ Qin
oy = anyr + -0+ GYn
QYp = aniY1 + -+ +  GnpYn
Logo,
(@ —a1)y1 —azy2 — -+ — @1¥Yn =0
—a1y1 + (v —ag)y2 — - —ayn = 0
—Ap1Y1 — p2y2 — -+ (@ = app)yn = 0

Na forma matricial, temos

(o —ap) —aq2 e —Q1n Y1 0
—ao1 (v —ag) - —azn Yo 0
—anl —Aanp2 s (04 - ann) Yn 0

Seja D o determinante da matriz dos coeficientes do sistema linear. Pela Regra de Crammer,

n
temos que Dy; =0, para j = 1,--- ,n. Como 1 € C, segue que 1 = ) cjy; com ¢; € A. Assim,
j=1
n n
D=D1=D}3} cjy; = > c¢jDy; = 0. Observemos que D = o" + bp_1a™ 4 by = 0,
j=1 j=1
onde cada b; € A. Portanto « é inteiro sobre A. [ |
Corolario 2.1. Sejam A C B anéis, e sejam a1, - ,an, € B. Se a1 € inteiro sobre A, as
é inteiro sobre Alay], ... e oy € inteiro sobre Alay,- - ,an—1]. Entdio Alag, -+ ,ap] € um

A-mddulo finitamente gerado.

Demonstragao: Mostraremos por indugao finita sobre n. Para n = 1, o Teorema 2.1 assegura
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que Afaq] é um A-mdédulo finitamente gerado. Vamos assumir que B = Alaq, -+, ap—1] é um A-
S
moédulo finitamente gerado. Entao B = ) Ab;. O cason = 1 implica que Ala, - -+ , ap] = Blay,]
j=1

t
¢ um B-mdédulo finitamente gerado. Escrevemos Bla,| = > Beg. Entao
k=1

t

t s
Alag, - ,op) = Z By, = Z (Z Abj) ck = ZAbjck.
k=1 Jj=1 Jk

k=1

Entao (bjc;) com 1 < j<sel <k <téum conjunto de geradores de Alag, -+, a] como um

modulo sobre A. [ |

Corolario 2.2. Sejam A C B anéis. Se o, € B sao inteiros sobre A, entdo o+ 3, aff sdo

inteiros de A.

Demonstragao: Sejam «, 3 € B inteiros sobre A. Entao, a £ 3, af € Ala, (]. Pelo corolario
2.1 temos que Ala, 5] é um A-médulo finitamente gerado. Pelo Teorema 2.1 segue que « & 3,

a3 sao inteiros sobre A. [ ]

Corolario 2.3. Sejam A C B anéis. O conjunto Op dos elementos de B que sdo inteiros sobre

A € um subanel de B que contém A.

Demonstragao: Pelo corolario 2.2, o conjunto Op é um subanel de B. Temos que A C Op,

pois, se a € A, a é raiz do polinémio ménico p(x) = z — a com coeficientes em A. [ |

Seja A um dominio e B o corpo de fragoes de A. Dizemos que A é um anel integralmente
fechado se A = Op.

Seja K = Q[u] um corpo de numeros algébricos e Ok o conjunto de todos os inteiros

algébricos de K. O anel Ok ¢é dito anel de inteiros algébricos de K.
Como Ok C C é claro que (Og,+) é um grupo abeliano, logo um Z - médulo.

Teorema 2.2. Sejam K um corpo de nimeros algébricos e Ok o anel de inteiros algébricos
de K. Entao Ok é um Z - mddulo de posto finito. (denotamos posto de Ok por p(Ok)) e
p(Ok) = [K : Q]

Demonstracao: Ver ([7], pagina 40).

Definicao 2.3. Seja Ok o anel de inteiros de um corpo de nimeros algébricos K. Uma Z -

base de O é dita uma base integral.
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Observagao 2.1. Desde que o p(O) é igual a [K : Q], toda base integral é uma Q - base para
K. Isso segue do fato de que um conjunto A C C é Z-linearmente independente se, e somente

se, é Q-linearmente independente.

2.2 O anel de inteiros quadraticos

Chegamos ao objetivo principal desse trabalho que é identificar o conjunto de todos os
inteiros algébricos de Q[v/m], que entretanto nem sempre é da forma Z[\/m|. Também vamos

estudar algumas propriedades desses anéis de inteiros algébricos.

Definigao 2.4. Os inteiros algébricos de corpos quadrdticos sGo chamados inteiros quadrdticos.

Denotaremos por O(m) o conjunto de todos os inteiros quadraticos de Q[v/m)].

Pelo Corolério 2.3, se A C B é extensao de anéis, entao Op = {« € B;« é inteiro sobre A}

é subanel de B. Portanto, O(m) é subanel de Q[y/m].

Ao subanel O(m) chamamos de Anel de inteiros quadrdticos.

Observagao 2.2. Note que O(m) é um anel de integridade (dominio), uma vez que a comuta-
tividade e a inexisténcia de divisores de zero é hereditario de Q[y/m], e que 1 é raiz do polinémio

monico p(z) =x — 1 € Z.

Vamos mostrar agora que um elemento a € Q[y/m| é um inteiro quadratico se e somente se

7,(«) e N(a) sdo nimeros inteiros Z. Para isso, precisamos de alguns resultados.

Proposicao 2.1. Seja o € Q[\/m]. Entao « é raiz do seguinte polindmio com coeficientes

racionais

fo(z) = 2% — T(@)z + N(a)
Demonstragao: Basta ver que fq(z) = (z — a)(x — @). De fato,

fo(z) = (z — a)(z — a) = 2° — (a + @)z + aa = 22 — T.(a)z + N ()

O proximo teorema mostra que Z é um anel integralmente fechado.

Teorema 2.3. Seja o € Q tal que existe um polindmio monico g(z) € Z[z] satisfazendo g(a) =

0. Entdo o € Z.

Demonstragao: Sejam o = % €Q,b>1,mdc(a,b) =1¢

g(z) = 2" +ap,_ 12" + -+ ap € Z[z]



14

tal que g(a) = 0. Entao
0=>0"g(a) =a" +b(an—1a""" + ban_oa™ -+ + 0" 'ag)

nos leva a conclusao de que b divide a™. Segue que b divide a. Como a e b sdo primos entre si,

resultab=1ea € Z. [ |

Observagao 2.3. Seja m # —1 um inteiro livre de quadrados. O elemento y/m é uma raiz do

polinémio irredutivel 22 — m. O conjugado de /m é —y/m, ou seja, existe um automorfismo

o : Q[v/m] — Q[y/m], tal que o(a + by/m) = a — by/m.

Além disso, se a € O(m) entdo o(a) € O(m). De fato, seja p(r) = 22 + a1z + ag € Z[z] tal

que p(a) = 0, logo, a? + aja = —ap. Entdo,

plo(@) = [o(@) +aio(a) +ag
= o(a?) +o(a1a) + ag
= o(a®+a1a) +ag
= o(—ag) +ag

= —ag+ay=0.

Proposicao 2.2. Seja o € Q[/m]. O elemento o é um inteiro quadrdtico se e somente se

T, () e N(a) sao nmimeros inteiros.

Demonstracao: Seja o € Q[v/m] tal que 7,(«) e N(«) sdo ntiimeros inteiros. Pela Proposi¢ao
2.1, a é raiz do polinémio f,(z) = 22 — 7, (a)z + N(a) com coeficientes em Z. Portanto, o é

um inteiro quadratico.

Seja a« = a+ by/m € O(m), com a, b € Q. Pela Observagao 2.3, o(a) € O(m). Como O(m)
é anel, a+o(a) = 2a € O(m) e ac(a) = a®> —mb? € O(m). Entdo, existem polinémios monicos
f(z) e h(z) em Z[x] tais que f(2a) = 0 e h(a? — mb?) = 0. Além disso, 2a € Q e a® — mb* € Q.

Pelo Teorema 2.3, os elementos 2a, a®> — mb? € Z. Portanto, 7,(a) e N'(a) sio inteiros. [ |

Exemplo 2.1. Seja a = 14 1/2 € Q[v/2]. Note que « é raiz do polinémio p(z) = 22 — 2z — 1 €

Zlx], com T, (a) = 2 e N(a) = —1. Logo « é um inteiro quadrético.

Lema 2.1. Dado a € Q, a® € Z se e somente se a € Z.

Demonstracao: Seja a = m € Q, com mdc(m,n) = 1. Suponha que a € Z. Entao n # +1.
n
2
Segue que n? # +1 e mde(m?,n?) = 1. Logo, a® = m—Q ¢ 7. Contradicao.
n

A volta é ébvia. [ ]
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Observagao 2.4. Z = O(m) N Q.
E claro que Z C O(m), logo, Z C O(m) N Q.
Agora, seja a € O(m) N Q. Entdo a € Q e N(a) = a? € Z. Pelo Lema 2.1 a € Z.

Proposigao 2.3. Z[y/m] = {a+ by/m; a,b € Z} C O(m)

Demonstracao: Seja a = a + by/m € Z[/m], entdo 7,(a) = 2a € Z e N(a) = a® — b*m € Z,
pois a, b, m € Z, logo Z[\/m] C O(m). [ ]

A Proposigao 2.4 sugere a possibilidade de que O(m) = Z[y/m]. Mas isso é falso como pode

ser visto através do exemplo abaixo.

Exemplo 2.2.

.13 = —6. Assim

(a) Sejam m =13 e B = 1+2\/ﬁ Temos que 7,(3) = 1 e N () =
B € 0O(13) e B ¢ Z[V13]. Logo O(m) € Z[/m] para m = 13.

(b) Seja v = 5 +2\/5 € Q(v/5). Entdo 7,.(y) = 3 e N(y) = 1, logo v é um inteiro algébrico,

mas v # Z[v/5], portanto O(5) € [v/5].

e
>~ =

Perguntas: Ja que O(m) # Z[\/m], é possivel caracterizar O(m)? Existe alguma relagao em

comum nos dois exemplos acima?

Respostas: Sim, é possivel caracterizar O(m). Para isso teremos de distinguir os valores de
m médulo 4, e como m é livre de quadrados s6 poderemos ter trés casos: m = 1,2,3 (mod 4).
Assim a afirmagao m # 1 (mod 4) significa que m = 2,3 (mod 4). O fato comum entre os dois

exemplos acima é que m =1 (mod 4) nos dois casos (m = 13, m = 5).
Lema 2.2. Seja O(m) o anel de inteiros do corpo quadrdtico K = Q[\/m], com m livre de

quadrados, sobre Z. Se o = a + by/m € O(m), entdo 2a € Z e 2b € 7.

Demonstragao: Se a € O(m), entao
20 = T, (o) € Z e (2a)* — m(2b)? = 4(a® — mb?) = 4N (o) € Z.

Logo m(2b)? € Z. Se 2b ¢ Z, o seu denominador tem um fator primo p, e este fator aparece
como p? no denominador de m(2b)2. Sendo m livre de quadrados, segue que m(2b)? ¢ Z, o que

é uma contradigao. Portanto 2b € Z. |
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Lembre que Z [w} = {f <1+2\/m> ; f(x) € Z[x]}

O Lema abaixo apresenta uma caracterizacao para os elementos de Z [1+2V m] .

Lema 2.3. Seja m um inteiro livre de quadrado, m =1 (mod 4). Entao

14+ /m :{a+b\/ﬁ
2

Z ;
2

a,be’Z e tém mesma paridade } .

Demonstracgao:

14+ /m
2

Sejat € Z [%} Entao existe um polinémio f(x) € Z[z] tal que t = f(

).

Note que quando m =1 (mod 4) =m—-1=4k=m—1—-4k =0, com k € Z.
Tome g(z) = 2% —x — k € Z[x].

g<1+\/7n> _ l+2ymam 1+ym
2

2 4
_ 1+m42ym—2—-2ym— 4k
N 4
B m—1—4k‘_0
— 1 —0.

Temos que g(z) € Z[z] é monico. Pelo Algoritmo de Euclides f(x) = g(x)h(x) + (uzx + v), com
u,v € Z. Entao,

14+ vm

2

14+ m
2

u+2v+u\/m_a+b\/7n'

t=1 2 2 2

)= u(— ) v =

a=u-+2veb=u,comaebde mesma paridade.

Seja t = a—i—s\/ﬁ‘

Suponhamos que a e b sao pares. Entao a = 2u, b = 2v, com u,v € Z. Assim, t = u + vy/m.

Tome f(z) = 2vz + (u —v)
f(Hz\/m> :2v<1+2\/%> +(u—v)=u+vym=t

Suponhamos agora que a e b sdo fmpares. Entdo a = 2u+1, b = 2v + 1, com u,v € Z. Assim
144/
t=u+vym+ +2 . Tome g(z) = (2v+ 1)z + (u — v)

g<1+2m> =(2v+1) <1+2m> + (u—v) =u+vym+ 1+2\/ﬁ:t

Teorema 2.4. Seja Q[\/m] um corpo quadrdtico, com m um inteiro livre de quadrados, ou seja,

m # 0 (mod 4).
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(a) Sem =2 (mod 4) oum =3 (mod 4), o anel O(m)dos inteiros de Q[/m|consiste de todos
os elementos da forma (a + by/m), com a, b € Z.

1
(b) Se m =1 (mod 4), O(m)consiste de todos os elementos da forma 5(@ + by/m) com a,

b€ Z e de mesma paridade.

Demonstragao: Seja a = a + by/m € O(m). Pelo 2.2 temos que
v
eb:§, com u,v € Z.

Também temos que

’LL2 — mv2

1 =a? —mb?® € Z, (2.1)

logo, u? — mv? € 47Z.

(a) Sem =2 (mod 4) oum =3 (mod 4), entdo u e v sdo pares, pois se v fosse impar, terfamos
v2 =1 (mod 4). Como u? — mv? € 4Z, segue que u?> — m(4k + 1) € 4Z o que implica que
u? —m € 4Z, assim, u?> = m (mod 4). Portanto, m =1 (mod 4) oum =0 (mod 4), o que
contradiz a hipétese. Sendo v par, temos que v?> = 0 (mod 4) e, portanto u? € 4Z. Assim
u também é par. Logo a,b € Z e o = a + by/m € Z[/m] e, portanto, O(m) C Z[/m]. Ja

vimos que Z[y/m] € O(m). Portanto O(m) = Z[\/m].

(b) Sem =1 (mod 4), entao u e v tém a mesma paridade. De fato, da Equacao (2.1) 4 divide
u? —mu?, se u for par, 4 divide u?, entdo 4 divide mv?. Mas m é livre de quadrados, entao
4 divide v?, logo, v é par. E analogo se consideramos que v é par.
Se u e v s@o pares, entdo a e b € Z, e portanto a = a + by/m € Z[\/m]. Se u e v sdo

impares, entao o = g—i— g\/m eEZ [%} CZ [%} Portanto O(m) C Z [Hﬁ}. Por

outro lado, se

1 2
a:a+b< +2\/m>: a2—|—b+b\éﬁ

com a, b € Z. Entao
T (a) =2a+beZ,

pois a e b € Z. Temos que m =1 (mod 4), entao 4 | (1 — m).

2 2
Na) = (Zajl—b) B m4b _

_ 4a® +4ab+b* —mb?  4(a® + ab) 4+ b*(1 — m)
B 4 B 4 ’

como 4 divide as duas parcelas do numerador, temos que N(a) € Z. Logo, Z {Hﬁ } C
O(m). Portanto, Z [Hﬁ/ﬁ} = O(m)

Observagao 2.5. Seja Q[/m] um corpo quadrético.
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(a) Sem #1 (mod 4), entdao 3 = {1, /m} é uma base integral de Q[/m].

L++y/m
2

(b) Se m =1 (mod 4), entdo 8 = {1, } é uma base integral de Q[v/m].

Exemplo 2.3.

1
(a) O anel de inteiros quadraticos de Q(v/5) é O(5) = Z [HQ‘/‘F’}. Assim {1, +2\/5} ¢ uma
base integral de O(5).

(b) O anel de inteiros quadraticos Q(y/—13) é O(—13) = Z/—13. Assim {1,y/—13} é uma
base integral de O(—13).

Geralmente O(m) tem em relagao a Q[/m] o mesmo papel que Z tem em relacao a Q.

Observagao 2.6. Q[/m] é o corpo de fragoes de O(m). De fato, como O(m) C C temos que
o corpo de fragoes de O(m) é o menor subcorpo de C que contém O(m). Claro que Q[\/m] é
subcorpo de C que contém O(m). Vamos provar que é o menor.

Seja L um subcorpo de C tal que O(m) C L. Segue que /m € L. Como Q é o menor corpo
contido em C, temos Q C L. Seja u = a + by/m € Q[v/m], a, b € Q C L. Como /m € L vem
que a + by/m =wu € L. Logo Q[y/m] C L.

Vimos pelo Teorema 2.3 que Z ¢ integralmente fechado, o préximo teorema mostra que

O(m) é também integralmente fechado

Teorema 2.5. Sejam «a € Q[\/m] e g(z) € O(m)[z] um polinémio ménico. Se g(a) = 0, entao
a e O(m).

Demonstragao: Ver ([3] , pagina 5)

2.3 O anel dos inteiros de Gauss

O exemplo mais importante de um anel de inteiros quadraticos é o anel dos inteiros de
Gauss Z[i]. O anel Z[i] é o anel dos inteiros algébricos do corpo quadrético Q[i], sendo i = /—1.
Como —1 = 3 (mod 4), os elementos de Z[i] sao da forma a + bi, com a e b € Z. Vamos ver

algumas propriedades particulares desse anel.

Sejam x = a+bi,y = c+di € Z[i], . As operagoes de adicdo e de multiplica¢do de Z[i] estao
definidas por:
z+y=(a+b)+ (b+d)i,

xy = (ac — bd) + (ad + be)i.
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O elemento T = a — bi € Z[i] é o elemento conjugado de z = a + bi € Z[i]. Assim a norma e

o traco de Zl[i] sao respectivamente:
T.(x)=2+7T=2a
N(z) = 2T = a® + b*.

Proposicao 2.4. Seja o € Z[i|. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) « € inversivel em Z[i];
(ii) N(a) = 1;

(ii) o € {=1,1,—i,i}.

Demonstragao:

(i)=(i7) Sendo « inversivel, existe um [ € Z[i] tal que o = 1. Conseqiientemente,

Como N (a) € N, segue das igualdades acima que N («a) = 1.

(ii) = (i7): Seja o = x + yi, tal que 1 = N(a) = 22 + y2. As solucdes desta equacio em
Z x 7 sao (0,£1) e (£1,0), portanto o € {—1,1, —i,i}.

(i4i) = (i) B claro que todo elemento de {—1,1,—i,i} é inversivel em Z[i]. [ |

O anel dos inteiros guassianos possui propriedades algébricas muito semelhantes as do anel

dos inteiros Z, uma delas é que Z[i] é um anel fatorial.

Para mostrarmos que Z[i] é fatorial, vamos mostrar que Z[i] é um anel euclidiano, j& que

todo anel euclidiano é fatorial.

Proposicao 2.5. O anel Z[i] é euclidiano em rela¢ao a fun¢do norma
N:Zi)| - 7Z

a— N(a).

Isto €, se o, B € Zi] \ {0} entio N (aB) > N(«). E se 3 # 0, entdo existem v, p € Z[i] tais que:

a=pg-y+p, com N(p) <N(B).

Demonstragao: Note que para qualquer a nao nulo de Z[i], N'(a) > 1. Entéo, se a e 5 sao
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dois inteiros de Gauss nao nulos:
N(ap) = N(@N(B) = N(a).
Agora devemos achar um inteiro gaussiano 7y tal que

N(a = B7) <N(B).

Como
N(B) - N (G =) = Nla =),
~ deve ser tal que
/\/(% —v) <1
Escreva — na forma
%:x—l—yi, x,y € Q.

Sejam r e s inteiros tais que
1 1
—rl< = — sl <=,
=< ely—s <3
Pondo v =r+si e p=a — (v, segue que a = 3 - v + p, com

N(p) = N(8) -N(% — ) = NB)-N(x -7+ (y — 5)i)

— N =P+ (=97 <N ) (7 + )

= SN(B) <N (D)

Com esse resultado, temos também que o anel de inteiros de Gauss, é anel principal. Isto

é, todo ideal de Z[i] é ideal principal.

Podemos fazer a seguinte pergunta: Todo anel de inteiros quadraticos é fatorial? A resposta
é ndo. O anel Z[\/—5] nao é fatorial. Por exemplo, o nimero 21 nao tem uma fatoragao unica

de irredutiveis.

21=3-7=(1+-2v/-5)- (1 —2-v/-5).

Mais adiante veremos que esses elementos sao irredutiveis.

No capitulo 4 nosso objetivo é determinar alguns anéis de inteiros quadraticos que sao
euclidianos em relacdo a norma absoluta. Para uma funcdo ¢ diferente da norma absoluta,
nao se sabe se existem outros anéis de inteiros quadraticos que sao euclidianos. Para O(m) ser

fatorial é suficiente, mas nao é necessario, que ele seja euclidiano.
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Existe alguns anéis de inteiros quadraticos que sao fatoriais, mas nao euclidianos.

Terminaremos este capitulo com um estudo mais detalhado do anel Z[i] dos inteiros de

Gauss. Analizaremos como os nimeros primos p € Z se fatoram em Z[i].

Como Z[i] é euclidiano (e portanto fatorial) os conceitos de elemento primo e elemento

irredutivel coincidem em Z[i].
Lema 2.4. Seja 7 € Z[i]. Se N(r) € primo em Z, entio © é primo em Zl[i].

Demonstragao: Suponha que m # 0 nao seja primo em Z[i]. Segue que 7 é redutivel em Z[i].

Temos entao que m = m; - ™3 com 7 e T nao nulos e nao inversivel. Logo
N(?T) :N(Trl) -N(?Tz)

com N (m) > 1 e N(mg) > 1. Portanto AV (7) nao é primo em Z. [ |

Proposicao 2.6. Seja p um niumero primo e sejam m, n € Z. As sequintes condi¢cdes $ao

equivalentes:

() p=m?+n?
(i) m+n-i é um divisor préprio de p, ndo inversivel em Z][i].

Neste caso temos que m # 0 # n; os elementos m +n -i,m —n i sao primos em Z[i] e

p=(m+n-i)-(m—n-i).

Demonstragao: Obviamente N'(m +n-i) = N(m —n-i) =m? +n? > 0.

(i) = (ii) De p = m? + n? resulta que m # 0 # n. Logo m —n i e m + n - i nio sao
invertiveis em Z[i], pela Proposigao 2.4, e portanto sao divisores préprios de p. Além disto, sao

primos (e portanto irredutiveis) em Z[i], pelo lema anterior.

(7i) = (i) Existe a € Z[i] —{—1,1, —i,4}, isto é, a nao inversivel, tal que p = (m+n-i)-«, e
da Proposicio 2.4 resulta que N'(a) # 1 # N (m+n-i). Como p? = N(p) = N(m+n-i)-N(a),
concluimos que N(m+n-i) =p [ ]

Os numeros primos p que satisfazem as condigbes equivalentes da proposi¢do acima, para
certos m, n € Z, sao aqueles que se tornam redutiveis em Z[i]. O seguinte teorema mostra que

estes sdo exatamente os nimeros primos p =1 (mod 4) e p = 2.

Teorema 2.6. Seja p € Z um numero primo positivo.
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(a) Se p=3 (mod 4), entdo p € irredutivel em Z][i].

(b) Se p=1 (mod 4), entao existem numeros m, n € Z, m positivo e par, n impar, tais que

p=(m+n-i)-(m—n-i). Os elementos m+mn-i, m—n-i sio irredutiveis ndo associados

em ZJi].

(c) 2=1i-(1—1)2, el —i ¢ irredutivel em Z[i].

Demonstragao:

(a)

(c)

Se p for redutivel em Z[i] podemos escreer:
p=(m+ni)(r+si), m,n,r, sc’ (2.2)

com m + ni e r + st nao inversivéis.
Segue que 1 # N (m+ni) =m?+n? el #N(r+si) = r?+s2 Aplicando a funcio norma
em (2.2):

p? = (m? +n?)(r* +5%).

Logo p = m?2+n?. Obviamente, m? e n? sdo congruos a 0 ou 1 (mod 4), logo p = m?+n? =

0oule?2 (mod4); portanto p Z 3 (mod 4).

7
seja p um gerador do grupo multiplicativo Z; do corpo Z;, = 7 o qual é ciclico de ordem
b

p — 1. Seu tnico subgrupo de ordem 2 é gerado pelo elemento —1 = ,u%, o qual é um
quadrado em Zj, pois 4 | p— 1. seja h € Z um representante de ,up4;1; entdo h? = —1
(mod p), ou seja, p divide h?+1 = (h+1)(h —i). Como Z[i] é fatorial, existe um elemento
primo 7 € Z[i] tal que 7 | p; portanto 7 divide h+i ou h —i. Por outro lado, p obviamente
nao divide h + ¢ nem h — ¢; logo m é um divisor préprio de p. Da Proposicao 2.6 resulta
que existem m, n € Z \ {0} tais que p = m? +n? = (m +n-i) - (m—mn-i), e ambos os
fatores sao irredutiveis em Z[i]. Como p = 1 (mod 4), m e n tém paridades diferentes.
Substituindo, m — n - i, —n + m - ¢, podemos assumir que m € positivo e par e n é impar.

Obviamente, os elementos m + n - ie m — n - i ndo sao associados em Z[i|.

Temos que 2 = (1+14)-(1—i) = i(1—i)? e, Pela proposicdo 2.6, (1—i) é irredutivel em Z[i] B

Corolario 2.4. Para qualquer nimero primo p, as sequintes condigcoes sao equivalentes:

(i) Ezistem m, n € Z tais que p = m? + n?.

(ii) p € redutivel em Z[i].

(i) p=2 oup=1 (mod 4).
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3 Unidades em anéis de interros
quadrdticos

O objetivo desse capitulo é estudar o conjunto de todas as unidades (inversiveis) de um anel

de inteiros quadréticos O(m).

Definigao 3.1. Os elementos de O(m) que sao associados a 1 sdo chamados de unidades de

O(m).

Observagao 3.1. Temos que u € O(m) é associada a 1 quando existe p/ € O(m) tal que

*

1 =pp. Isto é, u=' = ' € O(m). Logo, o conjunto O(m)* é na realidade o conjunto que

chamamos de conjuntos dos elementos inversiveis de O(m).

Denotaremos por O(m)* o conjunto de todas unidades de O(m). Claramente o produto de
duas unidades é ainda uma unidade e O(m)* é um subgrupo multiplicativo de Q[y/m].
Lema 3.1. O elemento u pertence a O(m)* se e somente se [N (u)|= 1.
Demonstragao: Se p € O(m)* entao existe um g’ € O(m) tal que pu’ = 1, de onde vem
que, 1 = N(1) = N(up') = N(u)N (i) e como N () e N(i') sao inteiros, concluimos que,

N(pn) = £1, portanto [N (u)| = 1. Reciprocamente se [N (u)| = 1, temos N (u) = pp = +1 ou
u(£m) =1, logo u € O(m)*. [ |

Note que, qualquer raiz da unidade, isto é, qualquer raiz do polinémio =™ — 1 (com n > 1)
é um inteiro algébrico. Se ("™ = 1, entdo (™" = 1. Portanto, (~! é raiz da unidade. Assim

qualquer raiz da unidade que pertence a Q[y/m] é uma unidade de O(m).

3.1 Unidades em anéis de inteiros quadraticos imaginarios

Seja Q[v/m] um corpo quadrético, onde m é um inteiro negativo livre de quadrados.
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Sem =2 (mod 4) oum =3 (mod 4), entdo o anel de inteiros quadraticos imaginario O(m)

do corpo Q[v/m] é da forma Z[/m]. Para p € O(m), p = a + by/m, com a, b € Z temos que
N () = a* —mb* > 0.
Para que p seja uma unidade de O(m) devemos ter
a®> —mb® = 1.
Sem < —2, entao b =0 e a = £1. Portanto p = +1.

Quando m = —1, temos a equacdo a® + b*> = 1, implica que a =0 e b =+loub=0c¢

a = £1. Com isso, u = £1 ou p = =i.

Sem =1 (mod 4), o anel de inteiros quadréticos imagindrio de Q[y/m]| é O(m) =Z {Hﬁ}.

b b
Seja u € O(m). Entao p=a+ = (1+\/>)—a+ +— \/>

5 ,com a e bem Z. Temos que

2 2
N(p) = (a—l—g) —meZ()

Para que p seja uma unidade de O(m) devemos ter
(2a + b)% —mb* = 4.
Se m < —7, entdo b =0, e 2a®> = 4. Entdo a = +1, portanto p = 1.
Para m = —3 temos a equacio (2a + b)? 4+ 3b> = 4. Se b # 0 necessariamente b = +1 e dai

1+ v— Seb =0,

(2a £1) = +1. Isso leva a a = £1 ou @ = 0. Desses valores obtemos p = —

entao a = 1, e segue que p = %1
Acabamos de provar o seguinte teorema:
Teorema 3.1. Seja Q[\/m| um corpo quadrdtico imagindrio (m < 0), o grupo O(m)* das

unidades de O(m) € dado por:

(a) Se m = —1 entao O(m)* = {£1, £i}

1++v/-3

(b) Se m = —3 entdo O(m)* = {£1, £, ££2}, onde & = 5

(c) Se m < =3 entao O(m)* = {£1}.
Observagao 3.2. Se Q[y/m] é um corpo quadratico imaginario, o grupo O(m)* da unidades

em Q[/m] ¢

e 0 conjunto das raizes quartas da unidade, quando m = 1,
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e 0 conjunto das raizes sextas da unidade, quando m = —3,

e o conjunto das raizes quadradas da unidade, quando m < —3.

Em qualquer caso, O(m)* é um grupo finito de ordem par cujos elementos sao raizes da

unidade.

3.2 Unidades em anéis de inteiros quadraticos reais

Seja Q[v/m] um corpo quadratico, onde m > 2 é um inteiro livre de quadrados, e seja

= a+ by/m, com a,b € Q, uma unidade de O(m). Os ntimeros u, @i, —p € —fi sao unidade de
O(m), uma vez que N (1) = (a+by/m)(a—by/m) = £1, e esses quatro nimeros sao +a + by/m.
Para © # £1 os quatro nimeros u, i, —p € —f sao distintos, e um deles é maior do que os

outros, e esse é maior do que 1.

Lema 3.2. Seja = a + by/m € Q[v/m| uma unidade de O(m), tal que p > 1. Entdo a > 0 e
b> 0.

Demonstragao: Seja g uma unidade de O(m), tal que

p=a+by/m>1. (3.1)

Entao
—p=—a—by/m < —1. (3.2)

Suponha que (1) = 1. Temos que a?—b*m = (a+by/m)(a—by/m) =1 > 0, entdo a—by/m > 0,
pois a 4+ by/m > 0. Como a + by/m > 1, segue que

0<a—bym<1. (3.3)
Multiplicando a Equagao 3.3 por -1, temos que

~1< —a+bym<0. (3.4)

Das Equacoes 3.1 e 3.3, temos que

a—byvm < a+ by/m,

entao, b > 0. E das equacgoes 3.1 e 3.4, temos que

—a+bym < a+bym,

logo, a > 0. No caso em que N (u) = —1 é andlogo. |
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Sendo p > 1 e real, temos que p™ — oo quando n — co. Assim o conjunto das unidades de

O(m) ¢ infinito.

Mostraremos que existe uma unidade g tal que o grupo das unidades de O(m) é precisa-
mente O(m)* = {£pgy ; r € Z}. Também provaremos que o grupo das unidades de Q[/m] é
isomorfo ao produto de Z com o grupo das raizes da unidade contidas em Q[y/m]. Como Q[/m

estd contido em R, as tinicas raizes da unidade sdo +1. Portanto provaremos que O(m)* ~ Zg xZ.

Lema 3.3. Seja M € R, M > 1. O intervalo (1,M] contém apenas um nimero finito de
unidades de O(m).

Demonstragao: Se p = a + by/m € (1, M] é uma unidade de O(m), pelo Lema 3.2 temos
que a > 0 e b > 0. Por outro lado a + by/m < M implica 2a < 2M e 2b < 2M. Logo a cada
unidade p € (1, M] corresponde um par de nimeros inteiros (2a, 2b) € [1,2M) x [1,2M). Como
o numero de pares de inteiros nesse conjunto é finito, também o ntimero de unidades no intervalo

serd finito. [ |

Lema 3.4. Sejam o > 0 um ndmero irracional e M um inteiro positivo. Ezistem inteiros x,y

1
taz’sque0<y§M,xZOe\x—ay\<ﬂ.

Demonstracao: Dado ¢t € R definimos [t] como sendo o maior inteiro menor ou igual a t.

Assim é claro que 0 <t — [t] < 1.
Agora dividindo o intervalo [0,1) em M subintervalos

o) L) [52)

cada um com comprimento ﬁ Considere os seguintes M + 1 ntimeros
B1=a—|a],f2 =2a—[2a],...,00 = Ma— [Ma], By = (M + 1)a— [(M + 1)a.

Como « é irracional temos que cada f; satisfaz 0 < 3; < 1. Temos entdo M + 1 elementos [;s
no intervalo [0, 1), e M subintervalos em (0, 1), assim existem inteiros u e v, 0 < u < v < M +1,
tais que (B, e (B, pertencem a um mesmo subintervalo. Isto é,

[([va] = va) = ([ua] = ua)| = |([va] = [ua]) = (v —u)a] < .

M

1
Chamando z = [va] — [ua] e y = v — u temos |x—ay]<McomeOey>0. [ |

Lema 3.5. Seja o > 0 um nidmero irracional. Existem infinitos pares de inteiros (x,y) tais que

1
y#0e ;j—a’<2.

Y
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Demonstragdo: Para z = [a] e y = 1 as condi¢oes do lema sa@o satisfeitas. Suponhamos
agora que ja encontramos n pares distintos de inteiros (z;,v;), ¢ = 1,...,n que satisfazem as
.~ . . . X4
condicdes do lema. Tomemos & = min {|z; — ay;| ; i = 1,...,n}. Temos que § > 0, pois — € Q

Yi

ea € R—Q. Seja M um nimero natural tal que i < J. Pelo Lema 3.4 temos que existem

1
r,y€Zcomzxz>0e0<y< M tais que |z —ay| < — < . Assim (z,y) é distinto de qualquer

M
(zi,9i) e
x ‘ 1 | < 1 < 1
——al=—lr—ay| < — < —.
y yM ~ y?
Concluimos entao que o conjunto de tais pares é infinito. |

O préximo teorema mostra que para todo m € N, m > 1, o anel de inteiros quadraticos

O(m) possui unidade nao trivial.

2

Teorema 3.2. Para cada m € N, m > 1, existem inteiros x ey, comy # 0, tais que %> —my? =

1.

Demonstragdo: Vamos encontrar k € Z tal que N(«a) = k para um numero infinito de

elementos o € Z[y/m).

Sejam z,y € Z com y # 0 tais que

Temos que
X X
N (2 + yv/m)| = ]x2_my2\:|x_ym||x+ym|:y2y_\/aHy+m‘
$+\/ﬁ‘:‘x—m+2\/ﬁ’g‘ m‘mm
Yy Yy

1
— + 2v/m <14 2y/m.
Yy

VAN

T
)

N

Portanto N (z+y+/m) é um inteiro entre —1—2y/m e 1+2,/m. Como pelo Lema 3.5, existem
infinitos pares (x,y) que satisfazem (3.5), temos que existe k € Z, k # 0, com |k| <14 2y/m e
tal que Ny = {a € Z[\/m] ; N(a) = k}. Entéo o conjunto N}, é um conjunto infinito.

Sejam «, 3 € N} tais que a # £3. Entdo af! # +1 e N(aB 1) = N(a)N(B)~! =
k
— = 1. Assim, se encontramos a, 3 nessas condicoes e tais que af~! € Z[\/m| o teorema

k
estd demonstrado, pois escolhemos = + y/m = aB~' € Z[\/m] e temos z,y € 7 tais que

1=N(af™t) =22 — my?.
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«
Observemos que a3~ ! = = —. Estamos portanto procurando «, 3 € N, tais que

aff € kZ[\/m] e a # £3. Seja

Sk:{(i‘???)GZm X Lyl ; a=x+y\/ﬁej\fk},

onde Zj é o conjunto finito das classes de inteiros médulo ||.

Como Sy é finito e N}, é infinito, existem o = = + yy/m e f = 2/ + y'\/m em N tais que
a # +06 e (r,y) e (2/,y') pertencem a mesma classe de equivaléncia. Isto é, k divide z — 2’ e
y—y'. Portanto k | [x — 2’ + (y — ¥')v/m] = a — 3. Logo a — 3 = kv, com v € Z[/m]. Assim
kvB = (o — B)B = af — k, (lembrando que N(3) = 3). Logo a3 = k(yB + 1) € kZ[/m] e
ainda o # +/. |

3.2.1 Unidade fundamental

Teorema 3.3. Existe uma unica unidade j19 > 1 em O(m) tal que toda unidade de O(m) € da

forma £pi comn € Z.

Demonstragao: Pelo Teorema 3.2 existe pelo menos uma unidade u € Z[\/m]. Sabemos que
se u é uma unidade, entdo —u, £ também sao unidades. Seja w = x + y/m a unidade, entre
essas, tal que w > 1. Mais ainda, exite apenas um numero finito de unidades no intervalo (1, w]
pelo Lema 3.3. Tomamos entao po = min{x € O(m)*; p > 1} e seja v uma unidade de O(m)
com v > 1. Como ,ulg — 0o com k € N, temos que existe n tal que 0 < ug_l < v < pug, e pela
escolha de pp, n > 1. Assim 0 < 1 < l/u(l)_” < po. Novamente, pela escolha de pp temos que
V,u(l)*” = po, ou seja, v = pgj. Seja agora v # £1 uma unidade qualquer de O(m). Temos que
alguma unidade do conjunto {#+v, 47} = {4v,+v~'} é maior que 1. Portanto v = 4u% com
n € Z. A unicidade de pg decorre da sua escolha. |

A unidade o do teorema é chamada de unidade fundamental de O(m).

Corolério 3.1. O grupo das unidades O(m)* é isomorfo a Zy X 7.

Demonstragao: Seja ¢ : O(m)* = {£ul;r € Z} — Zs x Z, definida por ¢(uf) = (0,7) e
¢(—ph) = (1,7). Vamos mostrar que ¢ é um isomorfismo de O(m)* sobre Zy x Z.

Sejam v, € O(m)*.

o Sev =yphep=pgts € Entdo dvp) = ¢ufy - p) = olpg™) = (0,6 +s) =
(0,8) +(0,5) = d(up) + (1) = (v) + ¢(k).

o Sewv =pfhep=—pjt,s €Z Entdo p(vp) = ¢(uh(—pf) = d(—pue™) = (Lt +s) =
(67t) + (L S) = ¢(V) + (b(:u)

Para v = —puf e p = p§ é andlogo.
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o Sewv=—ufep=—pst,s €L Entdo (v, u) = ¢((—ph) (1)) = p(ugt) = (0,1 +5) =
(L) + (1, 5) = ¢(v) + d(n).

Portanto, ¢ é um homomorfismo.

Note que Ker(¢) = {1} e que 1 é o elemento neutro de O(m)*. Logo, ¢ é injetora.

Falta verificar que ¢ é sobrejetora. Seja x € Zo X Z.

Se x = (0,t), t € Z, tome v = p}y € O(m)*. Entao ¢(v) = z.

E se z = (1,5), s,t € Z, tome p = (—pi) € O(m)*. Entao ¢(u) = z. [ |

Terminaremos este capitulo com algumas informagoes sobre a forma de encontrar a unidade

fundamental de O(m).

Seja m =2 (mod 4) ou m =3 (mod 4). Neste caso o anel dos inteiros de Q[v/m] é Z[\/m].

Como as unidades de Q[y/m] s@o inteiros quadréticos de norma +1, as unidades maiores que 1

de Q[v/m] sdo os nimeros a + by/m com a,b € Z e a > 0,b > 0 tal que

a® —mb* = %1 (3.6)

Observamos que as solugoes (a,b) “em numeros naturais”da equacgao (3.6) (chamadas de

equacao de Pell-Fermat) sao obtidas da seguinte forma:

Seja aj + b1y/m a unidade fundamental de Q[y/m], definimos

an + bpv/m = (a1 + by1v/m)",n > 1. (3.7)

Note que a sequéncia (an, by )nen enumera todas as solugdes de (3.7).

Observagao 3.3. Segue da equacao (3.7) que b,+1 = aib, + bia,. Uma vez que aq,b,a, e
by, sao todos inteiros positivos, a seqiiéncia (b, ) é estritamente crescente. Entao, uma forma de
calcular a unidade fundamental a; + bjy/m, é anotar a sequéncia (mb?) parab € N, b > 1 e
parar na primeiro niimero mb? dessa seqiiéncia que difere de um quadrado a? por 41. Assim,
a1 + biy/m é a unidade fundamental de Q[\/m]. Por exemplo, se m = 7, a seqiiéncia (mb?) é 7,
28, 63=64-1=82—1, entao tomando b; = 3 e a; = 8, vemos que 8+31/7 é a unidade fundamental
de Q[v/7]. Podemos ver similarmente que as unidades fundamentais de Q[v/2], Q[v/3] e Q[/6]
sao 14+ v2,2+ /3, e 5+ 21/6, respectivamente.

Um procedimento que pode ser mais rapido para o cdlculo da unidade fundamental é uti-

lizando a teoria de fragoes continuas.
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Se a unidade fundamental é de norma 1, a sequéncia (a,, b, )nen € solugdo apenas para as
equacoes a® — mb®> = 1, neste caso, a equacdo a®> — mb?> = —1 nao tem solucdes em nimeros
naturais. Se a unidade fundamental tem norma -1, as solugoes de a? — mb®> = 1 compreende a
sequéncia (agy, bay), e aquelas de a? — b?>m = —1 a sequéncia (ag;11,banr1). O primeiro caso
ocorre por exemplo quando m = 3, 6 ou 7, o segundo quando m = 2 ou 10 (3 + V10 é a unidade

fundamental em Q[/10]).

1
Sejam =1 (mod 4). Os inteiros de Q[ /m] sdo os nimeros 5(@ +by/m), com a,b € Z e de

1
mesma paridade. Conseqilientemente, se i(a + by/m) é uma unidade de Q[/m], devemos ter
a® —mb® = +4. (3.8)

Reciprocamente, se (a,b) é uma solucao inteira de (3.8), entao %(a + by/m) é um inteiro de
Q[v/m] (seu trago é a, e sua norma é +1), logo é uma unidade de Q[v/m]. Como no caso m # 1
(mod 4), denotamos a unidade fundamental de Q[/m] por aj + b1y/m, vemos que a solugdo em
pares de nimeros naturais (a, b) de (3.8) compreende os valores da sequéncia (a,, b,, com n > 1)

definida por:
an + bpym = 217" (ay + biy/m)". (3.9)

O célculo de a; + b1y/m pode ser feito da mesma forma que no caso m # 1 (mod 4). Por
1 1

exemplo, a unidade fundamental de Q[v/5], Q[v/13], e Q[V/17] sdo 5(1 +/5), 5(3 + V13), e

4 + /17, respectivamente. Todas essas trés unidades tem norma -1. Para a escolha do sinal +

1 em (3.8) temos um resultado similar para aquele obtido no caso m Z 1 (mod 4).

Observamos que no caso m =1 (mod 4) a solucdo de equacao de Pell-Fermat
a? —mb? =+1

corresponde a unidade a+by/m (a,b > 0) que pertencem ao anel Z[/m|. Este anel é um subanel
do anel O(m) do inteiros de Q[v/m] e as unidades positivas de Z[y/m] forma um subgrupo G do
grupo de unidades positivas de Z[y/m]. Seja u = %(a—l—b\/m) a unidade fundamental de Q[/m].
Se a e b sao ambos pares, entao p € Z[y/m], tal que G consiste das poténcia de u. Se a e b sao
ambos fmpares, entdo u® € Z[y/m]. Para ver isso note que 813 = a(a®+3b%*m)+b(3a+b>m)/m.
Uma vez que a® —b*>m = +4, a®> + 3b>m = 4(b>m £ 1), o qual é multiplo de 8, uma vez que b e m
sdo fmpares. Similarmente 3a® 4 b?>m = 4(a? £ 1), o qual é novamente um multiplo de 8, porque

3
a é fmpar. Neste caso G consiste das poténcias u3(u? ¢ Z[\/m], ao contrario p = % € Z[y/m].
i

Isso acontece, por exemplo, quando m = 5 (respectivamete, m = 13), no qual p® = 2 + NG

(respectivamente, 3 = 18 + 5v/13).
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4 Fatoracao em Irredutiveis

Sejam Q[v/m] um corpo quadrético e O(m) o seu anel dos inteiros. Veremos nesta se¢ao que
nao temos, em geral, para O(m) um “Teorema de Fatoracao Unica”em irredutiveis como temos

em Z . Iremos exibir alguns corpos quadraticos para os quais o seu anel de inteiros é euclidiano.

Exemplo 4.1. O anel O(—5) = Z[\/—5] nao é fatorial, pois a decomposi¢ao em irredutiveis nao
é tnica. Vejamos:

21 =3-7=(1+2V-5)(1 —2V-5).

Vamos provar que os fatores 1+2+v/—5, 1—2/=5, 3 e 7 sdo irredutiveis em O(—5). Como eles
tém norma 21, 21, 9, 49, respectivamente, eles nao sao inversivies em O(—5). Se 1+ 2v/—5 fosse
redutivel, isto é, se existissem a, 8 € O(—5) \ O(—5)* tais que 1 + 2v/—5 = a3, entdo terfamos
que 21 = N ()N (), logo N (a) € {3,-3,7,—7}. Mas isto é impossivel pois N (m + ny/=5) =
m? +5n? ¢ {3,-3,7, -7}, quaisquer que sejam m, n € Z. A irredutibilidade de 1 — 2y/=5, 3 e

7 é provada analogamente.

4.1 Elementos primos e irredutiveis em O(m)

Sabemos que todo elemento primo de anel de integridade é um elemento irredutivel. No anel
Z, um elemento é primo se e somente se é irredutivel. E com isso é assegurado a decomposicao
tnica de fatores irredutiveis em Z. Para os anéis O(m) veremos que irredutiveis e primos nao

coincidem em geral.

Recordamos que p € O(m)* é equivalente a N'(u) = 1. E que se a | B e |[N(«)| = IN(B)],

entdo « e 3 sao associados.

Observagao 4.1.

(a) Sejam a e € O(m). Se a | 3, entao N(a) | N(B). De fato, se a | 3, exite v € O(m) tal
que 3 = ay, assim N(f3) = N(a)N (), logo N(e) | N(5).
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(b) Se a e 8 sdo associados, entao N (a) = £N(3). Seja p um unidade tal que o = Bu, entao
N(a) = N(BIN (1) = £N(B)-

Proposicao 4.1. Se a € O(m) e N(a) € Z é um nimero primo, entdo o € irredutivel em

O(m).

Demonstragao: Seja € O(m) tal que 3 | a. Entao N (3) | N(«). Temos assim, N (3) = +1
ou N(8) = N («). No primeiro caso temos que 3 € O(m)* e no segundo caso, segue que 3 e

o 530 associados. Assim « é irredutivel. [ |

Proposigao 4.2. Seja p € Z um elemento primo.

(a) Se existir a € O(m) tal que N(«) = p, entdo p = aa é uma fatoragio de p em irredutiveis

de O(m).

(b) Caso contrdrio p € irredutivel em O(m).

Demonstragao: A Proposigao 4.1 assegura que o item (a) é verdadeiro. Vamos assumir
que ndo ocorre (a) e seja p = vB, com 7,3 € O(m). Entdo p?> = N(p) = N(y)N(B). Como
N©@),N(B) € Z e N(v) = p = N(B) nao ocorre, pois estamos excluindo (a), temos que
N(y) = £1 e N(B) = +p? ou N(y) = £p* e N(B) = £1. Logo v € O(m)* ou 3 € O(m)* e

assim p é irredutivel em O(m). [ |

Corolario 4.1. Ezistem infinitos irredutiveis em O(m).

Demonstracao: Segue do fato que existem infinitos primos p em Z. Se nao existe « € O(m)
tal que N () = p, entao p é irredutivel em O(m). Caso contrario, o e @ sao irredutiveis em
O(m). [ |

O préximo teorema mostra que toda nao unidade em O(m) tem uma decomposigao em
irredutiveis em O(m). Em geral, essa decomposigdo nao é tnica, como vimos no Exemplo 4.1,

e assim os anéis O(m) em geral, nao sao fatorais.

Teorema 4.1. Se « € O(m), a # 0 e nao unidade, entao o é um produto de irredutiveis.

Demonstragao: Faremos a prova por indugao sobre |N(a)|. Se a € O(m) \ O(m)* e a # 0,
tal que [N ()| = 2 entdo « é irredutivel pela Proposigao 4.2. Vamos assumir que o resultado
vale para todo a € O(m)\ O(m)*, a # 0, tal que a < [N (a)| < n. Sejay € O(m)\O(m)*, v #0

tal que [N (v)] = n. Se ~ é irredutivel a afirmagao vale para v. Caso contrdrio, v = af3,
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com «, 3 ¢ O(m)*. Logo IN(7)| = IN(a)|IN(B)] e N ()], IN(B)] sao diferentes de 1. Assim
IN ()], IN(B)| sdo menores do que n. Pela hipétese de inducao temos que o e 3 sdo um produto

de irredutiveis e portanto v também é. |

A seguir veremos que a fatoragdo em primos é tnica a menos de unidades para os anéis

O(m).

Lema 4.1. Sejam r,s € N\{0} e {m;}{_; e {pi};_; familias de elementos primos de O(m) tais
que T - - T = p1P2 - - - Ps. Entdo r = s e para cada i, 1 <1 <71 existe um unico j, 1 < j<s

tal que m; e p; sao associados em O(m).

Demonstragao: Vamos demonstrar por indugdo sobre r. Se r = 1, temos w1 = p1p2...ps €
pela defini¢do de primo resulta que existe 1 < j < s tal que m|p;. Como 7 e p; sao irredutiveis
também, concluimos entao que 71 e p; sao associados pois nenhum dos dois é uma unidade. Mas
se T = ppj, com p € O(m)* temos que pup; = p1p2...ps. Cancelando-se p; dos dois lados da
igualdade obtemos uma contradi¢do se s > 1, pois teremos que uma unidade de O(m) é produto
de primos ou igual a um primo de O(m), no caso de s = 2. Assumindo agora o resultado para
todo 1 < r < n, suponhamos a igualdade mymo ... 7T = p1p2...ps com r = n. Novamente temos
que 71 deve dividir p; para algum 1 < j < s e entao prosseguimos como no caso r = 1 para
cancelar m; e p;j. Obtemos entdo pmy... 7T = p1p2...pPj—1Pj+1---ps, onde u € O(m)*. Como
umy é também primo e o termo do lado esquerdo da igualdade tem r — 1 fatores primos, temos

pela hipdtese de inducao que a afirmacao é também verdadeira para r = n. |

4.2 Anéis O(m) que sao euclidianos

Sabemos que um dominio A é euclidiano se existir uma funcao ¢ : A\ {0} — N, tal que:

Para a # 0 e b em A, existem ¢ e r em A, satisfazendo b = aq+r e r =0 ou ¢(r) < ¢(a).

Uma funcao ¢ que satisfaz a condicao acima é chamada funcao euclidiana para o dominio
A.

Vamos ver a seguir uma caracterizacao para que O(m) seja euclidiano em relagdo a norma.

Lema 4.2. A funcdao ¢(a)) = [N (a)| € uma norma euclidiana para O(m) se, e somente se, dado
v € Q[v/m], existe § € O(m) tal que |N(y —9)| < 1.

Demonstragao: Assumindo-se que ¢(a) = |[N(«)| é uma norma euclidiana, tomemos v €
Q[v/m], v ¢ O(m) (para v € O(m), entao § = ~ verifica a afirmacao). Logo, este elemento é

da forma vy = g, comae ffem O(m), B#0e [ta. Entao existem elementos e p em O(m)

g
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satisfazendo o = 86 + p e [N (a — 30)| = IN(p)| < IN(B)]. Temos que,

INBIN(G = 0)] = IN(a = 55)] < (D)l

Portanto, \N(% —0)|] < 1, ou equivalentemente, I[N (v —4)| < 1.

Reciprocamente, dados a, 3 € O(m), a # 0, seja v = Ba~!. Por hipétese, existe § € O(m)
tal que [N (y —0)| < 1. Multiplicando essa desigualdade por N (a) obtemos |[N ()N (v —§)| <
IN ()], e por sua vez [N (ay—ad)| < [N(a)|, e como v = Ba~! temos [N (afat—ad)| < IN(a)]
e portanto [N (3 — ad)| < |N(«)].

Se r = 3 — ad, temos que 7 e J satisfazem as condigdes que fazem de O(m) um dominio

euclidiano. ]

Nos caso em que o anel é euclidiano em relacao a norma absoluta, vamos dizer que o anel é

N-euclidiano.

4.2.1 Os anéis euclidianos O(m) para m < 0

Utilizando o Lema 4.2 exibiremos, a seguir, uma lista de valores negativos de m para os

quais O(m) é N-euclidiano.

Teorema 4.2. A fun¢io |[N| é uma norma euclidiana para O(m) nos casos m = —1,—2, -3,

—7,—11.

Demonstragao: Dividiremos em dois casos conforme tivermos m # 1 (mod 4) ou m = 1

(mod 4). Em ambos os casos usamos o Lema 4.2. Portanto, tomamos v € Q[\/m], v # 0.

Caso 1: m # 1 (mod 4), isto é, m = —1, —2.

Seja v = u + vy/m, com u,v nimeros racionais. Existem entao, nimeros inteiros s e ¢ tais que

1 1
lu—s| <= e |Jv—tl <=
2 2
Para § = s+ ty/m € O(m) tem-se que v — 0 = (u— s) + (v — t)y/m. Logo

1+ |m|
4

Ny =8 = (u—5)> —m(v — 1] < (u—s)> + m|(v — 1)* < <1,

se m=—2,—1.

Caso 2: m =1 (mod 4), isto é, m = —3,-7,—11

1
Representamos o elemento v sob a forma v = u + U§(1 + v/m), com u,v € Q. Note que isso

1
sempre é possivel, pois dado v = a + by/m, escreva a + by/m = (a — b) + 2b - 5(1 + /m) e tome



1
u=a—b, v =2b. Dado o nimeros racional v existe um ndmero inteiro ¢ tal que |[v —t| < 3 E
. , : vt . . S
considerando agora o nimero racional u + 37 3 Existe um niimero inteiro s tal que
n vt < 1
u+-—-—s/ < ..
2 2 -2
1 v 13 vt
Paraézs—i-ti(l—i—\/ﬁ) € O(m) tem-se que’y—5:u+§—s—§+(§—§)\/ﬁ. Logo
ool = |(urbtos) —mio oy
v = |\utg—g5—s m (v
" 2
< (u+2—2—s) +ym\4(v—t)2
(1)2“ 1(1)2 1+’ ‘1<1
- “(2) =24 m
- \2 4\2 4 16 ’
[ |

para |m| < 12.

Com esse resultado temos que os anéis O(m) para m =-1, -2, -3, -7 e -11 sao fatoriais.

O préximo teorema mostra que vale a reciproca do Teorema 4.2, quando m < 0.

Teorema 4.3. Se m <0 e O(m) é N -euclidiano, entio m = —1,—2,—-3,—7 e —11.

Demonstragao: Se O(m) é N-euclidiano, pelo Lema 4.2, para cada 0 # o = a + by/m €
Q[v/m], existe 8 € O(m),

r+sym, rse’ se a#l (mod4) (I)
— rns€Zer=s (mod2) se a=1 (mod4) (II)
tal que [N (a — B)| < 1.

(I) Temos que
W(a=B)=|(a=r)?=mb-s)7 <1

1 1
Fazendo-se a = 3 e b= =, e observando que —m = |m/|, obtemos

’(a—r)2—m(b—s)2’:‘(1+4|m’)+ [(rQ—r)+|m\ (82—8)}‘ < 1.

Como para todo inteiro z # 0, 22 — x > 0, temos que [(r> —r) + |m| (s> —s)] > 0.

(1+|m]|)
4

Combinando a iltima desigualdade com a anterior obtemos < 1, ou entao

|m| < 3, isto é m = -1 ou -2.

(1
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Tomamos a = - e b= T obtemos

(1+|m]|) r2 2 s
‘(m) ! K4‘4> +Im <4‘4>
(1 |m])

16

e~ =

<1.

1
Novamente 1 [(r* —7) +|m| (s* —s)] > 0 nos leva a < ) < 1. Dessa forma

|m| < 17 e como m =1 (mod 4), obtemos m = -3, -7 e -11.

Vimos no Exemplo 4.1 que O(—5) nao é fatorial. Portanto O(—5) nao é euclidiano para

nenhuma funcao ¢. De forma analoga ao Exemplo 4.1 pode-se provar que:

e 6=2-3=(y/—6) - (—v/—6) s@o decomposigdes distintas em irredutiveis de O(—6).

e 14=2.7=(2++/-10)(2—+/—10) sao decomposicoes distintas em irredutiveis de O(—10).

Segue que O(—6) e O(—10) nao sao fatoriais, e portanto nao sao euclidianos para nenhuma

funcao ¢.
O préximo teorema completa o estudo dos anéis O(m), m < 0, que sao euclidianos.

Teorema 4.4. Se m < —11 entao O(m) nao € euclidiano para nenhuma fung¢ao ¢.

Demonstracao: Primeiro observamos que se m < —11 entao os elementos 2 e 3 sao irredutiveis
em O(m). De fato, como 2 e 3 sdo primos em Z, e ndo existe nenhum = € O(m), com m < —11,
tal que N (m) = 2 ou N () = 3, segue pela Proposicao 4.2 que 2 e 3 sao irredutiveis em O(m).
E imediato que 2 e 3 ndo sio divisores em O(m), de \/m, e nem de %(1 + +v/m) quando m =1
(mod 4).

Suponhamos que exista uma aplicacdo ¢ : O(m) \ {0} — N que satisfaga as condiges de

um anel euclidiano e seja
¢(p) = min{p(B(m))},

onde

B(m) = O(m) \ (O(m)" U{0}) = O(m) \ {-1,1,0};

E facil mostrar que p é irredutivel em O(m).

Se p | 2, temos, p = £+2; se p t 2, entdo existem ¢ e r # 0 em O(m) tais que 2 = gp + r, onde
o(r) < ¢(p). Logo, r € O(m)* e como r # 1 teremos r = —1 e entao p = £3. Em resumo, p
s6 pode assumir quatro valores: +2 e +3. Distinguiremos agora dois casos conforme tivermos

m # 1 (mod 4) ou m =1 (mod 4).

(1) Como p t /m resulta que existem ¢ e 71 # 0 em O(m) tais que /m = ¢1p + r1, onde
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o(r1) > o(p), logo, 11 = £1; ora, ¢1 = a1 + bjy/m, com ay e by inteiros, de onde vem

bip =1, o que ¢é absurdo.

1 1
(2) comop+1 5(1—1—\/%) resulta que existem go e 9 # 0 em O(m) tais que 5(1—1—\/% = qa+r2),

1 1
onde ¢(r2) < ¢(p), logo ra = £1 e entao 5(1+\/ﬁ) = @p=t1;ora, g2 = a2+b2§(1+\/5),

com ag € by inteiros, de onde vem bop = 1, o que é absurdo. |

4.2.2 Os anéis euclidianos O(m) para m > 0

O problema de determinar os anéis quadraticos reais O(m) que sao N -euclidiano é bastante

complexo e s6 demonstraremos o seguinte teorema.

Teorema 4.5. A funcao |N| é uma norma euclidiana para O(m) nos casosm= 2, 3, 5 e 13.

Demonstracao:

Caso 1: m # 1 (mod 4)

Seja v = u + vy/m € Q[y/m] e considere os nimeros interios x e y tais que
u—al <5 elo—yl <
u—xz| < <elfv— —.

=5 Yl = 9

Seja & = x + yy/m € O(m), logo,

N (v =0)] = |(u—2)* —m(v—y)?|.

Temos que

(u—2)? =m(v—y)* < (u—2)* <

[\

—(u—2)* +mv—y)* <m(v—y)
Portanto, se m = 2 ou m = 3, teremos |[N'(y — d)| < 1. Segue do Lema 4.2 que [N| é funcao
euclidiana pra m = 2, 3.
Caso 2: m =1 (mod 4).
1
Seja v = u + 1)5(1 + /m), com u e v € Q, um elemento qualquer de Q[y/m], consideremos um

1
numro inteiro y tal que |[v — y| < 5 © para este inteiro y seja r € Z tal que

lu + .

_y_$|§
2

DN | =

v
2
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1
Agora seja § = = + 5(1 + v/m) temos

Portanto, se m = 5 e m = 13, teremos |N (v — d)| < 1. Segue do Lema 4.2 que |[N| é fungao

euclidiana para m = 5,13. |

Com este teorema, temos que os anéis O(m) param = 2, 3, 5 e 13 sdo euclidianos, e portanto
fatoriais. Conforme ([3], pagina 12), existem somente dezesseis valores de m > 0 para os quais

O(m) é euclidiano com |[N]. A saber,

2,3,5,6,7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57 e 73.

Ainda nao é conhecido se existe valor de m > 0 para o qual O(m) ¢ euclidiano para alguma

norma euclidiana ¢ diferente de [N/
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5 Ideais num anel de inteiros
quadrdticos

Objetivo dessa se¢ao é mostrar que o anel O(m) é fatorial se e somente se é principal. Para
qualquer anel de integridade A , se A é principal entao A é fatorial. Com isso o nosso trabalho

serd mostrar que se O(m) é fatorial, entao O(m) é principal.

Lembramos que um ideal I, de um anel de integridade A, é principal se e somente se existe
b € A tal que I = Ab. Dizemos que b gera I, e denotamos I =< b >. Um outro fato importante
a ser lembrado, é que qualquer conjunto de ideais de algum anel, é ordenado por inclusao

(parcialmente ordenado).
Primeiramente vamos ver alguns resultados gerais de ideais de um anel de integridade A.

Definicao 5.1. O produto de dois ideais I e J, de um anel de integridade A, é o ideal

n
IJ:{Zaibi; neN, a; €1 e bl-EJ}.

i=1
E f4cil ver que IJ é de fato um ideal de A, contido em I N J. Note que I.J é o conjunto de
todas as somas finitas de produtos de um elemento de I por um elemento de .J.
Definicao 5.2. Seja A um anel comutativo.
(1) Dizemos que um ideal P de A, P # A, é um ideal primo se, sempre que xy € P implicar
r € P ouyeP.

(2) Um ideal M de A, M # A, é um ideal mazimal se, A e M sdao os unicos ideais de A que

contém M.

Lema 5.1. Seja P um ideal primo nao nulo de um anel comutativo A. Se I e J sdo ideais de

AeselJCP,entaol CP ouldCP.

Demonstragao: Suponhamos que I € P e seja a um elemento de I tal que a ¢ P. Temos que
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para todo x € J, ax € IJ C P e como P ¢ ideal primo resulta que = € P. Portanto, J C P. W

Proposicao 5.1. Seja p um elemento primo de um anel comutativo A. Entdo < p > € um ideal

primo préprio de A.

Demonstragao: Como p é primo, é 6bvio que < p > é um ideal préprio. Se ry €< p >, entao
existe um elemento ¢ € A tal que xy = pt. Segue que p | zy. Como p é primo, p | x ou p | y. Se

p | z, entdo x = ps para algum s € A, logo, z €< p >. O outro caso é analogo. |

Proposicao 5.2. Num anel de integridade A todo ideal maximal € primo.

Demonstragao: Seja M um ideal maximal de A. Sejam a,b € A, com ab € M. Suponhamos
que a ¢ M. Temos que < a > +M é ideal de A. Como a ¢ M, vem que M &< a > +M.
Logo < a>+4+M = A, pois M é um ideal maximal. Desta forma, temos que 1 = axz + my, com

x,y € Aem € M. Segue que b = abzx +bm € M. [ ]

Observacgao 5.1. Segue da definicao de ideal principal e da definicao de produto de dois ideais,
que se I, J e < a > s@o ideais de um anel de integridade A tais que < a > I =< a > J
esea # 0, entao I = J. De fato, se ¢ € I entao ax €< a > I =< a > J. Assim, ax =
(at1)y1+-- -+ (atn)yn, com t; € A, y; € J, Vi € {1,--- ,n}. Segue que, ax = a(tyy1+- - +tnyn),
logo, x = t1y1 + - - - + thyn € J, pois J é ideal de A. Analogamente prova-se que J C I.

5.1 Ideais de O(m)

Sejam m # 1 um numero inteiro livre de quadrados e Q[v/m] o corpo quadrético associado

a m. Lembramos que:

a+bym se m=1 (mod4)
Om) = a+b<1+2\/rn> se m#1 (mod4)

com a,b € Z. Vamos adotar a seguinte notagao:

1
E=vmsem#1 (mod4) e §:+2\/msem51 (mod 4)
Com essa convengao temos que O(m) = {a + b¢; a,b € Z} = Z & Z& para todo m inteiro
livre de quadrados. Usamos o simbolo Z & Z& no lugar de Z + Z&, apenas para indicar que

ZNZE = {0}.
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Lema 5.2. Seja I um ideal nao nulo de O(m), entdo I N7Z € um ideal nao nulo de Z.

Demonstragao: Seja a € I, @ # 0. Entao o ndmero inteiro N () = a@ # 0 pertence a L.

Logo I NZ # {0}.

E 6bvio que 0 € INZ. Se o, B € INZ, segue que «, 3 pertencem a I e também a Z. Como
I éideal, a + [ € I, e é imediato que a + 3 € I NZ. Agora, seja r € Z C O(m), entao ra € I,
logo, raa € INZ. |

Observacgao 5.2. Note que existe a € Z, a > 0, tal que I N Z = Za, uma vez que todo ideal de

Z é ideal principal. Em virtude disso, a é divisor de todo nimero inteiro pertencente a I.

Teorema 5.1. Para todo ideal nao nulo I, do anel de inteiros quadrdtico O(m), existe um unica
terna ordenada (a,b,c) € N? tal que
1 =7%2a® 70

onde =b+c£,a>b>0ea>c>0.

Demonstragao: Em virtude do Lema 5.2 temos que, I NZ é um ideal de Z e portanto existe
um inteiro positivo a tal que I NZ = Za. Segue que todo elemento inteiro em I é multiplo de
a. Observemos que existem em I elementos da forma n + n§, com n, n inteiros e 7 > 0 (por
exemplo a&). Pelo Principio da Boa Ordenacao, existe um menor niimero natural ¢ nao nulo,
tal que n+c€ € I. Seja b > 0 € Z o resto da divisao de n por a. Segue que § =b+c€ € I . De
fato, existem b, d inteiros positivos tal que n = ad+b, com 0 < b < a, entao b+ c& = n—ad+c&,

uma vez que ad € Za C I e n+ c¢£ € I. Portanto
0=b+cel,
ondea>b>0ec>0.

Temos que a, ¢ sao inteiros positivos. Entao pelo algoritmo da divisao, existem ¢ e r interios

positivos, tal que a = gc+ r, onde 0 < r < ¢. O elemento

a§ — qt) = af — gb — qc§ = —gb+ 1§

pertence a I. Logo, pela minimalidade de ¢, segue que r = 0. Entao ¢ | a e 0 < ¢ < a. Temos

que Za ® 7260 C I

Sejaa =x+y&E € I, com x ey € Z. Aplicando o algoritmo da divisdo em y e ¢, temos

y=¢q'c+1', onde 0 <7 < c. Logo, oelemento

(x+y8) —d0=x+yl—qdb—q'c€ = (x—q'b)+1'¢
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pertence a I. Novamente pela minimalidade de ¢, temos r’ = 0. Logo, x — ¢b € INZ = Za ¢

entao existe ¢’ € Z tal que x — ¢'b = ¢"a. Assim,
r+yé=q"a+q0 € ZadZ0.
Portanto I C Za @ Z6.

Falta mostrar a unicidade da terna (a, b, c). Suponhamos que existe (a’,b', ) € N3 tal que
a>b>0,d>d>0el="7%a®7ZF, onde 0 =V + . Segue que, Za = I NZ = Za'. Logo
a =a'. Com isso, Z6 = 7Z0’, entao 0 € Z0’, e existe x € Z tal que b+ c£ = 0 = 260’ = zb’ + /€.
Isso implica em b = zb' e ¢ = zc/, entdo b’ | b e ¢ | c. Analogamente, mostra-se que b | V' e ¢ | ¢

Portanto b=V ec= . [ ]

Observacao 5.3. O teorema acima nos diz que todo ideal I de O(m) é finitamente gerado, e o

conjunto {a,#} é um sistema de geradores de I em O(m).

Um anel A que satisfaz essa condigao (todo ideal de A é finitamente gerado) é chamado de
anel noetheriano.

Denotaremos por () o conjunto de todos os ideais de O(m) que contém o ideal I. Note
que, se J € (1), entao I(J) C I(I).

Corolario 5.1.

(a) Para todo nimero inteiro d > 0, a familia J(< d >) € finita.

(b) Para todo ideal nao nulo I de O(m), a familia I(I) € finita.

(¢) Para todo ideal I de O(m), I #< 1 >, existe um ideal mazimal M em O(m) tal que
ICM.

Demonstracgao:

(a) Seja I um ideal qualquer de O(m), que contenha o ideal principal < d >, d inteiro positivo.
Pelo Teorema 5.1, I = Za & Z6, com 0 = b + ¢, onde a, b e ¢ satisfazem as condigoes
a>b>0ea>c>0. Temos que d € I, e pela Observagao 5.2 a | d, logo os elementos da

terna ordenada (a, b, c) estdo sujeitos as seguintes restrigoes:

O0<a<d, 0<b<a<d e 0<c<a<d. (5.1)

Devido a unicidade do elementos a, b e ¢, o numeros de ternas ordenada que satisfazem as

condicdes 5.1 é d3. Logo, o conjunto (< d >) é finito.
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(b) Vimos na demonstragdo do Lema 5.2 que existe um nimero natural nao nulo ¢ em 1.

Logo, < a >C I e assim (/) C (< a >). Pelo item (a), o conjunto I(I) é finito.

(c) Temos que o conjunto J(I) é finito. Entao I(I)\ O(m) é finito também e nao vazio. Este
conjunto é ordenado por inclusao, entao existe um elemento maximal M, onde M é um

ideal maximal de O(m). [

Lema 5.3. Sejam x ey € O(m) e d # 0 um nimero inteiro tal que d é um divisor de xT, yy e

2y + Ty em Z. Entao d € divisor de xy e de Ty em O(m).

Demonstragao: Consideremos o elemento d~'zy do corpo Q[/m]. Entao
T.(d'ay) =d " (ag +7y) e N(d'ay) = d*(aTyy).

Como d ¢ divisor de 27 + Ty em Z, segue que 7,.(d~'a7) € Z, e também, como d é divisor de zT
e y7 em Z, temos que N(d~'zy) € Z. Portanto d~'z7 € O(m), ou seja, d é um divisor de 27y
em O(m). Segue que, d—12y = d~'yz € O(m), entdo d é um divisor de yx e O(m). [ |

Lema 5.4. Se I € um ideal de O(m) gerado pelos nimeros inteiros ay,as,--- ,ay, entao eriste

deZ tal que I =< d >.

Demonstragao: Basta tomar d = mdc(ay,as, - ,ay,) e levar em conta que existem nimeros

inteiros by, bo, - - - , b, tais que byay + - - - + bpa, = d. [ |

Consideremos o automorfismo o do corpo quadrético Q[v/m] definido por o(«) = @ e note-
mos que o(O(m)) = O(m). Logo, ¢ induz um automorfismo sobre O(m). Temos também que
todo automorfismo leva ideal em ideal. Assim, se I é um ideal de O(m), entdao o(I) := 1 é
um ideal de O(m). Vamos chamar I de ideal conjugado de I. Se I =< ay,--- ,ap >, entdo

I=o0()=<ag, - ,0, >, em particular, se I = Za @ Z0, entao I = Za ® Z0.

Teorema 5.2. Para todo ideal J do anel O(m), existe um nimero inteiro d tal que o ideal de
O(m) JJ =< d >.

Demonstragao: Se J = {0}, basta escolher d = 0. Suponhamos J # 0. Pelo Teorema 5.1,
J=<a,0>. Logo J=<a,0>,¢

JJ =< a?,a0, ab), 60 > .

O ideal I =< a?,af + af,00 >C JJ. Observamos que os ntiimeros a?, a( + 0),00 sdo nimeros

inteiros, pois sdo respectivamente N (a),aZ.(0) e N(0). Se d = mdc(a?,a(f + 0),00), entio
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I =< d > ideal de O(m). Como d é divisor de a?,afl + af e 66, pelo Lema 5.3, d ¢é divisor de af
e af em O(m), entdo d divide todos os elementos de JJ, ou seja JJ C< d > . [ |

Consideremos o conjunto I' = I'(O(m)) de todos os ideais nao nulos do anel de inteiros
quadréticos O(m). Temos que I' é parcialmente ordenado por inclusdo. E como O(m) é comu-

tativo, temos que I' também é comutativo.

Corolario 5.2. Sejam J, N e M elementos de I'. Se JN = JM, entdo N = M.

Demonstragao: Se JN = JM, com N e M em I, temos que (JJ)N = (JJ)M. Entao existe
d inteiro nao nulo tal que JJ =< d > ideal de O(m). Segue que < d > N =< d > M, pela
Observacao 5.1 temos N = M. |

Lema 5.5. Seja I # {0} um ideal de O(m), seja o um elemento ndao nulo de O(m) e suponhamos

que I C< o >. Entao existe um ideal J de O(m) tal que I =< o > J.

lg, com 2 € I. Temos N C

Demonstracao: Seja N o conjunto de todos os elementos o~
Q[v/m]. Entao J = O(m) N N é ideal de O(m). De fato, o elemento nulo pertence a I, logo
0=a'0€ N. Portanto 0 € J. Sejam 3, v € Jexz,y € I tais que 3 =a 'z ey =aly.
Entdo f+7 =alz+aly=al(z+y) € O(m), e x+y € I, portanto, 3+ € J. Para

1

p € O(m), temos pB = pa~lz = a~tpr € O(m), com pz € I, logo, p3 € J.

1

Observando que z = a(a™'z), concluimos que I C< « > J. Por outro lado, evidente que

<a>JClI. [ |

Teorema 5.3. Quaisquer que sejam os elementos I e J de ', tem-se I C J se e somente se

existe N € T" tal que I = N J.

Demonstracao: E imediato que NJ = I implica que I C NJ C J. Reciprocamente, pelo
Teorema 5.2 e do fato que I C J segue que IJ C JJ =< d >, para algum d € Z nao nulo. Pelo
Lema 5.5, existe um ideal N tal que IJ =< d > N, de onde vem, I(JJ) =< d > NJ, ou seja
<d>I=<d> NJ. Pela Observagao 5.1 temos I = NJ. |

Corolério 5.3. Todo ideal primo do anel quadrdtico O(m) € um ideal maximal.

Demonstragao: Sejam P um ideal primo de O(m) e M um ideal de O(m) tais que P & M C
O(m). Pelo Teorema 5.3 existe um ideal R de O(m) tal que MR = P. Temos que MR C P e
como P é um ideal primo e M ¢ P, segue do Lema 5.1 que R C P. Temos que P C MR C R,
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entdao R = P. Portanto, MP = P =< 1 > P e, neste caso, M =< 1 >= O(m) pelo Corolario

5.2.

Teorema 5.4. (a) Todo ideal préprio I do anel quadrdtico O(m) € igual a um produto de

ideais maximais de O(m).

(b) Se

PPy Py = MM, M, (5.2)

onde cada P; e cada M; sao ideais maximais, entao s = t e, a menos da ordem dos

fatores, P, = M; parai=1,2,---,s.

Demonstragao:

(a)

Faremos por indugao finita sobre o nimero f(I) de elementos do conjunto finito (7).
Para f(I) = 2, os tnicos ideais de ¥(I) sao o anel O(m) e o préprio ideal I, isto é, os
Unicos ideais que contém I sdo ele mesmo e o anel O(m). Entao I é um ideal maximal.
Suponhamos, entao que f(I) > 2 e que o item (a) seja verdadeiro para todo ideal préprio
N tal que 2 < f(N) < f(I). De acordo com o Corolério 5.1, existe um ideal maximal P;
tal que I C P; e entao, pelo Teorema 5.3 existe um ideal N tal que I = P;N. Notando-se
que I C Nel#N,temos f(N) < f(I). Portanto, de acordo com a hipétese de indugao,

existem ideais maximais Ps,--- , Ps tais que N = Py--- Ps, de onde vem, [ = PP, - - - P;.

A demonstragao serd por indugao finita sobre o nimero natural nao nulo s. Lembre que
pela Proposicao 5.1 os ideais maximais sao primos. Para s = 1 tem-se P| = My, --- M,.
Entao, pelo Lema 5.1, para algum ¢ temos M; C P;, como M; é um ideal maximal, entao
P, = M,;. Sem perda de generalidade vamos supor i = 1, entao My = MMy --- My,
portanto ¢ = 1 = s. Suponhamos, entdo, que s > 1 e que a parte (b) seja verdadeira para
s — 1. Da equacao 2 resulta que Pi P --- P, C M; logo, de acordo com o Lema 5.1, existe
um indice i, com 1 < i < s, tal que P; C M; e entao P; = M; (pois, P; e M; sdo ideais

maximais). Sem perda de generalidade podemos supor que i = 1 e entao
PPy P, =P M- M,.

Logo,
Py Py = My M,

pelo corolario 5.2. Portanto, conforme a hipétese de inducao, temos s—1 =t—1e P; = M;
para i = 2,--- ,s (com a notagado conveniente). Em resumo, temos s = t e P; = M; para

i=1,2,--,s. ]
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Teorema 5.5. O anel quadrdtico O(m) € fatorial se e somente se, O(m) € principal.

Demonstragao: Ja sabemos que todo anel principal é fatorial. Suponhamos que O(m) seja
fatorial. Inicialmente vamos mostrar que todo ideal maximal M de O(m) é principal. Seja
a € M, o # 0, entao existem elementos irredutiveis (primos) my,m, -, 7 € O(m) tais que
a =71 ---m. Como todo ideal maximal é primo, temos que M é um ideal primo. Logo, pelo
menos um dos fatores m; pertence a M. Entao < m; >C M, e pela Proposigao 5.1 o ideal

principal < 7; > é primo. Segue que < m; > é maximal e entao M =< m; >.

Seja I um ideal préprio de O(m), entdo, pelo item (a), existem ideais maximais Py, Py - - - Ps
tais que I = PP, --- Ps, e como cada P; é principal concluimos que I também ¢ ideal principal.

Um dominio que seja integralmente fechado, noetheriano e todo ideal primos nao nulo é
maximal, é chamado de dominio de Dedekind. Portanto, O(m) é um dominio de Dedekind, pelo

Teorema 2.5, pela Observagao 5.3 e pelo Corolario 5.3.

Observagao 5.4. O tltimo teorema é vélido para todo dominio de Dedekind, conforme ([6],

pagina 109).

Terminamos o trabalho com informagoes sobre ideais fraciondrios e grupos de classes, que
sao ferramentas para decidir se O(m) é fatorial. Estes resultados podem ser vistos em [7], [3] e

8]-

Um conjunto a de Q[y/m] é chamando de ideal fraciondrio de O(m), se existe um d €

O(m) \ {0} tal que da C O(m).

Se todo ideal de O(m) é principal, entdo os ideais fraciondrios sio da forma d=! < x >=
d~'xO(m) onde d~'z é um gerador. Isto significa que os ideais fracionarios em um dominio

principal O(m) sao exatamente aO(m), onde a € Q[v/m].

Seja F o conjunto de todos os ideais fraciondrios nao nulos de O(m). Temos que F é
um grupo abeliano com operagao a de multiplicagao de ideais fracionérios, tendo O(m) como
elemento neutro. Seja P o subconjunto de F dos ideais fracionarios principais. Claramente P
é um subgrupo de F. Podemos tomar o grupo quociente Cl(m) = F /P chamado de Grupo de
Classes de O(m).

Mostra-se que o grupo de classe Cl(m) de O(m) é finito. Seja h a ordem de Cl(m). Assim,

" um ideal principal. Portanto, quando h = 1,

para todo ideal fraciondrio a de O(m) tem-se que a
temos que todo ideal fraciondrio a de F é principal, e com isso todo ideal de O(m) é principal.

Estuda-se o grupo de classes para saber quando um anel de inteiros quadraticos O(m) é um anel
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principal. Porém, o grande problema sobre os grupos de classes é certamente determinar h, ou

mesmo se h > 1.

Usando essa teoria pode ser mostrar que para m =-19, -43, -67 e -163, os anéis O(m) sao
principais. E possivel mostrar que os nove valores -1, -2, -3, -7, -11, -19, -43, -67 e -163 sao os

tnicos valores de m < 0 para os quais O(m) é um dominio de ideais principais (fatoriais).

Para 0 < m < 100, os anéis de inteiros quadréticos O(m) sao fatoriais para os seguintes

valores de m:

2,3,5,6,7, 11, 13, 14, 17, 19, 21, 22, 23, 29, 31, 33, 37, 38, 41, 43, 43, 47, 53, 57, 59, 61, 62,
67, 69, 71, 73, 77, 83, 86, 89, 93, 94 e 97.



Conclusao

No presente trabalho, definimos um corpo quadratico K como um corpo de niimeros algébricos
de grau 2. Todo corpo quadratico possui um elemento primitivo distinguido da forma /m, em
que m é um inteiro livre de quadrados, isto é, vimos que K = Q[y/m]. Além disso caracterizamos

o anel O(m) pelo nimero inteiro m mdédulo 4 em que O(m) é o anel de inteiros do corpo Q[v/m].

Vimos também que o conjunto O(m)* das unidades do anel O(m) é um grupo multiplicativo
finito quando m é um inteiro negativo. E quando m é um interio positivo, o grupo O(m)* é

isomorfo ao produto de Z com o grupo das raizes da unidade contidas em Q[/m)].

Observamos que todo anel euclidiano é fatorial, assim analizamos para quais valores de m o
anel O(m) é euclidiano. Demonstramos para quais valores de m < 0 o anel O(m) é euclidiano.
Por outro lado, aumenta a dificuldade para determinar os valores de m positivos para os quais

o anel O(m) é euclidiano. Por tais razoes, provamos apenas para alguns valores.

Demonstramos que todo ideal de O(m) ¢é finitamente gerado por {a,0}, com a € Z e

6 € O(m). E por fim, que O(m) é fatorial se e somente se O(m) é principal.

Esse trabalho abriu portas para o estudo do grupos de classes de O(m), incentivou a pesquisa
da Teoria dos Numeros Algébricos. Além de dar-me fundamentos teéricos para uma futura pds-

graduacao.
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APENDICE A

Em toda esse apéndice consideramos A um anel de integridade.

A.1 Divisibilidade

Definicao A.1. Um elemento a € A € inversivel quando existe um elemento b € A tal que

ab=ba =1, onde 1 € a unidade de A.

Definicao A.2. Dados a,b € A\ {0}, dizemos que a divide b, e denotamos por a | b, quando
c € A tal que b = ac.

Definicao A.3. Sejam a e b elementos de A. Dizemos que a é associado a b se a | b ebd | a.

Essa relacdo em A serd indicada por a ~ b.
Proposicao A.l. Para dois quaisquer elementos a e b de A sdo equivalentes as sequintes
afirmacades:

(i) a~b;

(i) existe um elemento inversivel u € A tal que b = au.

Demonstragao:

(i) = (i) Como a é associado a b, entao existem z,y € A tais que b = azx e a = by. Temos

entao que b = byx e isso implica que yxr = 1, e portanto x e y sao inversiveis.

(7i) = (7) Do fato que b = au, com u inversivel. Segue direto que a | b, segue ainda que

1 1

a="bu"", em que v+ é um elemento de A, logo b | a |

A.2 Maximo divisor comum

Definicao A.4. Dizemos que um elemento d € A € mdzimo divisor comum (mdc) dos elementos

ai, -+ ,an € A se:
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(1) d| a; para todo i € {1,--- ,n},

(2) todo divisor de ay,--- ,an, € divisor de d (ou seja, se dy € A edy | a; Vi € {1,--- ,n},
entdo dy | d).
Proposigao A.2. Seja d um mdc de a1, ,a, € A. Temos que d' é um mdc de ay,--- ,a, se

e somente se d ~ d'.

Demonstragao: Suponha que d e d’ sejam dois maximos divisores comuns de ay, - - ,a,. Logo
pelo item (i) da definigdo de mdc, temos que d e d’' sdo divisores de ay,--- ,a, e portanto pelo

item (i) da definigdo de mde, segue que d | d' e d' | d, isto é, d ~ d'.

Reciprocamente, suponha que d seja um mdc de aj, -+ ,a, e que d | d e d' | d. Como
d|aVie{l,---,n}ed |d segue que d | a; Vi € {1,--- ,n} . Seja agora ¢ € A um divisor
comum da ay,--- ,a, € A, logo pelo item (i) da definigao de mdc, temos que ¢ | d e como d | d',
segue que c¢ | d’. Temos portanto que d’ é um mdc de ay,--- ,a, € A. [ |

Definicao A.5. Elementos de A se dizem primos entre si se a unidade do anel é mdzximo divisor

comum desses elementos.

A.3 Elementos primos e irredutiveis

Definicao A.6. Um elemento p € A se diz primo se:
(1) p#0;
(2) p nao € inversivel;
(3) quaisquer que sejam a,b € A, se p | ab, entao p | a ou p | b.

Mostra-se por inducao que se p é primo e p | aj -+ - ay, n > 1, entdo p divide um dos fatores.

Definicao A.7. Um elemento p € A se diz irredutivel se:
(1) p#0;

(2) p nao € inversivel;

(8) quaisquer que sejam a,b € A, se p = ab, entdo a € inversivel ou b é inversivel.

Por indugao, prova-se que, se p é irredutivel e p = ay - - - an, n > 1,entdo p é associado a um

dos fatores do segundo membro e o produto dos demais fatores é inversivel.

Um elemento p € A tal que p # 0, p nao é inversivel e p nao é irredutivel é chamado redutivel.
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Proposicao A.3. Todo elemento primo de um anel de integridade A € também irredutivel.

Demonstragao: Seja p € A um elemtento primo. Precisamos provar apenas a condigao (#it).

Sejam a,b € A tais que p = ab. Logo p | ab e entdo p | a ou p | b por defini¢dao. Se p | a,
existe um elemento ¢ € A tal que a = pe. A igualdade p = ab se transforma em p = pcb,
resultando 1 = ¢b e b um elemento inversivel de A. Analogamente, se p | b terfamos que a é um

elemento inversivel de A. [ ]

A.4 Anéis fatoriais

Definicao A.8. Dizemos que um anel de integridade A é um anel fatorial se e somente se, sao

vdlidas as sequintes condicoes:

(1) Para todo elemento nao nulo e nao inversivel a € A existem elementos irredutiveis p, pa, - - -

em A tais que

a = pip2---Ps;

(2) Sejam {p;};_; e {qj}g-:lfamﬂias de irredutiveis de A. Se a = p1ps -+ ps = q1q2 * - - ¢+, entdo

s =t e existe uma permutacdo o de {1,2,--- s} tal que

pquU(i) parai:1727"' yS-

A condicao (2) exprime o fato que a decomposigao de a, cuja existéncia é assegurada pela
condigao (1), é dnica a menos da ordem dos fatores irredutiveis e a menos de elementos in-

versiveis.

Teorema A.1. Um anel de integridade A é um anel fatorial se e somente se, A satisfaz a

condi¢ao (1) e a sequinte condi¢do

(2)’ para todo p € A, se p € irredutivel, entdo p é primo.

Demonstragao: Suponha que A seja um anel fatorial, logo, por defini¢ao, A satisfaz a condicao

(1).

Seja p um elemento irredutivel em A e sejam a e b dois elementos de A nao nulos e nao in-
versiveis tais que p | ab; de acordo com (1) existem elementos irredutiveis p1,p2 -+ ,ps, q1,92 - , G
tais que

a=pp2---,ps € b=qiq2--q



52

e como p | ab resulta que existe ¢ € A tal que

pPC=Pp1P2 - Psq1q2 " - qi- (A1)

Em virtude da condigao (2), p é associado a um dos fatores irredutiveis do segundo membro de
A1, isto é, existe um indice ¢ ou um indice j, com 1 < i < sel < j <t tal que p ~ p; ou

p ~ ¢; de onde vem, p | p; ou p | ¢;, logo, p | a ou p | b.

Reciprocamente, seja A um anel de integridade que satisfaga as condigoes (1) e (2)’, e sejam

D1, P2, Psyq1,G2 - - -, q elementos irredutiveis de A e suponhamos que
Pip2- - Ps = q1g2 - G- (A2)
Precisamos mostrar que s =t e que p; ~ do(i) Para t = 1,2,--- ,s. Faremos por inducao

finita sobre o niimero natural s. Para s = 1, temos p; = ¢q1q2 - - - ¢; € como pp € irredutivel resulta
t =1, logo p1 = q1. Suponhamos, entao, que s > 1 e que a condi¢do (2) seja verdadeira para
s — 1. Da igualdade A.2 vem p; | (q1g2- - @) e como p; é primo resulta que existe um indice
i, com 1 < i <t tal que p1 | ¢;. Sem perda de generalidade supomos que i = 1, logo p1 | @1
e daqui concluimos que ¢; = upi, onde u é um elemento inversivel de A. Pondo-se p) = ups e

cancelando o fator ¢; em A.2, temos

Pap3 - Ds = G243 " Gt

onde os fatores ph,ps, - ,Ds,q2,q3, - ,q sao irredutiveis, logo, em virtude da hipdtese de
indugéo, temos s —1 = t — 1 e, com uma notagao conveniente, ph ~ ¢5, - ,ps ~ (s, por-
tanto, s=tep; ~q parai=1,2,-- 5. |

Observagao A.1. Com esse resultado temos que num anel fatorial, o elemento p é irredutivel

se e somente se p é primo.

A.5 Anéis principais

Definicao A.9. Um anel de integridade A ¢ dito principal quando todos os seus ideais $Go
principais. Ou seja, se I € um ideal em um anel principal, entdo existe a € I tal que I =< a > .
Proposicao A.4. Em um anel principal A todo elemento irredutivel é primo.

Demonstracao: Seja p um elemento irredutivel de A. Temos p # 0 e p nao é inversivel.

Suponhamos que p | ab. Precisamos mostrar que p | a ou p | b.

Seja I =< a,p > o ideal de A gerado por a e p. Como A é principal, entdo I =< d > ,
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d el Maspe Il Logo, existe ¢ € A tal que p = de. Como p é irredutivel, entdo d ou ¢ é

inversivel.

Se d é inversivel, segue que < d >= A. Assim, < a,p >= A, o que implica que 1 = ax + py
com z , y € A. Desta forma, b = abx 4+ pby, como p divide as duas parcelas da direita, segue

que p | b.

Se ¢ for inversivel, segue que como p = dc entdo d = pc~'. Como a € I, entdo a = dq, q € A.

1

Segue que a = gpc™ e assim p | a. Logo, p é primo. |

Proposicao A.5. Seja A um anel principal. Entao p € A\ {0} € irredutivel se, e somente se,

< p> € maximal.

Demonstragao: Suponhamos p irredutivel. Por hipétese, temos que p # 0 e p é nao inversivel.
Vamos supor que < p >C< a >, a € A. Assim, p €< a >, ou seja p =aq, ¢ € A. Como p é
irredutivel segue que a ou g € inversivel. Se a é inversivel entdao < a >= A. Se ¢ for inversivel,

1 g7' € A. Entdoa €< p > eassim < a >C< p >. Segue que < a >=< p >.

temos que a = pq—
Logo, < p > é maximal.

Reciprocamente, suponhamos que < p > é maximal. Assim, < p ># A. Logo, p # 0 e p nédo
é inversivel. Suponhamos que p = ab,a,b € A. Entdo p €< a >, ou seja, < p >C< a >C A.
Como < p > é maximal segue que < p >=<a >,ou<a >= A. Se < p >=< a > entao p é
associado a a e assim, a = up, u € A*. Portanto, p = upb e assim 1 = ub, ou seja, b é inversivel.

Se < a >= A, entdo a é inversivel pois 1 = ax, x € A. Desta forma, segue que p é irredutivel. W

Lema A.1. Seja Iy C Is C I3--- uma sequéncia de ideias em um anel principal A. Entdo

existe um indice t > 1 tal que Iy = Iy = --- , ou seja, a sequéncia é estaciondria.

Demonstragao: Vamos verificar primeiro que o conjunto
=
j=1
é um ideal de A. De fato, se x, y € I, entdo existem indices m, n tais que x € I, e y € I,.

Fazendo s = maxz{m,n}, temos x, y € I e, por conseguinte, z —y € I5. Logo, z —y € I. Se

x € I, entdo existe um r tal que z € I.. Seja a € A, entao ax € I, portanto ax € I.

Como A é principal, existe d € A tal que

I=JI=<d>.

Jj=1

O fato de d € I implica que existe um indice ¢ tal que d € I;. Portanto, I =< d >C I;. Como
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Iy CI, entao I = 1. Assim, I, = [ =---. [ |

Lema A.2. Seja A um anel principal. Entdo todo elemento nao inversivel a € A tem um divisor

irredutivel nesse anel.

Demonstracao: Se a = 0, a demonstragao é imediata. Caso contrario, considere o ideal
Iy =< a >. Se esse ideal for maximal, entdo, devido & Proposicao A.5, a é irredutivel.

Se Iy nao for maximal, entdo existe um ideal Iy =< a; > em A, diferente de A, que contém
propriamente Iy. Ou seja, Iy C I, Iy # I e I} # A. Se I; for maximal, entdo a; é irredutivel.
Mas, como < a >C< aj >, entdo a | a. Neste caso, a; é um divisor de a.

Se I; nao for maximal, repete-se o raciocinio, o que levard a conclusao de que existe um ideal
I, =< as > em A, diferente de A. tal que < a; >C< as >, Io # I;. De novo, temos pela frente
as mesmas duas possibilidades: ou I é maximal e as é um elemento irredutivel que divide aq,
e, portanto, também a, ou Is nao é maximal.

Mas devido ao Lema A.l, nenhuma sequéncia Iy C [y C Iy C --- de ideais em A pode ser
estritamente crescente. Logo, para um indice » + 1 o ideal I, 41 =< ar4+1 > serd maximal; o

elemento a,11 assim obtido é irredutivel e divisor de a,,ar—1, -+ ,a1,a [ |

Proposicao A.6. Todo anel principal € fatorial. Isto €, se A € um anel principal, entdo todo
elemento a € A, nao nulo e nao inversivel, pode ser decomposto em um produto de fatores
irredutiveis. Além disso, duas decomposicoes em fatores irredutiveis, do mesmo elemento ndao
nulo e nao inversivel, tém igual numero de fatores e cada fator de uma delas € associado de

algum fator da outra.

Demonstragao: Pela Proposicao A.4, temos que a condigao (2)’ do Teorema A.1 é satisfeita.
Entao precisamos apenas mostrar a existéncia da decomposicao de fatores irredutiveis em um

anel principal.

Se a € A é irredutivel, ndo ha nada a demonstrar. Entao suponhamos a redutivel. Devido
ao Lema A.2; a tem um divisor irredutivel p; € A, o que garante a existéncia de a1 € A (a1 # 0,
a; nao inversivel) tal que a = p1a;. Se o fator a; for irredutivel, a demonstragao estd encerrada.
Caso contrario, repete-se o raciocinio com a1, e assim se chegard a uma igualdade a1 = psas, em
que os fatores estdo em A e ps é irredutivel. Nesta altura, a = pipsas. Se ao for irredutivel, a
demonstracao estd encerrada. Caso contrario, repete-se o raciocinio com as, e assim por diante.
Como a alternativa “a; nao é irredutivel’nao pode se repetir indefinidamente, em funcao do

Lema A.1. Entao, numa dada etapa do raciocinio, as = ps € irredutivel e, portanto:

a4 =Dp1pP2 - Ps
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em que todos os fatores sao irredutiveis. |

A.6 Anéis euclidianos

Estudaremos certos anéis que admitem um algoritmo de divisao andlogo a divisao de anel

Z, dos numeros inteiros.

Definicao A.10. Dizemos que um anel de integridade A € anel ¢-euclidiano se existir uma

fungao ¢ : A\ {0} — N tal que:

(i) Dados a e b e A\ {0}, entdao ¢(ab) > ¢(a).

(ii) Se a eb € A eb # 0, entdo existem q e r em A, tais que a = bg+ 1 com r = 0 ou

o(r) < ¢(a).

Proposigao A.7. Todo anel ¢-euclidiano € principal, e portanto fatorial.

Demonstragao: Seja A um anel ¢-euclidiano e seja I # {0} um ideal de A. O conjunto
{¢(a) € N; a € I e a # 0} é ndo vazio, logo, este conjunto tem minimo ¢(b), com b € I e
temos < b >C I. Se x é um elemento qualquer de I, entao existem elementos ¢ e r em A tais
que x = gb+r, onde ¢(r) < ¢(b) se r # 0; notando-se que r =z — gb € I e entdo r € I. Como,
dada a escolha de b, a alternativa r # 0 nao pode ocorrer, entao x — bg = 0, x = bq e, portanto,

rE<b> u
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