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RESUMO

O presente trabalho trata de alguns aspectos ligados a origem do conceito de
funcdo e a maneira como a qual é desenvolvida. O estudo se deu em duas etapas: a
primeira consistiu em um levantamento histérico da origem do conceito, através de uma
pesquisa bibliografica. Acredito que o conhecimento de tais aspectos ¢ de grande valia
na elaboragdo da linguagem matematica, proporcionando uma compreensdo mais
profunda de tal conceito. A segunda etapa utiliza como ferramenta principal, a
elaboragdo e aplicacdo de um questionario (ANEXO 1) com dez perguntas discursivas.
Fundamentado nisso pude conhecer as varias facetas do desenvolvimento deste
conteudo perante os professores do Ensino Médio.

O enfoque deste trabalho tem como base as informagdes obtidas através do
questionario feitas com esses professores, o que permite apresentar alguns resultados
relacionados ao uso da linguagem matematica no ensino de fungdes.

Dentre vérias particularidades pude perceber o uso de uma linguagem simples e
de exemplos do cotidiano que evidenciam a sociedade nos dias atuais e o meio em que

os alunos estdo inseridos.



ABSTRACT

This work approaches some aspects related to the origin of function concept and
the way through which it was developed. The study was divided into two stages: the
first consisted of a historical survey of the concept origin by a bibliographical research.
I believe that the knowledge of such aspects is of great worthiness for the elaboration of
the mathematical language, providing a deeper comprehension of this concept. The
second stage uses as main tool the elaboration and application of a questionary
(APPENDIX 1) with ten discoursive questions, based on this I could get to know
several facets of this content for Senior High School teachers.

The focus of this work is based on the information obtained from the questionary
answered by those teachers, it allows us to present some results related to the usage of
the mathematical language in the function teaching. Among diverse particularities, I
could notice the usage of a simple language and of day-by-day examples that emphasize

the society in the current days and the mean in which the students are inserted.
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1. INTRODUCAO

A escola normalmente adota a defini¢do formal de funcao, baseada na teoria dos
conjuntos, talvez pensando na uniformidade e unicidade da Matematica e, articulando
bem tudo isso, temos a impressao de que sempre foi assim.

Ao conhecer o desenvolvimento historico de determinados conceitos na
Matematica, o professor percebe que a criacdo na Matematica nao se d4 em um Unico
momento. Existem fatores socioculturais que acabam influenciando essa criagdo, e
todos dependem dos problemas que as diferentes sociedades de cada época propdoem.

Ao se apropriar da histéria da Matematica, o professor pode fazer com que a
mesma tenha um papel mais 1til em sala de aula, mais do que o de simples curiosidade.
Dessa forma, o professor tem a oportunidade de “sair” um pouco dos livros didaticos,
preparar uma linguagem matemadtica e criar seu proprio planejamento. O ensino de
fungdes nao foge a regra.

Considerando a complexidade de relagdes que a concepg¢ao de fung¢dao como
objeto mental exige, faz-se necessario o estudo de aspectos histdricos e epistemoldgicos
como caminho para a compreensdo da melhor forma de organizar e desenvolver o
conteudo junto aos estudantes.

Nesse trabalho, ndo ha a pretensao de se fazer uma analise detalhada de todos os
aspectos relacionados ao desenvolvimento histérico do conceito de fung¢do. Minha
intencdo ¢ destacar alguns momentos da origem historica desse conceito.

A fim de enriquecer esse trabalho, procurei trazer na ultima parte uma pequena
reflexdo. A mesma tem como objetivo mostrar o que realmente acontece em sala de

aula. Que tipo de linguagem nossos professores utilizam a fim de conceituar fungao.



2. OBJETIVOS

2.1.0BJETIVO GERAL

Este trabalho tem como objetivo apontar as diferentes formas de como o
conceito de funcdo ¢ elaborado em sala de aula, levando em conta o desenvolvimento

historico de cada época da sociedade.

2.2.0BJETIVOS ESPECIFICOS

e Conhecer a diversidade de conceituagao de fungao ao longo da histéria e
assim poder definir a melhor maneira de organizar e desenvolver o

contetido junto aos alunos.

e Elaborar e aplicar um instrumento de entrevista, que permita perceber
nuances do trabalho dos professores, no que tange o contetido de funcdes

apresentado atualmente nos PCNs e na pratica em sala de aula.

e Conhecer os diferentes tipos de linguagem matematica que estdo sendo
usados pelos professores e como os alunos assimilam e constroem tal

conhecimento.

e Expor as principais dificuldades encontradas tanto pelo professor quanto

pelos alunos nesse processo.
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3. DESENVOLVIMENTO HISTORICO DO CONCEITO DE FUNCAO

Nao existe um consenso em relagao a origem do conceito de funcao. Para alguns
autores, esse conceito ja se apresentava nos babilonios (2000 a.c) através de seu instinto
de funcionalidade, para outros a nocdo de funcdo ndo ¢ muito antiga, seu surgimento
como conceito claramente individualizado ¢ como objeto de estudo corrente em
Matematica, remonta apenas aos finais do Século XVII. A origem da no¢ao de funcao
confunde-se assim com os primordios do Calculo Infinitesimal.

A utilizagdo da idéia de dependéncia funcional na Antiguidade tem como
precursoras duas civilizagdes: os babilonios e os gregos. Entretanto, a no¢ao de fungao
ndo era tratada de forma generalizada, mas sim utilizada em casos particulares de
dependéncias entre duas quantidades. Nao havia também a nocdo de quantidade
varidvel. Nesse periodo, a idéia de funcdo matematica esteve sempre ligada com a
evolucao do conhecimento de fendmenos fisicos, e neste aspecto o progresso feito pelos
babilonios na tabulagdo e interpretagao de dados relacionados a Astronomia.

Segundo Boyer (1974) os matematicos mesopotdmicos eram héabeis no
desenvolver processos algoritmos, destacando-se entre os quais, um algoritmo para
extrair a raiz quadrada. Apesar da eficiéncia de sua regra para raizes quadradas, os
mesopotamicos preferiram organizar tais informagdes em tabelas. Embora isso
trouxesse uma idéia mais geral de funcdo, era possivel identificar em tais tabelas um
instinto de funcionalidade.

Uma das tabelas apresentava os seguintes valores: n’ + nz, paran=1, 2, 3,...,20,
30, 40 e 50. Obviamente, nao seria for¢cado associa-la a funcao f cujo dominio ¢ {1, 2,
3,..., 29, 30, 40, 50} e que estd definida por f(x)= x>+ x%. Provavelmente essa tabela
(tabua) foi construida para permitir a resolugdo de equagdes do tipo x*+ x’= ¢, e pode-se
identificar nela indicios da idéia de fung¢do inversa. Pois ao se resolver uma equagio do
tipo x> + x’= 12, por exemplo, 0 que se procura é o namero n tal que f(n) =12, ou seja, a
“imagem” de 12 pela “fun¢do inversa” de f.

Na Grécia Antiga o conceito de fun¢do propriamente dito nao foi desenvolvido,
mas nos estudos de Aristoteles aparecem idéias sobre quantidades varidveis e nos
trabalhos de cdnicas de Arquimedes e Apolonio ¢ introduzido o ”Symptom” de uma
curva, que ¢ definido por eles como a condi¢@o para que um ponto pertencesse a conica,

isto €, uma espécie de dependéncia funcional.
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Os Pitagoricos também estabeleceram relagdes entre grandezas fisicas, como por
exemplo, “alturas dos sons e comprimentos das cordas vibrantes” na descoberta de
algumas leis da Acustica.

Os astronomos na época Alexandrina construiram tabelas para os comprimentos
de cordas de um circulo, conhecido o raio. O registro de algumas destas tabelas estdo na
obra “Almagesto” do matematico Ptolomeu, publicada entre os anos 125 ¢ 150 d.C.

No 1° volume de Almagesto - sdo 13 ao todo, hd uma tidbua (tabela) com as
cordas dos arcos de 0,5 ° a 180° em intervalos de 1/ 2°. Essas cordas seriam, na verdade,
uma espécie de ancestral mais remoto de nossos senos. Ptolomeu usou também suas
tdbuas em sentido contrario, para achar, por exemplo, o arco de uma dada corda; ¢
possivel dizer que a idéia de fungdo inversa ja estava presente em sua obra. O grande
feito de Ptolomeu foi de mostrar como interpolar linhas em sua tdbua, independente do
valor da “varidvel independente” (o arco), dessa forma, sugerindo um caminho para um
estudo computacional de fendmenos continuos.

Ap6s o declinio da civilizagdo grega, o conceito de fungdo teve que esperar em
torno de treze séculos para receber novas e decisivas contribuicdes.

Na idade média podemos constatar o ressurgimento da matematica como objeto
de preocupagdo dos cientistas. Foi nesse periodo que os matematicos buscaram
maneiras de generalizar o conceito de func¢do, entretanto ndo conseguiram formalizar
adequadamente tal conceito. Ainda nesse periodo, vale lembrar que as nogdes eram
expressas sob uma forma geométrica e mecanica, mas em que ainda prevaleciam, em
cada caso concreto, as descrigdes verbais ou graficas; nesse ultimo podemos citar a
importancia do bispo francés Nicole d' Oresme (1323-1382), para o desenvolvimento do
conceito de funcgao.

Em 1361, Oresme fez um esbogo daquilo que hoje chamamos de representacao
grafica de fungdes, ao tragar um grafico velocidade-tempo para um corpo que se move
com velocidade constante. Vale ressaltar que o trabalho de Oresme resumia-se em
descrever aspectos qualitativos, sem fazer uso de medidas.

Para alguns autores, foi na Idade Moderna em que o conceito de fungdo teve o
seu surgimento como conceito claramente individualizado e como objeto de estudo
corrente em Matematica. A partir desta época, surge uma nova teoria, o Calculo

Infinitesimal, e que acabou sendo de grande importancia no desenvolvimento da
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Matematica contemporanea. A nog¢ao de funcdo ¢ um dos fundamentos do Calculo
Infinitesimal.
Alguns fatores que tiveram lugar no século XVI foram responsaveis pelo

desenvolvimento verificado no século XVII. Alguns deles:

e O desenvolvimento dos primeiros métodos computacionais, que muito
facilitaram os calculos feitos posteriormente;

e (Grandes avangos obtidos na trigonometria

e Em 1591, através dos trabalhos desenvolvidos pelo matematico Viéte,
foi criada a algebra simbdlica e a mesma, deu origem a toda simbologia
matematica usada até hoje.

e Descobrimento dos logaritmos, cuja primeira tabua foi publicada em
1614 por Napier, onde os calculos sdo feitos sem o conceito de funcao,
e sdo baseados apenas na clara observacdo de uma relagdo funcional

especifica.

Neste século, surgiram outros contribuintes para o desenvolvimento da nogao de
funcdo, na procura das leis dos movimentos. Podemos citar como exemplos: Keppler
(1571 — 1630) com a descoberta das leis sobre as trajetdrias planetarias e Galileu com o
estudo da queda dos corpos ¢ a relagdo entre espaco e tempo.

Galileu Galilei (1564-1642) deu também sua contribuigdo para o
desenvolvimento da definicdo de fun¢do, e aplicou seu método cientifico principalmente
ao estudo do movimento. Incorporou o tratamento quantitativo nas suas representacoes
graficas. Por esse motivo, alguns historiadores atribuem a Galileu Galilei a criagdo do
conceito de fungao.

Em 1638 Galileu Galilei publicou "Duas Novas Ciéncias", nesse livro as
relacdes funcionais eram expressas por palavras e na linguagem das propor¢des, mas
Galileu deixava claro o trato com varidveis e fungdes, tanto que bastou apenas a
evolucdo do simbolismo algébrico para que estas relagdes fossem escritas na forma
simbolica. Nesta obra, encontrava-se a seguinte lei: “Os espagos percorridos por um
corpo que sai do repouso em movimento uniformemente acelerado estdo entre si como

os quadrados dos tempos gastos para percorré-los”. Ou seja, se para percorrer
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determinado espaco s; o tempo gasto € t; € se para percorrer um espaco Sz o tempo gasto

¢ ty, entao:

S t

2
s1t]

Com o desenvolvimento e a difusdo da simbologia algébrica (ignorada por
. . . . 2
Galileu), essa lei passaria a se escrever assim: s = k.t"; em que:

k= S1

2
tl
Destacando-se o espago em termos do tempo.

Na primeira metade do século XVII, Fermat (1601-1665) e Descartes (1646-
1716), inauguraram uma nova era na matematica, ao apresentarem o método analitico
para se introduzir fun¢do. Esse método consistia no uso de equagdes para representar e
analisar as relagdes entre as variaveis conectadas com uma curva.

A analise cartesiana era centrada basicamente nas curvas, € estas eram vistas
apenas como uma materializacdo da relagdo entre x e y e ndo como o grafico de uma
funcdo y = f(x).

Descartes acabou restringindo o tratamento analitico as fungdes algébricas,
deixando de fora inclusive as curvas mecanicas. Entretanto, objetivava uma maneira
unica para se representar todas as fungdes. Uma solug@o temporaria para este problema
foi conseguida com o trabalho de varios matematicos que, independentemente uns dos
outros, descobriram como desenvolver fungdes em séries de poténcias infinitas, o que
possibilitou a representagdo analitica de todas as relagdes funcionais conhecidas na
época.

Newton (1642-1727) e Leibniz (1646-1716) propuseram uma nova Matematica,
na qual, a teoria de desenvolvimento de funcdes em séries de poténcias foi a mais
notavel componente dessa nova proposta. Um dos principais trabalhos de Newton
chama-se "O M¢étodo dos Fluxos e Séries Infinitas".

Newton aproxima-se bastante do sentido atual de fung¢do com a utilizagdo dos

termos "relatia quantias" para designar variavel dependente, e "genita" para designar
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uma quantidade obtida a partir de outras por intermédio das quatro operagdes
aritméticas fundamentais. Defendia a tese de que as varias varidveis de uma curva eram
vistas como dependentes de uma Unica variavel independente, pois para ele o tempo era
a variavel independente da qual todas as outras dependiam. Nessa época, tal conceito
era uma excecao.

Em termos fisicos esta tese mostrou-se bastante fragil, uma vez que foi
totalmente destruida pela teoria da inseparabilidade entre o espago e tempo de Einstein
(s6 que mais de 200 anos depois). Contudo, ela teve uma importancia crucial no
desenvolvimento do pensamento funcional, pois materializava as nog¢des de variaveis
independentes ¢ dependentes.

Leibniz, contempordneo de Newton, trabalhou paralelamente, mas
independentemente de Newton; chegou as nogdes basicas do Célculo desenvolvendo-as
a partir da geometria das curvas.

Foi Leibniz quem primeiro usou o termo "fun¢do" em 1673. Utilizava o termo
apenas para designar, em termos muito gerais, a dependéncia de uma curva de
quantidades geométricas como as subtangentes e subnormais. Introduziu igualmente a
terminologia de "constante", "varidavel" e “parametro". Leibniz se refere as fungdes
como partes de linhas retas, isto ¢é: segmentos obtidos pela construcdo de linhas retas
infinitas correspondentes a um ponto fixo e a pontos de uma curva dada.

Jakob Bernoulli (1654--1705) usa esse sentido no seu “Acta Eruditorum”. Tanto
Leibniz quanto Jakob gostariam de usar o termo fun¢do para representar expressoes
analiticas, tanto que o proéximo passo foi a compreensao de fungdo como expressoes
analiticas arbitrarias. O primeiro a fazer isso foi Johann Bernoulli (1667-1748) que se
reporta a fungdo como uma expressao analitica arbitraria em seu artigo sobre a solu¢do
do problema isoperimétrico.

Em 1697, Johann introduz a notagdo X ou & para uma fungdo da variavel x,
alguns anos mais tarde, em um artigo de 1718 revé sua posicao e sugere a letra grega ©
para caracterizar fungdes. Mas o argumento ainda era escrito sem os atuais parénteses:
®x. Neste mesmo artigo de 1718, Johann apresenta a defini¢ao explicita de fungdo mais
remota de que se tem noticia: "Defini¢do: chama-se funcdo de uma grandeza variavel
uma quantidade composta de qualquer modo da variavel e de constantes quaisquer".

Johann Bernoulli estava interessado em fung¢des que fossem “comportadas”,

devido a natureza dos problemas para os quais contribuiu com o aprimoramento da
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utilizacao da regra de L’Hospital para formas indeterminadas de limite, que envolviam
fungdes diferenciaveis.

O matematico Leonhard Euler (1707-1783) que era discipulo de Johann
Bernoulli, trouxe também sua contribuicdo para o desenvolvimento do conceito de
fungao.

Segundo Boyer (1974), ao avaliar o desenvolvimento da Matemadtica, devemos
sempre ter em mente que as idéias atrds das notacdes sdo de longe a melhor metade;
quanto a isso a obra de Euler marcou época. Sua obra Introductio in analysin
infinitorum (1748) pode ser considerada como chave de abobada da andlise.

Euler elaborou esse importante tratado em dois volumes, servindo como fonte
para o desenvolvimento da matematica durante toda a segunda metade do século
dezoito; sua obra organizou o Célculo Diferencial, ampliando a idéia de “fluentes” de
Newton. Foi dessa época em diante que a idéia de fungdo tornou-se fundamental na
analise, enquanto esteve implicita na Geometria Analitica de Fermat e Descartes, € nos
estudos de Newton e Leibniz.

O quarto paragrafo de Introductio define fungdo de uma quantidade variavel
como “qualquer expressdo analitica formada daquela quantidade variavel e de numeros
ou quantidades constantes”. Todavia, Euler ndo esclareceu o que ¢ uma “expressao
analitica”.

De acordo com o seu método de trabalho, Euler diagnosticou esta necessidade de
uma formalizagdo do conceito de fung¢do, e elaborou defini¢des bem detalhadas, como:

e Constante: quantidade definida que assume sempre um e apenas um valor;
e Varidvel: quantidade indeterminada, ou universal, que comporta em si

mesma todos os valores determinados;

Paralelamente ao trabalho de tentar definir corretamente o conceito de fungao,
Euler também contribuiu decisivamente para que esta busca se tornasse um objetivo
primordial. A necessidade de generalizagcdo ficou mais flagrante ainda quando o proprio
Euler introduziu as fun¢des de uma variavel complexa. Estas, ao contrario das fungdes
reais de uma variavel real, ndo tinham o apelo geométrico imediato de curvas ou
grafico, e sem o apoio da visualizacdo aumenta a necessidade de defini¢des mais
precisas e cuidadosas, uma vez que um grau muito mais alto de abstragdo ¢ exigido.

Com isso, o tratamento isolado de fungdes torna-se um procedimento totalmente
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ultrapassado. E importante ainda destacar que foi Euler quem introduziu a notagio f(x)
para denotar uma funcdo de x, sem esquecer da letra e, para a base de logaritmos
naturais, m para o perimetro da circunferéncia dividido por seu didmetro, > para
somatorio, i1 para \/—1, etc.

Euler estudou em particular as fungdes exponenciais e os logaritmos. Foi ele
quem esclareceu que os logaritmos de niimeros negativos ndo sdo numeros reais.
Apresentava uma certa imprecisdo ao definir o limite de uma fun¢do. Apresentava
incertezas em relacdo aos diferenciais, definindo-os como simbolos para “quantidades
que sdo zero” e também “quantitativamente diferentes de zero”. Tal proposta foi
criticada por D’ Alembert, que tentou melhorar o conceito de limite.

Euler também trabalhou com as fung¢des seno e cosseno para numeros
complexos, o que mais tarde serviria para o desenvolvimento da teoria de funcdes de
varidveis complexas de Cauchy, no século XIX.

Em sua obra, Euler cita o que seria a idéia de continuidade. Para ele,
Continuidade significava invariabilidade, imutabilidade da equacao que determina a
relacdo funcional sobre todo o dominio de valores da varidvel independente, enquanto
que descontinuidade significava uma alteracdo na lei analitica, a existéncia de pelo
menos duas leis diferentes em dois intervalos de seu dominio.

Outra defini¢do de funcao interessante foi a do matematico Jean-Louis Lagrange
(1736-1813): “Chama-se fun¢do de uma, ou varias quantidades, toda expressdo de
calculo na qual estas quantidades entram de uma maneira quaisquer, misturadas ou ndo
com outras quantidades, que se véem como valores dados e invariaveis, de modo que as
quantidades da funcdo podem receber todos os valores possiveis. Assim, nas fungdes
considera-se somente as quantidades que sejam varidveis, sem consideragdao as
constantes que podem estar ai misturadas.”

Foi Lagrange quem utilizou as notagdes f’(x), f’(x),....f" (x) para a 1%, 2%,..., n-
¢sima derivadas de uma fungao f(x).

Em 1817, Bolzano (1781-1848) apresenta sua definicdo de continuidade: “a
funcdo f(x) ¢ continua em um intervalo se, em qualquer x do intervalo, a diferenca
f(x+w)- f(x) pode se tornar tdo pequena quanto se deseje”.

A maioria dos estudos desenvolvidos por Bolzano, ndo foi levada em
consideragao, muitos dos seus resultados tiveram que ser redescobertos mais tarde.

Entre estes estava a percepcao de que existem funcdes que ndo se comportam como 0s
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matematicos tinham sempre esperado que se comportassem. Newton, por exemplo,
tinha assumido que as curvas sdo geradas por movimentos lisos e continuos.
Ocasionalmente poderiam existir mudangas abruptas na direcdo ou até algumas
descontinuidades em pontos isolados; mas durante toda a primeira metade do século
dezenove foi assumido em geral que uma funcdo real continua deve ter derivada em
quase todos os pontos. Em 1834, porém, Bolzano tinha inventado uma fun¢do continua
num intervalo, mas que, apesar da intuicao fisica indicar o contrario, ndo tinha derivada
em ponto algum do intervalo. Este exemplo, infelizmente ndo se tornou conhecido; por
isso o crédito por construir a primeira fungdo continua, mas nao derivavel em algum
ponto foi dado a Weirstrass um ter¢o de século mais tarde. Conhecemos hoje como
teorema de Bolzano-Weierstrass aquele segundo o qual um conjunto limitado contendo
infinitos elementos, pontos ou nimeros, tem ao menos um ponto de acumulagao.

Em 1821 o matematico Cauchy (1789-1857) desenvolveu uma definicao
parecida com a que foi anunciada por Bolzano. O grande passo dado por Bolzano e
Cauchy foi ter dado a continuidade o seu carater local, ao contrario do carater global a
ela atribuido por Euler.

A defini¢dao de Cauchy era: “Chamam-se fungdes de uma ou varias quantidades
variaveis as quantidades que se apresentam, no calculo, como resultados de operagdes
feitas sobre uma ou vdrias quantidades constantes ou varidveis”. Tal definicdo ndo
parecia muito precisa, uma vez que ndo esclarece qual seria a natureza das operagdes
feitas sobre as varidveis. Apesar desse fato, o matematico francés foi o responsavel pelo
desenvolvimento da teoria de fun¢des de uma variavel complexa.

Cauchy apresentou uma defini¢do mais satisfatoria de fung¢do continua e sua
defini¢do para a derivada deixava claro que as fungdes descontinuas em um ponto nao
seriam ai diferenciaveis, embora graficos descontinuos pudessem determinar uma area
bem definida.

Em 1824, Fourier (1768-1830) apresentava seus trabalhos relacionados ao
estudo de fung¢do. Para ele, qualquer fungdo y = f(x) poderia ser representada por uma
série do tipo:

1 00
Y= 5 a,+ z (ancosnx + bysen Nx)
n=1
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Para essa série, bastava que as funcdes fossem continuas e diferencidveis por
partes, podendo apresentar, assim, infinitos pontos de descontinuidade na reta.

Foi no século XIX que houve uma das principais conquistas matematicas, a
formalizagdo daquela 4rea da Matematica que trata dos processos infinitos (e
infinitesimais), ou seja, a separacao da Analise da Geometria. Este processo teve em
Weierstrass seu maior expoente, e no conceito de fun¢do seu maior protagonista. Deve-
se ressaltar também que o passo inicial da aritmetiza¢do da Analise foi dado por Euler,
que no seu Introducio identifica as fungdes como o objeto central de estudo, em
detrimento das curvas.

Foi ainda no século XIX, que apareceu o significado mais amplo de funcao
definido pelo matematico alemdo Peter G. Lejeune Dirichlet (1805-1859), que trouxe
inovagdes ao restringir o dominio da fun¢do a um intervalo.

Definiu uma funcao da seguinte forma: “Se uma variavel y esta relacionada com
uma variavel X de tal modo que, sempre que ¢ dado um valor numérico a X, existe uma
regra segundo a qual um valor Unico de y fica determinado, entdo diz-se que Yy ¢ funcdo
da variavel X,

Na defini¢ao de Dirichlet, uma funcdo ¢ um caso especial de uma relagao.
Relagdo ¢ um conjunto de pares ordenados, onde cada elemento do par pertence a um
dos conjuntos relacionados. Nas relagdes ndo existem restricdes quanto a lei de
correspondéncia entre os elementos dos conjuntos, ja para as fungdes é necessario
introduzir restrigdes.

Dirichlet contestava a idéia de Euler dizendo que nem todas as fun¢des podem
ser representadas graficamente. Sua defini¢do foi amplamente aceita até meados do
século XX e se diferencia da atual pelo fato de que na época ainda nao tinha sido
precisamente definido os conceitos de “niimero real” e de “conjuntos”.

Por volta de 1870, o matematico G. Cantor (1845-1918) estudava o problema da
representacdo das fungdes reais por meio de séries trigonométricas. Sua atengdo estava
centrada na seguinte questdo: a natureza do infinito. Esse foi o ponto de partida da
criacdo da teoria dos conjuntos.

Em 1872, cinco matematicos, inclusive Weierstrass, apresentaram uma teoria de
numeros reais como limites de seqiiéncias de numeros racionais. Weierstrass sentiu a

necessidade de se dar uma defini¢do de numero irracional, propds a existéncia de um
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limite para a seqiiéncia convergente e fazendo do limite da mesma seqiiéncia, o numero
real correspondente.

Ainda em 1872, Dedekind apresentou uma defini¢do precisa de um conjunto
infinito. Também nesse ano, Heine forneceu a definigdo de limites em termos de €’s e
d’s que conhecemos hoje, resolvendo o problema de termos ainda imprecisos usados por
Cauchy, como : “valores sucessivos”, “aproximar indefinidamente” e *“ tdo pequeno
quanto se queira”.

Segundo Boyer (1974), o ano de 1872 foi crucial para aritmetizacdo da Analise,
com a investigacdo da natureza das fungdes e da no¢do de numero (faltava, a época,
uma definicdo mais precisa para a frase “ntimero real”), que se iniciou com a proposta
das séries de Fourier.

O matematico Giuseppe Peano (1858- 1932) também deixou contribui¢des a
no¢do de ntimero, que possivelmente, podem ter influenciado na elaboracdo final do
conceito de fungdo. Peano desenvolveu varios simbolos matematicos que utilizamos

ainda hoje, como por exemplo:

eu,Ne D

A maior contribui¢do feita por Peano, provavelmente esta nos trés conceitos

primitivos que estabeleceu em seus fundamentos de Aritmética:

° O conceito de Zero;
o O conceito de nimero (inteiro ndo-negativo);
o A relagdo de ser sucessor de.

Esses trés conceitos associados aos seus cinco postulados, forneceriam uma
construgdo rigorosa do conjunto dos nimeros naturais.

Em sua obra “Sulla definizione de funzione, Atti dei Lincei” (1911), Peano
defende a tese de que o conceito de funcdo deveria ser reduzido ao conceito de relagao
introduzindo assim o conceito de relagdo univoca e de par ordenado. Definiu funcdo da
seguinte forma: “A rela¢do f é uma fungdo de A em B, se e somente se, para todo
elemento a pertencente a A existe um Unico elemento b pertencente a B, tal que o par

ordenado (a, b) pertence a .
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Bourbaki, em 1939, traz a defini¢do mais formal de funcao. Porém acredita-se
que seria um grupo de matematicos que resolveram ter em Nicolas Bourbaki um
pseudonimo. Em Théorie des Ensembles, Bourbaki conceitua fun¢do de duas maneiras:

“Sejam E e F dois conjuntos, distintos ou ndo. Uma relagdo entre uma variavel x
de E e uma variavel y de F ¢ dita uma relacdo funcional em y, ou relagdo funcional de E
em F, se qualquer que seja x * E, existe um e somente um elemento y * F que esteja
associados a x na relacdo considerada.

Da-se o nome de fun¢do a operagao que desta forma associa a todo o elemento x
*E o elemento y * F que se encontra ligado a x na relagdo dada; diz-se que y € o valor da
funcdo para o elemento x, € que a fungao estd determinada pela relagdo funcional
considerada. Duas relacdes funcionais equivalentes determinam a mesma fung¢ao.”

E: “Um certo subconjunto do produto cartesiano AxB”.

Sob esse aspecto, o conceito de fun¢ao pode ser trabalhado de uma maneira
simbdlica, formal e quase sem a necessidade de usar palavras da lingua materna. Tudo
isso, associado a elimina¢do dos problemas logicos que envolviam a construgdo do
conjunto dos nimeros reais, tornou possivel elaborar fungdes muito mais abrangentes.

Tomando como base tudo o que foi descrito acima, podemos concluir que os
problemas que envolviam os matematicos, em cada época, exerceram uma grande
influéncia na elaboracdo de cada conceito de funcdo. Na antiguidade, havia uma grande
preocupacdo por parte de Aristoteles em descrever mudancas e relagdes que ocorriam na
natureza, de forma qualitativa. Newton e Leibniz trouxeram uma nova visdo para as
funcdes; desta vez, os problemas estavam relacionados com fungdes ‘“bem
comportadas” (continuas e diferenciaveis), levando-se também em consideracdo seus
aspectos quantitativos.

Durante os séculos XVIII e XIX, o que podemos constatar ¢ que a nogdo de
fungdo era identificada na pratica como uma expressdao analitica. No entanto, ja era
possivel perceber que tal concepcdo conduzia as diversas incoeréncias e limitagdes (de
fato, uma mesma fung¢do pode ser representada por diversas expressdes analiticas
diferentes). Esta no¢do, associada as no¢des de continuidade, e de desenvolvimento em
série, conheceu sucessivas ampliacdes e clarificagdes, que lhe alteraram profundamente

a sua natureza e significado. A elucidacdo da questdo de defini¢do dos numeros reais,
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também contribuiu, tornando-se possivel obter outros exemplos que estariam fora do
modelo que era originalmente compreendido como fungao.

Atualmente, o conceito de funcao, nao é concebido como lei, nem como valor,
mas sim, como sintese desses dois aspectos, juntamente com os conceitos de dominio e
contradominio.

Na sala de aula, a introdu¢ao do conceito de fun¢ao aos estudantes, baseia-se na
idéia elementar de par ordenado e no estabelecimento de relagdes entre conjuntos
(Teoria dos Conjuntos). As defini¢des sdo elaboradas de forma a atingir as mais
recentes propostas historicas de defini¢do de fun¢do, muito proximas a de Dirichlet ou
de Bourbaki. Ao se tratar de exemplos e resolugdes de problemas, as idéias propostas
para as fungdes estdo muito mais proéximas da definicao de Euler.

O constante desenvolvimento da Matematica traz sempre questionamentos sobre
conceitos pré-estabelecidos, e as fungdes ndo fogem disso, pois a cada dia novas classes
de fungdes sdo consideradas e os conceitos sao permanentemente revistos.

Atualmente, a nocdo de fungdo ¢ de grande importancia na concep¢do € no

estudo de modelos: Dindmicos, Probabilisticos, Distribui¢cdo espacial, etc...
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3.1. DEFINICOES HISTORICAS

A tabela 1 abaixo apresenta uma “sintese” das principais defini¢des ' do

conceito de fun¢do, construidas ao longo do tempo.

MATEMATICO

DEFINICAO

Leibniz
(1646-1716)

“Certos segmentos de reta cujos comprimentos dependiam de retas
relacionadas a curvas”.

Jean Bernoulli
(1667-1748)

“Fungdo de uma quantidade variavel ¢ uma quantidade composta de
alguma maneira desta variavel e de quantidades constantes”.

Leonhard Euler
(1707-1783)

“Uma func¢do de uma quantidade variavel ¢ uma expressdo analitica,
composta de alguma maneira desta mesma quantidade e de nimeros ou
quantidades constantes”. Assim, qualquer expressdo analitica a qual,
além de variavel z, contém também quantidades constantes, ¢ uma
funcdo de z.

Louis Lagrange
(1736-1813)

“Chama-se fun¢do de uma, ou varias quantidades, toda expressdo de
calculo na qual estas quantidades entram de uma maneira qualquer,
misturadas ou ndo com outras quantidades, que se véem como valores
dados e invariaveis, de modo que as quantidades da funcdo podem
receber todos os valores possiveis. Assim, nas func¢des considera-se
somente as quantidades que sejam variaveis, sem consideragdo as
constantes que podem estar ai misturadas.”

Cauchy (1789-1857)

“Chamam-se fungdes de uma ou varias quantidades varidveis as
quantidades que se apresentam, no calculo, como resultados de
operagdes feitas sobre uma ou varias quantidades constantes ou
variaveis”.

Peter G. Lejeune
Dirichlet
(1805-1859)

“Se uma varidvel y esta relacionada a uma variavel x de modo que, ao
se atribuir qualquer valor numérico a x, existe uma regra de acordo
com a qual um tnico valor de y é determinado, entdo y ¢é dito ser uma
funcdo da variavel independente x”.

Giuseppe Peano
(1858-1932)

“A relacdo f é uma fungdo de A em B, se e somente se, para todo
elemento de a pertencente a A existe um unico elemento b pertencente a
B, tal que o par ordenado (a, b) pertence a f”.

Bourbaki
(1* metade do século
XX)

“Sejam E e F dois conjuntos, distintos ou ndo. Uma relacdo entre uma
variavel x de E e uma varidvel y de F ¢ dita uma relagdo funcional em
y, ou relagdo funcional de E em F, se qualquer que seja x * E, existe um
e somente um elemento y * F que esteja associados a x na relagdo
considerada.Da-se o nome de func¢do a operacdo que desta forma
associa a todo o elemento x * E o elemento y * F que se encontra ligado
a x na relagdo dada; diz-se que y € o valor da fungdo para o elemento x,
e que a funcdo estd determinada pela relacdo funcional considerada.
Duas relagdes funcionais equivalentes determinam a mesma fungdo.”

E: “Um certo subconjunto do produto cartesiano A x B”.

Tabela 1

! Essas definigdes foram transcritas de acordo com a bibliografia consultada.
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4. CONCEITO DE FUNCAO

4.1. ACONSTRUCAO DO CONCEITO DE FUNCAO

Em sala de aula, ao se trabalhar com disciplinas que descrevem fendmenos da
natureza, necessitamos criar uma linguagem propria para explicar tais fendmenos. A
construcdo inicial de um determinado conceito nessas disciplinas, estd condicionada na
maioria dos casos, na criagao desta linguagem. Geralmente, esses fendmenos naturais
(fisicos, quimicos ou bioldgicos), podem ser visualizados, tangiveis ou de alguma
forma, perceptiveis aos sujeitos (alunos). Desta maneira, torna-se mais facil para que
estes mesmos sujeitos apresentem, sobre tais fendmenos, suas proprias concepgdes ou
explicagdes, mesmo que ndo tenham tido algum contato prévio com argumentos e teses
cientificas.

A constru¢do do conceito de funcdo, em Matematica, esta além da compreensao
dos fenomenos a que se aplica, pois pode generaliza-los e resolver varios problemas
fora do mundo tangivel, num mundo de abstracdes muito proprias da Matematica. Por
exemplo, podemos usar uma fung¢do linear para descrever o deslocamento de um corpo,
tanto quanto para descrever a transformacdo de um espaco vetorial — conceito
matematico altamente abstrato — em outro.

A anélise das concepgdes de um sujeito sobre o conceito de fungdo s6 podera
ocorrer depois que ele apresentar um contato com a idéia matematicamente construida,
ou por um livro, ou por um professor. Do contrario, estaremos falando apenas de um
“instinto de funcionalidade”, como ja evidenciavam os gregos, na Antiguidade. E claro
que a nocao de variagdo ¢ um dos aspectos essenciais ao desenvolvimento desse
conceito e, para ela, poderd existir uma concepcdo espontanea. Entretanto, a idéia de
varia¢do nao ¢ suficiente para, sozinha caracterizar por completo o conceito matematico
de funcdo. Pode estar ai uma das razdes pelas qual este apresenta grandes dificuldades

de compreensao no processo de aprendizagem.
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4.2. COMPREENSAO DO CONCEITO DE FUNCAO

De acordo com Bergeron e Herscovics (in Tinoco, 1998) a compreensao do

conceito de fungdo se da em quatro niveis:

Compreensao intuitiva;
Matematizacgao inicial,
Abstragao

Formalizacao.

Analisando os quatro niveis ¢ possivel identificar caracteristicas proprias. Nesse

processo de compreensdo deve-se levar em consideragao a utilizagdo do conhecimento

informal do cotidiano passando pela organizagdo e quantificacdo das primeiras nogoes

intuitivas, pela generalizagdo que possibilita que o conceito se destaque do

procedimento efetuado para alcanca-lo até a utilizacdo da linguagem simbolica que

caracteriza a formalizagao.

Veja quais sdo os niveis de compreensao do conceito de fungdes:

Compreensdo Intuitiva — Reconhecimento de dependéncia (ndo
quantificada), estabelecimento de leis de formagdo simples e visuais.
Construgdo e interpretacao de tabelas e graficos de coluna e setor;
Matematizacdo Inicial — Quantificagdo das leis, reconhecimento de
variaveis dependentes e independentes. Interpretagdo de grafico
cartesiano. Construgdo de graficos cartesianos simples. Reconhecimento
do Dominio (analisado no contexto);

Abstracdo — Escrita de expressdes analiticas, distingdo entre equagdes e
funcdes, constru¢do e interpretacdo de graficos convencionais e ndo-
convencionais. Caracterizacdo de relacdes funcionais.

Formalizagdo - Notacdo:F: A—B, y = f(x), Dominio, imagem,

Classificacao e Operacdes com fungdes.

O professor no papel de mediador deve propor atividades e problemas que

objetivam proporcionar aos estudantes a passagem por estes niveis como forma de

chegar a concepgao de func¢do e suas formas de representagao.
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Segundo Barufi (s.d.) a idéia de funcao foi “matematicamente estabelecida em
tempos mais ou menos recentes, devido a dificuldades intrinsecas e mesmo
provavelmente, inerentes a sua formalizagdo bastante sofisticada” e, portanto ndo se
pode ter a pretensdo de alcancar rapidamente uma formalizacdo completa “de um
conceito que traz dentro de si um grau de dificuldade epistemologica muito grande para

os alunos”.

4.3. LINGUAGEM MATEMATICA E A INTERDISCIPLINARIDADE

Os PCNs recomendam que os professores trabalhem de forma interdisciplinar
em sala de aula; s6 que para que isso ocorra ¢ fundamental que exista uma interagao
entre as linguagens proprias utilizadas nas diferentes disciplinas. Na escola,
principalmente no ensino médio, observa-se que as idéias sobre fung¢des sdo utilizadas
para introduzir conceitos da Fisica Classica, de fendmenos da eletricidade e também
com varias aplicacdes da nocao de proporcionalidade, na Quimica. Portanto, ¢ facil
perceber que a linguagem matematica criada para o conceito de fung¢do ¢ também usada
em outras areas, sO que infelizmente sdo repassados de tal forma que a informacdo
chega até ao aluno como se 0s conceitos matematicos, fisicos ou quimicos, ndo tivessem
nada em comum. Isso vai de encontro ao que ¢ proposto nos PCNs, ou seja, uma
interdisciplinaridade dos conceitos.

Atualmente, o tema “fungdes” ¢ trabalhado em sala de aula de forma paralela
pelo professor de Matematica, na 1* série do Ensino Médio, e pelo professor de Fisica
ao introduzir as relagdes funcionais, caracterizando os movimentos uniformes e
uniformemente variados, com o espago percorrido variando em relagdo ao tempo, a
velocidade variando, ou ndo, e nas quais entra o conceito de aceleracdo constante.

Diante desta situagdo, o que se observa, ¢ que os professores de Fisica e de
Matematica utilizam-se de notagdes bem diferentes para tratarem das nogdes de
variaveis.

Geralmente, constatamos que os professores de Matematica relutam em usar
outras letras, que ndo “x” e “y”, para as variaveis independente e dependente,
respectivamente; os professores de Fisica usam as notagdes ““s”, para espaco (variavel

dependente), e “t” (variavel independente) para o tempo, para representarem a mesma
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idéia funcional. Na maioria dos casos, estes fatos podem nao estar sendo explicitados,
nem por um, nem por outro professor. Desta forma os alunos poderao ter a impressao de
que estdo lidando com conceitos distintos, totalmente independentes, ndo percebendo
que a idéia de dependéncia temporal, nos movimentos, caracteriza o que se chamou de
funcdo matematica.

Uma atividade que ¢ bastante comum nas aulas de Fisica, ¢ o fornecimento de
graficos a fim de serem interpretados. Um bom exemplo ¢ o grafico que representa o
deslocamento de um corpo. O que se constata ¢ que muitos dos alunos costumam
interpretar a linha reta do grafico como a trajetoria percorrida num plano, pelo corpo em
movimento, € ndo como a relagdo funcional abstrata entre os valores da posicao do
corpo S(t) e os instantes t de seu deslocamento.

E possivel que, em alguns casos, a linguagem utilizada pelo professor de
Matematica sirva para dificultar a interpretagdo dos graficos nas aulas de Fisica. Muitas
vezes, ao apresentar as funcdes aos alunos, acabam retratando-as apenas como objeto
visualizavel no grafico, e ndo como uma relagdo abstrata entre grandezas, dessa forma,
perdendo sua idé€ia principal, que € a de relacdo. O gréfico, sendo proposto, na maioria
das vezes, como um objeto concreto na Matematica, passaria a se associar na Fisica,
para muitos alunos, também a um aspecto concreto do movimento de um corpo, que
seria a sua trajetoria.

Ainda com relacdo a linguagem do professor de Matematica, podemos ressaltar
a questao da passagem do discreto ao continuo, que tem sido feita de maneira bastante
automdtica e insuficiente no tratamento das fungdes. O professor atribui valores
discretizados da fun¢do numa tabela, depois traca um grafico continuo, sem maiores
aprofundamentos sobre o que acontece com os valores intermediarios aos que foram
previamente escolhidos. Uma boa opg¢do para tentar sanar tal dificuldade, seria que se
houvesse uma maior integragdo entre os professores de Matematica e de Fisica, os quais
poderiam propor as idéias de posi¢do e velocidade instantdneas, e da continuidade
envolvida nos movimentos uniformes ou uniformemente variados. Assim, estes
problemas poderiam ser distinguidos de outros de natureza discreta, como, por exemplo,
as relagdes funcionais de tabelas de pregos, etc. Essa integracdo entre os dois
professores poderia auxiliar o aluno a compreender aspectos da linguagem matematica
que sdo comuns a linguagem utilizada para tratar problemas da Fisica, ou para resolver

problemas da vida diéria.
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No ensino de Quimica, a idéia de proporcionalidade poderia estar mais associada
a idéia de funcao linear, colocada nas aulas de Matematica. Mas isto ndo se vé
explicitado, nem pelo professor de Quimica, nem pelo de Matematica. Ambos parecem
tratar deste assunto como algo bem diferenciado. Desta forma a regra de trés, ou
proporgdo direta, para a Quimica e fungdo linear, para a Matematica, podem ser
compreendidos por alguns alunos como elementos totalmente distintos.

Na Quimica podemos verificar que os sinais positivos quando associados aos
elementos quimicos se relacionam a “perdas” de elétrons, enquanto na Matematica, as
perdas sd3o mais freqlientemente representadas pelo sinal negativo. Além disso, no
primeiro caso, os indices justapostos as letras indicam soma de atomos, ja em
Matematica, letras e nimeros justapostos indicam multiplicagdo. Faz-se necessario
atentar aos professores de Quimica e de Matematica sobre os diferentes significados
para as mesmas formas essenciais de notagdes, envolvidos em cada contexto, e aqueles

que sdo comuns em ambos.

4.4. NOVAS PROPOSTAS

O ensino de fungdes ¢ freqiientemente ministrado de forma fragmentada, por boa
parte dos educadores. Podemos observar que primeiramente, ¢ apresentada a definicao
de funcdo, em geral, como um tipo especial de relagdo para, em seguida, apresentar
formas de representacdo de fungdo em uma ordem que vai dos diagramas para a forma
algébrica e desta para os graficos. Na seqiiéncia, comeca o estudo dos diversos tipos de
fungdo: Polinomiais do 1° e 2° grau, exponencial, Logaritmica, etc... Cada tipo de
funcdo ¢ apresentado de forma independente do outro, assuntos como: crescimento,
decrescimento, raizes, maximos, minimos, etc., sdo exaustivamente repetidos para cada
tipo e, mesmo assim, verificamos que esse método nao nos garante que o aluno consiga
entender o que ¢ proposto. O que podemos constatar ¢ que existem novas propostas nas
quais as funcgdes sdo estudadas sem separagdo por tipos. Trata-se de estudar todas ao

mesmo tempo, através de diversas atividades.
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No que diz respeito a essa nova proposta, o estudo de fungdes pode ser dividido

em dois grandes momentos:

e Construcao do conceito de fung¢do — Feito através de atividades que
envolvam situagdes cotidianas. Nesse momento, busca-se que o aluno
comece a perceber relacoes de dependéncia entre duas ou mais variaveis,
propde-se aos alunos trabalhar com as diversas caracteristicas de uma
fungdo, tais como: crescimento, raiz, etc... ., estudando-as de uma soé vez,
com os varios tipos de funcdes.

e Trabalho com equagdes — Na realidade, as equacdes aparecem no
primeiro momento como representacdo de algumas fungdes: o aluno ¢
levado a perceber que algumas equagdes podem expressar funcdes. No
segundo momento, ele vai aplicar o conceito de fun¢do para achar a
solugcdo de equacdes mais sofisticadas. As atividades levam os alunos a

estabelecer relagdes entre esses dois topicos: fungdes e equagoes.

E importante ndo deixar que os alunos vejam os conceito de fungio e equagio
como algo distinto, como se fossem totalmente desvinculados. Nesse caso, faz-se
necessario incentivar os alunos a perceber as equacdes como igualdades entre duas
funcdes F(X) = G(X). Deve-se discutir com eles quando ¢ possivel fazer equivaléncia
desta igualdade com a igualdade F(X) — G(X) = 0 de forma a recair em uma equagdo do
tipo H(X) = 0.

Ainda com relacao as atividades desenvolvidas em sala de aula, as mesmas
devem ser realizadas em grupo e discutidas entre os alunos e entre esses e o professor, o
qual desempenhard o papel de orientador e questionador. Ressaltamos ainda a
importancia de se trabalhar com relatorios escritos pelos alunos, desenvolvendo assim o
espirito cientifico de investigagao.

Na construgdo dos graficos, a utilizacao do papel quadriculado vem a facilitar as
atividades, mas se possivel, ndo devemos abrir mao dos recursos tecnologicos. Existem
muitos softwares computacionais disponiveis no mercado que podem ser utilizados na
construcao dos graficos de fungdes. Nesse caso, o papel do computador € o de permitir
que o aluno gaste mais tempo observando e levantando hipoteses, do que fazendo

calculos, além de tornar possivel a observagdo de outros diferentes tipos de fungdes.
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r

E claro que s6 observar nio é suficiente, ¢ preciso que o aluno anote suas
conclusdes e as defronte com as dos colegas. A escrita matematica ¢ de extrema
importancia para que o aluno consiga organizar o que estd vendo e ir construindo o
conceito sobre o que concluiu.

A nova proposta ¢ deixar o aluno pensar, chegar a conclusdes por si proprio,

construir conhecimento, pois sé se aprende quando o objetivo do estudo tem sentido.
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5.0 QUE DIZEM OS PCNs SOBRE FUNCOES

Nos PCNs existe uma grande preocupacdo em contextualizar os temas
abordados, e também a buscar de uma interdisciplinaridade. O tema apresentado tende a
ser potencializado de forma que permita conexdes entre diversos conceitos matematicos
e entre diferentes formas de pensamento matematico, ou ainda, a relevancia cultural do
tema, tanto no que diz respeito as suas aplicagdes dentro ou fora da Matematica, como
quanto a sua importancia historica no desenvolvimento da propria ciéncia.

Com relagdo as fungdes, seu ensino isolado ndo permite a exploragdo do carater
integrador que esse tema possui. Devemos observar que, uma parte importante da
trigonometria diz respeito as fungdes trigonométricas e seus graficos. As seqili€ncias, em
especial progressdes aritméticas e progressdes geométricas, nada mais sdo que
particulares fungdes. As propriedades de retas e pardbolas estudadas em geometria
analitica sdo propriedades dos graficos das fungdes correspondentes. Alguns aspectos
do estudo de polindomios e equacdes algébricas podem ser incluidos no estudo de
fungdes polinomiais, enriquecendo o enfoque algébrico que € feito tradicionalmente.

O conceito de funcdo desempenha também papel importante para descrever e
estudar através da leitura, interpretagdo e construgdo de graficos, o comportamento de
certos fenomenos tanto do cotidiano, como de outras areas do conhecimento como a
Fisica, Geografia ou Economia. Com relagdo ao ensino de Matematica, ¢ necessario
garantir que o aluno adquira certa flexibilidade para lidar com o conceito de fungdo em
situacdes diversas e, nesse sentido, através de uma variedade de situagdes-problema de
Matematica e de outras areas, fazendo com que o aluno se sinta incentivado a buscar a
solucdo, aplicando seus conhecimentos sobre fungdes para construir um modelo para

interpretagdo e investigagdo em Matematica.
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6. COMPILACAO E ANALISE DOS RESULTADOS

r

Um dos objetivos desse trabalho ¢ o de propor uma reflexdo a respeito das
diferentes formas com que os professores conceituam o tema “Func¢do” em sala de aula.
Que tipo de linguagem matematica sobre o conceito ¢ abordado atualmente? Quais suas
maiores dificuldades?

Foi partindo da necessidade de entender melhor o que realmente acontece em
sala de aula, que resolvi elaborar um questionario (ANEXO 1), afim de que, o mesmo
fosse respondido por professores. Acredito que através das respostas apresentadas,
podemos ter uma melhor compreensdo dos fatos. A aplicagdo deste questionario, nao
pode ser considerado como uma amostra, afinal, apresenta um niimero muito pequeno
de entrevistados, ndo podendo assim generalizar e nem tdo pouco ser intitulado de
pesquisa. As informagdes por ele apresentadas, ndo podem ser caracterizadas como
conclusivas.

Os professores que selecionei para responder tal questionario sdo alunos do
Curso de Matematica — Habilitacdo Licenciatura da UFSC. Fiz essa op¢do por parecer
mais pratica, pois os mesmos lecionam algumas disciplinas comigo, facilitando assim, o
nosso contato. Acredito, que por ministrarem aulas em diversas escolas, podem
expressar diferentes pontos de vista.

As observacdes feitas com os professores de Matematica do Ensino Médio
permitiram apresentar aqui alguns resultados relacionados ao uso da linguagem
matematica no ensino de fungdes.

Ao total, foram entrevistados nove professores de Matematica do Ensino

Fundamental e Médio que lecionam em escolas de Floriandpolis e regido.
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Na tabela 2 ha uma breve caracterizagdo do ambiente de trabalho dos

professores entrevistados:

Tipo de Tipo de
Escola Ensino
Professores Municipio em
que lecionam
Publica | Particular | Cursinho | Fundamental | Médio
A X X X X Florianopolis
B X X X X X Florianopo’hs,
Sao José
C X X Palhoga
D X X X X Biguacu
E X X X Florianopolis
F X X X Florianopolis
G X X X Florian6polis
H X X X X Sao José
I X X Palhoga

Tabela 2
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A tabela 3 busca mostrar quais os recursos utilizados pelos professores ao

ministrarem suas aulas:

Conhecendo um pouco de suas aulas
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Professores

Tabela 3



34

A fim de obter um melhor resultado do meu trabalho, optei em sintetizar essa
analise, transcrevendo as repostas de maneira fiel, destacando apenas as que me

pareceram relevantes para meus objetivos.

Pergunta 1 - Como vocé introduz o tema “Funcdo” em sala de aula?

Entrevistado: A

“Quando o valor de uma grandeza depende do valor de outra, dizemos que a
primeira ¢ fun¢do da segunda. Exemplo: Uma bolinha de gude ¢ solta do alto de um
edificio, & distancia d que ela percorre é fungdo do tempo t de queda, entdo d = 5.t%,
depois de 3 segundos 5*3% = 45 m. Também pode ser escrita f(t)= 5.t> ( d em metros ¢ t

em segundos).”

Entrevistado: B
“Usando a idéia de igualdades e utilizando exercicios de raciocinio pratico,

funcdes simples como Km/Litro; Vol/Hora”.

Entrevistado: C
“Como uma associacdo de valores, relacionados a dois conjuntos. Onde um

deles depende do outro, regidos por uma lei”.

Entrevistado: D

“Uma brincadeira da betoneira, que vocé coloca a agua, cimento e brita na
maquina, ela mistura e sai o concreto. Utilizo isto pela grande quantidade de
profissionais da construgdo civil no bairro. Apods isso passo o conceito utilizando o

diagrama de Venn”.
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Entrevistado: |
“De acordo com o livro adotado pela escola. Produto Cartesiano, Par Ordenado,

Relagao Binaria, Graficos, etc...”.

Pergunta 2 - Que tipo de linguagem matematica, vocé utiliza em sala de aula, a

fim de definir o conceito de Fungio?

Entrevistado: A
“Fatos do dia-a-dia com exemplos praticos e faceis de assimilacdo como citado
no item 1. Um outro exemplo muito bom de trabalhar é usar veiculos (freio e

velocidade) , salario mais comissdo do funcionario, etc...”.

Entrevistado: B

“A mais simples possivel e de preferéncia, as utilizadas pelos alunos”.

Entrevistado: G
“Costumo usar uma linguagem simples. Quando possivel procuro associar o

conteudo a geometria”.

Entrevistado: |

“Uso uma linguagem formal, baseada no livro didatico”.
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Pergunta 3 - Qual a melhor maneira que vocé encontrou para que seus alunos
tenham uma melhor compreensdo do tema? Fez uso de exemplos do dia-a-dia? Utilizou

algum material concreto? Comente.

Entrevistado: A
“Sempre que possivel trago material didatico e concreto para a sala de aula e até
mesmo vamos para o patio da escola praticar formas e fatos do ambiente onde a

matematica esta acontecendo”.

Entrevistado: B
“Com exercicios praticos eles comecam a entender o que ¢ funcao, e através de

gréaficos eles comecam a ter nogdo pratica de como e para que serve uma funcao”.

Entrevistado: C
“Através de exemplos do dia-a-dia, situacdes do cotidiano, onde os proprios
alunos tenham vivenciado e calculado intuitivamente o0 mesmo modelo de uma funcao.

Ap0s a compreensao, defini-la de acordo com a linguagem matematica”.

Entrevistado: E
“Usando exemplos praticos. Um deles ¢ o uso de um copo contendo agua. O
nivel da agua no copo ¢ fun¢do do numero de bolinhas de gude. Nesse caso: Nivel de

agua => variavel dependente, bolinha de gude => variavel independente”.

Entrevistado: F

“Normalmente utilizo exemplos do dia-a-dia. Geralmente uso o exemplo de
tabelas que trazem como informagdes o crescimento populacional mundial no decorrer
dos anos. Onde o tempo seria minha variavel independente e o nimero da populacao a

variavel dependente”.

Entrevistado: G
“Até para reforcar nossa geometria, costumo usar como exemplo a Area de um

circulo que depende do seu raio”.
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Entrevistado: H
“Gosto muito de usar o exemplo de fun¢do como sendo uma maquina, onde a
varidvel independente ao entrar na mdaquina serd visto como input, € a maquina

produzird um output (variavel dependente)”.

Entrevistado: |
“A melhor maneira que encontrei para meus alunos entenderem o conceito ¢

através do diagrama de flechas”.

Pergunta 4 - Como define o conceito de Dominio e Imagem de uma funcao para

seus alunos?

Entrevistado: A

“O tema acontece no 1° ano do ensino médio, devido a faixa etaria atribuo o
assunto como relacdes entre namorados (sem tornar pejorativo), chamo o dominio de
diagrama Homem e o contra-dominio de Mulher, entdo fago a relagdo dos namorados
quem pode ou ndo, quem faz fun¢do e quem ndo faz, todos participam da aula que fica

atrativa”.

Entrevistado: B
“Através de brincadeiras, do tipo quem depende de quem. O pai tem o Dominio
porque paga as contas e o filho quando crescer quer ser igual, mas como ele ainda ¢

dependente, ele tem apenas a imagem do dominio”.

Entrevistado: D
“Dominio - Valores que x pode assumir na fun¢do. Imagem - Valores de y

associados a um tnico x do dominio”.
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Entrevistado: F

“Através do diagrama de flechas, conjuntos A e B”.

Entrevistado: H
“Dominio - Conjunto de todos os inputs. Imagem - Conjunto de todos os outputs

possiveis”.

Pergunta 5 - De que forma vocé caracteriza as varidveis dependentes e

independentes? Vocé utiliza alguns tipos de exemplos? Quais?

Entrevistado: A

“Ja ndo ¢ aplicada os termos varidveis dependentes e independentes, segue-se
direto para exemplos usando trés formas: tabelas, graficos e formulas, estas sim sao
mais usadas para representar uma relacdo entre variaveis. Se eu tenho que dar um
exemplo diria que seria bom trabalhar com desemprego, nesta relagdo o més ¢ a variavel

independente e a taxa de desemprego a variavel dependente”.

Entrevistado: C

“Variaveis dependentes como valores de y, que assumem seus valores na
dependéncia de x, que por sua vez se caracterizam como variaveis independentes. Estas,
por sua vez, fazem parte do conjunto dominio, ¢ as independentes como parte do

conjunto imagem”.

Entrevistado: E
“Utilizando exemplos do tipo: O comprimento de uma circunferéncia depende
do raio (variavel independente). A area de um quadrado depende do tamanho dos seus

lados (variavel independente)”.

Entrevistado: F

“Tento caracteriza-las através das relacdes existentes entre elas”.
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Pergunta 6 - Ainda com relacdo as variaveis, que tipo de notacdo vocé utiliza?

Entrevistado: C
“Faco exemplos com outros tipos de varidveis, mas explico que e usualmente

denotamos como simbolos as letras x e y”.

Entrevistado: D

“f(x), y, g(x), etc”.

Entrevistado: F

“Variavel independente => x, Varidvel dependente =>y”’.

Pergunta 7 - Vocé costuma discutir em suas aulas a nogdo de

continuidade/descontinuidade das fungdes? De que maneira vocé aborda tal assunto?

Entrevistado: A

“Para saber continuidade ¢ importante saber em que intervalo a fungdo estd
definida: onde (a,b) é um intervalo de forma: (a,b) aberto, [a,b] fechado, (a,b], [a,b)
semi-abertos, (b, +o©) ou (-0,a) infinitos, ainda podemos mostra-las em uma reta, mais
do que isso ¢ impossivel trabalhar. A aplicacdo das fung¢des fica prejudicada, pois ndo
ha tempo com a redugdo da grade curricular de 4 para 3 aulas, no 1° ano do ensino

médio, ndo da tempo de trabalhar limites”.

Entrevistado: C
“Chego a comentar sobre o assunto, mas como sigo material apostilado e este
por sua vez ndo contempla o contetido, ndo chego a exercitar nem cobrar em provas. O

assunto sobre fungdes ¢ visto na matematica do 1° ano do Ensino médio”.

Entrevistados: B, D, E,F,G,Hel.

EGNao’?
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Pergunta 8 - Quais sdo suas maiores dificuldades com relagdo a aprendizagem

dos seus alunos?

Entrevistado: B

“Entender os conceitos, pois 0s exercicios praticos eles entendem”.

Entrevistado: C
“Falta de matematica basica, operagdes, propriedades, etc. Falta da matematica

concreta, para poder abstrai-la”.

Entrevistado: D
“A visualizacdo das funcdes como representacdo grafica, e o processo de

construcao dos graficos”.

Entrevistado: E
“Os alunos tem dificuldade em distinguir as varidveis dependentes e

independentes. Eles tém dificuldade na interpretagdo de graficos”.

Entrevistado: |

“Eles tem dificuldade em identificar os conjuntos Dominio e Imagem”.

Pergunta 9 - Vocé procurar trazer para sala de aula fatos historicos que possam

vir a contribuir para a aprendizagem? Cite exemplos.

Entrevistado: B

“As vezes. Mas nao sobre funcoes”.
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Entrevistado: C

“Na introducdo de cada assunto, fagco uma breve explanagao sobre a origem, a
necessidade, conseqiiéncia de cada abordagem. Por exemplo: tangram, exemplifica¢do
de poténcia com as pedras de xadrez (o dobro de graos para a proxima casa); Teorema

de Tales, Pitagoras...”.

Entrevistado: D

“Sim. Cito Decartes como o matematico que ligou a dlgebra com a geometria”.

Entrevistados: E, F, G, H e l.

“Nao”.

Pergunta 10 - Na escola em que vocé leciona, os professores de Fisica,
Matematica e Quimica costumam trabalhar com esse tema de forma interdisciplinar?

Caso afirmativo, explique de que forma.

Entrevistado: A

“Sim, ha reunides pedagogicas todos os bimestres e procuramos discutir os
mesmos temas, damos idéias e opinides diversas sobre varios assuntos da atualidade
para montar em suas disciplinas, e ndo s6 na area de ciéncias exatas, mas num todo,

Portugués, Inglés, Historia, Geografia, Ed. Fisica, Artes, Sociologia, etc...”.

Entrevistado: C

“S6 leciono para o Ensino Fundamental, onde a Fisica, Biologia e Quimica sdo
vistas na disciplina de Ciéncias. Mesmo assim a interdisciplinaridade ocorre na forma
de exemplificagdo. A capacidade para que esta ocorra ¢ limitada pela bagagem de

conteudo, onde poderiamos ir mais a fundo, um pouco mais técnico”.

Entrevistado: D
“Normalmente, no inicio do ano fazemos os planejamentos em conjunto para

uma matéria suprir a necessidade da outra”.
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Entrevistado: E
“Embora os PPP’s citam a interdisciplinaridade, o mesmo nao ocorre na

pratica”.

Entrevistado: H
“Existe a inteng¢do durante as reunides, s6 que infelizmente ndo ocorre na

pratica”.

Entrevistados: B, F, G e l.

“Nao”.

A partir do que foi apresentado acima, percebemos que nem todas as motivagoes
historicas que surgiram para o desenvolvimento do conceito de fungdo estdo presentes
em sala de aula. O que se vé ¢ uma diversidade de conceituagdes, que variam de acordo
com o contexto em que sdo propostas. A diversidade também se da na forma de
expressdo, através da linguagem matematica.

Dentre vérias particularidades pude perceber o uso de uma linguagem simples e
de exemplos do cotidiano que evidenciam a sociedade nos dias atuais e 0 meio em que
os alunos estao inseridos.

Diante das respostas apresentadas, podemos destacar alguns aspectos como:

= A associacdo do conceito de funcdo a geometria, fazendo o uso de
exemplos do tipo: area de um circulo que depende de seu raio
(Entrevistado G), area de um quadrado que depende de seu lado
(Entrevistado E);

* A necessidade de reforcar os exemplos através do uso de material
concreto como no caso das bolinhas de gude (Entrevistado E);

= O uso de uma linguagem mais técnica, a0 comparar a fun¢do a uma
maquina — computador (Entrevistado H);

* O predominio no uso de X e Y como varidveis independentes e

dependentes respectivamente;
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» Nenhum dos entrevistados tem por costume discutir a idéia de
continuidade/descontinuidade;

e A maioria dos entrevistados respondeu Ndo a pergunta referente ao uso
de fatos historicos da Matemdtica como complemento de
aprendizagem;

e Poucos sdo aqueles que trabalham com esse tema de forma

interdisciplinar.

Embora fuja do tema do meu trabalho, merece um registro, o fato de que, dos
nove entrevistados, apenas um respondeu que utilizava software matemadtico e que
nenhum utiliza a pesquisa na Internet como ferramenta complementar em sala de aula
(tabela 3). E possivel que a ndo utilizacdo desses recursos seja devido a auséncia dos
mesmos ou talvez nossas escolas ainda ndo estejam preparadas para se adaptar a

tecnologia.
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7. CONSIDERACOES FINAIS

Ao pensar em meu trabalho de conclusdao de curso, idealizei algo que me
proporcionasse um grande aprendizado, um crescimento profissional, que me pudesse
deixar alguma contribuigao.

A escolha do tema nao foi algo simples, varias foram as opgdes que me vieram a
tona. Procurei algo que realmente se identificasse comigo. Nao poderia ser diferente,
teria que ser algo que me trouxesse ao ambiente da sala de aula.

Na verdade, o tema surgiu a partir de uma experiéncia pessoal. Uma certa vez,
ao dar aula particular para uma aluna percebi que a forma como introduzia o conceito de
funcdo ndo estava sendo compreendido pela mesma. Apds algumas tentativas frustradas
de esclarecer o assunto, a propria aluna interpretou-o de uma maneira que seria de facil
entendimento. Fez uso de uma linguagem simples, fugindo da minha linguagem um
pouco mais formal, utilizou exemplos do cotidiano. Percebi naquele momento que ela
havia entendido boa parte do que eu havia ensinado, s6 que poderia ter sido mais facil
para ela se eu tivesse utilizado uma linguagem mais apropriada.

Fatos como esse citado acima, acontecem com muita freqiiéncia em nossas salas
de aulas. O professor precisa perceber as dificuldades de seus alunos, a fim de se fazer
entender durante o desenvolvimento do conteudo, facilitando assim o processo de
ensino-aprendizagem.

Acredito que a parte mais interessante desse trabalho foi o questionario. Através
dele pude ter uma compreensdo melhor dos fatos: as dificuldades encontradas pelos
professores e alunos e a necessidade do uso de uma linguagem apropriada. O que mais
chamou a aten¢do nas respostas foram os exemplos utilizados para definir o conceito de
fungdo, transparecendo como caracteristicas relevantes o uso da criatividade e a
preocupacao de utilizar exemplos do meio em que o aluno esta inserido.

O tunico fator preocupante, ¢ que muitas vezes, embora bem intencionado, o
professor possa vir a banalizar o assunto de maneira tal, que o aluno encare a explicacdo
apenas como um macete, fugindo assim do seu objetivo que ¢ a de uma melhor
aprendizagem e compreensao.

Acredito que se todos os questiondrios entregues fossem respondidos, teriamos
aqui um trabalho mais rico. Podendo citar como uma das principais dificuldades

encontradas durante a realizacdo deste trabalho, a aparente resisténcia de alguns
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professores a responderem e me devolverem os questiondrios, evidenciando assim um
desinteresse ou um certo receio de serem avaliados, mesmo sabendo que a identidade

seria preservada e que os dados seriam utilizados para a elaboracdo de um trabalho de

conclusdo de curso.
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ANEXO 1
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QUESTIONARIO

Nome do Entrevistado (opcional):

49

Quanto tempo ja leciona?

LOCAL DE TRABALHO:

Tipo de Escola: () Publica ( ) Particular () Outros

Tipo de Ensino: ( ) Fundamental () Médio ( )EJA

Quantidade média de alunos por sala de aula:

Municipio em que a escola est4 localizada:

CONHECENDO UM POUCO DE SUAS AULAS

Vocé costuma utilizar:

() Aulas expositivas () Uso de algum material concreto.
() Uso de Video Exemplos:Geoplano, Tangran,
() Jogos Matematicos etc.

() Uso de Software Matematico ( ) Exercicios em grupo.

() Atividades Extra-classe () Pesquisa na Internet
QUESTIONARIO

1.Como vocé introduz o tema “Func¢do” em sala de aula?

R:
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2. Que tipo de linguagem matematica, vocé€ utiliza em sala de aula, a fim de
definir o conceito de Fungao?

R:

3. Qual a melhor maneira que vocé encontrou para que seus alunos tenham
uma melhor compreensdo do tema? Fez uso de exemplos do dia-a-dia? Utilizou
algum material concreto? Comente.

R:

4. Como define o conceito de Dominio e Imagem de uma fungao para seus alunos?

R:
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5. De que forma vocé caracteriza as variaveis dependentes e independentes? Vocé
utiliza alguns tipos de exemplos? Quais?

R:

6. Ainda com relagao as variaveis, que tipo de notagdo vocé utiliza?

R:

7. Vocé costuma discutir em suas aulas a no¢do de continuidade/descontinuidade das
fungdes? De que maneira vocé aborda tal assunto?

R:




8. Quais sdo suas maiores dificuldades com relacdo a aprendizagem dos seus alunos?

R:

9. Vocé procurar trazer para sala de aula fatos historicos que possam vir a contribuir
para a aprendizagem? Cite exemplos.

R:

10. Na escola em que vocé leciona, os professores de Fisica, Matematica e Quimica
costumam trabalhar com esse tema de forma interdisciplinar? Caso afirmativo,
explique de que forma.

R:
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