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Introducao

Resultados de colinearidade e concorréncia muitas vezes nao sao vistos no
Ensino Médio nem em cursos de licenciatura em Matematica, pois suas demonstracoes
sao consideradas longas e complicadas. Para que se possa provar um teorema € preciso
que se tenha uma compreensao razoavel da exposicao contida nele, bem como alguns
argumentos bésicos e adequados. Assim com a ajuda de dois teoremas classicos, o
teorema de Menelaus e o teorema de Ceva, que serao apresentados no decorrer do
trabalho, e com alguns resultados basicos de Geometria, elas podem ser simplificadas
tornando-se mais curtas e simples.

A Geometria Euclidiana, é estudada nas escolas desde o Ensino Fundamen-
tal, e foi construida baseada no texto do matemaético grego Euclides, Elementos , escrito
por volta do ano 300 a.C. Esta geometria usa o método dedutivo (ou axiomatico), que
consiste em iniciar com certas afirmacoes chamadas "axiomas"ou "postulados", as quais
aceitamos sem justificativas, e deduzir, através das demonstracoes, outras afirmagoes,
como os teoremas.

Com o objetivo de apresentar aos interessados alguns teoremas da Geome-
tria Euclidiana que nao sao vistos na graduacao, e utilizar argumentos que facilitem
suas demonstracoes, pretende-se com este trabalho levantar questoes e discussoes que
proporcionarao o desenvolvimento de assuntos da geometria, complementando e auxi-
liando no seu aprendizado.

O trabalho esta dividido em quatro capitulos, sendo que no primeiro é feita
uma abordagem de alguns resultados bésicos da geometria plana como paralelismo,
tangéncia, poténcia de ponto, eixo radical, entre outros, que serao tuteis no decorrer

dos capitulos seguintes.



No segundo capitulo sera apresentado um importante teorema da Geometria
FEuclidiana, o teorema de Menelaus, e a partir deste mostraremos outros resultados de
colinearidade como o teorema de Desargues, o teorema de Pascal, o teorema de Pappus
e outras aplicagoes.

No terceiro capitulo apresentaremos alguns casos de concorréncia, como o
ponto de Gergone e de Naguel, além dos pontos de encontro das medianas, bissetrizes
e alturas de um tridngulo que podem rapidamente ser demonstrados utilizando-se mais
um importante teorema da Geometria FEuclidiana, o teorema de Ceva. Ainda neste
capitulo demonstraremos o teorema de Brianchon, o teorema dual ao teorema de Pascal
na Geometria Projetiva, que é apresentado aqui em uma versao euclidiana para o caso
de circunferéncias. Optamos por fazer este tipo de abordagem, evitando utilizar os
resultados da Geometria Projetiva, que seriam por si s6 assunto suficiente para um
outro trabalho.

No quarto capitulo estudaremos a circunferéncia dos nove pontos e acres-
centaremos o conceito de Inversao, uma transformacao nao isométrica que preserva
angulos e possui algumas propriedades especiais, para em seguida demonstrarmos um
belissimo teorema devido ao matemético alemao Karl Wilhelm Feuerbach (1800-1834),
o teorema de Feuerbach, que envolve a circunferéncia dos nove pontos e as circunfe-
réncias inscrita e excritas de um triangulo. Este capitulo foi acrescentado no trabalho
pensando em uma extensao do termo Colinearidade como sendo pontos comuns a uma
mesma curva.

No decorrer do texto o leitor podera encontrar ainda, em notas de rodapé,
um pouco da histéria e da biografia de alguns dos nomes citados que o ajudarao a
compreender melhor o momento em que estes teoremas surgiram, qual a sua repercussao

na época e qual a sua importancia atual.



Capitulo 1

Resultados Basicos

Daremos aqui alguns resultados basicos da Geometria Euclidiana que serao
utilizados nos capitulos seguintes na demonstragao de alguns teoremas e proporcionarao

uma melhor exploragao dos resultados apresentados no decorrer do trabalho.

1.1 Paralelismo

O postulado das paralelas, segundo Euclides (versao de John Playfair) nos
diz:

Por um ponto fora de uma reta passa uma, e somente uma, paralela aquela
reta.
A existéncia de paralela pode ser provada, na versao axiomatica de Hilbert, a partir
do Teorema do dngulo externo (veja a primeira parte do Teorema 1.1 a seguir). Assim,
naquela versao, enuncia-se o Axioma das Paralelas como:

Por um ponto nao incidente a uma reta passa, no mdximo, uma paralela
aquela reta.
Este axioma separa a Geometria Euclidiana da Geometria Hiperbolica.

O resultado pratico do postulado (ou do axioma) das paralelas é o seguinte:

Teorema 1.1 Duas retas cortadas por uma transversal t formam dois dngulos alternos

internos congruentes se e somente se as retas sao paralelas.

Demonstragao.(=-) Sejam r e s duas retas cortadas por uma transversal nos pontos



P e @ respectivamente. Sejam a e b angulos alternos internos congruentes.

Figura |

Se r e s se interceptassem em algum ponto R, como na figura 2, elas for-
mariam um triangulo ARQ P do qual @ ¢ um angulo externo, sendo b um angulo interno
nao adjacente a ele.

Pelo Teorema do Angulo Externo @ > /l;, o que contradiz nossa hipodtese.

Logo r e s sao paralelas.

(<) Consideremos as retas paralelas r s, e uma transversal ¢ que as corta

nos pontos P e () respectivamente.

Suponhamos que os angulos alternos internos a e b nio sejam congruentes.

Seja s’ uma reta que passa por ) formando com r e t os angulos alternos
internos a e @ congruentes.

Pela primeira parte deste teorema, a reta s’ é paralela a reta r. Disso e da
hipotese temos, pois, passando por @, duas retas distintas s e s, ambas paralelas a
reta r.

Isto contradiz o Postulado das Paralelas. Logo @ e b sio congruentes.
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Colorolario 1.1.1 Dois dngulos que tém seus lados respectivamente paralelos sao con-
gruentes ou sao suplementares. Reciprocamente, se dois dngulos sao congruentes ou
suplementares, e tém um de seus lados respectivamente paralelos, entao os outros lados

sao também paralelos.

1.2 Teorema da base média para triangulos

O teorema a seguir pode ser demonstrado facilmente usando semelhanca
de triangulos. Apresentaremos aqui uma demonstracao que, embora mais trabalhosa,

utiliza somente resultados de congruéncia.

Teorema 1.2 (Teorema da base média) O segmento com extremidades nos pontos
médios de dois lados de um tridngulo é paralelo ao terceiro lado e tem a medida igual

a metade do comprimento daqule lado.

Demonstracao. Consideremos o triangulo AABC com D e E pontos médios de AB

e AC, respectivamente.

Vamos mostrar que DE || BC e que DE = %BC. Seja F' o ponto da semi-
reta oposta a ED tal que EF = DFE. Pelo caso de congruencia de triangulos L.A.L.,
temos AEFC = AEDA. Portanto DAE = FCE.

Pelo Teorema (1.1) obtemos A B ||? F. Como por hipotese AD = BD,
e da congruéncia dos triangulos AEFC e AEDA vale DA = FC, entao BD = FC.

11



Logo BDFC' & um paralelogramo, e dai DE || BC. Além disso, temos
BC=DF=DFE+FEF=2-DEFE.

Logo, DE = %BC’.

O seguinte resultado é consequéncia do teorma 1.2:

Colorolario 1.2.1 Um triangulo possui uma mediana relativa a um lado com medida

wqual a medida desse lado se, e somente se esse tridngulo for retdngulo.

Demonstracgao. Seja AABC triangulo retangulo com A= 90°, e sejam M o ponto

médio da hipotenusa BC' e N o ponto médio ao cateto AC.

C

Entdo, pelo teorema (1.2), MN || AB. Segue-se que M N é mediana e altura relativa ao
lado AC' do triangulo AACM. Logo, este triangulo é isésceles com AM = CM = BM,
ou seja, AM = BTC.

Reciprocamente, suponha que em um tridngulo AABC' tenhamos AM =

%, onde M é o ponto médio de BC'.

Entao os triangulos AABM e ANACM sao isosceles co AM = BM e AM = CM.
Segu-se que BA = ABMS e CAM = ACM. Mas BAC + ABM + ACM = 180° e,
como BAC = BAM + CA\M, temos:

2(BAM + CAM) =180° ou A= BAM + CAM = 90°.

12



1.3 Principais centros de um triangulo

Nesta secao iremos falar sobre os principais centros de um triangulo, alguns
deles determinados por cevianas como o ortocentro, o baricentro e o incentro. Vale
observar que uma ceviana é qualquer segmento que une um vértice a qualquer ponto

do lado oposto.

1.3.1 O Baricentro

Teorema 1.3 As medianas de um tridngulo sio concorrentes em um ponto que dista
de cada vértice dois tercos da distdncia deste vértice ao ponto médio do lado oposto.

Este ponto é denominado baricentro do triingulo.

Demonstracao.Consideremos, no triangulo ABC', os pontos M,, M, e M. como pon-

tos médios de BC', CA e AB, respectivamente. Vamos demonstrar que existe um ponto

P que esta em AM,, BM, e C' M., respectivamente,tal que AP = %AMQ, BP = %BMZ,
eCP = %CMC.

Sejam 7, s e t com s =BM, retas paralelas que dividem o lado AC em

quatro segmentos congruentes. Consideramos as retas u e ¢, ambas paralelas a r, s e

t, passando por A e C, respectivamente.

13



A reta t divide o segmento AB em dois segmentos congruentes, e, portanto,
o ponto M, esta na reta t; além disso, as retas r e s dividem a mediana C'M, em trés
segmentos congruentes, e portanto, se P é o ponto de interseccao das medianas BM,
e CM.,, temos CP = %C’MC.

Do mesmo modo, com retas paralelas a AT/[a mostramos que se P’ é a
interseccao das medianas CM, e AM,, entdao CP' = %C’Mc.

Portanto, pelo Teorema da Localizacao de Pontos obtemos P’ = P, e assim
as trés medianas sao concorrentes.

Como sabemos agora que a mediana AM, passa po P e que a mediana BM,

passa por P, podemos concluir que AP = %AMa e BP = %BMZ,.

14



1.3.2 O Circuncentro

As mediatrizes de um segmento tem a seguinte propriedade: ela é o lugar

geométrico dos pontos eqiiidistantes das extremidades do segmento.

Teorema 1.4 As mediatrizes dos lados de um tridngulo sao concorrentes em um ponto
eqlitdistante dos trés vértices do tridngulo. Este ponto é denominado circuncentro, o

centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo.

Demonstracao. Consideremos o tridngulo AABC.

Sejam 7, s e t as mediatrizes dos trés lados BC, AC' e AB, respectivamente. Se 7
e s fossem paralelas, entdo BC e AC seriam paralelos, e nio terfamos um triangulo.
Portanto r e s interceptam-se num ponto O.

Pela propriedade da mediatriz temos que OB = OC', pois O pertence a 7,
e OC = OA, pois O pertence a s. Portanto temos OA = OB. Novamente pela pro-

priedade da mediatriz temos que O pertence a t. Assim, O pertence as trés mediatrizes

e OA=0B =0C.

1.3.3 O Ortocentro

Teorema 1.5 As trés alturas de um tridngulo sao concorrentes em um ponto deno-

minado ortocentro.
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Demonstracao.Consideremos o triangulo ABC' e a reta suporte AH, da altura corres-

pondente ao lado a do triangulo.

Tracemos por cada vértice do triangulo ABC uma reta paralela ao lado oposto. Es-
tas trés retas determinam um triangulo DEF', como na figura. Dessa construgao, os
quadrilateros BC'F'A e BCAD sao paralelogramos e, portanto, BC' = AF e BC = DA.
Logo, A é ponto médio de DF. Concluimos que a altura ATVm no triangulo ABC' é
a mediatriz de DF. Analogamente, as outras duas alturas do triangulo ABC sdo as
mediatrizes dos outros dois lados do triangulo DEF. Como as mediatrizes sao concor-

rentes, temos que também as trés alturas sao concorrentes.

1.3.4 O Incentro

A bissetriz de um angulo apresenta a seguinte propriedade: a bissetriz de
um angulo exceto sua origem, ¢ o lugargeométrico dos pontos do interior do angulo

eqiiidistante dos lados do angulo.

Teorema 1.6 As bissetrizes dos dngulos de um tridngulo sao concorrentes em um
ponto eqiiidistante dos trés lados do tridngulo. Chamado incentro, o centro da circun-

feréncia inscrita no tridngulo.

Demonstracgao.Consideremos o triangulo ABC'.

16



Seja I a interseccao das bissetrizes AD e BE. Dos angulos /A e /B
respectivamente. Pela propriedade da bissetriz, temos que [ eqiiidista de AB e AC' por
estar na bissetriz de 4, e equidista de BA e BC por estar na bissetriz de B. Portanto, I

eqiidista de AC' e BC'. Novamente, pela propriedade da bissetriz, temos que I pertence

a bissetriz de C. Assim, Temos que as trés bissetrizes tém o ponto I em comum e [

eqiidista de :4—B> ) :4—6 e B?] .

1.3.5 Os Excentros

Considere num triangulo ABC' os seus angulos externos nos vértices B e C'
e que tém nao s6 od lados como interse¢ao com o angulo Ae que denotaremos por B
e C". De outra forma: se tivermos D no prolongamento A_é , deixando B entre A e D,
entio B = CBD. E, para F no prolongamento fTC', deixando C' entre A e B, entao

C' = BCE.

Teorema 1.7 As bissetrizes dos dngulos B’ e C'" sdo concorrentes em um ponto de-

nominado excentro relatico ao vértice A e isto acontece num ponto que equidista lado

BC' e dos lados do dngulo A.

Demonstragao. Vamos mostrar que tais bissetrizes nao podem ser paralelas. Posto
que, se isto fosse verdadeiro, figura abaixo, por ser angulos colaterais internos, teri-

1maimos:

m(B') + m(C") = 360°. (1.1)

17
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E, pela propriedade do angulo externo de um triangulo, m(B’) = m(A) + m(C) e
m(a\’) = m(/T)%—m(E) e que, ao substituirmos em 1.1, dis que: 2m(2)+m(§)+m(a).
Isto é,

soma dos angulos internos = 180°

7 —~ A~ /\\

m(A)+  m(A) +m(B) +m(C) =360° <« m(A)=180°,

o que é um absurdo. E a outra conclusao segue por propridade da bissetriz.

1.3.6 Incirculo, Circuncirculo e Excirculos

Definicao 1.1 :

1) O incirculo de um triangulo ABC' € o circulo cuja circunferéncia tangéncia os 3
lados deste tridngulo. FEsta circunferéncia é denominada tnscrita o este tridn-
gulo; o centro e o raio desta circunferéncia sao denominados respectivamente de
incentro e inraio do triangulo ABC . Na figura abaizo I é o incentro e r € o

1NTraio.
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2) O circuncirculo de um tridngulo ABC' ¢é o circulo cuja circunferéncia tangéncia
"passa"pelos 3 vértices deste tridngulo. FEsta circunferéncia € denominada de
circunscrita o este tridngulo; o centro e o raio destacircunferéncia sao denom-
inados respectivamente de circuncentro e circunraio do triangulo ABC. Na

figura abaizo O € o circuncentro e R ¢ o circunraio

A

3) O excirculo de um tridngulo ABC € o circulo cuja circunferéncia € exterior ao
tridngulo ABC, mas tangente a um lado e aos prolongamentos dos outros dois

lados.
FEsta circunferéncia € denominada de exinscrita ao triangulo ABC.

O centro e o rato desta circunferéncia sao respectivamente denominados de ex-
centro e exraio do triangulo ABC.

Na figura abaizo temos:

Onde 1,, I, e I. sio os centros das exinscritas ao tridngulo ABC' tangentes re-

spectivamente aos lados a, b e c.

Onde ry, T, € T. sa0 08 raios das exinscritas ao triangulo ABC tangentes res-
pectivamente aos lados a, b e c. O ponto I € o centro do incirculo e r o seu

Mrato.
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Propriedades:

P1. Os segmentos tangentes a uma circunferéncia conduzidos por ponto qualquer ex-

terno sao congruentes.

P2. O centro do incirculo do triangulo ABC' é a interseccao das bissetrizes internas.

P3. O centro do circuncirculo do triangulo ABC' é a intersecgao das mediatrizes dos

lados deste triangulo.

P4. O centro de um excirculo do triangulo ABC' é a interseccao de suas bissetrizes

externa e uma interna.
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P5. Seja ABC um triangulo com inc ‘rculo tangenciando os lados BC, C'A e AB em
X, Y e Z respectivamente. Se este triangulo tem lados de comprimentos a, b e

¢, com a = BC, b= AC e ¢ = AB, e semiperimetro p entao:
AY = AZ=p-a

BZ = BX=p-b

CcX

= CY=p-c

P6. Seja ABC um tridangulo com um excirculo tangenciando o lado C'A em Y3, o pro-
longamento deBC' em X, e o prolongamento de BA em Z,. Se este triangulo tem
lados de comprimento a, b e ¢ com a = BC, b= AC e ¢ = AB, e semiperimetro

p, entao:

CY, = CXy=p—a
AY, = AZ,=p—c
BZb = BXb:p

21



1.4 Teorema das bissetrizes

1.4.1 Teorema das bissetrizes internas:

Teorema 1.8 Uma bissetriz interna de um tridngulos divide o lado oposto em seg-

mentos (aditivos) proporcionais aos lados adjacentes.

O teorema deve ser entendido da seguinte maneira.

A

Sendo ABC o triangulo de lados a, b e ¢, AD uma bissetriz interna (conforme a figura),

DB =x e DC =y, teremos:

r oy c
-—=> ou —=-.
c b x oy

O lado BC = a ¢é dividido em dois segmentos aditivos, pois DB + DC = B(C, ou seja,

rT+y=a.

22



E com esta nomenclatura temos, entao:

Hipotese Tese

AD bissetriz interna do AABC =—> L %
c

Demonstracao.

Conduzimos por C' uma paralela a bissetriz AD, determinando um ponto

E na reta AB (Cﬁ”:@)
Fazendo BAD = /1\, DAC = /2\, AFEC =3¢ ACE = ZL temos:

CE | AD = 1 =3 (correspondentes)

CE | AD = 2 =1 (alternos internos).
Como por hipotese 1= /2\, decorre que 3=1.
3=4 =— AACE éisoscelesde base CE —> AE = AC =—> AFE =b.

—

Considerando BC' e BFE como transversais de um feixe de reta paralelas

(identificado por B\\CE) e aplicando o Teorema de Tales, vem:

x oy _ c
— =2 ousea —=-—.
b T
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1.4.2 Teorema das bissetrizes externas:

Teorema 1.9 Se a bissetriz de um dngulo externo de uwm tridngulo intercepta a reta
que contém o lado oposto entao ela divide este lado oposto externamente em segmentos

cuja razao € iqual a razao dos lados adjacentes.

Em outras palavras;

—

sendo ABC o triangulo de lados a, b e ¢, AD uma bissetriz externa com D na reta BC

(conforme a figura), DB = x e DC = y, teremos:

T

Y x c
=3 ou & =3
O lado BC = a é dividido externamente em segmentos subtrativos, pois DB — DC =
BC, ou seja, z — y = a.

Com esta nomenclatura, temos:
Hipotese Tese
AD bissetriz externa do AABC —> ~ = %

c
Demonstracao.

Conduzimos por C uma paralela a bissetriz AD, determinando um ponto
E na reta AB (C%HB)
Fazendo CAD = 1, DAF = §, AEC =3 e ACE = Z, temos:

—

CE I AD — 2 =3 (correspondentes)
CE | AD =

1 =1 (alternos internos).

Como por hipotese 1= /2\, decorre que 3=1.
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3=4 — AACE é¢isoscelesdebase CE —> AE = AC — AFE —=b.

—

Considerando BC' e BFE como transversais de um feixe de reta paralelas
(identificado por AD||CE) e aplicando o Teorema de Tales, vem:

T

1 T
y b

ou seja = -
c b

Nota: Se o triangulo ABC é isosceles de base BC, entdo a bissetriz do angulo externo

em A é paralela a base BC' e reciprocamente.

1.5 Tangéncia ( retas e circunferéncias )

Uma tangente a uma circunferéncia é uma reta no plano da circunferéncia

que a intercepta em um tnico ponto. Tal ponto é chamado de ponto de tangéncia da
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reta com a circunferéncia. (Esta defini¢ao de tangéncia é exclusiva para circunferéncias,
o caso geral de tangente a uma curva qualquer é mais complexo e exige conceitos de
célculo).

Uma reta é tangentea uma circunferéncia, se e somente se, ela é perpendic-

ular ao raio que passapelo ponto de tangéncia.

1.5.1 Segmentos tangentes a uma circunferéncia

Teorema 1.10 Os segmentos tangentes a uma circunferéncia passando por um mesmo

ponto externo tém o mesmo comprimento.

oof &}

Demonstracao. Seja P um ponto exterior a circunferéncia de centro O. Sejam PA e
PB os segmentos tangentes & circunferéncia de centro O. Temos os triangulos retangu-
los APOA e APOB. Como os lados OA e OB sao concorrentes (raio da circunferéncia)
e 0 lado OP é comum, entdo pelo caso hipotenusa-cateto de semelhanca de triangulos
retangulos, temos que APOA = APOB, e portanto PA = PB. Além disso, temos
que AOP = BOP e APO = BPO.

1.5.2 Tangentes comuns a duas circunferéncias

Considere duas circunferéncias de centros O e O e raios r e r’ respectiva-
mente.
Uma reta que é tangente a duas circunferéncias é denominada tangente

comum a estas circunferéncias. Temos os seguintes casos:
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a) Se duas circunferéncias se interceptam em dois pontos, entao elas possuem duas

retas tangentes comuns:

b) Se duas circunferéncias se interceptam em um tnico ponto, entdo elas sao ditas

circunferéncias tangentes. Neste caso o ponto comum ¢ chamado ponto de tangén-

cia. Se as duas circunferéncias possuem raios e sao tangentes, entao elas podem

se tangenciar externamente ou internamente.

Teorema 1.11 Seja O e O’ os centros de duas circunferéncias tangentes e seja

P o ponto de tangéncia. Mostre que P, O e O" sdo colineares.

a demonstracao a seguir ¢é valida tanto para o caso de circunferéncias tangentes
exteriormente como interiormente.

Demonstracao. Suponha que O, O’ e P nao sejam colineares. Entao, se P’ é o
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—>

ponto simétrico de P em relacao a reta OO', teremos que OP' = OP e O'P' =
O'P (por congruéncia de triangulos). Logo P’ seria ponto comum, distinto de P,
as duas circunferéncias, e essas circunferéncias nao seriam tangentes.

S

No caso das circunferéncias tangentes, existem trés retas tangentes comuns a elas:

duas externas e uma é perpendicular & parte dos centros das circunferéncias no

a

c) Se duas circunferéncias forem exteriores entao ha dois casos de tangentes comuns:

ponto de tangéncia.

duas internas e duas externas.

Tangentes comuns internas Tangentes comuns externas

O O



Teorema 1.12 Se duas circunferéncias sao exteriores entdo os segmentos das tan-
gentes comuns internas sao iguais e os segmentos das tangentes comuns externas sao

1GUALS.

Demonstragao. Sejam O e O on centros de duas circunferéncias exteriores de raio r
e r’ respectivamente e seja s uma reta tangente comun externa as duas circunferéncias

respectivamente nos pontos P e P’. Suponha r > ',

—

Seja O'Q uma reta paralela a s com Q pertencente a OP.

Do AOO'Q temos: (00')? = (0'Q)* + (0Q)? = (PP")? + (r —r')%. Logo, (PP')? =
(0O0")? — (r —r")%. O resultado ¢ o mesmo para a outra tangente externa.

No caso em que r = 1" OO'P’P sera um retangulo e PP = OO'.

Seja agora t uma reta tangente comun interna as duas circunferéncias de centro O e

O’ respectivamente nos pontos P e P’.
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— —

Seja O'() uma reta paralela a t com ) um ponto pertencente a OP.
Entao OQ = OP + PQ =OP +O'P' =r +1r'.

Do AOO'Q temos: (0'Q)? + (0Q)* = (PP")? + (r +r')* = (00>
Logo, (PP')? = (00")? — (r +1')%

O resultado é analogo para a outra tangente interna.
|

Obs: Note que as tangentes internas e externa s6 dependem das distancias dos centros
e dos raios das circunferéncias. Note ainda que, pelos resultados obtidos acima os seg-
mentos de tangentes externas serao sempre maiores do que os segmentos de tangentes
internas.

O resultado a seguir é o primeiro caso de colinearidade que apresentamos e

que nao necessita de teorema de Menelaus para sua demonstragao.

Teorema 1.13 Os centros de duas circunferéncias externas e os pontos de intersec¢ao
das tangentes comuns internas sao colineares. Além disso, se os raios das circunferén-
cias forem distintos entao os centros das circunferéncias e os pontos de interseccao das

tangentes comuns, internas e externas, sao colineares.

Demonstracao. Considere () o ponto de intersec¢cao das duas tangentes comuns in-

ternas as duas circunferéncias.

30



Sabemos que A@O = B@O e que A’@O’ = B’@O’.
Como A@B =A @B’ (opostos pelo vértice).
Entdo AQO = BQO = A'Q0’ = B'QO'.
Segue que: B'QO’ + B'QA + AQO = B'QA + AQO + BQO = 180°.
Logo os pontos O, @) e O sao colineares.
Considere agora P o ponto comum as duas tangentes comuns externas as

duas circunferéncias.

Sabemos que APO = BPO e que A/PO’ = B'PO'.

>

Segue-se que a reta PO’ passa por O, ou seja, P, O' e O sao colineares.
[ |

os pontos de interseccao das tangentes externas e internas sao chamados centros de

semelhancga externo e interno respectivamente.

1.5.3 Um teorema sobre tangentes

Teorema 1.14 Sejam P e @) respectivamente pontos de inteseccao decada uma das
tangentes internas e cada uma das tangentes externas comuns a duas circunferéncias
de centros O e O'.

Sejam A, B, C e D os pontos de tangéncia representados na figura.

Entao PC = PD = QA =(@B.

Demonstragao. Sabemos que PC = PD e que QA = (B.
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Temos que O'OB = 0'OD e O'OA = 0'OC.

Logo AOB = 0'OB — 0'0OA = 0'OD — O'OC = COD.

Mas AOQ = BOQ e COP = DOP.

Tomando os triangulos AAOQ e ACOP temos:
OA=0C (raios);
AOQ = COP
OAQ = OCP = 90°

Logo pelo caso cateto-angulo agudo de triangulos retangulos temos que

ANAOQ = ACOP.

Assim QA = PC.

Portanto PC' = QA = Q@B = PD.

1.6 Angulos na circunferéncia

1.6.1 Angulo central

Em uma circunferéncia, o angulo central é aquele cujo vértice é o centro da

circunferéncia. Na figura, o dngulo a é um angulo central. Em uma circunferéncia de

centro O, um angulo central determina em seu interior um arco AB, e dizemos que AB
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é o arco correspondente ao angulo AOB. A medida de um arco AB correspondente a

um angulo central ZAOB ¢é a medida AOB desse angulo.

1.6.2 Angulo inscrito

Definicao 1.2 um dngulo € dito inscrito numa circunferéncia se seu vértice € um
ponto da circunferéncia e seus lados interceptam a circunferéncia em dois pontos dis-
tintos do vértice.

O arco determinado pelos dois pontos distintos e que nao contém o vértice do
angulo inscrito € dito arco subentendido pelo dngulo ou que o dngulo subentende

O arco.

Teorema 1.15 A medida de um dngulo inscrito numa circunferéncia € igual a metade

da medida do arco subentendido por este angulo.

Demonstracao.A demonstragao sera feita considerando trés casos particulares, a

saber:
(¢) um dos lados do angulo inscrito ¢ um didmetro,
(i1) o angulo é dividido pelo didmetro com extremidade em seu vértice,

(717) o angulo inscrito ¢ dividido pelo didmetro com extremidade em seu vértice.

Caso (i). Seja BAC o angulo inscrito com vértice em A. Suponhamos que AB é o
dianmetro, isto é, O € AB. Assim m(BAC) = BOC. Como CO = AO, o triangulo
AOC ¢ is6sceles com vértices em O e dai OAC = OCA. Como BOC ¢ angulo externo
ao triangulo AOC, temos que que BOC = OAC +0OCA=2-0AC =2 BAC. Logo:
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—~ 1 —
BAC = 5m(BC).
Provamos assim o teorema no caso ().
Suponhamos agora que nenhum dos lados do angulo inscrito contenha um
didmetro. Seja AD o didmetro com extremidade no vértice A do angulo inscrito. Pelo

caso (i) temos que

%B@D — BAD e %D@D = DAC. (1.2)

Temos nesta situagdo que considerar os casos (i) e ().
Caso (ii): AD divide o angulo inscrito. Neste caso, BAC = BAD+ DAC.
Daqui e de (1.2), segue que

SO P TG B . 1~
BAC = SBOD + ;DOC = -(BOD + DOC) = 5 BOC

m(BAC'), provando o caso (i7).

e, dai, BAC = %
Caso (7i1): AD nao divide o angulo inscrito. No caso em que AB divide o
angulo DAC temos que DAC = DAB + BAC. Daqui e de (1.2), segue que %D@C =

1BOD + BAC. Como DOC = DOB + BOC, obtemos
1, ~ 1 -
5(POB + BOC) = 5 BOD + BAC,

logo,

BAC = %B@C - %m(BAC).

O caso em que é AC' que divide o angulo BAD pode ser tratado de forma

analoga e ¢ deixada para o leitor como exercicio.
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1.6.3 Angulo semi-inscrito ou angulo de segmento

Definicio 1.3 Angulo semi-inscrito relativo a uma circunferéncia é um dngulo que
tem vértice na circunferéncia, um lado secante e outro lado tangente a circunferéncia.

Sejam A, B pontos distintos de C(O,r) et a reta tangente a C(O,r) em
A. Seja C' um ponto de t distinto de A; o dngulo com vértice A e lados definidos pelas
semi-retas Scapy € Sac) € um dngulo semi-inscrito e o denotaremos por tAB. O arco

AB que tem um ponto no interior de tAB ¢ chamado arco correspondente ao dngulo

tAB.

Teorema 1.16 A medida de um dngulo semi-inscrito € igual a metade da medida do

seu arco correspondente.

Demonstracao. Vamos dividir a demonstracao em trés casos:
(1) CAB ¢ agudo;

(ii) CAB ¢ reto;

(iii) CAB € obtuso.

Caso (i): CAB ¢ agudo. O tridngulo AOB € isdsceles e BAO + AOB +
OBA = 180°. Como BAO = OEA, seque que 2 - BAO = 180° — AOB e, entao,

N 1 ~
BAO = 90° — S AOB. (1.3)

Sendo t tangente a circunferéncia em A, temos que CAB + BAO = 90° ou

BAO = 90° — CAB. (1.4)

35



De (1.83) e (1.4), vem que
~ 1 ~ 1

e o caso (i) estd provado.

Caso (ii): CAB ¢ reto. Neste caso, AB ¢ didmetro e m(AAB) = 180°. Isto
prova (ii).

Caso (iii): CAB ¢ obtuso. Como o suplemento de tAB ¢ agudo, aplicando

a este o caso (1), concluimos a demonstra¢ao.

1.7 Poténcia de ponto

A partir de agora, representaremos uma circunferéncia C' de centro O e raio

r por C = C(O;r).

Definicao 1.4 Seja C' uma circunferéncia, P um ponto e s uma reta que corta C' em
A e B (incluindo os casos A = B). A poténcia de P com relagio o C é +PA - PB,
onde usamos + para o caso em que P seja exterior a C' e — para o caso em que P seja

interior a C.

Teorema 1.17 (Poténcia de Ponto) Dados uma circunfer encia C' e um ponto P.

se uma reta s passa por P e corta C' nos pontos A e B, entdao o produto PA- PB ¢

constante.

Demonstracao. Seja O o centro de C' e R o seu raio. Seja P um ponto nao pertencente
a C' com PO = d. Consideremos uma secante PAB e o ponto M, médio de AB.
Facamos MA = MB = m e, observando que OM ¢é perpendicular a AB, podemos

escrever:

a) se P ¢ exterior a C,

PA-PB = (PM —m)(PM +m)
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PA-PB = PM?—m?

PA-PB = PM?+4+OM?* — (m?+OM?)

PA-PB = d°— R?

b) se P é interior a C,

—~PA-PB = —(PM —m)(PM + m)
PA-PB = PM?-—m?

PA-PB = PM?+OM?— (m*+OM?)
PA-PB = d°— R
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Se P pertence a circunferéncia, entao ou A ou B coincide com P, um dos dois segmentos
tem comprimento zero e a poténcia de P é igual a zero.

Na realidade, o fato que o produto PA - PB é constante para qualquer
secante passando por P é conhecido desde a antigiiidade, mas o termo "poténcia'"foi
utilizado pela primeira vez por Jacob Steiner(1796-1863), matematico suigo que deu
uma enorme contribuicao ao desenvolvimento da Geometria. Observamos aida que,
se P é exterior a circunferéncia e se PT é tangente em T, decorre da definigao (e do
teorema de Pitagoras) que a poténcia do ponto P em relagao a circunferéncia é PT?.

E claro que o conjunto dos pontos que possuem determinada poténcia em

relagao a uma circunferéncia C' é uma outra circunferéncia concéntrica com C

1.8 Eixo radical

Dadas duas circunferéncias nao concéntricas pode-se perguntar se existe al-
gum ponto no plano cujos segmentos tangentes a cada uma dessas circunferéncias (ou
seja, segmentos contidos em retas tangentes a essas circunferéncias com extremidades
no ponto e nos pontos de tangéncia respectivamente) tenham o mesmo comprimento.
Pode-se perguntar ainda se, caso existam pontos com essa propriedade, qual é o con-
junto dos pontos no plano que satisfaz essa propriedade, ou seja, qual o lugar geométrico
dos pontos no plano cujos segmentos tangentes a essas circunferéncias tém o mesmo
comprimento.

A primeira pergunta pode ser respondida por construgao, com um certo
cuidado, justificada por um argumento de congruéncia: tome um segmento tangente,
suficientemente grande (o quao grande pode ser percebido experimentalmente), a uma
das circunferéncias e trace um segmento tangente de mesmo comprimento & outra.
Tracando-se agora duas circunferéncias de centros nas circunferéncias originais, pas-
sando pelas respectivas extremidades dos dois segmentos tangentes, obter-se-a dois (ou

um) pontos que satisfardo a propriedade.
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Na figura acima as tangentes m e P’—Q’ tém o mesmo comprimento. Note que os
triangulos AOAB e AOQP sao congruentes, e também AO'A'B" e AO'Q'P séo con-
gruentes. Se as circunferéncias nao sao interiores (isto é, se uma nao estiver contida no
interior da outra), entdo uma resposta mais simples & primeira pergunta seria: basta
tracar um segmento tangente comum as duas circunferéncias e achar o ponto médio

deste segmento.

Respondida a primeira pergunta vamos analisar a segunda e respondé-la

por partes.
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Se as duas circunferéncias forem tangentes (externa ou internamente) en-
tao todos os pontos da reta tangente (exceto o ponto de tangéncia) comum a ambas
no ponto de tangéncia dessas circunferéncias satisfarao a propriedade dos segmentos

tangentes de mesmo comprimento.

Na figura acima tem-se PQ = PT = PQ'.

Se as duas circunferéncias forem secantes (interceptando-se em dois pontos
M e N ) entao todos os pontos da reta que passa por M e N (exceto o os pontos do
segmento M N ) satisfardo a propriedade dos segmentos tangentes de mesmo compri-

mento.

Na figura acima tem-se, por poténcia de ponto, que PQ? = PM - PN = PQ".
Observemos ainda que, em ambas as figuras, as retas obtidas sao perpendic-
ulares a reta dos centros das duas circunferéncias. Falta provar ainda que essas retas

contém os lugares geométricos dos pontos que satisfazem a propriedade dos segmentos
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tangentes de mesmo comprimento, ou seja, nenhum ponto fora daquelas retas possui
essas propriedade.

Para provar o exposto acima, e para provar o caso das circunferéncias que
nao possuem ponto comum (exceto no caso em que elas s@o concéntricas, em que
nenhum ponto do plano tem a propriedade das tangentes de mesmo comprimento)

vamos enunciar e demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 1.18 Os pontos que satisfazem a propriedade dos segmentos tangentes de
mesmo comprimento a duas circunferéncias nao concéntricas dadas estao contidos em
uma determinada reta perpendicular a reta dos centros daquelas circunferéncias. Recip-
rocamente, todo ponto daquela reta, que nao seja ponto comum as duas circunferéncias
ou ponto interior a essas circunferéncias, possui a propriedade dos segmentos tangentes

de mesmo comprimento.

Demonstracao. Vamos demonstrar para o caso de duas circunferéncias externas, mas
o argumento é o mesmo nos outros casos. Sejam entdo PQ e PQ’ dois segmentos
de mesmo comprimento, respectivamente tangentes as circunferéncias de centros O e
O’ tracados por um ponto P exterior a ambas as circunferéncias. Seja C' o pé da

perpendicular & reta dos centros tracada por P.
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Entao, chamando PO = d, PO’ = d' e R e R, respectivamente, os raios das
circunferéncias teremos, de PQ = PQ’ e do teorema de Pitagoras para os triangulos

retangulos AOQP e ANO'Q'P' que
PQQ — d2 . R2

PQ/Q — de _ R/Q

Segue-se que

d2 —R2 — d/2 _R/2

ou

d2 _ d/2 — R2 _ R/Q.
Aplicando o teorema de Pitagoras aos triangulos retangulos AOC'P e AO’'C' P obtemos
d* = PC*+0C?* e d?=PC*+0'C?,

e dai temos

002 . 0102 — d2 _ d/? — R2 o R/2’

ou seja, como OC + O'C' = 00,

(0OC — 0'C)(0C +O'C) = R> — R™.
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Obtemos assim o sistema

RZ_R/2
- 0c = — 1.5
oC -0'C 50 (1.5)
OC+0'C = 00 (1.6)

o que nos da

/2 2 pi2 12 p2 /2
OC:OO +R—R o O'C’:OO R+ R

200’ 200/

e portanto C' esta unicamente determinado na reta dos centros das duas circunferéncias,

(1.7)

ou seja, todo ponto que satisfaz a propriedade dos segmentos tangentes de mesmo
comprimento estd na reta perpendicular a reta dos centros que passa pelo ponto C.
Reciprocamente, se P é um ponto qualquer na reta perpendicular a reta dos
centros das circunferéncias que passa por C' (determinado pelas distancias OC e O'C
nas equagoes acima) e nao estd nas circunferéncias nem em seus interiores, entao da

equagao (1.7) acima obtemos as equagoes (1.5) e (1.6) que, multiplicadas nos da
002 . 0/02 — R2 o RIQ

Por outro lado, aplicando o teorema de Pitagoras nos triangulos AOCP e NO'CP

obtemos
> =PC?>+0C? e d?=PC*+0C?
e daf
OC?* - 0'C?* = ad* — d*.

Segue-se que

d2_d/2 :R2_R/2

ou seja,

d2 . RQ — d/? . R/Q.

Mas, se PQ e P(Q)’ sdo os segmentos tangentes as circunferéncias de centros O e O’

respectivamente, entao dos triangulos AOQP e AO'Q'P obtemos

PQ2 — d2 - R2
PQ/Q — d/Q o R/2
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Portanto temos PQ = PQ'.
A reta perpendicular a reta dos centros que passa pelo ponto C' acima é chamada eixo
radical das duas circunferéncias.

Dadas trés circunferéncias, nao concéntricas duas a duas, temos trés eixos
radicais correspondentes a cada par dessas circunferéncias.

Um resultado facil de provar é o seguinte: os trés eixos radicais sao paralelos
(no caso em que os centros das trés circunferéncisdo colineares), ou sdo concorrentes
em um unico ponto.

Tal ponto é chamado centro radical das circunferéncias.

1.9 Conjugados harmoénicos

Definicao 1.5 Seja AB wm segmento de reta. Dizemos que dois pontos M e N,

—>
. . . A ~ MA _ NA
pertencentes a reta AB, sao conjugados harmonicos em relagao a A e AB se 375 = 5

OBS: Desta definicao ¢é facil deduzir que, se M e N sao conjugados harmoénicos em

relacao a A e B, entao um deles esta entre A e B e o outro nao pertence ao segmento

AB.

Verifica-se que, se N é um ponto da reta AB que nao pertence ao segmento
AB, entao aeu conjugado harménico M pode ser obtido tracando-se por N uma das
tangentes & circunferéncia de diametro AB e, pelo ponto 7' de tangéncia baixando a

perpendicular a AB. O pé desta perpendicular em AB é o ponto M.
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Note que, no AONT (retangulo) temos OT? = OM-ON,our? = OM-ON.

Reciprocamente, se M é um ponto que esté entre A e B e distinto do ponto
médio de AB, entdo seu conjugado harménico N é obtido levantando-se a perpen-
dicular a E por M. Em um dos pontos de cruzamento dessa perpendicular com a
circunferéncia obtemos T'. Por T traga-se a tangente a circunferéncia, que interceptara
fTB em V.

Podemos verificar ainda que os centros de semelhanca de duas circunferén-

cias sao conjugados harmoénicos em relacao aos seus centros:

, PO OB R
APAO ~APBO = 4o =20 ==
, Q0 0D R

@0 UC = Qo ~oc =

PO _ QO

Logo 5570 = 5o+

Portanto os pontos P e () sdo conjugados harmonicos em relagao a O e O'.
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Capitulo 2

Colinearidade

Neste capitulo apresentaremos o teorema de Menelaus, um teorema que
envolve colinearidade descoberto por Menelaus de Alexandria (aproximadamente 100
A.C.) e publicado em 1678 por Geovanni Ceva. Apresentaremos também os teoremas
de Gerard Desargus, Blaise Pascal e Pappus de Alexandria, além de outros resultados

de colinearidade como a Reta de Euler e a Reta de Simson.

2.1 Teorema de Menelaus

Teorema 2.1 (Teorema de Menelaus) ' Sejam trés pontos, L, M e N localizados

respectivamente nas retas suportes dos lados AB, BC e CA de um tridngulo AABC

(qualquer). Entao L, M, e N sao colineares se, e somente se:

LA MB NC _

Demonstracao: Seja o triangulo AABC, e sejam L, M e N pontos colineares per-

tencentes as retas AB, BC e AC respectivamente. Pelo vértice A, traga-se uma reta

fTD paralela a transversal LT/[ :

Gedmetra e astronomo grego, nascido em Alexandria, Egito, que ndo s6 continuou os trabalhos de Hiparco em trigonometria, mas
demonstrou interessantissimo teorema, que leva o seu nome. Defensor da geometria classica e criador do tradicional teorema de Menelau,
escreveu varias obras de trigonometria e geometria. Suas principais obras foram Cordas em circulo, em seis volumes, Elementos de
geometria, com varios teoremas, e Sphaera, em trés livros sobre esféricos. Nessa obra considerou tridngulos na esfera e provou, dentre
outros resultados, que a soma dos seus angulos internos é maior do que 1800. Seu nome foi conhecido através de Pappus e Proclus.
Pouco se sabe sobre sua vida, mas teve grande influéncia na evolugado da trigonometria esférica e na astronomia. Também estudou sobre
a aceleragdo da gravidade e morreu em lugar incerto, talvez 14 mesmo em Alexandria. A Escola de Alexandria est4 entre as trés maiores
escolas de Matemaéatica da antiga civilizagao mediterranea, ao lado da Escola Pitagorica, que era sediada na cidade de Crotona, Italia, e

da Academia de Platao, sediada em Atenas, Grécia, e sua influéncia se estendeu por cerca de sete séculos (300 a. C.-400 d. C.).
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Pelo teorema de Tales as paralelas AD e LM cortam as secantes AB e BD

em partes proporcionais: J@—% = LB . Logo,
LA MB (2.1)
MD LB '

Também pelo teorema de Tales as paralelas AD e LM cortam as secantes AN e DM

N, . MD _ MC
em partes proporcionais. Assim 7 = & entao,

MD NC

De (2.1) e (2.2) temos que 77 LA Afg %f‘) % 1 e portanto ég %5 %_g L.

A

Seja agora o AABC' e sejam L, M e N os pontos pertencentes as retas AB, BC e AC
respectivamente. Tais que

LA MB N
LA MB NC_ (2.3)

Tracemos a reta LM. Seja N’ o ponto de interseccao de LM com AC.
Portanto L, M e N’ sao colineares.

Pelo que foi provado anteriormente temos que

LA MB N'C

LB MC NA

(2.4)
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Segue-se, de (2.3) e (2.4) que Y& = &

Como existe apenas um tnico ponto que divide o segmento AC numa razao
dada temos entao que N’ = N.
E portanto L, M e N sao colineares.
Uma outra demonstracao do Teorema de Menelaus(Ver o artigo a respeito em,
[?] do professor Eliézer Batista)

Considere um triangulo AABC', um ponto D em BC , estendendo-se o lado
BC'. Considere também um segmento DF com F € AB que cruza o lado AC no ponto

E, conforme nos mostra a figura abaixo.

A

O Teorema de Menelau pode ser enunciado da seguinte maneira:

Teorema 2.2 Dados os pontos A, B, C, D, E e F, conforme a configuracao apresen-

tada na figura anterior, entao temos a relag¢ao

AF BD CE _
FB DC EA

1.

A demonstracao deste teorema se baseia no resultado que decorre facilmente da for-
mula da area de um triangulo, a saber, a razao entre as areas de dois triangulos com a
mesma altura é igual a razao entre suas bases. Assim, na demonstracao do teorema de
Menelau, basta identificarmos os tridngulos apropriados e compararmos as suas areas.

Demonstragao. Considere o segmento auxiliar BE, conforme ilustrado na fiura abaixo:

Entao, temos:

A(MAEF) AF
A(ABEF) FB’
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A(ABEF) EF

A(ABDF) — DF’

Da mesma forma, considere agora o segmento auxiliar C'F', conforme ilustrado na figura

a seguir:

Entao, temos também,

A(ABDF) BD
A(ACDF) DC’

A(ACDF) DF
A(ACDE) ED’

A(ACDE) ED
A(ACEF) EF’

A(ACEF) CE
A(AAEF) EA
Multiplicando todas estas razoes, temos:
A(NAEF) A(ABEF) A(ABDF) A(ACDF) A(ACEF)

L = A(ABEF) A(ABDF) A(ACDF) A(ACDE) A(MAEF)
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AF EF BD DF ED CE AF BD CFE
FB DF DC ED EF EA FB DC EA

O que demonstra o teorema.

2.2 Teorema de Desargues

Teorema 2.3 (Teorema de Desargues) ? Quando dois tridngulos tém os vértices
dois a dois sobre trés retas concorrentes, os trés lados cortam-se dois a dois em trés

pontos situados em linha reta.

Demonstragao: Aplicando o teorema de Menelaus aos trés trios de pontos { D, R', Q'},
{EP'R'}, {FQ'P'} em relagao aos triangulos AOQR, AORP, AOPQ), respectiva-
mente, obtemos:
QD RR 0Q | RE PP OR | PF QQ
RD OR' QQ’ " PE OP RR " QF 0Q PP

RE PP’ OR _ ~ PF Q@ OP

2Matemético, engenheiro militar e arquiteto francés de Lyon, considerado um dos fundadores da geometria moderna com sua con-
ceituagao de Geometria Projetiva. Filho de um notéario real, foi educado em Lyon e trabalhou inicialmente como arquiteto. Mudou-se para
Paris onde entrou no circulo dos mais importantes mateméaticos de sua era, como Marin Mersenne (1588-1648), René Descartes (1597-
1650), Etienne Pascal (1588-1651) o filho e seu discipulo Blaise Pascal (1623-1662), Abraham Bosse (1602-1676) entre outros. Tornou-se
professor em Paris e oficial do corpo de engenheiros. Sua principal obra foi "Brouillon projet d’une atteinteaux événements des rencontres
din cone avec un plan"(1639, sobre as propriedades imutéaveis dos circulos. Hoje é conhecido como o profeta da geometria projetiva e
depois de projetar varios edificios publicos e privados em Paris e Lyon, encerrou sua carreira de arquiteto (1645). Durante sua vida morou
entre Paris e Lyon, mas morreu em sua cidade natal, deixando como um dos seus trabalhos mais conhecidos o Teorema de Desargues.
Jean Poncelet (1788-1867) recuperou seus conceitos, estabelecendo a Geometria Projetiva, onde procurou construir uma teoria geral para

a Geometria com objetivo de universalizar seus conceitos.
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Multiplicando as trés equacoes acima obtemos, ap6s cancelamento,
QD RE PF
RD PE QF

e novamente pelo teorema de Menelaus, aplicado ao triangulo APQ R, obtemos que os

1

pontos E, F' e D sao colineares.

Reciproca do Teorema de Desargues

Se os lados de dois tridngulos se cortam dois a dois em trés pontos situados
em linha reta, os vértices correspondentes estao dois a dois sobre trés retas concor-
rentes.

Demonstracgao:

—

Sejam os tridangulos APQR e AP'Q'R'. Sejam E o ponto de interseccao de PR e
ﬁ—}%’ , F' o ponto de intersecgao de PT) e %, e D o ponto de interseccao de Q—R) e
Q"Té’ , tais que E, F' e D sao colineares.
Seja O o ponto de interseccao das retas <P_I)D’ e R<_)R’ . Vamos mostrar que a reta Q?Q’
também passa por O.

Considerando os trés triangulos AFPP’ e ADRR’, notamos que as hipote-
ses do Teorema de Desargues sao satisfeitas, logo, por esse teorema concluimos que
O (ponto de intersecgao de ](3—]5’ e R?%’), Q@ (ponto de intersecgao de ﬁ’ e Z?R) e Q)

(ponto de intersecgao de P'F e R'D) sao colineares e que os dois tridngulos possuem

os vértices dois a dois sobre trés retas concorrentes.
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2.3 Teorema de Pascal

Teorema 2.4 (Teorema de Pascal) *
Em todo hexdgono reqular (convero ou nao convero) inscrito em uma circunferéncia,
0s pontos de intersec¢ao dos lados opostos estao em linha reta. (A reta que contém

esses trés pontos, chama-se reta de Pascal).

Obs: Em um hexédgono definimos lados opostos como sendo os lados que estao sepa-

rados por dois outros lados.

Demonstracao: Seja AGHI o triangulo formado pelos lados AB, C'D e FF do hexa-

gono inscrito ABCDFEF. Estamos assumindo que os lados AB, CD e EF formam o

triangulo AGHI. Sejam AF, BC' e DE retas transversais ao triangulo AGHI.
Aplicando o teorema 2.1 ao tridngulo AGH I e as transversais AFM, BCN

e DFEL respectivamente obtemos as segintes relagoes:

AG FH MI
AH FI MG

BG NH (CI
BH NI CG

3Extra0rdinério filésofo, fisico, escritor e matematico francés nascido em Clermont-Ferrand, Auvergne, que como filésofo e mistico
criou uma das afirmagdes mais pronunciadas pela humanidade nos séculos posteriores, "O coragdo tem razdes que a propria razido de-
sconhece", sintese de sua doutrina filoséfica: o raciocinio l6gico e a emocao. Filho de um professor de matematica, Etienne Pascal,
escreveu varias obras religiosas. Seu talento precoce para as ciéncias fisicas levou a familia para Paris (1631), onde ele se dedicou ao
estudo da matematica. Realizou experiéncias sobre sons e em 1635 chegou a dedugao de 32 proposigées de geometria estabelecidas por
Euclides. Publicou Essay pour les coniques (1640), contendo o célebre teorema de Pascal. Excelente matematico especializou-se em
calculos infinitesimais e criou um tipo de maquina de somar que chamou de La pascaline (1642), a primeira calculadora manual que se
conhece. Apesar de sua curta existéncia, este brilhante cientista francés reuniu em sua personalidade duas caracteristicas aparentemente
antagodnicas: o espirito literario uma vez que, sendo grande escritor, é considerado o verdadeiro fundador da prosa literaria francesa e o

espirito geométrico, que o fez importante fisico e matematico.
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LG EH DI
LH FEI DG

=1

Multiplicando estas igualdades membro a membro e cancelando os produtos iguais

AG-BG=CG-DG,FH-FEH = AH -BH e CI- DI = EI - FI, obtidos da poténcia

. < . N MI  NH LG _
dos pontos GG, H e I respectivamente a circunferéncia dada, temos 7= - %7+ - 75 = 1.

Portanto M, N e L sao colineares.
[

Obs: No caso em que hd um par de lados opostos paralelos havera 2 pontos de con-
corréncia. Se houver dois pares de lados opostos paralelos entao o terceiro par também

tera lados paralelos.

Demonstragio. Sejam AB || DE e AF || CD entdo A = D

FEDCB FE + EDC + CB 5 CBAFE CB+ BAF + FE
—= e o oy

A= ,
2 2 2 2

0S arcos ElBC’ ¢ BAF sio iguais e CFE = BCF.

Portanto BC ¢ paralelo a EF.
Obs: Note que 6 pontos sobre uma circunferéncia formam 60 hexagonos distintos:
sao (PC)g = 120 permutagoes circulares, que devemos dividir por 2 devido a orientagao.

Esses 60 hexagonos darao no méximo 60 retas de Pascal.
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2.4 Teorema de Pappus

Teorema 2.5 (Teorema de Pappus) 4
Quando um hexdgono tem trés de seus vértices sobre uma reta, e os outros trés vértices

sobre outra reta, os trés pontos de intersec¢ao dos lados opostos estao em linha reta.

Demonstracgao: Seja o hexdgono nao convexo ABCDFEF com os vértices A, C e
E sobre uma reta e B, D e F' sobre outra reta. Seja L o ponto de interseccao dos lados
opostos AB e ED, M o ponto de interseccao dos lados opostos CDeAF e N ponto
de intersecgao dos lados opostos BC e EF.

Seja U o ponto de interseccao das retas C'D e EF, V ponto de interseccao das retas

400nsiderado o ultimo dos grandes gedmetras da antiga civilizagdo grega e talvez nascido em Alexandria, pesquisador e autor de
muitos textos sobre cientistas da antiga civilizagdo grega. Viveu em Alexandria, durante o reinado de Docleciano (284-305) e ficou
conhecido como seguidor das idéias matematicas de Eudoxo e Arquimedes. Entre seus livros o mais famoso foi Synagoge (320 d. C.)
ou Colegao Matemaéatica, um tratado em grego muito importante pois continha informagdes inéditas para época. Hoje é uma rica fonte
histérica da matematica grega pois apresenta provas e lemas suplementares para as obras de Euclides, Arquimedes, Apolénio e Ptolomeu.
Descobriu varios teoremas precursores da Geometria Projetiva, pesquisou o chamado Problema de Dido ou Isoperimétrico e, curiosamente,
demonstrou que, dentre as formas que as abelhas poderiam ter empregado para fazer seus favos, a adotada é a que mais economiza cera.
Suas conclusoes foram o ponto de partida para a inveng¢ao da geometria analitica por Descartes, treze séculos depois. Junto com Diofanto,
foram os dois principais matematicos da chamada Idade de Prata da Universidade de Alexandria (250-350). Também escreveu sobre

musica e hidrostatica e morreu em algum lugar da Grécia, provavelmente em Alexandria.
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AB e EF, e W, o ponto de interseccao das retas AB e C'D. Estamos assumindo que
as retas :4_)B, <C_l)) e E<_)F formam o triangulo AUVW.

Aplicando o Teorema de Menelaus aos cinco trio de pontos:

(L,D,E}, {A,M,F},{B,C,N},{A,C,E} e {B,D,F}

em relacao ao triangulo AUV W, temos:

VL WD UE

ow pU BV (2:5)
o

95



Dividindo o produto das trés primeiras equagoes pelo produto das duas tltimas, obte-

mos, apds cancelamento,

VL WM UN _
LW MU NV

o que nos da novamente, pelo Teorema de Menelaus, aplicado ao trangulo AUVW,

1

que os pontos L, M e N sao colineares.

2.5 Reta de Simson

Teorema 2.6 Seja ABC' um tridngulo. Os pés das trés perpendiculares tracadas de
um ponto P aos lados do NABC' sao colineares se e somente se o ponto P pertencer

a circunferéncia circunscrita ao tridngulo ANABC.

Obs: Nesse caso a reta que contém esses trés pontos é chamada de reta de Simpson.

Demonstracao.Primeiramente vamos provar que se P estd na circunferéncia circun-

scrita ao AABC', entao os trés pés das perpendiculares aos lados desse tridangulo sao
BA, CBy, AC,

: : =1.
CAl ABl BCl

colineares. Pelo Teorema de Menelaus devemos mostrar que

Temos que
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Entao

B+C=CAC = C,AP+PAC =C,AP + B — PCA
C1AP = C+ PCA=PCB.

Logo APC1A ~ APA,C.

Assim
AC,  PCy
oL = PA (2.10)
Temos também que P§A1 = %C — PAB. Logo APAB ~ APB; A.
Assim
BA, PA,
= . 2.11
AB, PB; ( )
. AP -
Temos ainda que PBC; = - = PCB. Logo APC1B ~ APB,C.
Assim
CB, PB
= . 2.12
BC, PC, ( )

Multiplicando (2.10), (2.11) e (2.12) temos:

AC, BA, CB, PC; PA, PB; _
CA, AB, BC, PA, PB, PC,

Portanto
A01 BAl CBl —1
CA, AB, BC,

2.6 Reta de Euler

Teorema 2.7 O circuncentro, o baricentro e o ortocentro de um triangulo sao coli-
neares. Além disso, o baricentro divide o segmento cujas extremidades sao o circun-

centro e o ortocentro, na razao 1 : 2.

Demonstragao: Consideremos, no triangulo ABC', os pontos M,, M, e M., as alturas

AH, e BH,, o ortocentro H e o baricentro G.
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H,
M. Q M,
HX-S10
B H M C

Consideremos o triangulo M, M, M., formado pelos pontos médios dos lados
do triangulo ABC. E facil ver que o ortocentro O do triangulo M, MM, coincide com
o circuncentro do triangulo ABC.

Além disso, como consequéncia do teorema da base média, sao semelhantes
os triangulos M, MyMq e ABC com razao de semelhanca % Dessa maneira, qualquer
par de segmentos correspondentes nesses dois tridngulos estdo na mesma razao.

Como o quadrilatero AM,M,M, é um paralelogramo, suas diagonais AM,
e My, M, bisseccionam-se no ponto (). Portanto a mediana M,Q do triangulo M, M,M,
esté contida na mediana AM, do triangulo ABC', o analogo ocorrendo com as outras
duas medianas. Logo os dois triangulos possuem o mesmo baricentro G.

Temos também AH = 2M,O, pela semelhanca dos triangulos M, M, M.,
e ABC; AG = 2M,G, pelo teorema das medianas que diz que as medianas de um
triamgulo sao concorrentes em um ponto que dista de cada vértice % da distancia deste
vértice ao ponto médio do lado oposto; e HZG%G]\//ZGO, pois as retas AH e OM, sao
ambas perpendiculares ao lado BC.

Portanto AAGH ~ AM,GO, com razao de semelhanca %, e daf A@H%
M,GO.

Isso mostra que O, G e H sao colineares e OG = %GH.

Observagao: A reta que contém esses trés pontos notaveis do tridngulo é chamada

reta de Euler®.

=
[o R A3 . . 1z . . - A3 .
Fisico-matematico suigo nascido em Basiléia, o mais brilhante génio da matemaéatica pura e aplicada de todos os tempos. De uma
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2.7 Outras Aplicacoes do Teorema de Menelaus

Problema 1 As bissetrizes internas de dois angulos de um tridngulo nao isosceles

e a bissetriz externa do terceiro angulo cortam os lados opostos em 3 pontos
colineares.
Sejam BN e C'L as bissetrizes dos angulos ZB e ZC respectivamente e seja AM

a bissetriz do angulo relativo ao angulo ZA.

Devemos provar que 75 - 476 - va = L-

Pelo Teorema das bissetrizes internas temos que:

LA LB NC NA
CA-CB ° <CB BA
Pelo Teorema das bissetrizes externas temos que:
MB MC
AB  AC

Assim
LA CB NC BA MB AC

CA LB CB NA AB MC
Logo, multiplicando as igualdades, obtemos

LA MB NC _

1

familia tradicionalmente dedicada a pesquisa cientifica, estudou matemaéatica com Jean Bernoulli, tornando-se grande amigo dos seus dois
filhos Nikolaus e Daniel. Na Russia casou-se e teve treze filhos, perdeu a vista direita (1733), por excesso de trabalho ou por um problema
neurolégico. Publicou seu primeiro livro histéorico, Mechanica, em 1736, e em 1748, publicou o Introductio in analysin infinitorum, talvez
seu mais importante livro. Em 1771 cegou definitivamente, porém nao parou de produzir, normalmente ditando para seus filhos, vivendo
assim até que morreu repentinamente (1783), em Sao Petersburgo. Publicou mais de 500 livros e artigos durante sua vida, mas muitas

outras obras foram publicadas postumamente por quase meio século totalizando em torno de 900 publicacdes conhecidas.
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Portanto, pelo teorema de Menelaus temos que L, M e N sao colineares.

Problema 2 As bissetrizes externas de um triangulo nao isosceles cortam os lados

opostos em trés pontos colineares.

Devemos mostrar que &5 - =% - =5 = 1.

Pelo Teorema das bissetrizes externas temos:

AP AC CR  BC BQ AB
BP BC ° AR AB ° CQ  AC

Multiplicando as igualdades temos:

AP CR BQ AC BC AB

BP AR CQ _ BC AB AC 1

Cancelando os termos comuns temos:

AP CR BQ
BP AR CQ

=1, o que queriamos demonstrar.

Problema 3 Um circulo passando pelos vértices B e C' de um AABC corta AB em

. QC RC x AC
PeA . Se P B = :
e AC, em R. Se PR corta BC' em (), entao OB~ PB x AB

Pelo Teorema da Menelaus aplicado ao triangulo AABC' e a reta transversal PR
AP CR BQ
BP AR CQ

=1.

temos que

Logo

QB BP AR

oC ~ AP Ccr "
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QC

QB

QC

OB

AP CR
p ArR "
RC AP
PB AR

Como pela poténcia do ponto em relacao ao circulo

AP-AB = AR-AC
AP AC
AR  AB
logo
QC RC AC
QB PB AB’
Portanto
QC  RC-AC
QB PB-AB’

Problema 4 As retas suportes dos lados AB,BC, C'D e DA de um quadrilatero sao

cortados por uma reta nos pontos K, L, M e N, respectivamente. Prove que

BL AK DN CM

6 %B %a - iip = L. Seja J o ponto de intersecgao da reta com a diagonal

BD.
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Demonstracao. O Teorema de Menelaus aplicado ao triangulo AABD e a

transversal KL nos da:

AK BJ DN_1 (2.13)
BK DJ AN '

Ja o Teorema de Menelaus aplicado ao triangulo AC'DB e a tranversal KL nos
da:
e ——=1. (2.14)

Multiplicando (2.13) e (2.14) e cancelando os termos comuns DJ e BJ temos

BL AK DN CM
LC KB NA MD

=1 o que queriamos demonstrar.

Este problema pode ser generalizado para um poligono de n lados:

Seja A1 AsAsz ... A, um poligono de n lados, e seja r uma reta nao paralela a

nenhum dos lados do poligono. Sejam P, P, ..., P,_1, P, os n pontos de

interseccao de r com os lados A1 Ay, AsAs, ..., A,_1A,, A,A;. Entao:

Alpl A2P2 Anflpnfl AnPn -1
A2Pl A3P2 o AnPn—l Alpn B

Demonstracao.

Vamos demonstrar por indugao sobre o nimero de lados do poligono. A afirmagao
é verdadeira para n = 3 (Teorema de Menelaus). Suponhamos que ela seja

verdadeira para n — 1 e vamos provar que é verdadeira para n.

Considere entao um poligono A;AsAs ... A, de n lados. Suponha, sem perda de
generalidade, que r ndo seja paralela a diagonal A, _1A; (r é, necessariamente,
nao paralela a alguma diagonal do tipo Ay_1Ak11 ). Seja @ o ponto de intersec¢ao

de r com a reta suporte de A,_1A;.

Considere entao o poligono de n — 1 lados A1 AsAs ... A, 2A,_1. Pela hipdtese

de indugao temos:

AP APy ApoPn—2 A, 1Q -1 (2 15)
APy AsPy” AP A1Q ' .
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An-2

Considere agora o triangulo AA, 1A,A;. Pelo Teorema de Menelaus, para o

caso do triangulo e a reta r, temos:

An—lpn—l AnPn AlQ o
AP, AP, A,1Q

Multiplicando (2.15) e (2.16) obtemos:

Alpl AQPQ An,lpn —1 AnPn —1
A2Pl A3P2 AnPn—l Alpn -

1. (2.16)

Observagao: A reciproca do teorema generalizado de Menelaus nao é verdadeira
para o caso n > 3. Contra-exemplo:

Sejam ABCD um quadrilatero, P um ponto na diagonal AC, e sejam duas semi-
retas distintas e nao opostas com origem P tais que uma delas intercepta os lados
AB e BC nos pontos K e L respectivamente, e a outra intercepta os lados nos

pontos M e N respectivamente.

Entao, pelo Teorema de Menelaus aplicado ao triangulo AABC e a reta que

passa pelos pontos P, L e K, obtemos:

AK BL CP
BK CL 4P ! (2.17)

Por outro lado, aplicando o Teorema de Menelaus ao triangulo AACD e a reta

que passa pelos pontos P, N e M, obtemos:

AP CM DN _

CP DM AN ! (2.18)
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Multiplicando (2.17) e (2.18) obtemos:

AK BL CM DN
BL CM =1 (2.19)

Portanto, K, L, M e N sao quatro pontos nao colineares sobre os lados AB, BC,
CD e DA respectivamente, satisfazendo (2.19). Assim, nao vale a reciproca do

teorema de Menelaus para o caso n > 3.

Problema 5 Seja ABC um tridngulo nao isésceles e P, (Q e R as intersecgoes das tan-
gentes a circunferéncia circunscrita nos vértices com as extensoes dos respectivos
lados opostos. Entao os pontos P, () e R sao colineares.

P
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Pela figura temos: AABQ ~ ABCQ

pois
BAQ = CBQ = B2—C

~

AQB = CQB  (comum)

Logo
BC BQ C©Q _ (BC\® CQ
AB  AQ BQ (AB) Yol (2.20)
Temos também que: ANABP ~ ACAP
| agp = cap=4C
pois 2
APB = CPA  (comum)
logo
AB _ AP _BP AB\* BP 2.21)
AC  CP AP AC) — CP’ '
Ainda, ACBR ~ AACR.
pois 4 OBR =ACR = ABC
01S
BRC = CRA  (comum)
logo
AC  CR AR AC\® AR
BC BR CR <%) " BR (2.22)

De (2.20), (2.21) e (2.22) temos.
BP CQ AR _ (B (BC\' (4CY'_|
CP AQ BR \AC AB BC) 7

Portanto P, () e R sao colineares.
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Capitulo 3

Concorréncia

Neste caitulo seré apresentado o teorema de Ceva, um teorema da geometria
elementar provado em 1678 por Geovanni Ceva, que estabelece uma condig¢ao necessaria
e suficiente para trés cevianas sejam concorrentes. Apresentaremos também alguns
casos de concorréncia como o ponto de Gergonne e o ponto de Nagel além dos casos
de concorréncia que ja foram citados como os pontos de encontro das medianas, das
bissetrizes e das alturas, que serao demosntrados aqui como aplicagoes imediatas do

teorema de Ceva.

3.1 Teorema de Ceva

Teorema 3.1 (Teorema de Ceva) !

Num triangulo ANABC, trés cevianas AM, BN e CL interceptam-se num unico ponto

LA  MB NC _
O, se e somente se, 15115 Na = L-

1Matemético, fisico, gedmetra e engenheiro hidraulico italiano nascido em Mildo, com destaque em probabilidades e calculos geométri-
cos, lembrado pelo teorema de Ceva ou das cevianas, ressuscitando um teorema analogo devido a Menelau de Alexandria, o teorema de
Menelaus. Foi educado em um colégio jesuita de Mildo, e estudou na universidade de Pisa. Ensinou em Pisa até ser nomeado professor
de matematica na Universidade de Mantua (1686), onde permaneceu pelo resto de sua vida e morreu nesta cidade, hoje na Italia. Este
matemaético italiano publicou o artigo De lineis rectis (1678) contendo o teorema das cevianas, demonstrando-o com argumentos relativos
a centros de gravidade, considerado um dos mais importantes resultados da geometria sintética do triangulo no periodo compreendido
entre a Matematica da antiga Grécia e o século XIX. Em sua época o trabalho nao obteve muita repercussio, mas o matematico francés
Joseph Diaz Gergonne (1771-1859) o redescobriu e o autor ganhou seu devido reconhecimento. Outras publicagées importantissimas de

sua autoria foram Opuscula mathematica (1682), Geometria Motus (1692), De Re Nummeraria (1711) e Opus hydrostaticum (1728).
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L
»
Pt
AN
\

Demonstracao 1:(=-) Consideremos o triangulo AAM B e a transversal LOC, temos:

Pelo Teorema de Menelaus que
el S | (3.1)

Consideremos agora o triangulo AAC'M e a transversal BON, temos pelo Teorema de

Menelaus que
BM NC OA

BC NA OM
Multiplicando (3.1) por (3.2) temos

1 (3.2)

LA CB OM BM OA NC

LB CM OA BC OM NA !

Seja O o ponto de interseccio de CL com AM e seja O’ o ponto de interseccio de
BN com AM. Vamos provar que os pontos O e O' sdao coincidentes. Seja o tridngulo

ANAM B. Pelo Teorema de Menelaus se L, O e C' sao colineares entao

i | (3.3)
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Seja o triangulo AAMC'. Pelo Teorema de Menelaus se B, O’ e N sao colineares entao

MB CN A0
CB AN MO

=1 (3.4)

Multiplicando (3.3) e (3.4) temos

AL BC MO MB CN A0
BL MC AO CB AN MO

o AL BM CN _ = MO A0 _ MO __ MO’ =
como pela hipotese oL oM an = lentao S5 - 45 = 1 Logo 0 = o € entao

0=0.

Portanto, AM, BN e CL se cruzam exatamente no mesmo ponto.

Outra demonstragao do Teorema de Ceva: Seja um tridngulo AABC. Sobre

os lados AB, BC e CA, tome, respectivamente, os pontos K, L e M de tal forma
que os segmentos AL, BM ¢ CK se cruzem exatamente no mesmo ponto P, conforme

ilustrado na figura abaixo. Mostre que:

AK BL CM
KB IC MA - (3:5)
A
K
M
C L B

Novamente, esse é um problema altamente sofisticado e extremamente dificil de ser
resolvido utilizando-se apenas de ferramentas tradicionais de geometria. Mas definindo-
se, Ay = A(AAPK), A, = A(ABPK), A3 = A(ABPL), Ay = A(ACPL), A5 =
A(ACPM) e Ag = A(AAPM), temos que

AK A A+ As+As A+ A
KB Ay Ay+As;+ A, As+ A,

(3.6)
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onde a primeira e a segunda igauldades vém do fato que estamos comparando tridngulos
com bases, respectivamente, iguais a AK e K B, e de mesma altura. A dltima igualdade,

¢é decorrente de uma propriedade elementar das proporc¢oes. De igual modo, temos as

igualdades:
BL Ay As+Ai+Ay At A (3.7)
LC Ay Aj+As+As Az + Ag’ '
CM As As+Az3+Ay A3+ Ay (3.8)

MA — As  As+Ai+A4A, A+ Ay
Utilizando simultaneamente as igualdades (3.6), (3.7) e (3.8), podemos concluir que:

AK BL CM A;+A4s Ai+A4; Az+ A
KB LC MA As;+ A, As+As A+ Ay

~ 1 (3.9)
|

A demonstracdo pode ser verificada com mais detalhes em [7].

3.2 Teorema de Brianchon

Teorema 3.2 (Teorema de Brianchon) Se um hexdgono (convexo ou nao) € cir-
cunscritivel a uma circunferéncia entao as trés diagonais com extremidades em vértices

opostos sao concorrentes em um ponto (ou, possivelmente, paralelas).

Antes de demonstrarmos o teorema de Brianchon vamos enunciar e provar o seguinte

lema:

Lema 3.1 Sejam A e B dois pontos em uma circunferéncia dada, e sejam AA’ e
BB’ segmentos tangentes a essa circunferéncia (no mesmo lado da reta AB) tais que
AA" = BB'. Entao existe uma circunferéncia tangente aos dois segmentos AA" e BB’

nos pontos A’ e B’ respectivamente.

Demonstragao. Se AA’ e BB’ forem paralelos entao a circunferéncia tangente a esses
dois segmentos em A’ e B’ terd o mesmo raio que a circunferéncia dada:
Se AA’ e BB’ nao forem paralelos entao as retas que contém estes segmentos se inter-

ceptam em um ponto P:
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Como PA = PB, teremos que PA" = PB’. Seja O' o ponto de intersecgao
das perpendiculares aos segmentos PA’ e PB’ nos pontos A’ e B’ respectivamente.
Mas entd@o os triangulos retangulos APA'O" e APB'O’ sao congruentes (hipotenusas
e um cateto congruentes). Segue-se que O’A’ = O'B’, e portanto a circunferéncia de

centro O’ é tangente aos segmentos AA’ e BB’ nos pontos A’ e B’ respectivamente.
[

Agora vamos demonstrar o teorema de Brianchon.
Demonstragao. Seja ABCDFEF um hexagono circunscrito a uma circunferéncia, e

sejam P, QQ, M, N, R e S os pontos de tangéncia dos lados AB, BC, CD, DE, EF e

F A respectivamente.
Considere os segmentos M M"” e SS’, respectivamente nas retas que contém os lados

FA e CD, os segmentos NN” e PP’, respectivamente nas retas que contém os lados
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opostos DE e AB, e os segmentos RR" e Q()', respectivamente nas retas que contém

os lados opostos EF e BC, tais que
MM' =85S = NN' = PP = RR =QQ’

Entao, pelo lema, existem circunferéncias de centros X, Y e Z, tangenciando
respectivamente MM’ e SS’, NN' e PP, e RR e QQ'.

Como AP = AS segue-se que AP = AS segue-se AP’ = AS’, e portanto A
esta no eixo radical das circunferéncias de centros X e Y.

Analogamente pode-se concluir que a diagonal C'F' esté no eixo radical das
circunferéncias de centros X e Z, e que a diagonal BE esta contida no eixo radical das
circunferéncias de centros Z e Y.

Mas entao, como os trés eixos radicais se interceptam em um mesmo ponto
(o centro radical das trés circunferéncias), concluimos que as trés diagonais se inter-

ceptam em um Unico ponto.
|

A reciproca do teorema de Brianchon é verdadeira no contexto da geometria

projetiva, no seguinte sentido:
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Se as trés diagonais de um hexédgono, cujas extremidades sao vértices opos-
tos, forem concorrentes, entdo os lados desse hexdgono tangenciam uma coénica (que
pode se degenerar em um par de pontos).

A reciproca para o caso da circunferéncia nao é verdadeira.

3.3 Ponto de Gergonne

Sejam X, Y e Z pontos de tangéncia do inciculo do triangulo ABC' com
seus lados. Prove que as cevianas AX, BY e C'Z sao concorrentes, isto ¢, tem um

ponto S em comum.

Nota: Este ponto ¢ denominado de ponto de Gergonne em homenagem ao matematico
Joseph Dias Gergonne (1771-1859), enquanto que as cevianas AX, BY e C'Z sao de-

nominadas de cevianas de Gergonne.

Demonstragao. Temos que AZ = AY, BZ = BX e CX = CY veja tangéncia (1.5).
BX AZ CY 1

CX BZ AY
Portanto as cevianas, AX, BY e C'Z sao concorrentes em um unico ponto: O ponto

Logo
de Gergonne.

3.4 Ponto de Nagel

Sejam X,, Y, e Z. pontos de tangéncia dos excirculos do triangulo AABC

com os lados BC', CA e AB. Prove que as cevianas AX,, BY; e C'Z. sao concorrentes,
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isto é, tem um ponto N em comum.

Nota: Este ponto é denominado de ponto de Nagel enquanto que as cevianas AX,,

BY, e CZ, sao denominadas de cevianas de Nagel (1803-1882).

Demonstracao. Sejam a, b e ¢ o comprimento dos lados do AABC com a = BC,
b= AC e ¢c = AB, e seja p o semiperimetro do triangulo.

Entao

AY, = BX,=p—c

BZ, = C_Yb:p—a

CX, = AZ,=p—b
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Logo
AY, BZ., CX, p—c p—a p—>b

. . — 1.
cy, AZ. BX, p—a p—0b p—c

Portanto, as ceviamas AX,, BY, e C'Z. sao concorrentes em um tnico ponto: o ponto

de Nagel.

3.5 Outras Aplicacoes do Teorema de Ceva

Problemal Num triangulo AABC' as medianas se encontram num ponto chamado

baricentro do AABC.

Demonstracgao.Seja o AABC e sejam D, E e F os pontos médios dos lados

BC, AC e AB respectivamente.
Temos que CD = BC, AE =CFE e BF = AF.

Problema 2 As bissetrizes do triangulo AABC' passam por um mesmo ponto chamado

incentro do AABC.
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Demonstracao. Seja o AABC e sejam AD, BE e C'F as bissetrizes dos angulos
internos fAl, BeC respectivamente. Sejam ainda a = BC, b= AC e ¢ = AB.

Pelo Teorema das bissetrizes temos que:

BD _c AP _ b CE_a

DC bV FB a EA

Multiplicando as fragoes temos

DC FB EA b a

BD AF CE ¢ b a
c

Logo

BD AF (JE_l
DC FB EA

Problema 3 As alturas do triangulo ABC passam pelo ponto H chamado ortocentro

do triangulo ABC.
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Demonstracao.Seja o AABC' e sejam AD, BE e C'F as alturas relativas aos
lados BC', AC' e AB respectivamente. Sejam ainda a = BC, b= AC e ¢ = AB.

Temos que os triangulos AFC' e AEB tém um angulo agudo comum, o angulo A
e sao triangulos retangulos logo sao semelhantes.
Assim
AF  AC b
T2 3.10
AE AB ¢ ( )
Temos também que ABFC ~ ABDA pois sao triangulos retangulos e possuem
um angulo comum, o angulo B.
Assim
BD AB ¢
—_— == —. 3.11
BF BC «a ( )
Temos ainda que ACEB ~ ACDA, pois sao triangulos retangulos e possuem

um angulo comum, o angulo ¢.

Assim
CE CB a
= 2= 2 12
cCD CA b (3.12)
Multiplicando (3.10), (3.11) e (3.12) temos
AF BD C’E_AC AB BC’_b c a_l
AE BF CD AB BC AC ¢ a b
Cancelando os termos comuns temos:
AF BD CE _q
BF CD AE
[ |
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Capitulo 4

Circunferéncia dos nove pontos

4.1 A Circunferéncia dos nove pontos

Neste capitulo vamos estudar a circunferéncai dos nove pontos, introduzir
o conceito de inversao e demonstrar um bellissimo teorema devido ao matemaético
alemao Karl Wilhelm Feuerbach (1800-1834), o teorema de Feuerbach, que envolve a
circunferéncia dos nove pontos e as circunferéncias inscritas e excritas de um triangulo.
Em 1821 o matemaético francés Poncelet demonstrou que para todo tridngulo

é possivel encontrar uma circunferéncia passando pelos seguintes pontos:
e Os pontos médios dos lados;
e Os pés das alturas;
e Os pontos médios dos segmentos que unem os vértices do triangulo ao ortocentro
(ponto de encontro das alturas).

A esta circunferéncia damos o nome de circunferéncia dos nove pontos.
Durante o século XIX foram descobertos diversos resultados sobre a circunferéncia dos

nove pontos:

e O raio da circunferéncia dos noves pontos tem um comprimento igual a metade

do comprimento do raio da circunferéncia circunscrita ao triangulo.

e O centro da circunferéncia dos nove pontos esta sobre a reta de Euler, a meia

distancia entre o ortocentro e o circuncentro.
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e A circunferéncia dos nove pontos é tangente & circunferéncia inscrita e as trés

circunferéncias exinscritas do triangulo.
Tais resultados serao apresentados a seguir.

Teorema 4.1 Seja ABC um tridngulo de circuncentro O e ortocentro H. Entao, os
pontos médios dos lados, os pés das alturas e os pontos médios dos segmentos que
ligam H aos vértices (estes chamados pontos de Euler) estao em uma circunferéncia
cujo centro € o ponto médio de OH e cujo raio € a metade do raio da circunferéncia
circunscrita ao tridngulo. Tal circunferéncia é chamada circunferéncia dos nove pontos

do tridngulo ANABC.

Demonstracao: Sejam P, M e N os pontos médios dos lados AB, BC' e AC' respec-

tivamente e (), R e S os pés das alturas correspondentes aos lados BC, AC' e AB do
triangulo AABC. Entao NP = %BC’ = MS, pois NP é a base média do AABC rela-
tiva ao lado BC' e M é o ponto médio da hipotenusa do triangulo retangulo ABSC.
Logo o trapézio PSNM ( note que MN ¢ paralelo a PS) é isosceles e concluimos
que a circunferéncia F que passa por M, N e S, passa também por P. Conclui-se

analogamente que F passa por () e R.

Os pontos @), R e S sao também os pés das alturas do AAH B; o paragrafo
acima aplicado ao AAH B, mostra que o circulo que passa por R, S e () também passa
pelos pontos médios, U e V' dos lados AH e BH respectivamente. O ponto médio W

de C'H é tratado do mesmo modo e temos os nove pontos em F.
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Observamos agora que o trapézio OPSH é retangulo em P e S; logo a
mediatriz de P.S passa pelo ponto médio F' de OH, e o mesmo acontece com as media-
trizes de QM e RN. Concluindo assim, que F é o centro de F. Finalmente seja U
o ponto médio de AH; entdo UF é um raio de F e é também base média do AAOH
relativa ao lado AO. Como AQO é um raio do circulo circunscrito ao AABC, segue que

oraiode FéUF = %OA.

4.2 Inversao

Nesta se¢ao vamos introduzir o conceito de inversao e estudar algumas pro-
priedades importantes desta transformagao para utiliza-las na demonstracao do teo-
rema de Feuerbach. No que se segue C'(O,r) denotara a circunferéncia de centro O e

raio r e Y um plano qualquer que contém O.

4.2.1 Definicao

Definigao 4.1 (O inverso de um ponto.) Seja S = C(O,r). Dado P # O, o ponto
P’ na semi-reta OP tal que OP.OP' =12 ¢ dito o inverso de P com relacdo a S.

U
Observacgao: Como o produto OP.OP’ deve ser constante, quanto mais préximo um

ponto estiver de O, mais distante de O o seu inverso estaré.

Definigao 4.2 (Inversao.) Seja S = C(O,r). A transformacio I : E — {O} —
E —{O} que leva qualquer ponto P € E—{O} em seu inverso com rela¢ao a S € dita
a tnversao com respeito a S. O ponto O € dito o centro de inversao e r a poténcia de

INVersao.
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Uma vez fixado o circulo de inversao, o inverso de qualquer figura X seré
indicado por X', ou seja, I(X) = X'.
Observacgoes: Considerando a inversao com respeito a um circulo S de centro O, note

que:

1. Se P’ é o inverso de P, entao P é o inverso de P’.

2. (P") = P para qualquer P.

3. P éinterno a S se e somente se P’ é externo a S.

4. Se P # @ entao P’ # @' (pontos distintos possuem inversos distintos)

5. Se A, B e C' estao nesta ordem em uma semi-reta de origem O entdo A’, B e C'

estdo na mesma semi-reta em ordem inversa.

6. Se P € S entao P’ = P (ou seja, os pontos de S sdo pontos fixos da transformagao

0.

No que se segue, consideremos a inversao em relagao a uma circunferéncia S = C(O, r).

4.2.2 Equivaléncias para inversao.

Sejam AB um diametro de S e P, P’ € OB . Entdo os teoremas 4.2 ¢ 4.3 a

seguir nos dao as seguintes equivaléncias para inversao:

Teorema 4.2 P e P’ sdo inversos com relagao a S se e somente se qualquer circun-

feréncia que passa por P e P' € ortogonal a S.

Demonstragao Seja K = C(Q, k), uma circunferéncia com centro em @ e raio k , que
passa por P e P'. Sejam GG e H os pontos de intersec¢ao das circunferéncias S e K,
(note que um dos dois pontos, P ou P’, é interno a S, e portanto a circunferéncias se

interceptam.)
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Lembramos que duas curvas sao ortogonais em um ponto de interseccao se
as retas tangentes as curvas nesse ponto forem perpendiculares. Duas circunferéncias
que se interceptam em dois pontos sao ortogonais nesses dois pontos, se os seus raios
forem respectivamente perpendiculares nesses pontos.

Vamos provar que OQ? = r? + k?, e dai teremos que o AOHQ & retangulo
em H (e o AOGQ é retangulo em M).

—>
Seja M o pé da perpendicular tracada de ) a reta OP.

Temos que, no AOQM, 0Q* = OM?* + QM? (4.1)
Como: OM = OP’ + P'M entao:

OM = (OP' +P'M)

PP’)2

oM* = (0P + =

0P-0P>2

- Qﬂy+ 5

_ (OP—i— OP’)Q'

. (4.2)

Além disso no AQM P’ temos:

QM? = OP — P'M?
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- e ()

K2 (M)z. (4.3)

2
Substituindo (4.2) e (4.3) em (4.1) obtemos:

0Q*=O0P-OP + k2,

e como pela hipotese OP - OP' = r?, entao OQ? = r? + k2.
Portanto a circunferéncia K é ortogonal a S.

Suponha agora que K ¢ uma circunferéncia ortogonal a C' entao OQ? =
r? + k% Sejam P e P’ em K tais que O, P e P’ sido colineares. Sejam ainda D e
F' pontos da interseccao de K com a semi-reta @ Pela poténcia do ponto O em
relagao a circunferéncia K temos, de OF = 0Q +k e OD = 0Q — k, que OP -OP’ =
OF -OD = (0Q + k) - (OQ — k) = OQ — k? = r?. Portanto P e P’ sao inversos em
relacao a S.
Observagao: A segunda parte do teorema nos mostra que o inverso de uma circunfe-

réncia ortogonal a S é essa propria circunferéncia.

Teorema 4.3 P e P’ sao inversos em relagao a S se e somente se P e P’ sao conju-

gados harménicos em relagio a A e B.

Demonstracgao: Da figura temos que:

PB=0OP—r PA=r+0OP
e
PA=0OP +r P B=r—0OPFP

entao
PA _ OP+r P'A  OP 47
PB-OP—r ° PB r—oOP
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Assim,

PA  P'A N OP+r OP' +r
PB P'B OP —r r—OP

& (OP—H“)-(r—OP’):<OP—7">-<OP’+T>
& 2r* =20P-OP'
s r2=0P-0OP

4.2.3 Inversao de retas e circunferéncias

Teorema 4.4 (Retas e inversao) Seja s uma reta. Entao o inverso de s é:

1. a propria reta s, se s passa por O;

Demonstracao: Seja s uma reta que passa por O. Se P # O estd em s, entdo

por definigao, P’ estd em O—f’, e portanto P’ estd em s.

w P

2. uma circunferéncia passando por O, se s nao passa por O.

N

Figura 4.1: O inverso de uma reta que nao passa por O.

Demonstragao: Seja A o pé da perpendicular tragada de O a reta s, e B um ponto

qualquer, distinto de A, pertencente a s. Sejam A’ e B’ respectivamente os inversos
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de A e B. Entao OA-OA" = OB -0OB = r? = 8—2 = 83;, e como o angulo
ZAOB = Z/B'OA’, temos que os triangulos AOAB e AOB’'A’ sdo semelhantes.

Logo o angulo OB’A’ é reto o que nos mostra que B’ pertence a circunferéncia s’ que

tem A’O como diametro.

Observagoes:
1. Note que a tangente a s’ em O é paralela a s.

2. Na figura 4.1 acima, obviamente a reta s nao intercepta a circunferéncia de in-
versao S (ndo desenhada). Se a reta s interceptar, ou tangenciar a circunferéncia

S entao os pontos de intersec¢ao serao pontos fixos da transformacao.

Teorema 4.5 (Circunferéncias e inversao) Seja C' uma circunferéncia. Entao o

tnverso de C é:

1. uma reta, se C passa por O;

P
OUA A'
2. uma circunferéncia, se C nao passa por O.

Demonstracao do item 1: Seja A o ponto tal que OA ¢é diametro de C. Seja A’ o

inverso de A, e seja s a reta perpendicular a OA passando por A’. Seja P um ponto

qualquer de C. Use entao o fato de (P’)’ = P e o teorema 4.4, item 2, para mostrar

que s € o mesmo inverso de C'.

Demonstracao do item 2: Consideremos uma circunferéncia C' que nao passa por
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Figura 4.2: O inverso de um circulo

O. Seja P um ponto de C, P’ o seu inverso e ) o outro ponto em que a reta OP corta
C.
Uma propriedade fundamental da circunferéncia é que o produto OP - OQ é igual a

uma constante p (a poténcia de O em relagao a C') para qualquer posigao de P. Assim,

%—g = OOI;‘%Z = % ( Se OP & tangente a C entao Q = P e OP? = p).

Portanto, o ponto P’ é a imagem de () pela homotetia de centro O e razao
%. Uma homotetia sempre transforma uma figura em outra semelhante (ela faz uma
ampliagao ou reducao da figura, conforme % seja maior ou menor que 1). Em par-
ticular, o transformado de um circulo por homotetia é sempre um outro circulo. Em
resumo: o inverso de um circulo (que nao passa pelo centro de inversao O) é um outro
circulo, obtido através de uma homotetia de centro O.
Observagao: Note que, em geral, o centro do circulo transformado nao é o inverso do

centro do circulo original. Note ainda que P’ nao é o inverso de @) ( exceto se @ for

ponto de tangéncia de OP’ em C).

4.2.4 Invariancia por inversao

Teorema 4.6 (Invariancia por inversao)

1. Uma reta s € invariante por inversao se e somente se s passa por O.

Demonstracao: Provado no teorema 4.4, item 1.

2. Uma circunferéncia C € invariante por inversao se e somente se C' € ortogonal
asS.

Demonstragao: Provado no teorema 4.2.
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4.2.5 Inversao como uma transformacao conforme

Teorema 4.7 (Inversao preserva angulos entre retas) Sejam m e n duas retas
que se interceptam em A. Entao m' e n' se interceptam em A’ fazendo o mesmo
angulo que o de m e n.

Se A for o ponto O entao m’ em en’ en (Teorema 4.4, item (2)) e a tese

€ veraddeira.

Demonstragao: Suponhamos que A # O e que as retas em questao nao
passem por O. Sabemos que m’ é uma circunferéncia passando por O cuja tangente p

em O é paralela a m; o mesmo vale para n’ e sua tangente ¢ em O.

O angulo entre m’ e n’ é entao o angulo entre p e ¢; mas este é também o angulo entre

menem A, o que queriamos mostrar.

Decorrem diretamente do teorema 4.7 as seguintes propriedades:

Propriedade 1a. Seja A um ponto qualquer numa curva C. O angulo entre a curva

C' e areta OA ¢é igual ao angulo entre a curva C’ e a reta OA'= (OA).
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Propriedade 1b. Se duas curvas C e (5 cortam-se no ponto A fazendo um angulo

a, suas inversas C’ e (5’ cortam-se em A’ fazendo o mesmo angulo a.

Corolarios. Inversoes transformam circunferéncias tangentes em circunferéncias tan-
gentes (ou circunferéncia e reta tangentes, em circunferéncia e reta tangentes, ou em
retas paralelas), circunferéncias ortogonais em circunferéncias ortogonais (ou circun-
feréncia e reta ortogonais, em circunferéncia e reta ortogonais, ou em retas perpendi-

culares); ...

4.3 Teorema de Feuerbach

Teorema 4.8 (Teorema de Feuerbach.) Sejam AABC um tridngulo e F sua cir-
cunferéncia dos nove pontos. Entao F € tangente as quatro circunferéncias tritangentes

aos lados do tridngulo (as circunferéncias inscrita e as trés excritas).

Antes de demonstrar o teorema devido ao matematico alemao Karl Wilhelm
Feuerbach! (1800-1834), vejamos os seguintes resultados preliminares:

Sejam ABC um triangulo e F a sua circunferéncia dos nove pontos. Sejam [
o incentro da circunferéncia inscrita e J o centro de uma das circunferéncias excritas ao
AABC, que escolhemos tangente internamente ao lado BC. Temos determinadas trés

— >

tangentes comuns a estas circunferéncias, a saber, as retas AB, AC' e BC . A quarta

1Matemético e notavel gedmetra alemao nascido em Jena, que embora tenha morrido ainda jovem, destacou-se como gedmetra tendo
publicado um livro com vArios teoremas, inclusive tem seu nome lembrado pelo belissimo teorema do circulo de nove pontos (1822),
também chamado de teorema da circunferéncia de Feuerbach ou circunferéncia de Euler-Feuerbach. Filho do famoso criminalista alemao
Paul Johann Anselm Ritter von Feuerbach (1775-1833), foi um brilhante estudante e aos 22 anos ja tinha publicado artigos extremamente
importantes em matematica. Recebeu seu doutorado e foi nomeado professor do Gymnasium, em Erlangen, onde havia sido educado.
Infelizmente, com a satde extremamente debilitada, foi obrigado a deixar o ensino (1828) e viveu apenas mais seis anos como um recluso,

em Erlangen. Foi um dos inventores das chamadas coordenadas homogéneas e morreu em Erlangen, Alemanha.
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tangente, que denotamos por s, passa pelo pé da bissetriz AI em BC, que denotamos
por K (os pontos A, I, K e J sao colineares - veja os resultados de tangéncia).
Sejam X e Y os pontos de tangéncia do lado BC com as circunferéncias

inscrita e excrita respectivamente. Na figura abaixo M, N e P sao os pontos médios

dos lados BC', AC' e AB, respectivamente, () o pé da altura relativa ao vértice A, D e

C" os pontos de intersecao de s com AC e AB respectivamente.

Lema 4.1 Seja F a circunferéncia dos nove pontos do triangulo AABC e r a tangente

a F por M. Entao r € paralela a s.

Demonstracao: Como r é tangente a F em M, o angulo o que r faz com a corda
PM éigual a PNM , pois @ € um angulo de segmento. Temos também que PNM =
PBM , pois PBM N é um paralelogramo. Por outro lado sejam os triangulos AACK
e AAC'K. Entao pelo resultado ( sobre tangentes a duas circunferéncias) temos que
AK é bissetriz dos angulos CAC' e CKC'. Segue-se que NACK = NAC'K ( caso
ALA) e entdo ACK = AC'K e AC = AC'. Dai AADC' = AABC ( pelo caso ALA).
Portanto, ABC = ADK . Deste modo r e s fazem angulos iguais com as retas paralelas

AC e PM, e segue que r e s sdo paralelas.
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Lema 4.2 M € o ponto médio de XY .

Demonstragao. Sejam DX’ e DZ tangentes a circunferéncia de centro I por D e
sejam DY’ e DFE tangentes a circunferéncia de centro J por D. Logo DX' = DZ e
DY’ = DE. Como,

DX'=EX'—DE e DZ=2Y'+ DY’

entao

ZY'+ DY'=EX' — DE

fazendo DY’ = DE = m temos que
2m = EX' — ZY' (4.4)

Sejam C'E e CY tangentes a circunferéncia de centro J por C e sejam CX e CX’
tangentes a circunferéncia de centro em I. Logo CE = CY e CX = CX’. Como,

CY=XY+CX e CE=FEX"-CX'

entao

XY +CX =EX'—-CX'
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fazendo CX = CX’ = n temos que
om=EX — XY (4.5)

Mas, pelas tangentes internas XY = ZY’. Portanto m = n e entao CX = BY'.
Temos que M é ponto médio de BC' e que CX = BY, logo M é ponto médio de XY

Demonstracao (do Teorema de Feuerbach):

(Pelo resultado visto na segao (1.9)) , os pontos I e J sdo conjugados harmonicos com
relacao a A e K. Como A, I, K e J correspondem, respectivamente, a @, X, K e
Y por projecio ortogonal na reta BC, segue que X e Y sdo conjugados harmonicos
com relagdo a K e (). Considere agora uma inversao pelo circulo S = C(M, X). Pelo
lema 4.2 S passa também por Y. Os circulos inscrito e excrito, sendo ortogonais a S,
permanecem invariantes, bem como BC. O circulo f passa por Q e M; pelo teorema
4.3 temos que Q' = K, e segue que f’ é uma reta que passa por K. Por outro lado f’ é
paralela a tangente a f em M ( conforme observagao 1 apos o teorema 4.4 ) . O lema
anterior nos mostra que f’ coincide com s , ou seja, f’ é tangente ao circulo inscrito e
circunscrito. Portanto f é tangente ao circulo inscrito e excrito, ou seja, f é tangente

aos quatro circulos tritangentes.
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Conclusao

A idéia de fazer um trabalho em Geometria Euclidiana que pudesse atingir
tanto os alunos do Ensino Médio quanto os alunos da Graduacao foi o que me motivou
a escolher e escrever sobre este assunto, que apds muito esforco e dedicacao repercutiu
no que acabamos de apresentar.

Dentro da geometria tinhamos um leque muito grande de contetdos a serem
estudados, porém tivemos que selecioné-los para aprofundarmos o assunto escolhido e
para que o trabalho nao ficasse muito extenso.

Assim focamos o trabalho nos resultados que envolvem Colinearidade e
Concorréncia dando destaque aos teoremas de Menelaus e de Ceva que simplificam
demonstracoes muitas vezes consideradas "dificeis"ou extensas.

Espera-se que os objetivos propostos tenham sido atingidos com a realizacao
deste trabalho ao tornar mais conhecidos alguns teoremas da Geometria Euclidiana

Plana e suas aplicagoes.

91



Referéncias Bibliograficas

1]

2]

13l

4]

[5]

(6]

7]

8]

BARBOSA, Joao Lucas Marques. Geometria euclidiana plana. Rio de Janeiro:

Sociedade Brasileira de Matemaética.

Coxeter,H.S.M.,Greitzer,S.L. Geometry Revisited, The Mathematical Asso-

ciation of America. Washington, 1967.

COURANT, Richard; ROBBINS, Herbert. O que é matemadtica: uma abor-
dagem elementar de métodos e conceitos. Rio de Janeiro: Ciéncia Moderna,

2000.

DOLCE, Osvaldo; POMPEO, José Nicolau. Fundamentos de matemdtica

elementar,9: geometria plana.. 6* ed. Sao Paulo: Atual, 1985.

F.I.C. Elementos de Geometria. F.Briguiet & Cia., Rio de Janeiro, 1945, 12*
ed.

Revista da Olimpiada Regional de Matemdtica Santa Catarina. Uni-
versidade Federal de Santa Catarina. Centro de Ciéncias fisicas e matemaética.-

1n.1(2004)-.-Florianopolis:[s.u], 2004-v.:3(2006);v.:4(2007).

Pinho, J.L.R.; Batista, E., Carvalho, N.T.B. Geometria I. Curso EaD, UFSC,
2005.

REZENDE, Eliane Quelho Frota; de QUEIROZ, Maria Licia Bon-
terim. Geometria Fuclidiana Plana e Construcoes Geométricas. Editora

da Unicamp; Sao Paulo- SP: Imprensa Oficial, 2000.

92



