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Introducao

O Ultimo Teorema de Fermat assegura que a equagdo diofantina X” + Y =
Z", n > 3, ndo tem solucdo ndo trivial em Q*. Este teorema, enunciado em 1637
por Fermat e provado em 1994 pelo inglés Andrew Wiles, tem suas raizes em um
problema ja conhecido antes do século VI a.c., o Teorema de Pitdgoras:

“ Em um triangulo retangulo, o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos
quadrados dos catetos .

Pitdgoras de Samos foi um matematico que contribuiu muito para o desen-
volvimento da matemdtica. Em particular, estd o profundo estudo da equacao
X2+Y?=27%

Acredita-se que Pitdgoras tenha aprendido “seu” teorema em viagens pelo
mundo antigo, mais precisamente no Egito e na Babilonia. Estes povos usavam
matematica, em especial o Teorema de Pitdgoras, para resolver problemas do dia-
a- dia, como por exemplo, refazer demarcacdes de terras apds as enchentes que
ocorriam anualmente no Rio Nilo.

Os célculos eram feitos e funcionavam perfeitamente, porém, nao havia o in-
teresse em saber porque funcionavam, ou, se haveria algum caso em que o método
nao se aplicaria.

Pitdgoras, ao contrdrio, durante vinte anos junto a estes povos, tentou com-
preender a matemadtica usada, entender os nimeros, analisa-los, ver suas carac-
teristicas...

Ao voltar para sua cidade, ela estava tomada por um conservadorismo que
hesitou em aceitar suas idéias. Pitdgoras fugiu entdo para o sul da Itdlia. Recebeu
apoio e abriu sua escola, “ A Irmandade Pitagérica”, que chegou a ter mais de 600
seguidores.



O famoso Teorema de Pitdgoras, ja usado no mundo antigo, foi muito estudado
na Irmandade. Pitdgoras deu um passo a frente, levando consigo a matemaética, ao
provar logicamente que todo tridngulo retdngulo satisfaz a relacio X2+ Y? = 72,
e reciprocamente, que quaisquer trés ndmeros positivos (racionais ou inteiros),
que satisfazem a relagdo, sao medidas dos lados de um tridngulo retangulo.

Os Pitagodricos descobriram maneiras de encontrar triplas de nimeros inteiros
satisfazendo X2 + Y2 = Z2. Provaram também, que esta equacdo possuia infini-
tas solucoes.

Diophantus, um matematico que viveu em Alexandria no século III d.c. apro-
ximadamente, escreveu treze livros, em grego, sobre teoria de ndmeros.

Sabe-se muito pouco de sua vida, mas conta-se que em seu timulo grifou-se
um problema que gera uma equagao, cuja solugdo € a idade com que morreu.

Diophantus dedicava-se bastante ao estudo de equacdes polinomiais, dentre
elas o Teorema de Pitdgoras. Como conseqii€ncia, estas passaram a chamar-se
Equagdes Diofantinas. Sua obra contém muitos problemas originando equagdes
em uma varidvel, de primeiro e segundo graus.

Nesta época, e também em é€pocas passadas, os livros eram submetidos a
vingancas politicas, pois a sua destruicao significava um grande enfraquecimento
da cultura e dos conhecimentos dos povos. Foi em virtude disso, que apenas 6
dos 13 livros de Diophantus sobreviveram. E também por este motivo, estudiosos
fugiram com importantes obras para o Ocidente.

Na Franga, em 1621, o intelectual Claude Gaspar Bachet de Mézeriac, fez uma
traducgao do livro de Diophantus, *“ Aritmética”, para o latim. Bachet, por conhe-
cer bastante matematica, acrescentou problemas e comentarios a sua tradugao.

Foi através destas tradugdes que o francés Pierre de Fermat, que enunciou o
Ultimo Teorema de Fermat, veio a estudar teoria de nimeros.

Pierre de Fermat nasceu em 20 de agosto de 1601, na cidade de Beaumont-de-
Lomagne, no sudoeste da Franca. Estudou desde cedo e passou pela Universidade,
pois seu pai era um rico comerciante de couro. Ocupou cargo publico a partir de
1631, tendo como passatempo estudar matemaética.

Fermat estudava matemadtica por prazer, ndo tinha preocupacio em divulgar
suas descobertas. Raramente fazia uma demonstracdo com todos os detalhes. Jul-
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gava isso desnecessario.

Foram poucos os matematicos com quem Fermat manteve contato em sua
vida, como exemplo de contatos, pode-se citar o Padre Mersene e Pascal. Ressalta-
se que em seu cargo publico, Fermat tinha que condenar pessoas a morte na
fogueira, exigindo entdo que se relacionasse com o menor nimero possivel de
pessoas.

Ao estudar as tradugdes de Bachet da *“ Aritmética”, mais precisamente o livro
II, Fermat encontrou o Teorema de Pitdgoras e os trios pitagoricos. Parecia que
tudo a este respeito ja havia sido desvendado pelos seguidores de Pitdgoras. J&
sabia-se inclusive que haviam infinitas solucdes e como calculé-las.

O livro II possuia varios problemas que chamaram a atencao do matematico.
Dentre eles esta o problema 8, intimamente relacionado ao Teorema de Pitagoras:

“Dado um niimero que é um quadrado, é possivel escrevé-lo como soma de
dois quadrados?”.

E claro que a resposta é sim, pois basta escrever a = a* + 02. O “Problema 8
generalizado” € saber quando um niimero natural qualquer € a soma de dois de
dois quadrados.

Fermat fez uma variacdo do Teorema de Pitdgoras, elevando o expoente 2 da
equagido X?+Y? = Z?2 para 3. Percebendo que ndo haviam solugdes, generalizou
suas idéias para um nimero n > 3.

Estas observagdes foram feitas nas margens do livro “Aritmética”, ao lado do
problema 8. Ele complementou afirmando possuir uma prova para este fato.
Mais precisamente ele escreveu:

“E impossivel para um cubo ser escrito como a soma de dois cubos ou uma
quarta ser escrita como a soma de dois niimeros elevados a quatro, ou, em geral,
para qualquer niimero que seja elevado para uma poténcia maior do que dois ser
escrito como a soma de duas poténcias semelhantes. Eu tenho uma demonstragdo
realmente maravilhosa para esta proposi¢cdo mas esta margem é muito estreita
para conté-la.”

Esta afirmacdo pode ser interpretada como uma generaliza¢do do problema 8.
Um ntimero que é um cubo, pode ser escrito como a soma de dois cubos? Um
nimero que ¢ uma poténcia de quatro, pode ser escrito como a soma de duas



poténcias de quatro?

Trés décadas mais tarde, Fermat adoeceu e morreu. Suas descobertas, s6 nao
foram esquecidas porque seu filho mais velho, Clément-Samuel, percebendo a
notdria importancia, reuniu, organizou e publicou-as em uma edi¢do especial da
“Aritmética”.

Infelizmente, como era de esperar-se, um grande nimero de teoremas conti-
nham apenas um indicio de sua desmonstragdo ou nem as possuiam. Esse era o
caso da afirmacao feita ao lado do problema 8.

O teorema a seguir, encontrado nas notas de Fermat, responde ao problema 8,
mas ele também nao continha sua demonstracao.

“Um niimero n é a soma de dois quadrados se, e somente se, todo primo da
forma 4k + 3 que divide n, tem expoente par”.

Este teorema foi provado pelo suico Leonhard Euler, em 1749, depois de 7
anos de trabalho. Aproximadamente 1 século apds a morte de seu criador.

Euler encontrou em rabiscos de Fermat, uma prova sem detalhes, através do
método da descida infinita, de que X* + Y = Z* ndo possuia solugiio nio trivial.
Adaptou a prova para n = 3, mas ela ndo funcionou para n > 5.

Aos poucos todos os teoremas de Fermat foram sendo desmonstrados, com
excessao daquele rabiscado ao lado do problema 8. Esta conjectura, foi a ultima
que ficou por ser demonstrada. Por isso ficou conhecida mundialmente como “O
Ultimo Teorema de Fermat”.

A afirmagio da existéncia de uma prova para o Ultimo Teorema de Fermat
trouxe muitas inquietudes para os matematicos precedentes durante séculos. Ele
foi provado, apenas em 1994, pelo matematico inglés Andrew Wiles, apds 8 anos
de dedicacdo exclusiva. E a prova foi uma conseqiiéncia da unificacido de dois
ramos distintos da matematica: Equacoes Elipticas e Fun¢des Modulares.

O objetivo principal deste trabalho é abordar dois teoremas de Fermat, que
estdo relacionados. O primeiro resultado € o teorema que responde ao problema 8
e o segundo é o Ultimo Teorema de Fermat. Provaremos o primeiro e reduziremos
o segundo ao caso onde n € um nimero primo.

Também provaremos que todo nimero natural pode ser escrito como a soma
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de quatro quadrados.

Para tanto, dividimos o trabalho em quatro capitulos.

No primeiro, apresentaremos os conceitos de dlgebra necessarios para alcancar
nossos objetivos. Salienta-se que neste capitulo, admitiremos que o leitor esteja
familiarizado com os conceitos basicos de dlgebra, sobre Teoria de Anéis (disci-

plina da licenciatura).

No segundo, apds provarmos alguns resultados auxiliares, demonstraremos o
teorema que responde ao problema 8 do livro // da “Aritmética”.

No terceiro, reduziremos o Ultimo Teorema de Fermat para o caso onde n é
um nimero primo.

Para finalizar, no quarto capitulo, provaremos que todo nimero natural pode
ser escrito como a soma de quatro quadrados de inteiros.
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Capitulo 1

Nocoes Basicas

Neste capitulo, apresentaremos as ferramentas que serdo utilizadas no decor-
rer do trabalho. Tais ferramentas, sdo resultados cldssicos de dlgebra sobre teoria
de anéis: dominios euclidianos, principais e fatoriais.

As propriedades de anéis especificos, usados nos capitulos seguintes, serao
apresentados na forma de proposi¢des e teoremas.

Iniciamos entdo, a fim de fixar nota¢do, com a defini¢do de anel.

Defini¢ao 1.1. Um anel (A, +, ) é um conjunto A, munido com uma operagdo de-
notada por + e de uma operacdo denotada por -, que satisfazem as seis condi¢des
a seguir:

S))(x+y)+z=ax+ (y+2),Vr,y,z € A (aoperagdo + € associativa).

Sp)30 € Atalque 0+ 2 = 2 + 0 = z,Vx € A (existéncia de elemento neutro
para a operagao +).

S3)Vx € A, inicoy € A, denotado pory = —z,talque z +y =y +x =0
(existéncia de elemento inverso para a operagao +).

S4) a+ b= b+ a (aoperacdo + é comutativa).

S5) a.(b.c) = (a.b).c (a operag@o - € associativa).

Se) a.(b+c¢) =ab+a.ce(a+b).c=a.c+ b.c(aoperagio - é distributiva com
relagcdo a operacao +).

Observacao 1.1. Podemos apresentar ainda as seguintes condigdes:

S7)31 € Atalque l.x = .1 = z,Vz € A (existéncia de elemento neutro para a
operagao ).

Sg) a.b = b.a (comutatividade da operagdo -).
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Se (A,+,-) é um anel e satisfizer S; entdo A é um anel com unidade; e se
(A, +,-) € um anel e satisfazer Sg entdo A é¢ um anel comutativo.

Definicao 1.2. Se (A,+,- ) é um anel comutativo, com unidade e satisfizer a
condi¢@o a seguir, entdo (A, +, -) ¢ um dominio de integridade (ou simplesmente
dominio):

Sg) Dados z,y € A. Sex # 0 ey # 0 entdo z.y # 0.

Observacao 1.2. Um anel, com unidade, que satisfaz o axioma Sy é chamado de
anel sem divisores de zero.

Definicao 1.3. Se (A,+,- ) é um anel comutativo, com unidade e satisfizer a
condi¢do a seguir, entdo (A, +, - ) é um corpo:

Si) Ve € A,x #0,3y € Atalque x.y = y.x = 1.
E facil verificar que todo corpo é um dominio.

Definicao 1.4. Seja A um anel com unidade. Um elemento a € A € invertivel em
A se existe b € A tal que a.b = b.a = 1. Denotaremos o conjunto dos elementos
invertiveis de um anel A por U(A).

Com o objetivo de familiarizar-se com alguns exemplos concretos de anéis,
dominios e corpos, que serdo uteis nos capitulos seguintes, apresentaremos a
defini¢do e os exemplos a seguir.

Exemplo 1.1. (Z, +, - ), onde +, - sd0 as operagdes usuais em Z, ¢ um dominio.

Exemplo 1.2. (Q,+,-),(R,+,-),(C,+,-) onde +, - sdo as opera¢des usuais em
C, sdo corpos e, em particular dominios.

Exemplo 1.3. (Z,,+,- ) é anel e (Z,,+, - ), onde p € um ndmero primo, é um
corpo e em particular € um dominio de integridade.

Definicao 1.5. Sejam A um anel e X uma indeterminada. Um polindmio em X
com coeficientes em A é uma expressdo da forma:

p(X) =ag+ a1 X +ayX?+asX? + ...

onde a; € A,Vi € Ne 35 € Ntal que a; = 0,Vi > j.
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Teremos p(X) = ¢(X) quando a; = b;, Vi € N.

O conjunto dos polindmios na varidvel X com coeficientes em A serd deno-
tado por A[X].

Exemplo 1.4. (A[X],+,- ) € anel, onde + e - estdo definidos da seguinte forma:
Dados p(X), ¢(X) € A[X]

p(X) =ao+ a1 X + axX? + a3 X3 + ...
q X :bo+b1X+b2X2+b3Xd+ .....

(X)
p(X) + q(X) = (ap + bo) + (a1 + b1) X + (ag + b2) X? + ... € A[X].
(X).

p X q(X) =co+c X+ CQX2 + ... € A[X], onde ¢, = Z CLib]’.
iti=k

Além do mais, se A é um anel com unidade entdo A[X] é um anel com
unidade; e se A é um anel comutativo entdo A[X| é um anel comutativo.

Definicao 1.6. Seja A um anel. Um subconjunto B, ndo vazio, de A é um subanel
de A se for fechado para as operacdes +,- e se (B, +,- ) for um anel com as
operagdes de A.

Lema 1.1. Seja A um anel e B um subconjunto de A. Entdo B € um subanel de
A se, e somente se, valem as seguintes condi¢des:

a) B # 0.
b) Sea,b € Bentioa —b € Bea.b € B.

Demonstracao. (=) Se B é um subanel entdo B # () e, dados a,b € B temos
que a.b € B. Resta entdo mostrar que a — b € B.

Comoa € Bebe€ B, temosquea € Be —b € B. Logoa+ (—=b) = a—1b
pertence a B.

(<) Precisamos verificar que se B satisfaz os itens a) e b) implica que B satisfaz
as condigdes de subanel, ou seja, temos que verificar que B # (), B é fechado
para as operacOes + € -, € que valem em B os seis axiomas de anel.

De fato, pelo item a) temos que B # (), e pelo item b) temos que a operagao - é
fechada em B.

Como, pelo item b), dados a,b € B vem que a — b € B, tomando a = b, temos
que 04 € B. Entdo 04 —b = —b pertence a B. Portanto a — (—b) = a+b pertence
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a B, ou seja a operacao + € fechada em B.

Agora, vamos verificar que valem os axiomas de anel em B.

Perceba que os axiomas Sy, 5y, S5 € S¢ valem para todos os elementos de A.
Podemos concluir entdo que eles valem para todos os elementos de B, pois eles
sdo, em particular, elementos de A.

Resta entdo verificar os axiomas S5 € Ss.

Ja vimos que o elemento neutro de A, 04, pertence a B. Logo, dado a € B temos
que a + 04 = a, pois a, em particular, pertence a A. Assim, 04 = Op, pois 04 é
unico para todo elemento de A; o axioma .S, estd verificado.

Dado b € B temos, pelo item b), que 04 —b = (—b) 4 pertence a B. Este elemento
¢ tnico, caso contrario A ndo seria anel. Logo S estd verificado e portanto B ¢
um subanel de A.

Definicao 1.7. Seja D um dominio. Um subconjunto 5, ndo vazio, de D é um
subdominio de D se (B, +, - ) ¢ um subanel, com unidade de D.

Como a comutatividade e a inexisténcia de divisores de zero sao propriedades
hereditdrias (se valem no anel também valerdo em todo subanel), temos que um
subdominio € um dominio.

Definicao 1.8. Seja K um corpo. Um subconjunto B, nao vazio, de K € um
subcorpo de K se, (B, +,- ) além de ser um subanel com as operagdes de K, é
também um corpo.

Proposicao 1.1. O conjunto Q[i] = {a + bi;a,b € Q} é um subcorpo de C.

Demonstracao. Note que 0 + 0: € QJi], basta tomar « = 0 e b = 0. Logo

Q1] # ©.
Sez,y € Q[i| entdo x = a+ biey = ¢+ di, onde a, b, c,d € Q.
Logo, como a, b, c,d € Q e Q é anel temos:

r—y=(a—c)+ (b—d)i e Q]

€

z.y = (ac — bd) + (ad + be) € Q[i].

A unidade de Q[i] é (1 + 0i).
De fato, dado a + bi € Q[i] temos:

(14 0d).(a+bi) = (1.a—0.b) + (1.b+ 0.a)i
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=a+ b
Sex =a+ bi € Q[i], z # 0 entdo a® + b* # 0 e portanto existe y € Q[i] tal que
.y = 1.

a
a?+b  a®+b

i € Qli].

De fato, tome y =

) ay b
Entdo z.y = (a + bi). <a2 T a2t bz'l>

_ a? N b2 N —a.b N b.a .
C\a24+p2 a2+ 12 a2+ b2 a2+ b2

=1+0¢

Portanto Q[¢] € um subcorpo de C.

Proposicao 1.2. O conjunto Z[i| = {a + bi;a,b € Z} é um subdominio de Q[7].

Demonstracao. Note que 0 + 0¢ € Z[i], basta tomar a = 0 e b = 0. Assim
Z[i] # O.

Se z,y € Z[i] entdo x = a; + ib; e y = ay + iby, onde ay, az, by € by € Z.

Logo, como aq, as, by, by € Z e Z é anel, temos:

r—1Y = (a1 —ag) +Z(b1 —bg) € Z[Z]

€

Ty = (a1a2 — blb2> + (a1b2 + blag)i - Z[Z]
A unidade de Z[i] é (1 + 03).
De fato, dado a + bi € Z[i] temos:

(14 0d).(a+ bi) = (la — 0b) 4+ (1b + 0a)i

= a+ bi.

Observacao 1.3. O anel Z[i| é chamado anel de inteiros de Gauss.

A partir de agora, vamos introduzir uma condi¢c@o a mais aos dominios de in-
tegridade: uma divisdo similar a euclidiana.
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Ja temos definidas nos dominios duas operagdes (+ e - ), no entanto, para
podermos fazer divisdes com resto menor que o divisor, necessitamos de uma fer-
ramenta que possibilite comparar o tamanho dos elementos.

Por exemplo, quando dividimos em Z, comparamos os numeros atraves de
sua distancia a origem. Perceba que podemos associar a distancia de um nimero
a origem com a fun¢do médulo.

Essa nova ferramenta, como pode-se prever, trata-se de uma fungao
p:D—N

e € através dela que compararemos os elementos.

Definicao 1.9. Um dominio euclidiano (D, +, -, ¢) é um dominio de integridade
(D, +,+) com uma funcao

¢:D\{0} = N={0,1,2,3,...}
que satisfaz as seguintes propriedades:

a)V a,b € D,b+#0,existem

t,r € Ztais que:
p(r) < »(b)
ou r =0
b)Va,be D\{0}, p(a) < p(ab).

a = bt +r com

Utilizando esta defini¢cao, vamos provar agora que, alguns dominios que serao
utilizados nos capitulos seguintes, sao também dominios euclidianos.

Teorema 1.1. Seja | | : Z — N a fungdo valor absoluto. Entdo:
a) (Z,+,-,||) é um dominio euclidiano, isto, é:

i) (Z,+,- ) éum dominio.

i)V a,b € Z,b+# 0, existem t,r € Z tais que:

a =bt +r com |r| < |b)|.
i) V ab € Z\{0}, |a| < |ab.
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b) Taist e r podem ser efetivamente calculados.
c) Em geral, t e r ndo sdo unicos.

d) Se exigirmos r > 0, entdo t e r sdo unicos.

Demonstracao. a) i) Ja sabemos que Z ¢ dominio.

ii) Sejam a,b € Z,b # 0. Precisamos encontrar t,r € Z tais que
a=0bt+r com |r| <|b,
ou seja, procuramos os numeros ¢, € 7Z tais que
la — bt| < |b].

Se a € um miltiplo de b, entdo tome t = ¢ er = 0.
Se a ndo € um multiplo de b entdo a estd entre dois multiplos de b, a saber,
hbe (h + 1)b, onde h € Z. Dessa forma temos que:

la—0bh| < |b] e |a—>bh+1)] <]b].
Logo,tomet =her = (a—0bh)out=(h+1)er = (a—0b(h+1)).

iii) Note ainda que, se b € Z\{0}, temos |b| > 1, e entdo:
la| < |a||b] = |abl, Ya € Z.
b) Basta calcular o multiplo de b a direita de a e o multiplo de b a esquerda de a,
que estdo mais proximos de a.

c) Em geral tais ¢, e r ndo sao unicos, pois se a ndo for um multiplo de b, entdo
t=her=(a—>bh)out=(h+1)er = (a—0b(h+ 1)) sdo solugdes.

d) Sejam ty,ty, 71,79 € Z tais que
bt1+7“1:a:bt2+7“2, com O§T17T2<|b|.
Segue que 1 — 19 < |b] e ro — 1y < |b|. Logo |r; — o] < |b].

Suponha que t; # to. Entdo |t; — to| > 1 e daf |b||t; — ta| > |b].
De bty + 11 = bty + 1o temos 1o — 11 = b(t] — t).
Tomando médulo:

1y — 11| = [b][t1 — t2| > |B].

Contradi¢do com |ry — 1| < |b].
Logo t; = t, e conseqiientemente 1, = 7.
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Defini¢ao 1.10. Um elemento a € A\{0} ¢ irredutivel em A se a ndo é invertivel
esea = bc,comb,c € A, implicaque b € U(A) ouc € U(A).

Defini¢ao 1.11. A fungio N : Z[i] — N, onde N(a+bi) = a®+1?, € denominada
funcdo norma.

Lema 1.2. Sejam N a fungdo normae o = a + bi, = ¢+ di € Z][i]. Entao:

f) Se N(a) = p, p primo em Z, entdo « é irredutivel em Z][i].
Demonstragio. a) N(a) = a® + b* = (a + bi).(a — bi) = a.@.
b) N(a)=a?+b*>0.

¢) (=) Se N(a) = 0 entdo a? + b* = 0. Mas a® > 0 e b* > 0.
Logo, se a? + b*> = 0 implica que a®> = 0 e b*> = 0, ou seja,a = O e b = 0.
Portanto, neste caso o = 0 + 0z.

(<) Se a =0+ 0i entdo N(a) = 0% + 0> = 0.
d) N(a.8) = N((ac — bd) + (ad + be)i)
= (ac — bd)* + (ad + be)?
= (ac)* + (bd)* — 2achd + (ad)* + (bc)? + 2adbe
= a’c® + V*d® + a*d* + >
= c*(a® + b?) + d*(a* + b?)
= (a®> + b?)(* + d?)

— N(a).N(8).
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e) (=)
l=N(a)=aa = a'=a.
(<) Por hipétese, existe ! € Z[i] tal que ar™?
1=N(1)= N(aa™)

= 1. Segue que:

= N(a).N(a™)
— N(a) =1, pois N(«) € N.

f) Pelos itens ¢) e e) temos que « # 0 e o & U(Z]1]).
Suponha que existam 3,0 € Z[i], tais que o = 3.9.
Sejam 3 = c+died = e+ fi, entdo o = (ce — df ) + (¢f + de)i e portanto

N(a) = (ce — df)* + (cf + de)?
= (e + [+ d?)

Inferimos daf que (e* + f2) = 1 ou (¢ + d?) = 1. Caso contrdrio p ndo
seria primo. Conseqiientemente, pelo item e), temos que 5 € U(Z[i]) ou
d € U(Z]i]). Logo « € irredutivel em Z[i].

Exemplo 1.5. U(Z[i]) = {£1, £i}, pois N(1) = N(—1) = N(i) = N(—i) = L.

Exemplo 1.6. {1+4,2+1,1+ 2,3+ 2i} estd contido no conjunto dos elementos
irredutiveis de Z][i].

Teorema 1.2. Seja N : Z[i] — N, onde N(a + bi) = a® + V?, a fungdo norma.
Entdo:

a) (Z[i],+,-, N) é um dominio euclidiano, isto, é:

i) (Z[i],+,-) é um dominio.

i)V o, B € Zli], B # 0, existem t,r € Z[i] tais que:
a=pt+rcom N(r)<N(f).

i) Vo, B € Z[i]\{0}, N(a) < N(af3).

b) Taist e r podem ser efetivamente calculados.
c) Em geral, t e r ndo sdo tnicos.

Demonstracdo. a) i) Jd demonstramos que (Z[i], +, - ) € um dominio.
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ii) Dados o = a+bi, f = c+di € Z[i] C Q[i], B # 0. Queremos encontrar
t,r € Zl[i] tais que:

a:6t+rcom{ ]\Z)(r> f N(ﬁo)

Vamos fazer esta divisdo em Q[i], que € corpo, e depois, trazer o resultado
para ser analisado em Z[i].
Como Q[i] é corpo, 37! € QJi], e entdo existe x + yi € Q[i] tal que:

af™t=ax +yi.

Considere agora u, v € Z tais que:

e —ul <5 e Jy—vl<

N | —
DN | —

Reescrevendo a3~ = z + iy em fungdo de u, v temos:
af™ = (u+vi) + ((z —u) + (y —v)i). (¥)

Denote (u+vi) = te ((x —u)+ (y—v)i) = 7. E note que t € Z[i], pois
u,v € 2.
Multiplicando por  em ambos os lados de (x) vem que:

a=t3+0r.

Note que 3r' = (a — t3) € Z]i], pois Z[i] é subanel de Q[i], ou seja, a
subtracao € fechada nele. Entao tome

t=(u+vi)er=pr.

Precisamos verificar ainda que, N(r) = N(a — ft) < N(3).
Mas antes note que:

N(a~ 5) = N(3(ap™ ~ 1)
= N(B).N(af™' —1t).
Note que utilizamos a fungdo norma N definida em Q[i], isto é,
N:Q[i] — N, N(a+bi)=a*+ b
Entdo, para verificar que N (r) = N(a — §t) < N(f3), basta verificar que
N(aB™t —t) < 1.
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De fato, N(aB7 ! —t) = N((x + yi) — (u + vi))
=N((z—u)+i(ly —v))
= (z—u)+(y —v)?

Entdo N(r) < N(f) e portanto t = (u +vi) e r = [r.

ii1) A imagem da funcdo norma estd contida no conjunto dos nimeros natu-
rais, e se 3 = ¢ + di # 0 entdo N(3) = ¢* + d* é maior do que zero, ou
seja, € maior ou igual do que um ( propriedade c¢) da fung@o norma.
Logo N(a) < N(a).N(8) = N(aB).

b) Tais ¢t e » podem ser efetivamente calculédveis, pois u, v podem ser calculados
a partir de = e y e, r pode ser calculado a partir de u, v, x, y.

c) Tais t e r ndo sdo Unicos, veja o exemplo:
243i=(1+14).3—-1;

243i=(1414).(3+1) —
2+43i=(1+4).241¢) +
2+3i=(1+14).2+1.

Defini¢ao 1.12. Sejam D um dominio e D[X] o conjunto dos polinémios com
coeficientes em D. A fungdo grau: A[X|\{0} — N, onde grau f(X) = grau de
f(X), é denominada fung@o grau.

Lema 1.3. Sejam D um dominio, e f(X),¢(X) € D[X]*. Entdo temos as
seguintes propriedades da funcao grau:

a) grau (f(X).g(X)) = grau (f(X))+ grau (9(X)).
b) grau (f(X) + g(X)) < max { grau f(X), grau g(X)}, se £(X) + g(X) # 0.
&) grau (f(X) — g(X)) < max { grau £(X), grau g(X)}, se F(X) — g(X) #0.

Demonstracao. Vamos denotar
f(X)=a, X"+ -+ a; X +ag, coma, #0e
g(X) =0, X"+ -+ b X + by, comb,, # 0.
Deste modo, grau (f(X)) = ne grau (g(X)) = m.
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a)

b)

Usando a notago acima para f(X) e g(X) temos:

f(X)g(X)=co+a X +cX’+--, ondecy, = > ab;.
i+j=k

Note que, para todo k > (m + n) + 1, ¢ = 0, ja que neste caso a; = 0 ou
bj - O
Note ainda que ¢, ., # 0, pois

Cntm = Z a; bj =

i+j=n+m
- aObm-i—n + a'lbm+n—1 +- 4+ an—lbm—i-l + anbm + a'n-i—lbm—l +- 4+ am+nb0>

todas as parcelas anteriores e posteriores a a,b,, sdo nulas e a parcela a,b,, #
0, pois a,, # 0, b,, # 0 e D € um dominio.
Logo, podemos concluir que grau (f(X).g(X)) =n+m

= grau (f(X))+ grau (9(X)).
Temos trés possibilidades para analisar:
grau f(X) > grau g(X),

grau f(X) = graug(X)e
grau f(X) < grau g(X).

1° caso: grau f(X) > grau g(X).
Neste caso temos:

F(X)+g(X) = an X"+ - Aame1 X (@ 4y ) X ™+ - A(a1+b1) X +(ag+bo)
e entdo como a,, # 0, vem que

grau (f(X) + g(X)) =n = max { grau f(X), grau g(X)}.

2° caso: grau f(X) = grau g(X).
Neste caso temos n = m e:

FX)+9(X) = (an+ b)) X"+ -+ (a1 + b1) X + (ag + bo).

Note que, neste caso a,, + b,, pode ser nulo. No entanto, como (f(X) +
g9(X)) # 0, algum coeficiente (a; + b;),0 < i < n, € ndo nulo. Entdo:
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grau (f(X)+g(X)) < grau f(X)
= grau g(X)
= maz{grau f(X),grau g(X)}.
3° caso: grau f(X) < grau g(X).
Neste caso temos:
F(X)+9(X) = by X4+ +by 1 X (ap+b) X4 - A+ (a1+b1) X +(ao+bo).

E entdo, como b,, # 0, vem que,

grau (f(X) +g(X)) =m
= grau g(X)
= max { grau f(X), grau g(X)}.

Portanto, grau (f(X) + g(X)) < max { grau f(X), grau g(X)}.

c) Andlogo ao item b).

Teorema 1.3. Seja (R[X],+, - ) o anel de polindmios numa varidvel sobre o anel
R. Seja f(X) € R[X]|um polinémio. Seja g(X) = b, X"+ - -+b X+by € R[X]
um polinémio com b,, invertivel em R. Entdo:

a) Existem t(X), r(X) € R[X] tais que:

graur(X) < grau g(X)

FIX) = 90OHCX) + 1) com { 8747 (1) 5 8%

b) Tais t(X) e r(X) podem ser efetivamente calculados.

¢) Tais t(X) e r(X) sdo unicamente determinados.

Demonstracao. a) Se f(X) = 0 ou grau f(X) < grau g(X) entdo tome
HX)=0X+0X*+--- e r(X)=f(X).

Agora vamos analisar o caso onde grau f(X) > grau g(X).
Considerando que grau f(X) = n, podemos escrevé-lo da seguinte maneira:

f(X)=a, X"+ +a; X + ag, coma, # 0.
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Como b,, é invertivel em R, vem que (b,,)"* € R e entdo (b,,) 'a, € R, ou
seja, (by) ta, X" ™ € R[X].

Note que, multiplicando (b,,) 'a, X" ™ pelo primeiro termo de g(X) obte-
mos o primeiro termo de f(X). Dessa forma temos que:

FX) = ((bm) " an X")g(X) =

= (an—l_anbm—l(bm>_1)X"_1—|—- . .+(an_m_anbo(bm>—1)Xn—m+an_m_1Xn—m—1+_ .

= [i(X).

Logo f(X) = g(X).(by) ta, X" ™ + f1(X).
Note que (b,,) 'a, e fi(X) foram efetivamente calculados.
Se f1(X) = 0 ou se grau f;(X) < grau g(X) entdo acabou. Tome

HX) = (by) L X™™ e r(X) = fi(X).

Se p = grau f1(X) > m entdo repita o processo com f1(X) e g(X) no lugar
de f(X) e g(X):
Como grau f;(X) = p, vem que:

HX) =X 4+ -+ X +cpcome, #0 e comn—1>p>m.

Note que, multiplicando (b,,) !¢, X?~™ pelo primeiro termo de g(X), obte-
mos o primeiro termo de f;(X):

X)) = ((bn) T, XPT™)g(X) =
= (Cp—l_cpbm—l(bm)_l)Xp_1+' : '+<Cp—m_Cpbﬂ(bm>_1)Xp_m+' = fa(X).

Logo
A(X) = ((bm) " e, XT7)g(X) + fo(X).

Substituindo f1(X) em f(X) = g(X).(b) ta, X" ™ + f1(X) vem que:
F(X) = g(X)[(bm) " an X" + (bn) " X7 + fo(X),

onde (by,) tan, (by) 'c, e f2(X) sdo efetivamente calculdveis.

Se fo(X) = 0 ou se grau fo(X) < grau g(X) entdo acabou. Tome
UX) = (bn) 7@ X"" + (b)) T XPTT e (X)) = fo(X).

Se s = grau fo(X) > m entdo repita o processo com f>(X) e g(X) no lugar
de f1(X) e g(X).

Note que, depois de um nimero finito de passos, chegamos em grau f;(X) = 0
ou grau f;(X) < m, pois grau f(X) € Ne

grau f(X) > grau fi(X) > grau fo(X) > ---
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b) Note que no item a) ¢(X), r(X) foram efetivamente calculados.
¢) Suponhamos que existem ¢1(X), 71 (X), t2(X), r2(X) € R[X] tais que:
F(X) = g(X).01(X) + i (X) = g(X)t2(X) + 72(X), (%)

mm{gMUTm@ < g g(X) (our(X)=0)
grau 7o(X) < grau ¢g(X) (oury(X)=0)

Colocando ¢g(X ) em evidéncia em (x), obtemos:
g(X) [0 (X) = 12(X)] = r2(X) — 1 (X).

Suponhamos por absurdo que [t;(X) — to(X)] # 0. Entdo, como o coeficiente
do termo de maior grau de g(X) é inversivel, ou seja, ndo é um divisor de
zero, vem que, 72(X) — (X)) # 0. Desta maneira, pelo item a) do Lema 1.3
obtemos:

grau (r2(X) — r(X)) = grau (¢(X)[t1(X) — t2(X)])
= grau g(X)+ grau (t1(X) — t2(X)),
Como a imagem da funcao grau esta contida nos nimeros naturais, vem que:
grau (ro(X) — (X)) > grau g(X).
Mas isso € um absurdo, ja que pelo item c) das propriedades de norma temos:
grau (ro(X) — (X)) < max{graur,(X), graury(X)} < grau g(X).

Portanto [¢t1(X) — t2(X)] = 0, ou seja, t1(X) = t2(X).
Conseqiientemente, r5(X ) — 71 (X) = 0 e dai, ro(X) = 1 (X).

Corolario 1.1. Seja (K, +,- ) um corpo e seja K[X] o anel de polinémios numa
varidvel sobre K. Seja grau : K[X]\{0} — N a fung¢do grau. Entdo:

a) (K[X],+,-, grau) é um dominio euclidiano, isto é:

i) K[X] é um dominio.
i)V f(X), 9(X) € K[X],g(X) # 0, existem
t(X), r(X) € K[X] tais que :
J(X) = g(X)H(X) +r(X) com gorz” 7“5:2())() <: gmu 9(X)

i) Y (X), g(X) € K[X\{0}, grauf < grau(fg).
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b) Tais t(X) e r(X) podem ser efetivamente calculados.

c¢) Tais t(X) e r(X) sdo unicamente determinados.

Demonstracdo. a) i) Jdsabemos que K[X]éum anel comutativo e com unidade,

iif)

pois K é corpo e em particular é dominio. Logo, para mostrar que /| X]|
¢ um dominio, basta verificar que ndo possui divisores de zero.
Sejam p(X), ¢(X) € K[X]\{0}.

p(X) =0, X"+ a1 X"+ e X +age

(X)) =0 X™ 4 by 1 X" 0y X+ by,
coma, # 0,b,, #0,n >me Vng > n,a,, =0e Ymy > m,b,,, =0.

Entdo p(X)g(X) = co+ c1.X + X+ -+ + Cpppn X™ " 4 -+,

onde cp, = Y ab;.
itj=k
Note que ¢, ., 0 coeficiente de X", € distinto de zero pois,

Cotm = D aibj=
i+j=n+m
a()bn—i—m + albn-l—m—l + -+ anbm + an+1bm—1 + -+ an—i—mbOa

a parcela a,b,, # 0 pois a,, # 0,b, # 0, a,, b, € K e K é dominio e as
demais parcelas sdo iguais a zero.
Logo p(X)g(X) #0+0X +0X%+--- e portanto K [X] é um dominio.

Este item j4 foi provado no item a) do teorema anterior. Basta notar que
Vg(X) € K[X],g(X) # 0, o coeficiente do termo de maior grau é in-
vertivel, visto que K € corpo.

Dados f(X), g(X) € K[X]\{0}, como K é dominio, temos que:

grau (f(X)g(X)) = grau f(X) + grau g(X).

A imagem da fun¢do grau estd contida no conjunto dos nimeros naturais.
Logo:

grau f(X) < grau f(X) + grau g(X) = grau (f(X)g(X)).

b) Ja foi provado no teorema anterior.

c¢) Ja foi provado no teorema anterior.
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Vimos que (Z,+, -, | |), (Z[i], +,-, N), e (K[X],+, -, grau ), K é corpo, sdo
dominios euclidianos. Nosso préximo objetivo € mostrar que todo dominio eu-
clidiano € dominio principal, e que todo dominio principal € um dominio fatorial
no qual vale a Identidade de Bezout.

Iniciamos verificando que, em um dominio, quando existe mdc ele € tnico a
menos de elementos associados.

Definicao 1.13. Sejam A um anel e ay,as, -+ ,a, € A. Um elemento d € A ¢é

um maximo divisor comum de a1, as, - - - , a, se d divide ay, as, - - - , a,, € se todo
/ . . o . pe

elemento d que divide aq, as, - - - , ay,, divide d também.

Notagdo: d = mdc(ay,ag, - ,ay).

Dizemos que o anel A satisfaz a Identidade de Bezout, se para quaisquer a,b € A,
existem r, s € A tais que mdc(a,b) = ra + sb.

Definicao 1.14. Sejam A um anel com unidade e a, b € A. Se existe u € U(A) tal
que a = ub entdo a e b sdo denominados elementos associados. Notacdo: a ~ b.

Em geral, se A é um anel e o, 3 € A entdo o mdc(«, (3), quando existe, ndo é
tnico. Por exemplo, 1 e —1 sdo maximos divisores comuns para2e 3em Z; 1 e 3
sd0 maximos divisores comuns para 2 e 3 em Z;.

Se A for um dominio, entdo o mdc de elementos de A, quando existe, € tinico,
a menos de elementos associados. Isso nos faz mostrar o resultado seguinte.

Proposicao 1.3. Sejam «, 3,z € D, onde D é dominio e d = mdc(c, 3). Entdo
mdc(a, ) = x, se e somente se, x ~ d.

Demonstracao. (=) Como =z = mdc(a, 3) , d|a e d|3, temos, pela defini¢do de
maximo divisor comum, que d|z, ou seja, Jv € D tal que dv = x (*).

Como d = mdc(a, 3), x|a e x|, temos, pela definicdo de maximo divisor co-
mum, que z|d, ou seja, Ju € D tal que zu = d (**).

Substituindo (**) em (*) vem que:

zuv == z(uv—1) =0

= 2 = 0ou (uv — 1) = 0 (pois D ndo possui divisores de zero).
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Sex=0entdoa=0e 3 =0,logod = 0e portanto x = 1.d.
Se (uv — 1) = 0 entdo uv = 1, e daf segue-se que u,v € U(D). Portanto x e d
sdo associados.

(<) Se x ~ d entdo existe u € U (D) tal que x = ud.
Como d|a e d| temos que existem ¢;,t5 € D tais que:

dty =« e dty = .
Entdo multiplicando por uu ! no lado esquerdo, de ambas as equagdes, obtemos:
(du)u™ 't = a e (du)u 'ty = 3.

Portanto x = ud divide o e também divide (5.

Seja ' € D tal que z'|a e '|3. Como d = mdc(a, 3) vem que z'|d, ou seja,
rt=d,teD.

Multiplicando em ambos os lados de 't = d por u temos:

z (tu) = du =z
— 1|
Logo = = mdc(a, (3).

Definicao 1.15. Seja A um anel comutativo. Um subconjunto nao vazio I C A ¢
um ideal de A se satisfizer as duas condi¢des a seguir:

z,y €l = v —yel,
rel,rec A= rxel.

Definicao 1.16. Seja A um anel. Um ideal I de A € dito ideal principal se existe
a € Atal que I = a.A. Um dominio no qual todo ideal € principal € chamado
dominio principal.

Proposicao 1.4. Se A é um anel, entdo dado a € A, temos que aA = {a.t;t € A}
é um ideal de A.

Demonstracao. Dados x,y € aA e m € A temos:
r=ad,deAey=alleA

Logozr —y=a.d—a.l
=a.(d—1)€aAe

r.m = a.d.m

= a.(d.m) € aA.

Portanto a A € ideal de A.
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Observacao 1.4. Chamamos aA de ideal principal gerado por a e também o de-
notaremos por (a).

Analogamente podemos mostrar que (aq, as, ..., a,) = ;A + asA + ... + a, A =
{a121 + aswy + ... + apxy; 1, T, ...y v, € A} é um ideal de A.

Proposicao 1.5. Seja D um dominio.

a) Se aj,as, -+ ,a, € D sdo tais que (aj,as,- - ,a,) é um ideal principal, ou
seja, (ay,ag, -+ ,a,) = (d), entdo mdc(ay, as, - - - ,a,) existe, e é igual a d e
também existem \i, Ao, - -+, A\, € D tais que mdc(ay, as, -+ ,a,) = A\a; +
o A

b) Sejam a,b € D\{0} tais que (a,c) = (1) e (b,¢) = (1) entdo (ab,c) = (1).

Demonstracao. a) Como (ay,as, - ,a,) = (d), temos que, Yy, Y2, ,Yn €
D,3l € D tal que:

a1.y1 + as.yo + - - + an.y, = dl.

Em particular, se 4y = y3 = --- =y, = 0 e y; = 1 entdo existe [; € D tal que
ai.1 = d.l;, e portanto, d|a.

Seyy =y3=---=vy, =0ey, = 1entdoexiste [, € D tal que as.1 = d.ls, e
portanto, d|as.

Assim, podemos concluir que d|a;, Vi = 1,2, -+, n.

Por outro lado, como d € (d) = (ay, as,- - ,a,), existem z1, - - - , 2, € D tais
que

d=a1z1 +aszo+ -+ apzp. (%)

. . . ! / / / - .
Dessa maneira, se existir d € D tal que d |ay,d |ag,- - ,d |a, entdo existem
x1,Ta,- - , Ty tais que:
/
a; = d X1,
/
Aoy = d T2,
/
an, =d .x,.
Substituindo as representacdes para aq, as, - - - , a, em (¥) vem que:

d(z1+xg+-+a,)=d

e portanto d |d.
Logo, podemos concluir que, d = mdc(ay, ag, -, ay).
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b) (ab,c) é umideal de D = (1). Logo (ab,c) C (1).
Falta mostrar que (1) C (ab, ¢), ou seja, é preciso mostrar que existem x,y €
D tais que ab.x + cy = 1.
Por hipétese, existem mq, mo, 11 € Ny tais que:

ami; +cmyg =1
bny+cng =1
Multiplicando membro a membro as duas igualdades acima obtemos:
ab.(my.ny) + c.(b.ny.me + a.my.ng + c.ma.ng) = 1.

Entdo (1) C (ab, ¢) e portanto (1) = (ab, c).

Podemos concluir a partir da Proposi¢ao 1.5 que em um dominio principal o
mdc sempre existe, pois nele, todo ideal é principal.

Definicao 1.17. Um dominio D é um dominio de fatora¢do unica ou dominio
fatorial se satisfaz as condicdes a seguir:

a) Todo elemento nao-invertivel e ndo nulo de D é um produto finito de fatores
irredutiveis.

b) Se {pi}1<i<s € {q¢;}1<j<¢ sdo familias finitas de elementos irredutiveis de D
tais que py -+ - Ps = q1 - - - ¢, entdo:

1) s=1;

ii) a menos da ordenacdo, p; € associadoa ¢;, Vi = 1,2,...,s.
Para provar que todo dominio principal € fatorial, usaremos os lemas abaixo:

Lema 1.4. Se D € um dominio principal entdo DD ndo possui uma sequéncia in-
finita estritamente crescente de ideais ;D G a;D & - - - .

Demonstracao. Suponha por absurdo que D possui uma sequéncia infinita e estri-
tamente crescente de ideais a; D ; aaD G-

Considere U a;D = A.

=1
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Afirmacdo: A € um ideal.

De fato, dados z,y € A, temos que x € a;D ey € a;D;j,i € N*. Suponha
sem perda de generalidade que j < 7. Como a; D ; a; D, temos que =,y € a;D.
Conseqiientemente x —y € a;D C A. Logoz —y € A.

Dadoa € Aen € D, implica que a € a;D para algum i € N*, que € ideal. Logo
a.x € a;D C A e portanto a.x € A.

Assim, pela Defini¢do 1.14 podemos concluir que A € ideal de D.

Como A € um ideal de D, e D é um dominio principal, existe a« € D tal que
A = aD. Ainda por D ser um dominio temos que 1 (elemento neutro com relacio
aoperacdo -) € D e entdo o € A, ou seja, para algum r € N*, a € a,. D.

Note que, a,D = aD.

De fato, como « € a, D, existe d € D tal que a,.d = «. E entdo dado x € aD
temos que: x = a.l,l € D

= (a,.d).l;l,d € D
= a,(d.l);d.l € D, pois D é dominio.

Logo x € a,.D e entdo aD C a,D.

oo
A inclusdo a, D C oD é 6bvia, pois oD = | J a;D.
i=1
o0
Entdo a,.D = aD, ou seja, U a;D = a, D eistoimplica que a;D = a,D,Vj > r.
i=1
Absurdo, pois estamos supondo a sequéncia estritamente crescente.
Portanto, se D é um dominio entdo D ndo possui uma sequéncia infinita estri-
tamente crescente de ideais.

Lema 1.5. Sejam D um dominioe a € D\{0}, a ndo inversivel. Sea = a;.z,a;,x ¢
U(D), entdo aD & a1 D.

Demonstracao. Dado y € aD, temos que y = a.d = ay.x.d,d € D. Logo
y = ai(x.d), ou seja, y € a1 D.

Agora vamos mostrar que existe 4y € a; D tal que 3y ¢ aD.

Tome y/ = aj.

Afirmagio: y ¢ aD.

De fato, suponha por absurdo que y € aD. Entio existe | € D tal que

a; = y/ =a.l = ay.x.l.

Assim, vem que a;(1 — xl) = 0. Mas como a; # 0, pois a # 0, temos que
1 —2.1=0,0useja, x.l = 1. Eentdo xz € U(D). Absurdo!
Portanto aD & a,D.
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Definicao 1.18. Um elemento a € A\{0} é um elemento primo se a ¢ U(A) e
a|bc implica que a|b ou alc.

Lema 1.6. Sejam D um dominio principal e p € D. Sdo equivalentes:
(i) p € elemento primo.
(i1) p € elemento irredutivel.

Demonstracao. (i) = (ii) Sejam a, b € D tais que p = ab. Como p|ab, segue de
(i) que pla ou p|b.

e Se pla entdo pt = a,t € D. Substituindo em p = ab vem que p = ptb. Desde
que p # 0 e D é dominio, temos que tb = 1, e portanto b é inversivel.

e Analogamente, se p|b concluimos que a € U(D).

Portanto p é elemento irredutivel.

(ii) = (i) Sejam a, b € D tais que p|ab. Como D é dominio principal temos que
aD + pD = dD, para algum d € Z.
Agora,

p€E€aD+pD=dD = p=dq,q€cD.

Desde que p ¢ irredutivel concluimos que d € U(D) ou q € U(D).

e dcU(D)=dD =D
— l=axr+py,x,y € D

= b =abx + pby;x,y € D.

Como p|ab, temos que p|b.

*qcUD) = d=pq"
= p|d.

Mas: a € aD + pD = dD = da.
Como p|d e d|a, temos que pla.
Logo, p|a ou p|b. Portanto p é elemento primo.

Observacao 1.5. Vimos na demonstra¢dao do Lema 1.6 que todo elemento primo é
irredutivel, pois para provar (i) = (ii), ndo usamos a hipétese de D ser dominio
principal.

Teorema 1.4. Seja (D,+,- ) um dominio. Entdo as seguintes afirmacées sao
equivalentes:
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(i) D é um dominio principal.

(ii) D é um dominio fatorial que possui a seguinte propriedade:

Va,b € D\{0},3e, f € D tais que mdc(a,b) = ea + fb.

Demonstracao. (i) = (ii) Dado a € D\{0}, a ndo inversivel, vamos mostrar
que a possui uma fatoracdo unica em elementos irredutiveis.
Afirmamos que a possui um divisor irredutivel.
De fato, suponhamos por absurdo que a ndo possua um divisor irredutivel, entao
a ndo € irredutivel.
Logo a = ay.ay, onde ay,a; ¢ U(D) e ar,a; € D\{0}. Pelo Lema 1.5, aD &
aq D.
Como a ndo possui nenhum divisor irredutivel, temos que a; nao € irredutivel, ou
seja, a1 = ay.ay, COM ay, ay & U(D).
Logo, pelo Lema 1.5, a; D ;Cﬁ asD.
Note que a = asa,a; € entdo ay ndo é irredutivel. Desta forma ay = asas,
as, a3 ¢ U(D) e entdo azD S azD.
Continuando desta maneira, teremos uma sequéncia infinita e crescente de ideais
de A

G,D;(llD;agD;"' .

No entanto, pelo Lema 1.4, isto é um absurdo, ja que D é dominio principal.
Logo a possui um divisor irredutivel p,, ou seja, a = p1b1,0; € D.

Se by € U(D) entdo acabou, a é irredutivel, pois p1b; € irredutivel.

Se b1 ¢ U(D) entdo aD & b1 D e pelo mesmo raciocinio, obtemos que b; possui
um divisor irredutivel, ou seja, by = py.by, com p, irredutivel.

Se by € U(D), acabou, pois a = p;pabs.

Se by ¢ U(D) entdo by D ; boD € by possui um divisor irredutivel, ou seja,
by = p3.0s.

Se by € U(D) entdo acabou.

Se by ¢ U(D) repetimos 0 mesmo processo de bo a bs.

Note que este processo € finito, caso contrdrio, obteriamos uma sequéncia infinita
estritamente crescente de ideais aD & 0D G b,D & -+ -, mas, pelo Lema 1.4,
isto € uma contradi¢do com o fato de D ser dominio principal.

Logo a possui uma fatoracdo em elementos irredutiveis.

Agora, resta-nos mostrar a unicidade de tal fatoragao.

Sejam {p; }1<i<s € {g; }1<;j<: familias de elementos irredutiveis de D, tais que

P Ps =@ G (%)

Pelo Lema 1.6 os elementos pq,--- ,ps,q1, - ,q sd@o primos. Conseqiiente-
mente, jd que pq|q; - - - g, existe j € {1,--- ,t} tal que py|g;, isto &, a1p; = g;.
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Como ¢; é irredutivel e p; ndo € inversivel, temos que a; € U(D). Logo p; ~ g;.
Reordenando, se necessario, o conjunto {g¢; }1<;<;, podemos considerar que p; ~
q1, isto é oa1pr = q1,0q € Z/{(D)

Substituindo esta dltima igualdade em (*) obtemos:

PiP2 - Ps = 0ap1qe - qr == P2+ Ps = O1G2 * * - Gy

Como py € primo e po|aiqs - - - ¢s, temos que po|ay ou pslg; para algum j €
{27 . ,t}.

Afirmagdo: Elementos primos nio dividem elementos inversiveis.

De fato, suponha que p € primo, u € inversivel e pv = wu.

Como u € inversivel temos que p(vu~!) = 1, implicando que p € inversivel. Ab-
surdo, pois, pela defini¢do, um elemento primo ndo € inversivel.

Segue da afirmagdo acima que ps|g;, para algum j € {2,--- |t}

De forma andloga ao que fizemos com p;, podemos considerar que aops = @o, (o €
U(D). Logo pz ~ gs.

Seguindo o processo, que € finito, concluimos que cada p; € associado a algum g;.
Resta provar que s = t.

e Se s < t teremos, ap0s as simplificacdes,

l=oag - asqerr - q-

Isto € um absurdo, pois afirma que ¢, € U(D).
e Se s > t teremos, ap0s as simplificacoes,

Dt+1DPt+2 " - " Ps = Qg * + - O,

que equivale a (aq -+ - o) " (pyy1 - ps_1)ps = 1. Isso é um absurdo, pois diz que
ps €U(D).

Logo s =t.

Fica provada a unicidade, e portanto DD € um dominio fatorial.

Dados a,b € D\{0}, como D é dominio principal, segue da Proposi¢do 1.5 que
existem e, f € D tais que mdc(a,b) = ea + fb.

(1) = (i) Primeiro vamos mostrar que todo ideal finitamente gerado de D é
também um ideal principal. Desta forma, serd suficiente mostrarmos que todo
ideal de D ¢é finitamente gerado.

Dado (aq, as, - - , a,), por hipétese, existem x1, T3, ..., r, € D tais que

ai.x1 + a9.22 + ... + ay.z, = mde(ay, ag, -+ ,a,) =d.

E entdo podemos concluir que d € (ay,ag, - - - ,a,),ouseja, (d) C (ar,ag, - ,ap).
Note que d|ay, d|ag, - - -, d|a,, ou seja, existem Iy, [y, - - - , 1, tais que:

ap = dll
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QA9 — dlg

a, = d.l,

pois d = mdc(ay, ag, -+, ay).
Desta forma, dado | = ay.y1 + as.y2 + ... + an.y, € (a1, a9, - ,a,) temos que:

l=d.(Liys +lys+ -+ layn)

e entdo [ € (d). Assim, vem que (ay,as,- - ,a,) C (d).
Portanto (ay, as,- - ,a,) = (d).
Agora suponhamos, por absurdo, que existe em D um ideal I que nio seja fini-

tamente gerado. Entao existe uma sequéncia infinita de elementos de I, ay, as, -+ , Qp, - - -

tal que:
(al) ; (a17a2) ; ; <a17a2a”' 7an) ;
Paracadan € {1,2,3,---},(ay,as, - ,a,) é um ideal principal, ou seja,
(a/17a/27 T Jan) - (bn)

Logo, existe uma seqiiéncia infinita estritamente crecente de ideais principais:

() S () S (ba) -

Dado n arbitrariamente grande, temos que (b;—1) & (b;) e entdo, podemos fazer a
seguinte afirmacao:

Vi < n, b;_1 tem pelo menos um fator irredutivel a mais que b;.

De fato, b;_1 € (b;), Vi < n, conseqiientemente b;_; = b;.d,d € D, onde d ¢
U(D), caso contrério, terfamos (b;—1) = (b;), e d # 0, caso contrario, terfamos
(b1) = (b2) = -+ = (bi-1).

Se d € irredutivel, entdo b; _; realmente tem um fator irredutivel a mais que b;.

Se d ndo € irredutivel, tomemos sua fatoracao em elementos irredutiveis:

d:p?l.pz"

Neste caso, b;—1 = b;p{"' ---pi™ e entdo b;_; também tem, pelo menos, um fator
irredutivel a mais que b;.

Logo, b;_1, Vi < n, tem, pelo menos, um fator irredutivel a mais que b;.

Note também que b,,, Vn, tem, pelo menos, um fator irredutivel. Caso contrério,
terfamos b,, = 0 ou b, € U(D) e, nestes dois casos obteriamos que:

(bn) = (bn+1) = (bn+2> R
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Absurdo!

Assim, podemos concluir que:

b,_1 tem pelo menos dois fatores irredutiveis;
b,,—o tem pelo menos trés fatores irredutiveis;

by = a; tem pelo menos n fatores irredutiveis.

Infere-se dai um absurdo, pois, a quantidade de fatores irredutiveis de a; muda,
dependendo da escolha de n, ou seja, ndo ha unicidade na fatoragao de a;.
Portanto, todo ideal de D € finitamente gerado, e como neste caso, todo ideal
finitamente gerado € principal, temos que DD € um dominio principal.

Teorema 1.5. Seja (D, +, -, p) um dominio euclidiano. Entdo:
a) D é um dominio principal.

b) Ya,b € D\{0}, pode-se calcular efetivamente e, f € D tais que mdc(a,b) =
ea + fb, se a divisdo em D for efetiva.

Demonstracao. a) Seja [ um ideal de D, temos de mostrar que / = aD, onde
a € D, ou seja, dado € € [ precisamos mostrar que € = a.h,h € D.
Se I = {0}, onde 0 é o elemento neutro para a operagdo + , entdo [ = 0D.
Se I # {0}, consideremos o seguinte conjunto:

p(I) ={pla),a e lTea # 0}

O conjunto dos numeros naturais € bem ordenado, e entdo todo subconjunto
dele possui um menor elemento. Logo ¢(/) possui um menor elemento. De-
notaremos tal elemento por p(a),a € I e mostraremos que [ = aD

Dado ¢ € I, pela propriedade euclidiana existem ¢, € D tais que:

p(r) < (a)
ou r =0

e=at+r com {
Note que, como [ € ideal e a € I implica que at € . Assim temos que
r=(—at)el.

Suponha r # 0. Entdo ¢(r) < ¢(a), mas, pela minimalidade de ¢(a) isso é
um absurdo!

Em virtude disso, r = 0 e entdo ¢ = at, t € D e portanto [ C aD.

Comoa € I e [ éideal vem que aD C I. Logo I = aD.
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b) Sejam a,b € D\{0}. Como D é um dominio euclidiano, existem ¢;,r; € D
tais que:

_ p(r) < ¢b)
(1) a=>bt; +m com{ ou 1 =0

Se r; = 0 entdo mdc(a,b) = b e portanto a partir da expressao (1) podemos
escrever:

a.0+0.1=0.
Se r; # 0 temos que mdc(a,b) = mdc(b, ry).
De fato, seja d = mdc(a,b). Como d|b e d|a entdo d|r, pois 1 = (a — bty).
Logo d|bed|r,. Sejad’ € Dtalqued’|bed’|r, entdo d’|a pois a = (bt, +11)
e portanto, como d = mdc(a, b), temos que d ' |d. Assim mdc(b,r,) = d.
Agora, novamente pela propriedade euclidiana, existem 9,75 € D tais que:

p(r2) < p(r)

(2) b= Tltg + 79 com { ou Ty -0

Se ro = 0 entdo mdc(a,b) = mdc(b,r1) = r1. Logo, a partir de (1) podemos
escrever:

a+ b(—t1> =T.
Se ry # 0, entdo por racicinio andlogo ao acima, temos que mdc(b, ) =
mdc(ry,72). Pela propriedade euclidiana existem t3, 3 tais que:

p(rs) < ¢(ra)

(3) 71 = Tol3 + T3 com{ ou 1 =0

Se r3 = 0 entdo mdc(a,b) = mdc(ry,rs) = ro. Substituindo (1) em (2) vem

que:
(—tg)a + (tltg + 1)b = T9.

Se r3 # 0 continuamos o processo, que € finito, pois a sequéncia
p(r1),(ra), (rs), -« o(ri), -+

é estritamente decrescente e tem seus valores em N.

Dessa maneira, existe algum n € N tal que p(r,—1) = 0. Como ¢(r,) <
©(rp—1) our, = 0, e neste caso temos ¢(r,_1) = 0, vem que r, = 0. Em
virtude disso obtemos:

(n) Tn1 = Tnlps1 + 0

Entdo mdc(a,b) = mdc(r,_1,7m,) = r,. Substituindo as equagdes (1), (2),
(3),---, (n-2), em ordem decrescente, na equacgdo (n-1), obtemos r, como
combinacdo linear de a e b.
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Note que atraves das divisdes sucessivas em (1), (2), ....(n-1), no item i), cal-
culamos efetivamente e e f.

Encerramos este capitulo com um resultado sobre raizes de polindmios, que
também serd necessario no préximo capitulo.

Teorema 1.6. Se A é um dominio de integridade, entdo todo polinémio ndo nulo,
de graun, f(X) € A[X] tem, no mdximo, n raizes.

Demonstracao. Usaremos indugdo sobre o grau n de f(.X).

Sen = 0entdo f(X) = a,a # 0 eentdo f(X) ndo tem raizes.

Se n > 0, suponha que o teorema seja vélido para todo polindmio nao nulo de
A[X] e de grau menor que n.

Queremos mostrar que, se f(X) = a, X" + a, 1 X" 1+ +a; X! + ag é um
polindmio de grau n de A[X] entdo f(X) tem no maximo n raizes.

Suponhamos por absurdo, que f(X) tenha n + 1 raizes distintas xg, 21, ..., T, em
A. Entdo podemos escrever f(X) da seguinte forma:

F(X) =an(X —2o)(X —21) - (X — x).
Considere o seguinte polindmio em A[X].
9(X) = f(X) = an(X —21)(X = z2) -+ (X — )
= ap(X —21)(X —22) -+ (X — 2,).(X —29) — 1)

Quando subtraimos a, (X — z1)(X — z3) -+ (X — x,) de f(X) eliminamos o
termo a, X" de f(X). Assim podemos concluir que

m < grau g(X) < grau f(X) = n.

Note que

9(x0) = —an(xo — x1)(x0 — T2) - - (X0 — ),
ondea, #0e (rg—x;) #0Vi=1,2...,n.
Desta maneira g(z() # 0 e entdo g(.X) é diferente da funcéo identicamente nula.
Pela hipétese de indugdo, g(X) tem no maximo m raizes em A, mas, supondo que
f(X) tem n + 1 raizes vem que g(X) tem n > m raizes. Absurdo!
Portanto f(X') tem no maximo n raizes em A.
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Capitulo 2

Numeros que sao somas de dois
quadrados

O principal objetivo deste capitulo € provar que um nimero natural n € soma
de dois quadrados se, e somente se, os nimeros primos da forma 4k + 3 que
aparecem na decomposicao de n t€m expoente par. Em particular, isso responde
afirmativamente ao problema 8 da Aritmética, citado na Introducao.

Iniciaremos com alguns lemas e resultados, que serdo uteis neste e também no
capitulo seguinte.

Lema 2.1. a) Sejam a, b € Z primos relativos.
Se ab = +¢? entdo existem u, v € 7Z tais que a = +u® e b = 0.

b) Sejam a, b € Z[i] primos relativos, ou seja, mdc(a, b) € {£1, +i}.
Se ab = g1¢® com ¢ € Z[i] e e, € U(Z]i]) entdo existem u,v € Z[i] tais que
a = eyu? e b=e3v® comey ez € U(Z[H]).

Demonstracao:

a) Vamos considerar primeiro os casos triviais.
Casol: a=0o0ub=0.
Se a = 0, entdo mdc(a,b) = mdc(0,b) = b, mas mdc(a,b) = £1 . Logo
b= +1. Entdiotome u = 0 e v = +£1.
O caso onde b = 0 ¢ andlogo.
Caso2:a==xloub==1.
Se a = =£1, podemos substituir o valor de a em ab = +c?, isto implica que
b = £c%. Entdo tome u = 1 e v = *c.
Se b = %1 é andlogo.
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b)

Caso3:a#0,£1eb#0,+£1.

Note que ¢ # 0, 1.

Se tivéssemos ¢ = 0 teriamos a = 0 ou b = 0. Absurdo!

Se ¢ = +£1 teriamos:

ab==+1=a==+1eb= +1. Absurdo!

Como Z é dominio fatorial podemos fatorar a, b e c em elementos irredutiveis
de forma unica:

a = £pit...pi*, onde p; ndo € associado a p;;
b= +qi"...¢5*, onde g; ndo € associado a g;;

c= 000,

onde /; ndo € associado a ;.

Mostraremos que ¢; ndo € associado a p;.
Suponha que ¢; seja associado a algum p;, entdo como U (Z) = {%1}, temos
que p; = =¢;. Desta maneira 4-¢; estd na decomposi¢cdo em elementos irre-
dutiveis de a e b. Isto implica que mdc(a, b) # +1. Absurdo!
Portanto g; ndo € associado a p;.
Como ab = +c?, temos

ab = +pS . pitq...qt = £ 1%

Y

Note que, r = t + s, pois Z é dominio fatorial. E reordenando, se necessario,
o conjunto {l1, ..., ..} temos, pela unicidade da decomposi¢do, que:

py =LY = a= £ 01")? = a = +u’

¢ =% = b= (5. 0)? = b= +0°

Vamos resolver primeiro os casos triviais:

Casol: a=0o0ub=0.

Se a = 0 entdo mdc(a,b) = mdc(0,b) = b, mas mdc(a,b) € {£1,+i} e
portanto, segue que b = £1 ou b = +u.

Logo, tome b = £12 ou b = +il? e a = 0%

Se b = 0 € andlogo.

Caso 2: a € U(Z]i]) ou b € U(Z]i]).

Se a € U(Z]i]) entdo multiplicando-se ab = &,¢* pelo inverso de a temos
b=cia 2.

Entdoa = al’e b = c;a '

Se b € U(Z]i]) é andlogo.
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Caso 3: a,b ¢ U(Z[i]) e a,b # 0.

Neste caso, necessariamente ¢ # 0 e ¢ & U(Z][i]).

De fato, se ¢ = 0 temos que a ou b = 0 pois Z[i] é dominio. Absurdo, pois
a,b # 0.

Se ¢ € U(Z]i]) entdo a, b € U(Z[i]). Absurdo, pois a, b ¢ U(Z[i]).

Como Z[i| € dominio fatorial, vamos fatorar a, b, c em elementos irredutiveis
de Z[i]:

a = ppip';
b= p2qy" gl

e} Qo ,
c= pglit...09m;

onde ju1, p2, 13 € U(Z[i]) € pi = pj, qi = q; € li = 1.

Note que p; = g;.

De fato, suponha que p; ~ ¢;, entdo p; = wgq;, onde w € U(Z|i]).

Assim g;|p; e entdo g;|a e g;|b. Logo ¢;|d, d = mdc(a,b), mas d € U(Z][i]) e
entdo ¢; € U(Z[i]). Absurdo!

Portanto p; < g;.

Como ab = ¢;¢?, juntando as decomposi¢des em fatores irredutiveis de a e b,

temos:

vt B1

ab = pypop] . p " g = (us) 230

Como Z[i] € dominio fatorial, a fatora¢do de ab é tnica e entdo reordenando,
se necessario, o conjunto [7%*...[2%" temos que r =t + s e :

e

i 7295 _ g1 79t\2 _ 2
p]] _lj 7 :a—a?g(lllltt) :a—f‘:Qu

¢ =07 = b=c3(I}}..19) = b= e50°

Lema 2.2. Sejam z,y € Z.

a) x € par <= 1?2 é par.

b) x + y é par <= x e y sdo pares ou x € y sdo impares.

¢) =+ y é impar <= x é par e y € impar ou x € impar e y € par.

d) x? + y? é impar <= x + y é impar.
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Demonstra¢io. a) (=) Se x é par, z = 2t, t € Z. Entdo x? = (2t)?
= 42
= 2(2t?) é par.

(<) Se z? é par temos 22 = 2t, t € Z.
Como 2 € irredutivel, ele estd na fatoracdo de x. Portanto x = 2h, h € Z.

b) (=)
r+yépar=x+y=2k(keZ)

— r =2k —y.
Se y for par entdo y = 2t e portanto z = 2k — 2t = 2(k — t). Logo z é par.
Se y for impar entdo y = 2t + 1 e portanto x = 2k — 2t — 1 = 2(k —¢) — 1.
Logo z é impar.
Portanto, se x 4 y € par entdo x, y sdo ambos pares ou ambos impares.

(<)
xeypares —> x =2t ey = 2h,com h,t € Z

— r4+y=2(t+h)
—> = + y é par.
reyimpares=— r =2t+1ley=2h+1,comt,h €Z
— r+y=2(t+h+1)
—> x +y é par.

c) (=)
r+y=2k+1k€eZ=—y=2k+1—uz.
Sex =2t,t € Z,temos que y = 2k + 1 — 2t = 2(k — t) + 1 é impar.
Sex=2t+1,t€Z,temosquey =2k +1—2t —1=2(k —t) é par.

(<)Sex=2key=2t+1,k,t € Z,temosque z +y = 2(k+t)+ 1 eentdo
x + y é impar.
Sex =2k+1ley =2tk t €Z, temos que z +y = 2(k +t) + 1 e entdo
x + y é impar.

d) (=) 22 +9y*=2k+1,k€Z.
Caso 1: y é par.
Se y = 2h, h € Z entido pelo item (a) vem que y*> = 2t,t € Z. Dessa forma
temos:
2 =2k+1 -y = a2>=2k+1-2t
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= 27 é impar
— z € impar ( pelo item (a) )

=—> x + y é impar.
Caso 2: y é impar.
Se y = 2h + 1, h € Z entdo pelo item (a) vem que y? = 2t + 1,¢ € Z. Dessa
maneira temos: 7% =2k +1 —y? = 22 =2k +1 -2t — 1

— 12 é par
— x € par (pelo item (a) )
— 7 + y é impar.

(<) Se x + y = 2k + 1 temos dois casos a analisar:

Casol: x =2key=2t+ 1;k,t € Z.

Temos 22 = (2k)? = 2(2k?) e y* = 41> + 4t + 1.

Entdo 2% + y? = 2(2k% + 2t> + 2t) + 1 e portanto 2% + y* é impar.
Caso2: x =2k+1ley =2t k,teZ.

Temos y? = (2t)* = 2(2t?) e 2% = 4k* + 4k + 1.

Entdo 22 + y? = 2(2t? + 2k* + 2k) + 1 e portanto x? + y* é {mpar.

A definicdo, o teorema e a demonstracdo a seguir, propostos por Euler em
aproximadamente 1760, mostram uma generalizacdo de um resultado proposto
por Fermat cerca de um século antes. Este resultado é conhecido como “o Pe-
queno Teorema de Fermat”, e serd provado como um coroldrio do teorema de
Euler.

Definicao 2.1. A funcdo ¢ : N* — N* que associa a cada m € N* a quantidade
de elementos do conjunto {k € N*;1 < k < m e mdc(k,m) = 1}, é chamada
funcao de Euler.

Teorema 2.1. Para todo inteiro m > 1 e para todo a € 7, primo com m, vale a
congruéncia a?™ = 1(mod m).

Demonstracao. Sejam sy, So, ..., S5 0s inteiros de 1 a m que sdo primos relativos
com m. Entdo ¢(m) = k. Ao dividir cada as; por m obtemos:

as; =mg; +r;, (0<r; <m)

Afirmag@o: m e r; sdo primos relativos, ou seja mdc(m,r;) = 1.
Suponha por absurdo que exista um nimero primo p tal que p|m e p|r;.
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Se p|m entdo p|mg; e assim p|(mgq; + r;), ou seja, p|as;.

Como mdc(a,m) = 1 temos que p|s;, mas entdo p|s; e p|m. Absurdo, pois
mde(s;, m) = 1. Logo mde(m,r;) = 1.

Note que na sequéncia dos restos 71,79, ..., 7, ndo hd elementos repetidos. De
fato, suponha por absurdo que 7; = 7;,onde 1 <i,5 < kei # j.

as; = mq; + 1

Entdo de { , sj = mq +

vem que :

as; —mg; = as; — mq; — a(si - 3j> = m(%’ - Qj)'

Como mdc(m,a) = 1 vem que m|(s; — s;).
Mas 1 < s;,8;, <m = s;—5; <m

- S; — S5 = 0
= 5; = 5;. Absurdo!

Afirmagdo: r; # 0, Vi € {1,2, ..., k}.

Se r; = 0 temos as; = mgq; e entdo m|as;, mas mdc(a, m) = 1, logo m]s;.
Absurdo!

Portanto r; # 0, Vi € {1,2,...,k}.

Entao temos:

(@)l <r; <mer; #r;j.

(b){s1, ..., sk} € o conjunto de todos os primos relativos com m no intervalo ex-
plicitado acima.

(¢){r1,...,mx} € o conjunto de todos os restos da divisdo de as; por m. Entdo,
como vimos, 71, .., 7'y $20 k elementos primos com m no intervalo acima explici-
tado.

Em (b) vimos que ha exatamente & primos relativos com m no intervalo 1 < s; <
m. Portanto como {ry,...,r;} é um conjunto de k elementos distintos e primos
relativos com m no intervalo 1 < r; < m, temos que:

{7"1,7”2, ...,Tk} - {81782a ceey Sk‘}

Denote: r17...1 = $189...5p = ().
Ao multiplicarmos todas as congruéncias as; = r;(mod m), que decorrem de to-
das as divisdes as; = mq; + r;, (1 <i < k) obtemos:

aksiss...5, = r1ry...re(mod m) = a¥s189...85 — r1T9.. 7L = mf, f € Z.

k

Por (x) temos: a*a —a =mf = a(a®* — 1) =mf
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= m|a(a® —1).

Mas m 1 «, pois a é o produto de elementos primos com m, ou seja m e « Sao0
primos relativos, entdo:
m |(a*® —1)

= a* = 1(mod m)
= a*™ = 1(mod m).

Corolario 2.1. (Pequeno Teorema de Fermat)
Se p > 1 é um niimero primo que nédo divide o inteiro a, entdo: a’?~' = 1(mod p).

Demonstracao. Basta aplicar o teorema anterior. Note que ¢(p) = p — 1, pois p
€ ndmero primo.

O teorema a seguir foi proposto por Fermat em 1637 e provado por Euler em
1749, ap6s 7 anos de trabalho. Apds provado este teorema, dado um numero
primo p qualquer, teremos condi¢Oes de afirmar se p pode ou ndo ser escrito como
a soma de dois quadrados. Esta verificacdo serd feita olhando para o resto da
divisdo de p por 4.

Teorema 2.2. As condicoes abaixo sdo equivalentes para um niimero p primo:

(1) p=2oup=4k+ 1,k € N*.

p ndo € irredutivel em Z[i].

)
(i1) Ja € Z;a®> = —1(mod p).
(i#4)

)

(1v) p é a soma de dois quadrados.

Demonstracdo. (i) = (ii) Sep = 2 tome a = 1.
Sejamp =4k +1eT € Z,,.
Note que, se T € Z,, entdo x € Z — pZ. Portanto p 1.
Como p { z, segue do Pequeno Teorema de Fermat que 27~ = 1(mod p).
Como p = 4k + 1 obtemos:
W)= = 1(mod p) = 2* = 1(mod p)
= (2%%)2 — 1 =np,n € Z.

Analisando em Z,, temos:
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(@2 —T=mp @*)2—1=0
é

=
= 72 éraiz de X% — 1 € Z,[X].

Desde que Z, é dominio, pelo Teorema 1.6, X?—1 tem no maximo duas raizes em
Z,. Como 1 e p — 1 sdo raizes de X% — T em Z,, temos 7% = Tou7?* = p — 1,
paratodo ™ € Z.

Note que Z, — {0} = Zy+1 — {0} tem exatamente 4k elementos.

Se ¢ = 1, entdo T é raiz de X?* — 1 € Z,[X]. Mas este polindmio tem no
maximo 2k raizes em Z,, pois Z, € dominio.

Entdo, como todos os 4k elementos de Z, — {0} satisfazem 72k = T ou 7%k =
p — 1, e como apenas no maximo 2k elementos satisfazem 72¥ = 1, temos que
existe Ty € Z, — {0} que satisfaz 72 = p — 1.

Tome a = k.

Assim temos: a° = T3F = p — 1 = a®> = p — 1(mod p).

Como p — 1 = —1(mod p) vem que

a® = —1(mod p).

a®>+1=pn,ne€Z = p|(a*+1)
= p|(a +i)(a — ).
Queremos mostrar que p ndo é irredutivel em Z[i]. Como Z|i] é dominio fatorial,
provar que p nao € irredutivel € equivalente a provar que p ndo € elemento primo
em Z/[i]. Entdo basta mostrar que p{ (a +1i) e pt (a — 7).
ep|(a—i) = Je+ fi € Z[i|] tal que p(e + fi) =a —i
= pf=-1
— p € inversivel. Absurdo!
ep|(a+i) = Fc+di € Z[i] tal que p(c + di) = a+i
—pd=1
= p € inversivel. Absurdo!

Portanto p ndo é primo em Z[i], logo ndo € irredutivel em Z]i].

(171) = (iv)

Por hipétese p ndo € irredutivel em Z[i]. Entdo p = (a+0bi)(c+di), a+bi, c+di €
Z{i\ U(Z]i)).

Ao aplicarmos a fun¢cdo norma em p obtemos:

p?> = N(p) = N((a+ bi)(c + di))
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= N(a+ bi)N(c+ di)
= p? = (a® + b*)(* + d?)
—=a?+=pet+d®=p
oua’? +b =p’ec? +d*=1
oua’?+v?=1lec?+d? =p>
Se ¢* + d* = 1 entdo ¢ + di € U(Z][i]). Absurdo!

Analogamente ndo podemos ter a® + b = 1.
Portanto p = a? + b°.

(iv) = (i)
Queremos mostrar que se p € soma de dois quadrados entdo p = 2 ou p = 4k + 1.
Dado n € N temos as seguintes possibilidades de resto na divisdo de n por 4:

n=4k,n=4k+1, n=4k+2, n=4k+3

Se n € um ndmero primo, a possibilidade n = 4k estd descartadada pois n € um
multiplo de quatro e a possibilidade n = 4k + 2 fica restrita apenas ao nimero
dois. Deste modo, se p é primo, entao:

p=2oup=4k+1 oudk + 3.
Por hipétese p = a® + b%, onde a, b € Z. Entdo temos:
a=4v,4v+1,4v+2 oudv+ 3 = a® = 4v oua® = 4v + 1.

b=4,414+ 1,41+ 2 oudl +3 = b> =4l oub® =4l + 1.
Portanto p = a® + b* = 4v + 41 = 4(v + 1), é miiltiplo de quatro. Absurdo!

p=a*+b=4v+4l+1=4v+1)+1=p=4k+1;

p=a*+bt=4dv+1+4+1=4v+1)+2=p=2;

p=a*+b=4v+1+4l=4v+1)+1=p=4k+ 1.
Logo,sep =a?+b%entdop = 4k + 1oup = 2.

Observacao 2.1. Um nimero inteiro positivo pode ser a soma de dois quadrados

de maneiras distintas. Por exemplo 125 = 10% + 5% = 112 + 22

Observacao 2.2. Se um niimero primo positivo é soma de dois quadrados, entdo
s6 existe um par de nimeros positivos a, b tal que a? + b = p.
De fato, suponha que existem dois pares de nimeros positivos a, b e ¢, d tais que:
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p=a*+b=c*+d?
= p=(a+bi)(a—bi) = (c+ di)(c — di).

Denote a + bi = ae ¢ + di = (3. Desta forma p = aa = 33  (*).
Aplicando a fun¢do norma obtemos:

*=N(@)N(@) e p* = N(B)N(B).

i
I

N(f3), segue que:

p= N(a) = N(@) = N(B) = N (7).

Assim «, 3 sdo irredutiveis em Z[i] e portanto, também sdo primos em Z[i].
De (*) vem que:

O
@]
3
o

=

I
=

2
(¢]

I
=
=

I

alff = alB ouald
= au=[fouav =7
= u,v € U(Z[i]) = {£1, £i}
— a~fBouan~}.

Trataremos o caso a ~ (3. O caso a ~ (3 é andlogo.

an~ = (a+bi)=ulc+di),u € UZi]).

Se u = 1 entdo a + bi = c + di. Portantoa = ce b = d.

Se u = —1 entdo a + bi = —c — di. Portanto a = —c e b = —d. Absurdo, pois
a,b,c,d € N*,

Se u = i entdo a + bi = c¢i — d. Portanto a = —d e b = ¢. Absurdo!

Se u = —1 entdo a 4+ bi = —ci + d. Portanto a = d e b = —c. Absurdo!
Portanto, se existem dois pares de nimeros positivos a, b e ¢, d tais que p = a® +
V¥ =c>+d*entioa =ced = b.

O resultado do Teorema 2.2 pode ser generalizado, isto é, podemos caracteri-
zar os inteiros que sao somas de dois quadrados. Para tanto serd necessdrio provar
o seguinte lema:

Lema 2.3. Se f e g sdo inteiros que sdo somas de dois quadrados entdo fg € soma

de dois quadrados.

Demonstracio. f = a? + b?, g = 2 + d>°.
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fg=(a®>+b*)(c* +d*) = N(a+bi)N(c+ di)
Nl(a + bi)(c + di)]
Nl(ac — db) + (ad + cb)i]

= (ac — db)* + (ad + cb)>.

Teorema 2.3. Seja n um inteiro positivo e n = 2"pi"*...p;"*q7"...qY* sua decomposi¢do
em 7, onde py, ..., p; sdo primos da forma 4k + 1 e q, ..., qs sdo primos da forma
4k + 3. Entdo, n é soma de dois quadrados se e somente se vy, ..., vs sdo pares.

Demonstragio. (=) Por hipétese n = a® + b%. Seja p primo, p # 2. Entdo
p=4k + 1oup =4k + 3.

Suponha que a maior poténcia de p que divide n € impar. Entao basta provar que p
¢ da forma 4k+1. Se provarmos este fato, por sua contra positiva teremos provado
a ida do teorema.

Seja d = mdc(a,b) entdo a = day,b = dby, onde mdec(aq,b;) = 1. Conseqiiente-
mente n = d*(a? + b?).

Seja m impar a maior poténcia de p tal que p™ |n. Entdo existe a € Z tal que

pla = d*(a] + 7).

Note que as poténcias maximas dos primos que dividem d? sdo pares. Em par-
ticular, a maior poténcia de p que divide d? é par. Portanto, da igualdade p™« =
d?(a? + b?) com m fmpar, concluimos que p|(a? + b?).

Afirmagéo: p 1 by.

Suponha por absurdo que p|b;. Segue desta hipétese que p|b? e p|(a? + b?), ou
seja, pla;. Absurdo, pois mdc(ay,by) = 1.

Temos:

p1by = mde(p,by) =1
—>de, f € Ztalqueep+ fb; =1
= a; = ea1p + faiby.
Escreva c = a, f.
Entao a; = eap + cb;.

Tomando classes médulo p vem que aep = 0 e portanto a; = byc.
Como pl(af + b?), em Z, temos:

(=T B=RE TR =B +T) =@ =T (b =5 £0=b"£0)
= ¢* = —1(mod p)
= p=2o0up=4k+1

(Pelas equivaléncias (i) e (i1) do Teorema 2.2).
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Mas estamos supondo p # 2, portanto se p™|n entdo p = 4k + 1.

(<) Ja provamos que todo primo da forma p = 4k + 1 ou p = 2 é soma de dois
quadrados. Pelo lema anterior, 2"p}*...p;" é soma de dois quadrados.

Como vy, ..., vy s30 pares, temos que, ¢;", ..., ¢** sdo quadrados. Logo ¢;*, ..., ¢’
sdo somas de dois quadrados. Assim ¢;"...q"* é soma de dois quadrados. Portanto

2"pit . pitayt...qY € soma de dois quadrados.

b

Este teorema resolve o “Problema 8 generalizado” do livro de Diophantus:
Quando um ndmero inteiro positivo, qualquer, pode ser ecrito como a soma de
dois quadrados de inteiros?

Um numero inteiro positivo, qualquer, podera ser escrito como a soma de dois
quadrados quando os primos da forma 4k + 3 que o dividem tém expoentes pares.
Desta maneira, para indenticar tais nimeros, basta analisar sua fatoragdao em ele-
mentos primos.

Em particular, se n € um quadrado, entao sua decomposi¢do em fatores primos

admite apenas expoentes pares. Logo os expoentes dos primos da forma 4k + 3
sdo pares. Portanto n € soma de dois quadrados.
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Capitulo 3

Reducao do Ultimo Teorema de
Fermat para n primo

Neste capitulo nosso maior objetivo é reduzir o Ultimo Teorema de Fermat
“ Aequagdo X" +Y™ = Z™ ndo tem solugdo nao trivial em Q*, param > 3.”

ao caso onde m € um nimero primo, ou seja, mostraremos que nao € necessario
verifica-lo para todo numero inteiro m > 3, basta verificd-lo para os numeros
primos maiores ou iguais a 3. Para tanto, serd suficiente provarmos o seguinte
teorema:

Teorema 3.1. Se X? + Y? = ZP nao tem solucdo nao trivial em Z para p > 3,p
primo, entdo X™ + Y™ = Z™ ndo tem solucdo ndo trivial em Z para m > 3.

No entanto para demonstrarmos este teorema € preciso desenvolver alguns
resultados, dentre eles estd o proprio Ultimo Teorema de Fermat para o caso n =
4. A prova para este caso foi feita sem detalhamento por Fermat.

Lema 3.1. Se a™|b™, com a,b € Z e m € N* entdo a/b.

Demonstracao. Se a = 0 entdo 0 = b™ e portanto b = 0. Logo a|b.
Se a = +1 entéo € claro que ab.
Se b = £1 temos que ah = +1, h € Z. Entdo o™ € U(Z) = {£1} e portanto
alb.
Consideremos entdo a,b # 0 e a, b # +1.
Seja
a = (£1)py*...p"

(¢
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b= (:I:l)qlﬁl...qfs

a decomposicao de a e b em elementos irredutiveis de Z.

Para provar que a|b, basta verificar que para cada i € {1,...,t}, existe j €
{1,...,s} tal que py" = q;j com0 < \; < ;.

Note que isso prova que a|b e o quociente é g = (jzl)qfl_Al qP
Tome entdo i € {1, ...,t}. Como p;"|a temos que p;"**|a™. Por hipétese a |0, e
segue que p;"“*|b™. Assim existe r € Z tal que

Sf)\s

prie = b = (1) g

Pela unicidade da decomposi¢do de nimeros inteiros em primos positivos, vem
que p; = ¢; paraalgum j € {1, ..., ¢} e além disso, ma; < m/3;. Reordenando, se
necessario, o conjunto {1, ..., ¢}, podemos considerar p; = ¢; e ma; < mf;.
Como m # 0, vem que «; < f3;. Tome \; = «;.

Lema 3.2. a) Se (x,, Yo, 2,) ¢ uma solu¢do de X™ + Y™ = Z™ entdo, para o €
7, (ax,, ay,, az,) também € solugao.

b) Se X™ +Y™ = Z™ ndo tem solu¢do em Z entdo também ndo tem solugdo em

Q.

¢) Se (zo, Yo, z0) é solugdo ndo trivial de X™ + Y™ = Z™ em Z entdo existe uma
solucdo (z1,y1, 21) em Z com mdc(xy,y;) = 1.

Demonstracao. a) Se (x,, Yo, 2,) € uma solucdo entdo
Ty + Y, =7z (%)

Logo: (ax,)™ + (o)™ = o™ (2" + y2')

= o™z, por (*).

= (ax,)™ 4 (ay,)™ = (az,)™.

b) Suponha que existe solucdo em Q.
Seja z, = Ly, = 2,2, = Z uma solugdo de X™ + Y™ = Z™ em Q.
Considere ov = z5¥925. Mostraremos que (g, ayo, @ 2o, ) € solugdo em Z.
E obvio que ax,, ay,, az, € Z, pois o € o produto dos denominadores. Além

disso,

(o)™ + (ay,)™ = a™(z) + yo')
= 'z
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= (az,)™.

Entdo (ax,, ay,, az,) é solugdo. Absurdo, pois por hipdtese ndo hd solucio
em Z.

¢) Sejad = mdc(z,, Yo)-
Se d = 1 nada temos a fazer. Assim assumimos d # 1.
E claro que d # 0, pois (z9,y0) # (0,0).

Como d|zg e d|yp existem z1, y; € Z tais que ro = dzxi, yo = dy; €
mde(xy,y1) = 1. Substituindo zy = dx; e yo = dy; em 2" = ' + y
obtemos:

m __ m m
2y =Ty T Yo

= (dﬂfl)m + (dy1>m
= d" (=" +y1") = 20"
= d"|2".

Pelo Lema 3.1, d|z, e assim existe z; € Z tal que zg = dz;. Desta forma
temos:

= d" (2] +y") = d""

= 2" + y* = 2", pois d # 0 e Z é dominio.

Observacao 3.1. 1) A solugdo (x1, %, 21) obtida em (c) é denominada solucio
primitiva.

2) O item (a), nos diz que, se existe uma solucdo para o Ultimo Teorema de
Fermat entdo existem infinitas.

3) Oitem (b), mostra que a equacao diofantina X™ + Y = Z™ tem solucdo em
Z se, e somente se, tem solucdo em Q. Portanto, basta estudar em Z e também
estaremos estudando em Q.

Lema 3.3. Sejam z,y € Z — {0} com mdc(z,y) = 1.

a) O tnico possivel fator comum irredutivel em Z[i]| para o« = z+yiea = x —yi
é 1 + ¢ (ou associado a 1 + 7).

b) a =+ yiea = x — yi sdo primos relativos em Z[i] se e somente se x? + y>
¢ impar, ou seja, x € y ndo t€ém a mesma paridade.
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Demonstracao. a) Seja A € Z[i|, A irredutivel, tal que A|a e A|a.
Se assim for, obtemos que \|(a + @) e A|(a — @) e entdo A2z e A|2iy.
Se A|2iy entdo A|(—i)2iy e portanto A|2y.
Como mdc(x,y) = 1, existem a, b € Z tais que ax + by = 1. Entdo temos:
ar + by =1 = 2ax + 2by = 2
= \|2
= AN +4)(1 —1)
(1 44)(1+ 1) (=)
= A(1+1)*(—9)(7)
(141

= A(1+1

— A(1+1)%

Como Z[i] é dominio eucidiano, vem que Z[i] é dominio fatorial. Entdo como
A € irredutivel, segue que A é primo.

Logo se A|(1 +7)? entdo A|(1 + i) e portanto Ah = (1 + i).

Mas (1 + i) € irredutivel pois sua norma é dois. Em vista disso, A € U(Z]i])
ou h € U(Z]i]). Por hipétese A € irredutivel entdo h € U(Z[i]).

Portanto A ~ (1 + 7).

b) (=) Suponha por absurdo que x? + 2 € par. Assim x € y devem ter a mesma
paridade, ou seja,
r=2hey=2t

ou
r=2h+1ey=2t+1; h,t € Z.
Caso l: x =2h ey = 2t.
Como o =z + yi e @ = x — yi temos:
a=2h+2iea=2h—2ti— a=2(h+it)ea = 2(h—it)
= 2Jae2la@
= mdc(a, @) = 2.

Absurdo, pois 2 ¢ U(Z]i]).

Caso2: x =2h+1ley=2t+1.
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e =2h+1+42ti+i
=2(h+ti)+ (i +1)
— o?=(2(h+ti) + (1 + 1))?
=4(h? +2hti —t?) + (=14 204+ 1) + 2(2(h + ti)(1 + 7))
=2r,r € Zli].

Desta forma conseguimos mostrar que 2|a?.

Note que (1+14)|2, pois (1+1)(1—i) = 2. Entdo, por transitividade, (1+1)|a?,
ou seja, (1 + 7)|aa. Como a norma de (1 + ¢) é um ndmero primo, temos que
(1 4 ) é irredutivel e portanto é primo em Z[i]. Entdo (1 4 7).

ea=2h+1—-2ti—1i
=2(h —ti) + (1 — 1)
= a’ = (2(h —ti) + (1 —1))?
=4(h? = 2hti +t3) + (1 — 2i — 1) +2(2(h — ti)(1 — 1))
= 2s,s € Z[i].

Entdo (1 + 7)|a.
Encontramos um primo em comum na decomposi¢do de o e @. Absurdo, pois
« e @ sdo primos relativos. Portanto 22 + 32 é impar.

(<) Suponha que « e @ ndo sdo primos relativos. Conseqiientemente existe
v € Z[i],~y irredutivel, tal que y|c e y|@. Por (a) v = 1 + i. Entao temos:

(14 i)*load = (1 +1)?(2® + )
— i+ Pl + )
= 2|(2? + y*) em Z][1]
= 2(a+bi) = 2% + 3
— 22 +y*=2ae2b=0
= 2|(2* + y?) em Z

— 2% + 9% é par. Absurdo!
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A proposicdo a seguir, além de ser um resultado auxiliar para provarmos o
Teorema 3.1, mostra como obter triplas pitagoricas primitivas.

Proposicao 3.1. Sejam x,y € Z\{0} com mdc(z,y) = 1. S@o equivalentes:
() Existe z € Z\{0} tal que 2 + y* = 2°.

(ii) =+ yi = e(a + bi)? com e € U(Z][1]).

(iti) z = *(a*> —b*)ey=+2ab ou x=F2abey= +(a®—b?),
coma,b € Z — {0}, mdc(a,b) = 1 e a,bnio tém a mesma paridade.

Demonstracao. (i) = (ii) Inicialmente vamos provar que z, y nio tém a mesma
paridade.

Como mdc(x,y) = 1, entdo x e y ndo sdo ambos pares.

Suponha que x e y sdo ambos impares.

Em Z4, temos que, T=1ouZ =3ey =10
Logo 72 = 1 e 4> = 1 e portanto 7% + 7% =
valores que z pode assumir em Z, sdo: 0,1, 2,
Segue que x é par e y € impar (ou vice-versa).

Entdo, pelo Lema 2.2, 2% + y? é impar, e, pelo lema anterior, & = = + i €
@ = x — yi sdo primos relativos em Z[i].

Como 2% + y? = 22, segue que, o = z2. Entdo como « e @ sdo primos relativos
em Z][i], pelo item (b) do Lema 2.1 temos que o = eu?, onde ¢ € {+1,+i} e
u=a+bieZ.

Logo z + yi = e(a + bi)*.

Wl

y =
2. M as isso € um absurdo, pois os
3. Portanto 22 = 0 ou 22 = 1.

(ii) = (i4i) x + yi = e(a + bi)* com e € {£1, +i}.
See = +1entdo x + yi = £(a + bi)?
= +(a® — b? + 2abi)
e portanto v = +(a’® — b?) e y = 4-2ab.
Se & = +ientdo x + yi = +i(a + bi)?
= +i(a® — b* + 2abi)

e portanto x = +2abe y = +(a? — b?).

Sea=0oub=0entdo z =0 ouy = 0. Absurdo!

Se a e b forem pares entdo +(a® — b?) e +2ab sdo ambos pares e portanto = € y
sdo pares. Absurdo!

Se a e b forem fmpares entdo +(a? — b?) e +2ab sdo ambos pares e portanto x €
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y sdo pares. Absurdo!

Segue que a e b ndo t&ém a mesma paridade.

Agora vamos mostrar que mdc(a,b) = 1.

Seja d = mdc(a,b). Suponha d # 1. Entdo existe p € Z, p primo, tal que p|a e
p|b. Conseqiientemente p| + (a* — b?) € p| £ 2ab, ou seja, p|z e p|y. Deste modo
mde(x,y) # 1. Absurdo! Logo d = mdc(a,b) = 1.

(#4i) = (7) Das hipéteses de (iii), temos:
22 1y = (a? — b?)? + (2ab)?
=a' +b' + 2b°a°
= (a?)? + 2b%a® + (b?)?
= (a® + b*)2.

Denote a? + b? = 2,z € Z. Entdo 2 + y? = 2%

Teorema 3.2. A equacdo X* 4+ Y* = Z? ndo tem solugfo nio trivial em Z.

Demonstragio. Suponha que z,vy,2 € Z\{0} seja solu¢io de X* + Y* = Z2.
Vamos mostrar que mantendo esta hip6tese chegaremos a um absurdo.
Podemos assumir que x,y, z sdo maiores do que zero, pois em X4 4+ Y?* = 72

temos apenas expoentes pares, ou seja, se —x € solucao entdo x também € solucao

ja que (—z)? = 2%

Podemos assumir que mdc(z,y) = 1, pois, se existe uma solugdo (z,y, z) entdo
existe uma solucdo (x1, y1, 21) tal que mdc(zq,y;) = 1.
De fato, suponha que existe um primo p tal que p|z e p|y. Entdo existe x1,y; € Z
tal que pr1 =z epy, = v.
Como (z,y, z) é solugdo, obtemos:
(pz1)* + (py1)* = 2° = plat +y1) =22 (%)
= p(p’(a1 + 1)) = 2*
= p|z?
— p|z
— Ja € Ztalque ap = z.
Por outro lado temos:
Pl + ) = 22 = plla?

= 33 € Ztal que Bp* = 22 = o*p?
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— fp* = o
— pla
—> J 2, € Ztal que pz; = a.

Entao como ap = 2z e pz; = a obtemos:

PP =z = p'zf = 22 = pl(a] +yi) por (x).
=z +yf = 2%

Obtemos uma nova solugdo a partir de z,y. Note que, se mdc(z1,y1) = 1, con-
seguimos uma solucdo da maneira desejada. Se mdc(x1,y1) # 1 entdo basta
repetir o processo até termos mdc(z,, y,) = 1. O processo € finito, pois em cada
etapa eliminamos um niimero primo que € divisorde z e y .
Portanto, dada uma solucdo para X* + Y = Z2, existe uma outra solucdo
(1,41, 21) tal que mde(x1,y;) = 1. Em virtude disto, vamos assumir a partir
de agora que mdc(z,y) = 1.
Por hipétese (z,vy,2) é solugdo de X* + Y* = Z2. Entdo (2?42, z) é solucdo
primitivade X?+Y? = Z2, pois (2%)?+ (3?)? = 2t +9* = 22 e mdc(2?,9?) = 1,
jaque mdc(zx,y) = 1.
Dessa maneira, pela proposic¢do anterior, existem a, b € Z\{0}, tais que:

e mdc(a,b) = 1.
e a e bndo tem a mesma paridade.

o (a®> — b? = 2% e 2ab = +y?) ou (a® — b* = +y? e 2ab = +2?).

Note que se a ou b é negativo, podemos trocar este elemento negativo pelo seu
simétrico, e as condi¢des acima continuam sendo verificadas. Desta forma, pode-
mos considerar que a > 0e b > 0.
Como a > 0eb > 0, as equagdes

(a® —b* = £27 e 2ab = +y?) ou (a* —b* = +y* e 2ab = £2?),
podem ser escritas, trocando a por b, se necessario, como:
(a®* —b* =2 e 2ab=y*) ou (a® —b* =y* e 2ab=2?).

Note ainda que b € par e a é impar.
De fato, suponha que b seja impar. Como a e b ndo t€ém a mesma paridade, segue
que a é par.

e 1? é impar = b? = 1(mod 4)
= —b? = —1(mod 4).
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Mas —1 = 3(mod 4), entdo por transitividade —b? = 3(mod 4).

eaépar= a’ =4t,t €N
= a® = 0(mod 4).

Como z2

T € Zy,entdo T = 0,1,2,3 e portanto 72 = 0, 1

Mostramos que b = 2v,v € Nea =2h+1,h € N.

A partir de agora vamos assumir 22 = a? — b e y?> = 2ab (o caso 2% = 2ab e
y? = a? — b? é andlogo). Assim, de

= a® — 1?, temos que x> = 3(mod 4). Logo 7°> = 3. Absurdo, pois se
0,1.

2= gt gyt
= () + ()"
= (a® — b*)* + (2ab)?
= (a® + b?)?
temos 2z = a®+0°. (2)
Se y* = 2ab = 4av entdo (%)* = av. Como b = 2v e mdc(a, b) = 1 obtemos que
mdc(a,v) = 1. Logo, pelo Lema 2.1, temos que a = +c? e v = +d?. No entanto
como estamos considerando a, b > 0, temos que a = ¢ e v = d°.
De 2% = a® — b%, vem que a® = 22 + b?.
Como mdc(z?,y*) = 1 e y* = 2ab, inferimos que mdc(x,b) = 1.
Pela proposi¢do anterior, as solu¢des de 22 + b*> = a? sdo dadas por:

r=¢e>—f?eb=2ef

ou
r=2f eb=¢e*— f?

onde mdc(e, f) = 1 e e, f ndo tém a mesma paridade, e, f > 0.
Mas b é par e entdo v = e¢? — f? e b = 2ef. A outra op¢do leva a um absurdo.
Conseguimos as seguintes igualdades: b = 2v = 2ef. Elas implicam que v =
ef = d?. Pelo item a) do Lema 2.1 temos ¢ = k% e f = s
Segue que:
a? =2 + V?

= (e = f?) + (2¢f)?

— 64—|—f4 —262f2 +4€2f2

= (€2 + f2)2
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Logo a = e + f2, pois a > 0.
Entao temos:

C2

a
— 24 f2
= k' + st
= % =kt + 54

Logo (k, s, c) é outra solugdo de X* + Y* = Z2.

Pela equacdo (2), temos que z = a? + b* e entdo vemos que z = a® + b? > a. Por
outro lado a = ¢? e ¢* > ¢. Por transitividade z > c.

Portanto o ¢ obtido na solugéo é estritamente menor que z, ou seja, se (x,y, z) é
solucdo da equagio X* + Y* = Z2, entdo existe outra solucio (k, s, c) tal que
c<z.

Repetindo o processo, um nimero finito, de vezes obteremos uma solugao (k,,, s, ¢,,)
para X* +Y* = Z% com ¢,, = 1. Mas isto é um absurdo, pois

l=c=ki+s>2

Portanto niio existe solu¢do para X* +Y* = 72,

Corolario 3.1. X* + Y* = Z* ndo tem solugdo ndo trivial em 7.

Demonstracao. Suponha por absurdo que (g, 4o, z0) € uma solugéo ndo trivial
em Z. Entdo temos:
4, 4 4 2\2
Ty + Yo = 20 = (29)"
Conseqiientemente (g, 3o, 25 ) é uma solugdo para X* +Y* = Z2. Absurdo, pois
X* +Y* = Z?% ndo possui solu¢do ndo trivial em Z.
Logo nio existe solu¢do ndo trivial para X* 4+ Y4 = Z4.

Corolario 3.2. X** 1 Y* = 7% ngo tem solucdo ndo trivial em Z.

Demonstracio. Seja (0, Yo, 20) uma solugdo ndo trivial em Z para X ¥ + Y% =
Z* _ Entdo (zf,yr, 2t) é uma solugdo para X* + Y* = Z4. Absurdo!
Portanto, X*¥ 4+ Y** = Z4 njo possui solu¢do ndo trivial em Z.

Corolario 3.3. Sejam p primo e m € N.
Se XP" + YP™ = ZP™ tem solucdo ndo trivial em 7. entdo XP + YP? = ZP tem
solugdo ndo trivial em 7.
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Demonstracao. Seja (zo, o, 20) uma solugdo ndo trivial, em Z, para X*™ +
yrm = zprm,

Entéo temos: xf)" + v = 20" = ()P + (y5")* = (25")?.

Logo (z§', yi*, 20") € solugdo ndo trivial para X? 4+ Y? = ZP.

Logo, se ndo existe solugdo para X? 4 Y? = Z? entdo nao existe solucao para
nenhum multiplo de p.

Agora podemos provar o Teorema 3.1 enunciado no inicio do capitulo.

Teorema 3.1. Se X? + Y? = ZP ndo tem solugdo ndo trivial para p > 3, p primo,
entdo X™ + Y™ = Z™ ndo tem solucdo ndo trivial param > 3,m € Z.

Demonstracao. Considere m € Z,m > 3. Na decomposi¢do de m ha pelo
menos um nimero primo p > 3 ou ha apenas o ndmero primo 2. Neste dltimo
caso o primo 2 deve ter uma poténcia maior ou igual a dois, ou seja, m deve ser um
multiplo de 4, caso contrdrio seria igual a dois; um absurdo com nossa hipotese.
Vamos considerar estes dois casos separadamente:

Caso 1: Existe p primo, p > 3, tal que p|m. Conseqiientemente existe k € Z tal
que pk = m.

Por hipétese, ndo existe solu¢do ndo trivial em Z para X? + Y? = ZP. Pelo
Coroldrio 3.3, ndo existe solucdo para XP* + YPk = Zpk,

Logo, como m = pk, ndo existe solu¢c@o nao trivial para X™ + Y™ = Z™ em Z.
Caso 2: O unico primo que divide m € o 2. Neste caso m = 2",r € Z.

Por hipétese, m > 3, entdo r > 2. Assimsendo,r =2+ [,/ € Nem = 22+ —
4k. Pelo Coroldrio 3.2 a equacdo X% + Y% = 74 nio tem solucdo nio trivial
em Z.

Logo X™ 4 Y™ = Z™ ndo tem solucdo nao trivial em Z.
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Capitulo 4

Todo inteiro positivo ¢ uma soma de
4 quadrados

Neste capitulo, vamos mostrar que todo nimero inteiro positivo pode ser es-
crito como a soma de quatro quadrados de inteiros.

Para tanto, faremos um desenvolvimento andlogo ao feito no Capitulo 2. No
entanto, ao invés de trabalhar com o dominio euclidiano Z[i] e com a fungdo
norma NV, iremos trabalhar com um anel principal, que é um subanel de CXC, e
com a func¢do ¢, que serd definida no decorrer do capitulo.

Consideremos entdo o conjunto C X C, que denotaremos por (), com as operagoes
@ e ® definidas da seguinte maneira:

(a,B) @ (7,0) = (a+7,8+9)
(a, B) @ (v,0) = (ay — 0, ad + 37)

Proposicao 4.1. (), ®, ®) € um anel ndo comutativo e com unidade.

Demonstracao. Vamos mostrar que (Q, ®, ®) satisfaz as seis condi¢des de anel,
S1, 59, 53,84, S5 € S, satisfaz também S e ndo satisfaz Ss:

S1) Sejam (ay, B1), (v, B2), (a3, B3) € Q, temos:

(o, 51) ® (a2, £2)) @ (a3, B3) = (a1 + v, By + Ba) @ (a3, B3)
= ((1 + ag) + a3, (B1 + Ba2) + B3)
= (a1 + (a2 +a3), 61 + (B2 + B3)),

(pois + € associativa em C).
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= (a1, 51) ® ((az, B2) @ (as, 53))
Portanto a operagdo & € associativa.

Ss) Considere o elemento (0,0) € CXC.
Dados («, #) € @ temos:

(@, 8) @ (0,0) = (@ 40,54 0) = (, 3)
(0,0) @ (a, 8) = (0+ 0,0+ 3) = (o, §)
Logo (0,0) é o elemento neutro para & em Q).

S3) Dado (o, 3) € Q, considere o elemento (—«, —(3) € @, onde —« e — (3 sdo,
respectivamente, os inversos aditivos de « e 3 em C.

(Oé,ﬁ) D (—Oé, _ﬁ) = (Ck + (_a)vﬁ + (_ﬁ» = (07 O)
(—Oé, _B) D (aaﬁ) = (—Oé + «, _ﬁ + ﬁ) = (07())
Logo (—a, —(3) é o inverso aditivo de («, 3) em Q.

Sy4) A operagdo @ é comutativa em ().
De fato, dados («, (3), (7,0) € @ temos que:

(@, 8) ® (7,9) = (a+7,8+9)
= (y+ «,d + B), pois + é comutativa em C.

= (7,0) © (@, ).

Ss) A operagdo ® € associativa.
De fato, se (aq, 01), (a2, £2), (a3, 03) € Q, temos:

o ((a1, B1) @ (a2, o)) ® (i3, ) =
= (10 — 0102, 0102 + fra) @ (as, B3)
= ((az)az — (B182)az — (a1 B2) 33 — (B1az2) B,
(a102) 05— (0102) Bs+(on B2) s+ (Bran)as) - (+)
o (a1, 1) @ (a2, B2) ® (a3, 35)) =
= (a1, 1) ® (s — Bafis, 233 + Pati3)
= (a1 (@203) =011 (B235) — B (a2 B3 + Bois), v (2 B5) 1 (Bolis)+ 51 (2003 — 235))
= (u(anaz) — a1 (B203) — (@ Bs) — Bi(Baaa),
a1 (o B3)+an (Brs)+ 01 (Qaas) —B1(20))
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= ((a1az)az — (B1f2)as — (a162) B3 — (1) B3,
(102) 35— (51 32) B3+ (a1 o)+ (Brom)aiz) ()

Portanto, como (%) = (x%), temos que a operagdo ® ¢ associativa.

Se) Vale a propriedade distributiva em ().
De fato,

(a1, 81) @ ((a2, B2) & (a3, 55)) =

= (o1, 01) ® (a2 + as, B2 + B5)

= (ai(az +az) — Bi(B2 + Bs), a1(Bo + Bs) + Bi(az + a3))

= (g + araz — B1fs — 0103, 1Bz + cu s + Bia + 1),
(pois vale a propriedade distributiva em C.)

= (a2 = B1 s, 1B + i) ® (nas — 313, cn s + Brag)

= (a1, 51) ® (ag, B2) © (o1, B1) @ (a3, B3).

Analogamente temos que:

((Oélyﬂl) ¥ (CYQ, 52)) ® (013,53) = (ala 51) ® (a3aﬂ3) D (Oé??ﬁ?) ® (Oég, 63)

S7) O elemento (1,0) € CXC é o elemento neutro da opera¢do ® em Q).
De fato, dado (o, 5) € @, temos que:

(a,8) ®(1,0) = (a.1 — 3.0, .0 + 5.1)
=(a—0,0+403)
= (o, B)

(1,0) ® (o, ) = (L.a — 0.3,1.5 + 0.@)
=(a—0,84+0)
(a, 5)

Sg) @ ndo é comutativo. Considere o seguinte contra- exemplo:

(i,140) @ (1,—i) = (i — (1+4)i, 1+ (1414))
= (1,241

(
(1, =) ® (i, 141) = (i +i(1 — i), 1 +1i— i(—i))
= (2i+1,i)
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Portanto () é um anel com unidade e nao comutativo.

Consideremos agora, em (), a seguinte funcao:
p:Q — Ry
(@, 8) ¥ o + B3

Note que, se o = aj + agi € 8 = az + aqi, entdo ((a, B)) = a? + a3 + a3 + a?.
Também € facil ver que ¢((a, 3)) = 0 se, e somente se, (a, 3) = (0,0).

Proposicao 4.2. A func¢ao p é multiplicativa, ou seja, o satisfaz a seguinte condicao:

plr@y) = e(r)ey), Yo,y € Q.
Demonstracao. Dado (a1, 31), (az, 52) € @ temos:
o o((on, 81) ® (a2, (o)) =
= p((ag — 010y, 1 B2 + f103))
= (@102 — 1) (102 — Bi3a) + (01 B + B103) (a1 Bz + Briz)
= a0 + 1010202 + @i Bofa + PrBronan (%),

o o((ar, B1))p((az, ) =
= (oo + B151)(cwas + B232)
= 0703 + 1010202 + cn@i o2 + 1 r1anti; (k).

Como (*) = () temos que ¢ é multiplicativa.

Proposicao 4.3. Todo elemento ndo nulo de () tem inverso multiplicativo com
relagcdo a operagao .

Demonstracao. Seja (o, 5) € @, ndo nulo. Entdo seu inverso, com relagdo a
operacao ®, é:

(., 3)" = (@((O(i 3))’ go((;,ﬂﬁ))> '

De fato,
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- (‘“wjﬁ)) 7 (w(@ﬂm)) ’a'w((;,ﬁﬁ)) o (ms, ﬁ))))

:< om _ B(=B) —af _ pa )
2((0.8) " el(@.8) ¢l(@.5) * el(a 5)

B (a.a—i—ﬁﬁ —a5+ﬁa>
 \aa+ 88 aa+ 68

— (1,0).

Analogamente, verifica-se que:

a —ﬁ -
(so((oaﬁ))’ w((a,ﬁ))> ® (a, ) = (1,0).

Observacao 4.1. Vimos que o anel (Q), ®, ®) satisfaz os axiomas de corpo, com
exce¢do da comutatividade. Por isso dizemos que (Q), &, ®) é¢ um anel de divisao.

Proposicao 4.4. O subconjunto

a b c ud
H = {<<2+2> , <2—|—2>> ,a,b,c,deZcoma:b:c:d(mon)}

¢ um subanel de @, tal que ¢(x) € Z,Vz € H.

Demonstracao. Note que H # (), pois (0,0) € H.
Dados z,y € H temos:

a b cp id
r = <<2l+ 21> : (21 +21>> ;a; = by = ¢ = dy(mod 2).

a b c 1d,
(50 5) (5t

E entao,
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2@ (—y) = ((21 + Zgl) , ((; + ?))@((?2 n _;b2> | <—262 + _;d2>>

_ <a1 — ay i <b1 — bg)l C1 — Co I (d1 — d2)l> cH.

2 2 T2 2
De fato, por hipétese temos:
a1 = by = ¢ =di(mod2) e ay = by = ¢y = do(mod 2),
e entdo

a3 —ag = by — by =1 — g = dy — dy(mod 2),

ou seja, (a1 — asz), (by — be), (c1 — ¢2), (dy — dy) tém a mesma paridade.

. aq Zbl C1 Zd1 a9 Zbg Co ng
res ((2+2)7(2+2))®((2+2)7(2+2))

1
= Z(CLIGQ — biby — c1c9 — dida + (a1by + bras — dyco + c1ds)i,
CL102—bld2+C1a2+dle+(a1d2+b162+d1a2—Clbg)’i)

Denote:

araz — biby — c1c — didy — 5
2

aiby + brag — dicy + c1dy ;
2

aice — bydy + cras + diby
5 =

ardy +bicy + dyag — c1by
2

Precisamos mostrar que h, [, m,n t€ém a mesma paridade.
Sabemos que a; = by = ¢; = di(mod 2) e ay = by = 3 = dy(mod 2) e entdo:
a; = 2k1, bl = 2]{32,61 = 2k3, d1 = 2]{34 (1) ou
a1 =2fi+1,bi=2f+1,c1=2f3+1,dy =2fs+1 (2)
e

as = 2r1,by = 2rg9,co = 2r3,dy = 2ry4 (3) ou
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CZQ:281+1,b2:252—|—1,62:283—|—1,d2:284—|—1 (4)

Se ocorrer (1) e (3) temos claramente que h, [, m, n sdo pares.

Se ocorrer (1) e (4) temos que h, [, m, n possuem a paridade de ky + ko + k3 + k4.
Se ocorrer (2) e (3) entdo h,l, m,n possuem a paridade de 1 + 7o + r3 + 74.

Se ocorrer (2) e (4) entdo h,l, m,n possuem a paridade de fi + fo + f3 + f1 +
S1 + S9 + S3 + S4.

€
€

Portanto h, [, m,n possuem a mesma paridade e entdo r ® y € H.

Isso mostra que que H é subanel de ().

Agora vamos provar que p(z) € Z,Vx € H.

a b, c
343

Sejaz € Hyx = 5

d
+ 2@') onde a, b, c,d € 7Z sdo todos pares ou todos

impares. Entao

p(z) = (;>2+ <g>2+ (;>2+ (g)Q _ a2+52102+d2‘

e Se a, b, c,d sdo pares, entdo a = 2ky,b = 2ky, c = 2kz e d = 2k4. Assim

AR} A+ kS 4 RS+ ED)
N 4

e Se a,b,c,d sdo impares, entdo a = 2k; + 1,0 = 2k + 1,¢c = 2ks3 + 1 e
d = 2ky + 1. Assim

€ 2.

o(z)

AR+ ki + k3 + ko + k3 +hs+ k] +ka+1
o(x) = (k{4 Ky + k3 + 2+43+ 3+ ki + kg + )EZ.

Proposicao 4.5. (H, P, ®, ) tem a seguinte propriedade euclidiana:
Dados dois elementos x e y ndo nulos de H, existem elementos ¢, € H tais que

y=t®xdrcomp(r) < p(x).

Demonstracao. Seja z € H,x # 0. Como H C () temos, em particular, que
x € Q. Pela Proposic¢do 4.3 sabemos que 7! € Q. Logoy ® x7! € Q, ou seja,

y@x = ((a+bi),(c+di))a,b,cdcR.
Escolha entdo m,n € Z tais que:
e m e n tem sempre a mesma paridade (m = n(mod 2)).

1
o |2a—m|§§e]2b—n|§1.
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Note que esta escolha sempre € possivel.
De fato, 2a,2b € R e assim 2a estd sempre entre dois inteiros consecutivos e 2b
estd sempre entre dois inteiros consecutivos.

m Za m+l ¥y 2b vl

. o . ~ 1
Seja m o inteiro mais proximo de 2a. Entdo [2a — m| < —.

Escolhan € {y,y + 1} C Z tal que n = m(mod 2). Entdo |20 — n| < 1.
Analogamente, escolha u, v € Z tais que:

e u=v=n(mod?2).
o 2c—ul<le|2d—v|<1.

Reescrevendo y ® 2! temos:

®x1—(<m+ni> (u_i_vz_))@ 26L—m+2b—nz_ 20—u+2d—pi ()

/ S \\2 T27)0\2 72 2 5 )\ T3 5

Denotando<<m+n'> (u+v'>) ort 2a—m+2b—n_ 20—U+2d—v.
2 T2') 2T 2")) P 2 2 )\ 2 2

por 7 e multiplicando em ambos os lados de (*) por x, obtemos:

y=tzr® (r Q).
Note que ¢t € H e deste modo, como H ¢ anel,
y®(—t®z)=r @z e H.

Denote ' ® x = r. Entdo obtemos y =t @ & & 7.
Falta apenas mostrar que ¢(r) < ¢(x).

o(r) = o(r' ® z)
= o(r').o(z)

4

() <|2a—m|2+ 12b — n|? + |2¢ — ul* + ]2d—v\2>
T
4

1/1
§<p(x)4(4+1+1+1>
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13

= SO(CC)E

< p(z).

Observacao 4.2. (H, @, ®, ¢) ndo é um dominio euclidiano, pois seus elementos
ndo gozam da propriedade comutativa. Nas préximas proposicdes veremos que
todo ideal a esquerda de H € um ideal a esquerda principal, e que H nao possui
divisores de zero.

Proposicao 4.6. Todo ideal a esquerda de H € um ideal a esquerda principal.

Demonstracao. Seja [ um ideal a esquerda de H, I # (), temos de mostrar
que I = H ® a, onde a € H, ou seja, dado £ € [ precisamos mostrar que
e=h®a,heH.

Se I = {(0,0)}, onde (0, 0) é o elemento neutro para a operagdo @, entdo

[ =H 0,0).
Se I # {(0,0)}, consideremos o seguinte conjunto:
o(I) = {pla),a € Tea #0} CN.

O conjunto dos nimeros naturais € bem ordenado, e entdo todo subconjunto nao
vazio possui um menor elemento. Logo () possui um menor elemento. Deno-
taremos tal elemento por ¢(a),a € I e mostraremos que [ = H ® a.

Dado ¢ € I, pela propriedade euclidiana existem ¢, € H tais que:

e=t®@ad®r com p(r) < p(a).
Note que, como [ é ideal a esquerdae a € [ entdo t ® a € [. Assim temos que
r=e@®t®(—a) € l.

Como r € [ e p(r) < p(a), a minimalidade de p(a) assegura que » = 0. Em
virtude disso,
e=t®a € H®a.

Portanto / C H ® a.
Como a € I e I éideal a esquerda vem que H ® a C I. Logo I = H ® a.

Proposicao 4.7. () ndo possui divisores de zero.
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Demonstracao. Sejam («a, 3), (7,9) € @ tais que (a, 3) ® (7,0) = (0,0) ().
Suponha que («, 3) # 0 entdo (o, 3)"' € Q. Multiplicando (*) por (o, 3)7" a
esquerda temos:
(e, )71 @ (@, ) ® (7,9)) = (@, 3) 7' ® (0,0)
= ((a, 8)7' ® (a, 8)) ® (7, 0) = (0,0)
— (L,0) ® (7,0) = (0,0)
— (v,0) = (0,0).
Suponha agora que (v, d) # 0, entdo (7, )~ € Q. Multiplicando (*) por (y,d) !
a direita temos:
(0, 8) © (2,0) @ (3,8)" = (0,00 (7,0)"
— (@.9)@ (1) (,0)) = (0,0)
— (, ) ® (1,0) = (0,0)
= (o, 8) = (0,0).

Portanto () ndo possui divisores zero.

&
&

Proposicao 4.8. Seja x € H,x # (0,0). Entdo x € U(H) se, e somente se,
p(r) = L.

Demonstracdo. (=) Se z € U(H) entdo existe y € H tal que z @ y = (1,0).
Conseqiientemente ¢(z) ® ¢(y) = ¢((1,0)) = 1.

Pela Proposi¢ao 4.4, vem que ¢(z) € Zy e o(y) € Z,. Logo p(x) € U(Z) e
portanto p(z) = 1.

b d
(«<)Sejax € Hyx = <; + 52’, g + 2@'), tal que p(z) = 1.
Pela Proposi¢do 4.3, z possui um elemento inverso em () e ele € dado por:
a—bi —(c+ di)
-1 _ 2 2
S PE R R R e gy & e ()
4 4

Entdo, para mostrar que = € inversivel em H, basta mostrar que, se p(z) = 1
entiox ' € H.
De fato, se ¢(z) = 1 temos que:

@’ + 0+ + &
4

=1 (xx).
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Substituindo (#*) em (%) obtemos que:

. (a—=bi —(c+di)
T T T ’

ou seja, ' € H, e portanto x € U(H).

Definicao 4.1. Um elemento x € H é denominado central se t®y = y®Qx,Vy €
H.

Observacao 4.3. Na préxima proposi¢do, a hipdtese de = ser elemento central
¢ usada apenas para que a relacdo de divisibilidade x|y, independa do lado que
multipicamos x para obter .

Proposicao 4.9. Se x € H é um elemento central e irredutivel entdo z é um
elemento primo.

Demonstracao. Seja x € H um elemento central e irredutivel.

Sejam y, z € H tais que x|y ® z.

E ficil ver que HQaz & HQy = {h1 @x B hy®vy; hy, hy € H} é ideal a esquerda
de H. Segue da Proposi¢do 4.6, que existe w € H talque H Qe P HRy = HQw.
Como

r=(1,0)®@z®(0,0)®y
EHRrdH®Y
=H®w,
existe h € Htalque z = h ® w.
Por hipétese, z é irredutivel e entdo h € U(H) ouw € U(H).

ehelU(H).
r=huw=h'@r=w (%)
Por outro lado,
y=(00,0)@xd(1,0)®y
cEHRxdH®Yy
=H ®w,

e entdo existe hy € H talque y = h; ® w.
Assim, multiplicando () por h; a esquerda temos:

hMh'!'er=hnhew=y=zy.
o wel(H).
Daigualdade H @ w = H @ x & H ® y e do fato de w € H ® w, tiramos que
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w=a®zr® Ly, paraae 3 escolhidos em H.
Como w € U(H) temos:

l=v'Raz0uw '8y

r=w'Ra®r®z:Bw ' ®BRyY® 2, (multiplicando por z a direita). ()

Agora: e = z|(v ' ®a®r 2).

ry @z =2l ©FRY® 2).

Conseqiientemente, como p divide as duas parcelas de (), temos x|z e portanto
x € primo.

Proposicao 4.10. Seja p € Z um nimero primo. Entdo o elemento (p,0) ndo é
irredutivel em H.

Demonstracao. Inicialmente note que (p,0) € H, pois
2p .
(p,0) = <2 + 07,0 + 02) € H, e2p=0(mod?2).

Afirmagdo: (p,0) é um elemento central de H.
De fato, seja (a + bi, c + di) € H entdo:

(p,0) ® (a + bi,c+ di) = (pa + pbi, pc + pdi)
= (ap + bpi, cp + dpi), pois - € comutativo em Z.
= (a+bi,c+ di) ® (p,0).

A contra- positiva da Proposi¢do 4.9 nos garante que: “ Se (p,0) nao é um ele-
mento primo em H, entdo (p,0) ndo é um elemento central ou (p,0) ndo é um
elemento irredutivel em H.”
Note que jd demonstramos que (p, 0) é um elemento central de H, logo se (p, 0)
ndo € primo, entdo (p, 0) ndo é irredutivel em H.
Vamos mostrar entdo que (p, 0) ndo é um elemento primo em H.
Como p é um nimero primo, por ( [7], Teorema 5.1.3, pg 108) existem a,b € Z
tais que p|(a® + b? + 1). Desse modo, existe x € Z tal que pr = a® + b? + 1. Em
conseqiiéncia temos:

(p,0) ® (2,0) = (a® +b* + 1,0)
= (a+bi,1) ® (a — bi,—1),

— (p,0)|(a +bi,1) ® (a — bi, —1).
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Suponha que exista (¢ + di, f + gi) € H tal que
(p,0) ® (c+di, f + gi) = (a + bi, 1).

Entao temos: (pc+ pdi,pf + pgi) = (a + bi, 1).

Logo, pf + pgi = 1, ou seja, pf = 1 e pg = 0. Mas isto implica que p € U(Z).
Absurdo. Portanto (p,0) 1 (a + bi, 1).
Suponha agora, que exista (m + li,n + hi) € H tal que

(p,0) ® (m +li,n + hi) = (a — bi, —1).

Analogamente, isto infere que p € U(Z). Entdo, (p,0) t (a — bi, —1) e portanto
(p, 0) ndo é primo.

Teorema 4.1. Se p € N é um niimero primo entdo existem inteiros a, b, c,d € 7
tais que 4p = a® + b* + % + d>.

Demonstracao. Como (p,0) ndo € irredutivel em H, existem (o, 3), (v,9) € H
tais que:

(p,0) = (@, 8) @ (7,0) e (@, 53),(7,0) ¢ U(H).
Conseqlientemente,

P’ =¢((p,0)) = ¢((e, B)).2((7,9)).

E entdo, como p € irredutivel em Z, temos as seguintes possibilidades:
p=¢((a,3) e p=((7,9)) (x) ou
PP =p((, ) e 1=0p((7,0)) ().

Note que (*+) leva a um absurdo, pois infere que (7, d) é um elemento inversivel,
como vimos na Proposicdo 4.8. Logo, temos que p = ¢((«, 3)).
b d
Como (o, #) € H temos que («, §) = % + 5@', g + 5@ e entdo:
a? +b* + * + d?
4

p=¢((a,p)) =
= dp=a’+b++d

Teorema 4.2. Sejan € N tal que 2n é uma soma de quatro quadrados de inteiros
positivos. Entdo n também é uma soma de quatro quadrados de inteiros.
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Demonstracio. Se n € N é tal que 2n = a? + b* + ¢ + d?, a, b, ¢, d, € Z entdo:

a’> + b+ + d?
2

() () (5

a+b a—> c+d c—d
Note que, para mostrarmos que 5 , 5 , 5 | 5 €7,

basta mostrarmos que a = b(mod 2) e ¢ = d(mod 2).
Por hipétese, 2n = a? + b? + ¢ + d?. Conseqgiientemente temos as seguintes
possibilidades de paridade para a, b, c e d.

n =

| | a [ b [ ¢ [ d |
Caso 1 par par par par
Caso 2 || par par | impar | impar

Caso 3 || par | impar | par | impar
Caso 4 par | impar | impar | par

Caso5 || impar | impar | par par
Caso 6 || impar | impar | impar | impar
Caso7 || impar | par par | impar

Caso 8 || impar | par | impar | par

Nos casos 1,2,5 e 6 temos @ = b(mod 2) e ¢ = d(mod 2). Nos outros casos,
sempre temos 2 elementos pares e dois impares. Logo, basta denotar os dois
elementos pares como sendo a e b e os dois impares como sendo c e d. Deste
modo, também teremos a = b(mod 2) e ¢ = d(mod 2).

Portanto, n é soma de quatro quadrados de inteiros.

Teorema 4.3. Se p € N é um niimero primo, entdo p é uma soma de quatro
quadrados de inteiros.

Demonstracao. Se p € N é um nimero primo, entdo pelo Teorema 4.1 temos:
dp = a% + b2+ cf +d%; ai,by,c1,dy € Z.
Mas entdo, pelo Teorema 4.2, obtemos:

2p = a3 + b3 4 5 + d3; ag, by, ca,ds € 7.
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E portanto, novamente pelo Teorema 4.2, temos:

p=a*+ V0 +c*+d* abc,de L.

Teorema 4.4. Se m,n € N sdo somas de quatro quadrados de inteiros, entdo
m.n é soma de quatro quadrados de inteiros.

Demonstracao. Se m,n € N sdo tais que
n=a:+b+ci+die

m = a3+ bs+c5+d3

entao
n.m = (a? + b + c + d3) (a3 + b3 + 3 + d3)

= p((a1 + by, c1 + idy))p((ag + ibe, o + idy))
= ¢((ay +iby, c1 +idy)(ag + ibe, co + idy))

= @(alag — blbg — C1Cy — d1d2 + (a1b2 + b1a2 + Cldz — d1€2)i,
CL1€2—b1d2+61a2+d1b2+((11d2+b162—01b2+d1a2)i)

= (ayas — biby — c1c9 — d1d2)2 + (a1by + bras + c1ds — d102)2+
+(CL1€2 — b1d2 + ciasg + dle)2 + (a1d2 + b162 — Clbz + d1a2>2.

Portanto n.m € uma soma de quatro quadrados de inteiros.

Teorema 4.5. Todo inteiro positivo é uma soma de quatro quadrados de inteiros.

Demonstracao. Sejax € Z7.
Se x € U(Z) entdo x = 1 e neste caso 1 = 12 + 02 + 0% + 02.
Se x ¢ U(Z) entdo, como Z é dominio fatorial, podemos tomar a fatoragdo em
elementos primos de z:

T=pft P
Pelo Teorema 4.3, py,ps,--- ,pr, sd0 somas de quatro quadrados de inteiros.
Logo, aplicando-se sucessivamente o Teorema 4.4 obtemos que z é uma soma
de quatro quadrados de inteiros.
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Consideracoes Finais

No primeiro capitulo, além de mostrarmos que todo dominio euclidiano € prin-
cipal e que todo dominio principal € fatorial, mostramos como a existéncia e unici-
dade do mdc se comportam nestas estruturas: Em um anel, o mdc, quando existir,
pode ndo ser tnico. Em um dominio, quando existir, o mdc € tnico a menos de
elementos associados. Em um dominio principal o mdc(a, b) sempre existe e exis-
tem também e e f tais que ae +bf = mdc(a,b). Em um dominio euclidiano, além
do mdc(a,b), e e f sempre existirem, podemos calcula-los efetivamente, gracas a
propriedade euclidiana.

No segundo, respondemos ao problema 8 da “Aritmética” e como conseqii€n-
cia, caracterizamos todos os inteiros que podem ser escritos como a soma de dois
quadrados.

No terceiro capitulo, reduzimos o Ultimo Teorema de Fermat ao caso onde m
¢ um ndimero primo.

No quarto, mostramos que todo nimero inteiro positivo pode ser escrito como
a soma de quatro quadrados. Pelos resultados do Capitulo 2, todo quadrado pode
ser escrito como a soma de dois quadrados. Logo todo nimero inteiro positivo
pode ser escrito como a soma de 4 ou 5 ou 6 ou 7 ou 8.... quadrados, onde clara-
mente alguns dos quadrados serdo nulos.

Para finalizar, salientamos a importincia da transferéncia de problemas de uma
estrutura para outra, onde o problema torna-se, de certa forma, mais simples.
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