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Introducao

As Equacoes Diferenciais possuem uma aplicagdo muito ampla na area da Mode-
lagem Matematica. Um exemplo que justifica essa afirmacao é a Equacao da Onda, que é
usada para modelar fenomenos ondulatorios como, por exemplo: as ondas no oceano, as

vibracoes de uma corda, etc.

Este trabalho é constituido por cinco capitulos. O primeiro capitulo possui algumas
definicoes basicas a respeito das equacoes diferenciais, assim como suas classificacoes de

acordo com tipo, ordem e linearidade.

O segundo capitulo esta dividido em trés secoes. As duas primeiras secoes tratam
das solugoes gerais de EDO‘s lineares de primeira e segunda ordem, respectivamente.
Além disso, apresenta-se na segunda secao dois teoremas. O primeiro teorema é um
critério para analisar se duas funcoes sao linearmente dependentes, fato importante para
a caracterizacao das solu¢oes das EDO's lineares, homogéneas de segunda ordem, que é
o resultado do segundo teorema. A terceira secao é destinada para alguns casos especiais

da solucao de EDO's lineares, homogéneas de segunda ordem.

No terceiro capitulo serao enunciados alguns teoremas, sem prova, e definicoes
sobre convergéncia de funcoes: pontual e uniforme, que serao tteis no desenrolar dos
capitulos seguintes. Além disso, serd introduzida a definicao de séries de Fourier para
funcoes periodicas de periodo 27 e 2L, juntamente com a definicao de extensao par e

impar de fungoes.

No quarto capitulo serd deduzida a equacao da onda para pequenas oscilacoes de



uma corda, usando para tal a Segunda Lei de Newton. Depois disso, encontrar-se-4 uma,
solugao para a equacao da onda, no caso de uma corda de comprimento finito, usando
para tal a técnica de separacao de variaveis e através da demonstracao de um teorema
mostrar-se-4 que de fato essa solucao é geral. Para finalizar serd provada a unicidade

dessa solucao.

A solucao da equacao da onda, numa corda infinita, através do método de
D¢Alambert sera o assunto principal do capitulo cinco, porém, também serd resolvido

o problema de Cauchy.

O estudo da equagao da onda em dimensoes maiores do que um (equagao da
membrana retangular, circular,...) merecia uma aten¢do maior, que devido ao pouco
tempo que se tinha disponivel nao foi possivel incorpora-lo nesse trabalho, ficando como

sugestao para pesquisas posteriores.



Capitulo 1

Equacoes Diferenciais

1.1 Terminologia e Defini¢coes Basicas

Definicao 1.1 Uma igualdade que inclui uma funcao e as suas derivadas em relagao a
uma ou mais variaveis independentes, é chamada de equacao diferencial (ED). A fungao

é a incégnita na equagao.

As equacoes diferenciais sao classificadas de acordo com o seu tipo, ordem e linea-
ridade.
Classificacao Pelo Tipo

Em relagao ao seu tipo, uma equacao diferencial pode ser classificada em: ordindria

ou parcial.

Equacao Diferencial Ordinaria (EDO): é uma equagao que contém apenas derivadas
ordinérias totais de uma funcao de uma variavel com relacao a esta tnica variavel

independente.

Sao exemplos de EDO:



du

a)%—&L—
du

b — dr— =
) (u—x)+ rm 0
N

dr? dx

d*u 2u

Equacao Diferencial Parcial (EDP): é uma equagao que envolve as derivadas parci-

ais de uma funcao de varias varidveis em relacao a estas variaveis independentes.

Sao exemplos de EDP:

o 20 _ou
oy  Ox
ou ou

b) :)38—+ a =u

o Fu_ o
ox2 ~ Oy? dy

Nos exemplos acima, u é a funcao incognita ou variavel dependente e z, y sao as

variaveis independentes.

Classificacao Pela Ordem

Chama-se ordem de uma equacao diferencial, a ordem da derivada de maior ordem

da equacao.

Considere os seguintes exemplos:

3
dy
a) —+3<d ) + 2y = €”

A equacao acima é uma equacao ordinaria de 2* ordem ou ordem 2.



84u 0*u
b) o 8x4 y? =0

Essa equacao ¢ uma equacao diferencial parcial de 4* ordem.

Neste trabalho, vamos considerar apenas equacoes diferenciais de 1* e 2* ordem,

no caso das EDO e somente de 2* ordem, no caso das EDP.

Classificacao Como Linear ou Nao-Linear

Uma equacao diferencial é chamada de linear se pode ser colocada na forma

Ou O L0
9zn T ozt T TYT Y

Uma equagao que nao é linear é chamada nao-linear

Exemplos de equacoes nao lineares:

d? d
a) d—£§+cos(dz) +y=0

d
b) Y + xcosy = y?

dx
Py | L0
c) 2 +y Y = seny

Exemplos de equacoes lineares:

d? d
a) cosz - d—gngd_y“”y:O

b) ¥ =2y +y=0

2
c) xzd—y +3:):@ + 5y = e”

dx? dzx
0%u 02u
d) i 8 —— tucosz
2 2
e) 0“u 8 _0

022 8y



Capitulo 2

EDQO’s de 12 e 22 Ordem

Definigao 2.1 (Solugdo de Uma Equacao Diferencial) Chama-se solugao de uma
equagao diferencial num determinado intervalo aberto I, qualquer funcao definida em

I, que satisfaz a equacao.

Exemplo 2.1 A funcao y = ze®, x € (—00, +00) é uma solugao para a equacao linear:

d?y  _dy
I A —
dx? dx+y
pois
T (0e) + (=2)-L(we") + 26" = (ve” + 26%) — 2we” + ) +we” = 0
dg;2 xTe daj xTe re = (xe e xTe e re =

para todo x € (—o0, +00). Logo y = ze® é solucao dessa equagao diferencial.

Veja que a fungao y(x) = 0, x € R, também satisfaz a mesma equacgao e, portanto,

é outra solucao.

Uma funcao identicamente nula que é solucao de uma equagao diferencial num

determinado intervalo [ é dita solucao trivial.

Uma equagao diferencial, em geral, pode possuir uma infinidade de solucoes. Por

exemplo, por uma simples substituicao verifica-se que para cada valor de ¢ € R, a funcao

2

Yy =ce



¢ uma solucao particular da equacao

dy
= —2zy = 0.
dx i

Da mesma forma, verifica-se que para cada valor de ¢ € R, a funcao

y = cxe”
¢ uma solucao particular da equacao
d? d
Gy +y=0.
dx? dx

2.1 EDO Linear de 1* Ordem

Definigao 2.2 Uma equacao diferencial linear, de 1* ordem, com coeficientes constantes

¢ uma equacgao da forma:

du
%%—au:f(x), rvel (2.1)

onde supomos que f é uma funcao definida e continua num intervalo aberto I e a € R.

Solucao Geral

Ao multiplicar ambos os membros da equacao (2.1) por e** obtém-se:

ou

2 (uer) = o () 2.2

Como f é continua em I, e*” f(x) admite primitiva em I, entao de (2.2), integrando

ambos os membros, tem-se:
ue™ =k + /e“sf(s)ds.

onde k£ € R é uma constante arbitraria.
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a

Multiplicando ambos os membros por e~**, obtém-se:

u(z) = ke ™ e / e f(s)ds (2.3)

com k uma constante. Para cada valor de k € R, u(x) é uma solugao particular da equacao
(2.3). Portanto, a equacdo (2.3) admite uma infinidade de solu¢oes. Vamos chamar (2.3)
de solucao geral da equacao (2.1).

d
Exemplo 2.2 Considere a equacgao d_u —3u =¢€", x € (—00, +00). Vamos obter a solugao
x

geral e a solugao particular que satisfaz u(0) = 1.

a) Como foi visto a solugao geral ¢ da forma da equagao (2.3) com a = —3 e f(x) = €7,

entao tem-se:

u(z) = ke + e** / e 3. e"dx

u(z) = ke®* + e3z/6_2mdx

mas,
2x
—2x €
d _
/e x 5
logo
6—290
u(z) = ke + e < 5 )
ex
=k 3z~
u(z) = ke 5

1= ke — &
© T3
1
1=k -1—=
2

3

k=2

2

Com isso a solugao que satisfaz a condigao u(0) = 1 é dada por:

3 5, €
u(x) = 3¢ 5
3 3r _
u(z)= 25—

2
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2.2 EDO Linear de 22 Ordem

Definigao 2.3 (Dependéncia Linear) Diz-se que as fungoes fi(x) e fo(x) sao linear-
mente dependentes (LD) num intervalo I se existem constantes ¢, ¢; nao simultaneamente

nulas tais que
crfi(x) + eafao(z) =0 (2.4)

para todo x no intervalo I.

Defini¢ao 2.4 (Independéncia Linear) Diz-se que as fungoes fi(z) e fo(x) sdo linear-
mente independentes (LI) num intervalo I se a equagao (2.4) é satisfeita para todo z € I

apenas para c; = ¢y = 0.

Teorema 2.1 Suponha que fi(x) e fo(z), © € I, sejam derivaveis no intervalo I. Se o

determinante:

filz)  fox) L0,

filz)  f3(x)
em todo ponto do intervalo I, entao as fungoes fi(z) e fo(x) sdo linearmente independentes
nesse intervalo. O determinante acima é denotado por W (fi(x), fo(x)) e é chamado de

wronskiano das funcoes f1 e fo.
Exemplo 2.3 As fungoes fi(x) = coszx e fa(x) = sen Sz, com §#0, z € I, I C R sao
LL

De fato, fi e f2 sao derivaveis e f|(z) = —(sen fx, fi(x) = [ cos (.

Com isso temos que:

Ly [i@) B@)| | cospr senf

fie) )| |-Bsenpr eospe
= Bcos® Bz + Bsen? Bz = B(sen’ B + cos® Br) = 31
Portanto, W(f1, f2) = 5.

Como (8 # 0 tem-se que W # 0; logo, fi(x) e fa(x) sao LI no intervalo 1.



12

Teorema 2.2 Sejam f; e f5, duas solucoes LI de uma EDO linear, homogénea de 22
ordem num intervalo I. Entao toda solucao dessa equacao é uma combinacao linear de

fi1 e fa. Com isso a solugao geral para essa EDO é

u(z) = 1 fi(x) + cafo(z), x €l

Definigao 2.5 Uma EDO linear de 2% ordem, com coeficientes constantes, é uma equacao
da forma:

— +b— +cu = f(x), rel CR (2.5)
x x
com b,c € R, I um intervalo aberto e f é uma funcao continua definida em 1.

Quando f(z) =0 em todo I, a equagao

Pu  du
@+b%+cu:0 (26)

é chamada homogénea, do contrario, ¢ chamada nao-homogénea.

Solucao Geral da Equacao Homogénea

Suponha que para um certo A\, u = e ¢é solugao de (2.6). Entdo,

d_2( )\x)_l_bi( )\:c)_l_ Az =0

T2 e . e ce™ =0,

o que da

AeM + bAeM + e =0
(N4 A +¢) =0,
que s6 é valida se
M 4+bA+c=0 (2.7)
Az

Podemos concluir que, u = e** é soluc¢ao da equacao (2.6) se A for raiz da equagao (2.7).

Definigao 2.6 A equacao algébrica (2.7) é chamada equagao caracteristica de (2.6).



Teorema 2.3 Suponha que (2.7) tenha raizes reais \; e A\y. Entéo:

i) Se A1 # Ay a equagao (2.6) tem solugao geral
u(z) = AeM® + Bet?®,
com A, B € R.
ii) Se Ay = A2 a equagao (2.6) tem solucao geral
u(z) = AeM” + BreM”,
com A, B € R.
iii) Se as raizes forem complexas, isto é, A = « %+ [3i, nesse caso,
u(z) = e*[Acos fx + Bsen fx],

com A, B € R.

Demonstracao: Sejam \; e A\, as raizes reais da equagao

N +bA+c=0
Nesse caso,
A+ A =-Db
)\1 . )\2 =C

Substituindo em (2.6):

d*u du
@ — ()\1 —|— )\2)% + >\1>\2 — 0
ou ainda,
d | du du
ﬁlﬁ_)\lu] —)\2[——)\1U] =0
Defina
du
g(r) = — — \u

13

(2.9)

(2.10)

(2.11)
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temos:

d

4(e) — hag(w) = 0 (2.12)

Vamos provar que u(z) é solu¢do da equagao (2.6) se e somente se g(x) é solugao

da equacao (2.12).

Comparando (2.12) com (2.1), cuja solu¢ao geral é dada por (2.3), segue que:
g(x) = ke*® (2.13)

Entao u(x) é solucao da equagao (2.6), se e somente se, satisfaz

d
d—z ~ u = keM® (2.14)

Comparando esta tltima equacao com as equagoes (2.1) e (2.3), obtemos que

u(z) = CeM® + keM” / eP2= Az gy (2.15)

Analisemos a solugao (2.15) nos casos:
1° Caso:

Para \; # Ay segue que

(A2—A1)z
U(LU) = Ce)\wc + ke)xlm . 67 _ Ce)\lx + ( k‘g >e>\2$

)\2 — )\1 )\2 - )\1
. ko
Definindo A=C e B = tem-se
Ay — N\
u(r) = AeM® + Bet” (2.16)
2° Caso:
Para Ay = \q:

u(z) = CeM* + l{:e’\lz/dx
u(z) = CeM* + keM* [z + D]

u(z) = CeM” + keMTx 4+ kDeM”
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u(z) = (C + kD)eM® + keM®z

Fazendo A’ =C + kD e B’ = k, segue que
u(z) = AeM® + BleMy
u(z) = eM*(A' + B'z) (2.17)

3° Caso:

Sejam w e g tais que

-9(x) (2.18)

Afirmamos que a fungao u(z) é solu¢ao da equagdo (2.6) se, e somente se, g é

d? —A
e (T)g =0 (2.19)

onde A é o discriminante da equacgao

solucao da equacao

M —bA+c=0 (2.20)
ou seja,
A =0 —4c (2.21)
Nesse caso, A <0e A=« =+ fFi.
De fato, temos que
d2
by, d . v,
Como
i[e_?”g} -2 gte ”ig
dx dx



Mas,

Entao,

? s, dl b _», . d
s 9]2235F5629+€za#}
o[ b s, s, d b s, d @
- _5[_56 Tgte dxg} T2 d:);g+€ " a2?
P oo, b s,d b s d b, &
B S R A S el
b s, b, d b, d?
T LT Tt T

b —%:c b_Qxd + 5T ? +b b 2T g 4 5T +
1€ 29 be gt e g H€ g teT g+
b, d? b s,

I LA
=e 2" d—2 + c—ﬁ
B dz?? 1 )9

2
A:b2—4c:>——:C—bZ

d2_u+bd_u+ _ o[ + D
dx? dz c=c da:2g 4 9| =

se, e somente se,

d? A
a2~ 1970

provando a afirmacao.

Vamos no que segue, obter a solu¢ao geral da equagao (2.19). Observe que:

%(COS Bz) = —(sen [z

d2

——(cos Bx) = — 3% cos B

dx?

de modo que a fun¢ao cos fx é solugdo da equagao (2.19) para

A A
_2:_ 2:__
F=3=0 1

16

(2.23)



17

WAVAN A
Como A < 0= —A = |A|, entao [ = :t#. Logo, cos( | |x) ¢ solugao da
d? A
PR C A
_ A o R
Analogamente, a fungao sen 5 x | também é solucao da
d? A
P A

VA VA
Sejam entao uy () = cos<#x) e uy(x) = sen(#x) duas solugoes para a

equagao (2.19) (EDO linear, homogénea de 2* ordem) num intervalo /. Do exemplo (2.2)

tem-se que u; () e uz(x) sdo linearmente independentes.

Usando o teorema 2.2 pode-se obter a solu¢do geral para a equag¢ao (2.6) no caso

o(z) = A<£) ¥ B<£ )

2

complexo. Como

deduz-se que

u(x) = e 3”

] i,

Mas de (2.7) temos que:

B —b+Vb? —4c b

A L —4de=A<0
2
W b VBl b VA
2 2 2 2
~~ T

Com isso, escreve-se a solucao geral da equacao (2.6):
u(z) = e*[Acos fx + Bsen [Bz]
Isso conclui a prova do Teorema 2.3

Observagao 2.1 No Teorema 2.3, item i), as fungdes f1 = eM® e fo = e sdo fungoes
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LI. De fato,

fl f2 6)\122 6)\2.’2
W(fh f2> = =
i fo] et et

_ )\26900\14-)\2) _ Alew(AH‘)@)

= (Mg —A)erit Lo VreR
pois Ay # Ay, por hipotese.

A1z

Para o item item ii) temos que f; = eM? e f, = zeM? também sao LI, pois

W i f B oM reMT
1 f AeM® (14 x))eM?

= (14 zA)e*M™ — g e?M”

= NT A 2N A 2N

= 2MT £ (), Ve e R
Analogamente, para o item iii), temos f; = e** cos fz e fy = €** sen Sz, portanto
W(fr, f) = fi fo _ e cos fr e sen (Bx
fi fs e*(acos fxr — sen fx) e*(asen Sz + cos [fx)
= €% cos Bx(asen Bz + cos Bx) — e*** sen Br(a cos Bx — sen Bz)

2o [ cos B sen S + cos® Bx — o cos B sen Bz + sen” Bx]

=e
= e?**[cos® Bx + sen® 7]

= 2% £ (), Ve R
logo, f1 e fs sao LI

2.3 Casos Especiais da Equagao (2.6)

Na equacao (2.6) consideremos os seguintes casos especiais:

a) b=c=0. Com isso sua equagao caracteristica ¢é

A2 =0



b)

19
a qual tem tdnica solucao: A = 0.

Pelo Teorema 2.3, a solugao geral da equagao (2.6) é

u(z) = A+ Bx (2.24)

b=0ec>0. Nesse caso, a equacao caracteristica é
MNite=0
cujas raizes sao complexas e distintas:
)\1 = Z\/E € )\2 = —Z\/E

Portanto, a solugao geral da equagao, pelo Teorema 2.3, item iii), é dada por
u(r) = Acos(vex) + Bsen(v/cx) (2.25)
Para b =0 e ¢ < 0, a equacao caracteristica é
M4ce=0
cujas raizes sao reais e distintas pois —c > O:
A= \/—_C e A= —\/—_C

Nesse caso, pelo Teorema 2.3, a solugao geral da equacao é

u(z) = AeV=¢ 4 BemV=eT (2.26)



Capitulo 3

Convergéncia Uniforme e Série de

Fourier

3.1 Convergéncia Uniforme

Definicao 3.1 (Convergéncia Pontual) Uma seqiiéncia de fungdes (f,(x)) converge
para a fun¢ao f(x) no ponto z € B, B C R, se para todo ¢ > 0, existe ng(e,z) € N tal

que

n>ng = | falz) — f(z) < e (3.1)

Observagao 3.1 O valor de ng, depende, em geral, do ponto z (dai o nome convergéncia
pontual) e de € para garantir que a seqiiéncia f,, convirja no ponto x. Agora, quando ny
sO0 depende de ¢, diz-se que f, converge uniformemente, pois nesse caso, para um dado ¢,

ng € o mesmo para todo z do intervalo.

Definigao 3.2 (Convergéncia Uniforme) Diz-se que a seqiiéncia de fungoes (f,,) con-
verge uniformemente para f num intervalo B se, para todo ¢ > 0, existir um ndmero

natural ng (que so6 depende de ¢) tal que, para todo = € B,
n>ng=|fulx) — f(z)| <e. (3.2)

20
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Em ambos os casos de convergéncia, indica-se:

Interpretacao Grafica

Da defini¢ao de convergéncia uniforme num intervalo B tem-se que para todo z € B

existe ng = ng(e) tal que

n>ng= f(r)—e < fulx) < f(z)+e.

Com isso, para que f, convirja uniformemente em B, o grafico de f,(z) quando
tomamos n > ng(e), deve permanecer dentro da faixa determinada pelos graficos das

fungoes: y = f(z) —c ey = f(x) + ¢, com z € B.

Exemplo 3.1 Considere a seqiiéncia de fungoes f,(z) = 2™, n > 1 e seja f(x) = 0 para

x € [_71, %] Mostrar que a seqiiéncia (f,,) converge uniformemente para f em [_71, %]

Objetivo: Queremos mostrar que dado € > 0 existe ng = ng(e) tal que

n>ng=|z" -0 <e.

1 1\"
Como |z| < 3 entao |z|" < <§> , para todo = € [, 1].
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, \" ) —Ine
Assim, para que |2"| < &, V& € [_71, %], basta tomar (5) < g, ouseja, n > R
n
—Ine
Escolhendo-se ng € N de tal forma que ng > o resulta que
n
n>mny=|z"| <e
sn>ng= 2" =0 <e.
Observe que a escolha de ng depende apenas de € e nao depende de x.
Portanto, a seqiiéncia f,(xr) = z" converge uniformemente para f(r) = 0 em

No que segue, enunciamos, sem prova, varios resultados importantes sobre conver-

géncia uniforme que serao utilizados posteriormente.

Teorema 3.1 Seja f, uma seqiiéncia convergente de fungoes e seja f : B — R dada

por

Se f, converge uniformemente a f em B e se cada f, for continua em xq € B entao f

também serd continua em xg.

Teorema 3.2 Seja f : [a,b] — R dada por

onde cada f,, é suposta continua em [a, b]. Nesta condigoes, se f,, convergir uniformemente

a f em [a,b], entao

n—-4oo

/a ’ f(z)dz = lim / ’ Folz)dz

ou seja,

b b
[ s = i [
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Teorema 3.3 Seja f, uma seqiiéncia de funcoes de classe C! no intervalo I e sejam f e

g funcgoes de I em R dadas por:

Nessas condigoes, se a seqiiéncia de fungoes f/ convergir uniformemente a g em I entao,
para todo z € I,

f'(@) = g(x)
ou seja,

(Jim @) = im_fi()

n—-+o00 n—-+o00

Note que o Teorema 3.3 exige que f! convirja uniformemente para g em I, mas

nao exige que f, convirja uniformemente para f.

“+o00
Teorema 3.4 (Critério M de Weierstrass) Seja Z fr uma série de func¢oes e supo-
k=0
“+o00
nhamos que exista uma série numérica Z./\/lk tal que, para todo x € B e para todo
k=0
natural k,
| fe(@)] < M.
+oo +oo
Nestas condi¢oes, se a série ZMk for convergente, entao a série Z fr convirgira uni-
k=0 k=0

+o0
formemente, em B, a funcao s(x) = Z fr(x).
k=0
Aplicando o Teorema 3.4:

Exemplo 3.2
00 1

Verifique que a série E —— converge uniformemente, em R, a fungao
x
k=1

+k
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Note que para qualquer x € R

-1 1 1

ﬁgxz—i-k?gk?

. 1 1
Entao, m NS ﬁ
+o00 +0o 1
Como, — & convergente, pelo Teorema 3.4, segue que a série ——— con-
; 2 SEME, P st d ; 2+ k2
verge uniformemente, em R, para a funcao
400 1
k=1
Teorema 3.5 Seja s: B — R dada por
+o0o
s(x) =) filx).
k=0
+o0o
Se a série de funcoes ka convergir uniformemente para s, em B, e se cada fj for
k=0

continua em xy € B, entao s também serd continua em xg.
Teorema 3.6 (Integracdao Termo a Termo) Seja s = s(z), « € [a, b], dada por:
+o0o
s(z) = ful@).
k=0
Se cada fj for continua em [a,b] e se a série convergir uniformemente a s em [a, b], entao
b +oo
[ star =" [ i,
a k=0 a
ou seja,

/ab Eg.o fr(x)| doe = :i/ab fr(z)dz.

Teorema 3.7 (Derivacdo Termo a Termo) Seja s: I — R, I intervalo, dada por

s(z) = ka(x)
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—+00

Se cada f for de classe C! em I e se a série E f1. convergir uniformemente em I, entao,

k=0

+oo
s'(z) = Z fr(x), para todo z € I, ou ainda,
k=0

a)

b)

(Z fk<x>> =Y f@).

+oo

k
Exemplo 3.3 Seja s(x) = Z 8623 x,
k=1

Qual o dominio de s(z)?
Justifique:

X coska

vy = 3 ke

k=1

para todo z € R.
Solucao:
Tem-se que
—1 senkx 1
—1<senkx<1:>ﬁ< 13 <E>

b)

para todo k > 1.

1
S

sen kx
L3

Portanto, pelo Teorema 3.4, s(x) converge uniformemente. Entdo, temos que sua

Logo,

convergéncia independe dos valores de x, ou seja, o dominio de s(x) é R.

k3 k3 k?
Contudo, para todoz € Re k > 1

sen kx X fsenkr\ X coskx
Note que ¢ de classe C! e que Z ( ) = .
k=1

cos kx

k2 | T k2

+00
o . . cos kx
Agora, pelo Teorema 3.4 (Critério M de Weierstrass), segue que a série E 12
k=1

converge uniformemente em R. Com isso, pelo Teorema 3.7 (Deriva¢do Termo a
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Termo), tem-se

ou seja,

3.2 Séries de Fourier

Definigao 3.3 (Série Trigonométrica) Chama-se Série Trigonométrica, uma série de

fungoes da forma:

a+ Z(ak cos kx + by, sen k) (3.3)
k=1
sendo «, ay, bg, k = 1,2,... constantes.
Definicao 3.4 (Série de Fourier) Seja u : [—m, 7] — R integravel em [—m, 7]. A série

de Fourier de u é a série (2.1) onde,

ag

= — 3.4
Q 2 ) ( )

1 s
ay = — / u(z)coskxdr, k=0,1,2,... (3.5)

™ —Tr

e

1 ™

b = %/ u(z)senkxdr, k=12,... (3.6)

Exemplo 3.4 Encontrar a série de Fourier da fun¢ao u(x) = |z|, x € [—m, 7.

Solucao: Determinando ay:

1 ™
= / |z| cos(kx)dx

—T

<

e
|
|

/_0 || cos(kx)dx + /07r |z| cos(kx)dx]

™

— /0 x cos(kx)dx + /Oﬂsccos(k:c)d:c}

—T

/:Bcos(kx)dx+/ xcos(kx)dm}
0 0
/xcos(k;x)dm

0

N0 3= 3= 3= 3



Mas, para k # 0,
/xcos(kx)dm =z

sen(kx) sen(kx)
. — / 2 dx

i) _1 et

k k k

xsen(kzr)  cos(kz)

Com isso,

k k?

k

/0 " cos(ke)dz = {xsen(kx) B COS(M ﬂ

k2

0

|

_ mwsen(km) N cos(km)  (0-sen(k-0) N cos(k - 0)
N k k? k k2
cos(km) 1
=T T PO
Logo,
_ 2 fcos(km) 1
“mI TR R
2
U = 15 (cos(km) — 1)
para k=1,23,...

Para k£ = 0, tem-se:

1 ™
ap = —/ |z| cos(0x)dx
T

1 ™
ag = —/ |x|dx
™ —T

Determinando by:

1 K
b = —/ |z| sen(kx)dx
T

—T

—T

_ ! [ / () sen (k) + /0 Wxsen(k:x)dx]

-1 [_ /_ ixsen(kx)—l— /0 Wxsen(kx)d:c}

)

27
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Fazendo x = —t na 1* integral:

_1 [_ /ﬁ " (t) sen(—kt) (—dt) + /0 ﬂzsen(k:v)dx}

™

-1 {_ /0 "t sen(kt)dt + /0 ﬂzsen(k:v)dx}

=0.

Entao, a série

4 1 1
— —|cosx + —=cos3x + —cosdbx + ---
v

T
2 32 5

¢ a série de Fourier de u(z) = |z|.
Teorema 3.8 (Riemann) Seja u periodica em R, com periodo 27, continua por partes
em [—m,7]. Entdo, em todo ponto z € R onde u tem derivadas laterais finitas, a Série de

Fourier de u converge para

% u(z +0) + ulz — 0] (3.7)

onde

u(r £0) = }LEI%] u(x £ h). (3.8)

Exemplo 3.5 Seja f uma fun¢ao periddica, com periodo 27 e, em [—m, 7], f é continua

por partes e definida como:

-1 se —m<x<0
f(z) =

1 se0<z<nw

Calcular a série de Fourier de f(z).

Grafico de f(z) em [—7, 7]

o
H-
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Vamos calcular os coeficientes ay:

Para k£ = 0:
/ fa
o
= _[~(m) +]
=0.
Para k # 0:

S
e
|

:/0 (—1) cos(kx)dx + /07T cos(kx)dx]

/_7r cos(kx)dx + /7T cos(kx)dx}
/ cos(kt)(—dt) + / cos(kx)dx}

o AL A= A A

Calculando os coeficientes by:

S
el
|

L/ —T

_ /: —sen(kt)(—dt) + /OW sen(k:x)dx}

2 /0 ' sen(k:c)dx}

— cos(zm)] g

-/0 (—1) sen(kz)dx + /07r +1 sen(k:c)d:c]

A0 A= A= D=

k

0

|
‘I
[\DI

[cos(km) — 1]

-9 &
= (=D =1]

Entao, a série de Fourier de f(x) é

Z (% (1 — (—1)k) sen(k;x)) = %Z 2n2—|— ] sen [(2n + 1)x]

k=1
Zsen [(2n + 1)z]
T 2+l
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Vejamos agora para que funcao esta série converge. Em x = 0 os limites laterais
sao:

}Lli%f(o—i-h) =+1

lim f(0 — h) = 1

Logo, pelo Teorema 3.8, no ponto x = 0 a série de Fourier converge para

1
S+1-1] =
=1 =0

Analogamente, nos pontos

z, = k.

Nos demais pontos x onde f é continua, a série converge para f(z).

Grafico da funcdo f(z) para a qual converge a série de Fourier de f.

Corolario 3.1 Se no Teorema de Riemann, a hipotese de que u é continua por partes
em [—m, 7| for substituida pela hipotese de que u é derivavel em cada parte de (—m, ),
entdo u é continua em (—m, ). Nesse caso, a série de Fourier converge para u(x) em cada

ponto de (—m, ).

Exemplo 3.6 Seja f(z) =z, © € (—m, ) e periodica de periodo 27. Calcular a série de

Fourier de f.

O grafico da funcao f é o seguinte:
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Os coeficientes ay, e by sao dados por (3.4), (3.5) e (3.6).
No entanto, ar =0, k =0,1,2,3..., pois
f(z) cos(kx)

¢ uma funcao impar.

Para b, tem-se

by — % /_ :xsen(kx)d:):
1 [I (_cosgfx) ) [t }
1 (_%cosgm)) :
= (-1

Logo, a Série de Fourier da fungao f(x) é

2

e
k=1

(—1)* ! sen(ka), k=1,2,3,...

El )

Para todo = € (—m,m), f(x) é derivavel, e com isso continua, entao pelo Corolario
3.1, do Teorema de Riemann, a Série de Fourier da fun¢ao f(x) converge para f(z) = x
em cada ponto de (—m, 7). Nos pontos =, = (2n+ 1)7, n € Z, a série converge para zero

como segue do Teorema (3.8), relagoes (3.7) e (3.8), pois f(z, —0) =7 e f(x,+0) = —.

O gréfico da funcao para a qual a série de Fourier converge é o seguinte:
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3.3 Funcoes Perioédicas de Periodo 2L

Definicao 3.5 No caso de uma funcao f de periodo 2L, L > 0, tem-se que sua série de

Fourier é dada por:

a [e.e]
50 + Z (a cos 2E + by, sen #22) (3.9)
k=1
com
1 L
ay = Z/ f(x)cos’“ﬁ—xdz, k=0,1,2,... (3.10)
-L
e
1 /L
bkzz/_Lf(x)senkLLwd:c, k=0,1,2,... (3.11)

Importante: Ao considerar-se funcoes periddicas de periodo 2L ao invés de periodo 2,
nao se perde nenhuma das propriedades, teoremas e corolarios anteriores, pois essa

extensao de funcoes de periodo 27 para periodo 2L é dada pela funcao

T

L

S =
o qual transforma o intervalo —L < z < +L em —7 < s < +.

Exemplo 3.7 Seja f uma fungao periodica de periodo 2L. Mostre que a = 0 se f é

impar e b, =0 se f é par.

Calculando ay:

1 L
ar = —/ f(z) cos B2 dy



_l ’ knx kﬂ'(E :|
—L[/_Lf( cos dx—i—/f cos L

Fazendo x = —t e sendo f uma funcao impar, tem-se:

0
md — k‘T((t d
/_Lf( oS T = /f Cos (—dt)

/ f(t) cosm

Substituindo esse resultado na expressao de a; obtém-se a; = 0.

/f ) sen XLy
—%[/_Lf( sen’”—xd:rjt/ f(z)sen 224 }

Fazendo x = —t e sendo agora f uma funcao par, tem-se:

/_OLf( senmdx—/ F(—t) sen B0 (_gp)
/f senm

Substituindo esse resultado na expressao de by, obtém-se que b, = 0.

Para b, tem-se:

3.4 Extensao Par e Impar de Uma Funcao

E comum em certas aplicagoes ser necessario representar em Série de Fourier uma

33

fungdo continua por partes num intervalo da forma (0, L). Tal problema fica resolvido

quando obtém-se uma representacao em Séries de Fourier de uma funcao f periddica de

periodo 2L, cuja restri¢ao ao intervalo (0, L) é igual a f. A fungao fdenomina—se extensao

periodica de f.

Quando se deseja obter uma representacao de Fourier de f é conveniente fazer sua

extensao par ou impar, tendo-se em vista a simplificagao da Série de Fourier para essas

fungoes como ilustra o Exemplo 3.7.
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Definigao 3.6 (Extensao Par) A extensao par de f(x) é a funcdo par fp(z) definida
por:

f(z), O<z<L

f(=z), —-L<z<0

B f(0+0), paraz=0

f(L—0), parax=Louzx=—L

f(x—2L), parax > 1L

f(x+2L), parazx < —L

\
Definicdo 3.7 (Extensdo Impar) A extensdo impar de f(x) é a funcdo f;(z) definida
da seguinte forma:

(@), O<z<L
—f(~z), —L<z<0
—f(0+0), paraz=0
fit@) =9 f(L-0), paraz=1L
—f(L—0), paraz=—L
fle—2L), paraz>L

f(x+2L), parazx < —L

\

Exemplo 3.8 Seja f(x) =z, x € [0, L]. Encontre uma extensao par para a funcao f(x).

Considere a extensdo par de f(z) dada pela funcio f,(z) = |z|, z € [-L,L] e

periodica de periodo 2L.

O grafico da extensio f,(x) e o seguinte:



35

Usando as formulas (3.10) e (3.11) obtemos:

2L
k2m?

(cos(km) —1) e ag=L.

ap —

by, =0

Agora, como f(x) é continua, tem-se pelo Corolario 3.1 que a série de Fourier

converge para, fp(x), em cada x. Portanto,

. L 2L
fp<.§(3> = 5 + W(COS(IWT) — 1)
k=1

Restringindo o dominio da série para z € [0, L], e como

h(x) = f(x),  2e€l0,L]

a série obtida ¢ a série de Fourier de f(z) = z, em [0, L].



Capitulo 4

A Equacao da Onda

4.1 Equacao Diferencial Para Pequenas Oscilagoes de

Uma Corda

Chama-se de corda um fio fino e flexivel.

Adotando um sistema de coordenadas cartesianas, supomos que, em estado de equi-
librio, a corda coincida com o eixo dos x, tendo suas extremidades fixadas na origem (0, 0)
e no ponto (0,L), L > 0. Consideraremos aqui apenas o estudo de pequenas oscilagdes
transversais da corda, ou seja, cada ponto da corda se desloca apenas perpendicularmente
ao eixo x, no plano zy. No instante ¢, seja u(z,t) a ordenada do ponto da corda cuja
abscissa é x. Portanto, a fungao u(z,t) representa o deslocamento ou amplitude de cada

ponto da corda no instante ¢, a partir de sua posi¢ao de equilibrio.

Para a realizagao das consideracoes posteriores vamos admitir as seguintes hipote-

Ses.

1) A fungao u(z,t), x € [0,L], t > 0, é continua e tem derivadas primeiras e segundas

continuas.

36
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2) As amplitudes u(z,t) das oscilagdes e suas derivadas sdo supostas pequenas. Seus
produtos e seus quadrados nao serao considerados nos céalculos comparados com a

unidade.

No que segue, o objetivo sera o de obter uma equagao satisfeita pela fungao u(z,t).

Para um determinado instante t fixo, suponhamos que o perfil da corda seja o

representado na Figura 4.1 abaixo,

u
15
Ay
A
T
0 1 T2 L 7
Figura 4.1:

7N\
Do curso de calculo sabemos que o comprimento s do arco A;A,, no instante fixo

t, ¢ dado pela seguinte integral:

x2 5
s:/ \/1—1—(3—;) dx
1

du\?

Mas, como consideramos a hipotese (2), temos que (E) ¢ muito pequeno, logo o com-

primento do arco pode ser escrito da seguinte forma:

T2 T2
s:/ \/Tda?:/ dx = 19 — 1.
T T

Pode-se mostrar, também, que a tensao T na corda pode ser tomada independente

de x, ou seja, pode ser considerada igual a Tj. Com isso, temos que as for¢as que atuam

7N\
no arco A; Ay sao as seguintes:
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i) as tensdes nos pontos A; e Ay que sdo tangenciais a corda.
ii) forcas externas, se existirem.

iii) forgas de inércia.

Devido a consideracao feita no inicio, a qual diz respeito ao movimento de cada
ponto da corda ser realizado na diregao vertical, isto é, perpendicular ao eixo dos z, junta-
mente com o fato das forcas externas e de inércia terem direcoes também perpendiculares

. . . ~ /_\
a0 mesmo eixo, conclui-se que a resultante das forcas, na direcao x, no arco A; A, é nula,

ou seja, o arco nao tem aceleracao na direcao x.

Mostrar-se-a agora que T nao depende de z, ou seja, T poderé ser identificada por
Ty para todo x e t. Para isso, sejam a e (3 os angulos agudos que as dire¢oes de Ty e T,

formam com o eixo dos x respectivamente, no instante ¢:

Figura 4.2:

Sendo T3, e T, as componentes na direcao perpendicular ao eixo x das tensoes
Ty e T5 respectivamente, e 717, e 15, as componentes na direcao x das tensoes 17 e 15

respectivamente, temos:

T, =T, =0=Ticosa—Tycos =0



S6 que, pelo fato de considerarmos pequenas oscilagoes, temos que:

2 2

sen“a  cos®« 1 T
sen” v+ cos’a = 1 = + — (a# = +km, ke€Z)
cos?a  cos?a  cos?a 2
1
= tan’a+ 1= —
cos? o
9 1
=cos = —5——
tan“a + 1
= ! <ac< 7T)
cosq = ———— a < —).
VtanZa + 1 2
Mas, tana = Z—Z, entao:
1
COS @ = — s,
du
(&) +1
pela hipotese (2), (Cl—;)2 ~ 0, logo:
1
cos o ~ ~1

VvVO+1

Com raciocinio analogo para o angulo (3, tem-se que:
Ticosa—Tycos 3 =0
Ty —T,=0

T =1,

39

Pelo fato dos pontos A; e A serem genéricos, temos que 7' nao depende de z e o

identificaremos por Ty para todo x e t.

Deduziremos a equacao diferencial de pequenas oscilagoes de uma corda com a

aplicagao da 2* Lei de Newton, segundo a qual, a massa do sistema vezes a sua aceleracao

é igual a resultante de todas as forcas nele aplicadas. Devido as condi¢oes impostas, temos

que as forcas responsaveis pelo movimento sao, as componentes das tensoes na direcao

dos deslocamentos u, as forcas externas e as forcas de inércia. Calculando essas forgas,

obtemos:

a) Resultante das tensGes na diregao u:

F. =1, —T, =Tysen 3 — Tysen a,

u



b)
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sendo
tan o tan o tan «

L Vsec?a  V1+tanla
0
(52)

sena = tana cosa =

como tan o = %, temos:

sen o = ——2——
1+ (5)
e pela hipotese (2):
Oz
sena & oo

Usando raciocinio analogo para o angulo (3, tem-se:

n P @
sen o = e .
sen 3 = (%)x:m )

() ()]

T2
T.F.C 92y

1

Entao:

Fru — T(]

Forgas externas: representando-se por p(z,t) a distribuigao das forcas externas por
unidade de comprimento atuando sobre a corda na dire¢ao u. Dai, temos que a forca

7N\
Fot que atua sobre o arco A1 A, é dado por:

T2
Fext:/ p(z, t)dz

1

Forgas de inércia: seja p(x) a densidade de massa da corda. A massa da corda no

7N\
arco Ay Ay~ T175 é p(r)Az. Com isso a for¢a de inércia Fj sobre cada ponto desse

segmento ¢ dada por:
0?u
F; = Ar—-.

VR
Logo, a forca resultante de inércia sobre o arco A; A, sera:
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Pela 2% Lei de Newton, obtemos que:

X9 T2 z2
/ p(x )%tgda: = TO/ awgda:jt/ p(z, t)dz
x1 T1 1

ou ainda,
z2
/ [To = — p(z)% + p(x, t)} dr =0, (4.1)
z1
Para que a equagao (4.1) seja valida é suficiente que se tenha
0u 0%u

To— — t)=0 4.2
vy — ple) Sy bl ) = (4.2

Essa ¢ a equagao diferencial para pequenas oscilagoes de uma corda flexivel com den-

sidade de massa p(z), tensao constante Tj, submetida a agao de uma forga externa

p(z,t).

Vamos, no que segue, estudar alguns casos particulares da equagao (4.2), por exem-
plo, quando p(x) é constante, ou seja, ndo depende de z. Se isso acontecer podemos

representar a densidade linear da corda simplesmente por p, logo da equagao (4.2) temos:

d%u d%u
m - 8t2 +p(a¢ t) 0
9%u 9*u

gu _ 24 t
®u T, 9%u N p(z,t)
o2 p ot p
Entao podemos reescrever a nova equagao da seguinte forma:

9%u , 0%

=a’—— + F(z,1) (4.3)
onde a = /2 e F(x,t) = 2=l
P P

o2 Ox?
Se nao existirem forgas externas atuando (p(z,t) = 0) na corda, a equagao se

simplifica mais ainda, sendo escrita como:

Pu 0%
a2 4.4
o~ " o (44
Nota: “a” possui dimensao de velocidade, pois:
Ty — Kg-m/s? K
Kg-m/s® 57 _
= .
a= Kg/m =/m2/s2=m/s

p— Kg/m
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4.2 O Problema Misto

Nosso objetivo, nesta secao, é resolver a equacao

%:cﬂ%, O<z<L,t>0; (4.5)
impondo-se as seguintes condicoes:
i) u(z,0)= f(z); (4.6)
ii) w(x,0) = g(x), 0<z< L (4.7)
iii) u(0,t) =wu(L,t) =0, vt > 0. (4.8)

Note que u,(z,t) representa a derivada parcial de v em relagao a t.

A fungao f(z) descreve o perfil inicial da corda e g(x), a velocidade do ponto da
corda com abscissa x, no instante ¢t = 0. As fun¢oes f(z) e g(z) sdo dadas no problema e

devem satisfazer f(0) = f(L) =0e g(0) = g(L) = 0.

Observagao 4.1 As condigoes u(z,0) = f(x) e u(z,0) = g(x) sdo chamadas condi¢oes

iniciais, enquanto u(0,t) = u(L,t) = 0 é chamada de condigao de contorno ou de fronteira.

O problema de se resolver a equagao (4.5) impondo estas duas condigbes é chamado

de um problema misto.

Para que esse objetivo seja alcancado serd usada a Técnica de Separagao de
Variaveis, isto é, a fungao u(x,t) que é solu¢ao do problema sera dada sob a forma de

variaveis separadas, ou seja,

u(z,t) = X(x)T(t) (4.9)
onde X é uma funcao que depende s6 de x e T é uma funcao que depende s6 de t.

Substituindo (4.9) em (4.5), obtém-se

X(2)T" = a*T(t) X". (4.10)
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Separando as variaveis, segue que para todo t > 0 e todo z € (0, L), onde as fungoes X e

T nao se anulam, vale a equagao

T// X//
= — =q. 4.11
a?T X @ ( )

A constante « segue do fato de que

d (1" d (X"
= =— | —. 4.12
0 dx (a2T) dt (X) (4.12)

X" =aX (4.13)

Portanto,

T" = aad®T (4.14)

Precisa-se agora obter as solugoes X (z) e T'(t) das equagoes (4.13) e (4.14). Considera-se,
inicialmente, a equagao

X"—aX=0 (4.15)
Impondo as condicoes de contorno, obtém-se

w(0,8) = X (0)T() = 0

u(L,t) = X(L)T(t) = 0.

Portanto, nos pontos onde T'(t) # 0, segue

Logo, precisa-se resolver

Considere os trés casos seguintes:
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i) a>0

Tome o = k2, k € R. A equacao

X"~ kKX =0
tem solugao geral

X (z) = 16" 4 cpe*®

como foi visto no Capitulo 2, Secao 2.3, item c).
Para x = 0: X(0) =c¢; + ¢ = 0.
Para v = L: X(L) = c1e + cye™#F = 0.

Logo, temos o seguinte sistema

c1+Ccy = 0
crel + cpe R =
de onde obtemos ¢; = —cy e cp(e K — eFl) = 0.

Porém,

ehL _ kL £ ()

pois do contrario segue que

—kL kL
e, portanto,
e =1e —2kL =0
0 que nao é possivel, pois L > 0 e k = /o, com « > 0.
Logo,
cy = 0.

Por isso, para o caso onde o > 0, tem-se que X (x) = 0 é a tnica solugao possivel, o
que resulta em

u(z,t) =0

que é solugao trivial.
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iii)
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a=0

Com isso,

A solucao geral da equagao nesse caso é
X(LU) = 1T + Co.

como ja considerado no Capitulo 2, se¢ao 2.3, item a).
Impondo-se as condi¢oes de contorno tem-se:
X(O):Cl'O+CQZO:>CQZO

X(L):Cl'L+02:0:>Cl'L:0:>01:O,
pois L > 0.

Novamente obtém-se X (z) = 0, Vz, o que implica em solucao trivial,

u(z,t) =0

a<0

Nesse caso,

X"—aX =0
Substituindo, a = —k%, k € R, obtemos
X"+ Kz =0

que tem solucao geral

X(z) = ey senka + co coskx

como ja visto, também no Capitulo 2, se¢do 2.3, item b).
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Impondo as condicoes de contorno, obtém-se
X(O) = Cy = 0.

Logo,
X(x) = ¢y senkzx.

Agora,
X(L)=0= X(L)=cysenkL = 0.

Nesse caso, pode-se tomar ¢; = 0 que implica em solucao trivial, porém sao possiveis

. nmw
solucoes nao-triviais. Impondo-se ¢y #0e kL =nm,ouk=—,n=1,2,3,....

L
nm 2
Logo, a = — (“)".
0g0, o 7
Entao, h4 uma infinidade de solucoes possiveis dadas por
X,(x) = ¢ sen <nf7rx) , n=123,... (4.16)

Estudar-se-a, agora, a equacao

T" + X\pa®T =0
onde
2
= ()
Essa equagao, ja estudada no Capitulo 2, se¢ao 2.3, item b), tem solugao geral
T,.(t) = A, cos(v/ Ana?t) + By sen(/ \,a?t).
Com isso, obtém-se para cada n = 1,2,3,..., as seguintes solu¢oes para a equacao da

onda satisfazendo as condi¢oes de contorno:
nmx
up(x,t) = [An cos(v/ Apat) + By, sen(y/ )\nat)] sen (T) : (4.17)

A constante ¢; foi absorvida em A,, e B,.



47

Como a equagdo (4.5) é linear e homogénea, qualquer soma finita de solugoes
un(x,t) dadas por (4.17) é também solugao da (4.5) satisfazendo as condigoes de contorno.
Mas uma soma finita pode nao caracterizar a solucao completa do problema de modo que
considera-se a superposicao de todas elas, ou seja,

u(z,t) = i [An cos <n%at) + By, sen <nf7rat>] sen (n—lsz) . (4.18)

E parte da solucdo do problema determinar sob que condicdes a série (4.18) é
convergente e, nesse caso, se a fungao u(zx,t) para a qual ela converge satisfaz a equacao
e as condigOes iniciais e de contorno. Cada termo da equagao (4.18) satisfaz as condi¢oes
de contorno de modo que em x = 0 e x = L a série converge para zero. Nesse caso, se a
série (4.18) for convergente sua soma satisfaz as condi¢oes de contorno. O passo seguinte
é impor as condicgoes iniciais. Para tal ¢ importante ter condi¢oes para que a série possa

ser derivada termo a termo. Essas condi¢oes sao dadas no Teorema 3.3.

Supondo essas condigoes e derivando (4.18) termo a termo com respeito a t obtém-

se
- t t
% = ; ? {—An sen (mza ) + B, cos (m;a )] sen (nLL:c> (4.19)
Tomando ¢t = 0 em (4.18) e (4.19) e usando as condi¢oes iniciais, obtém-se
= nm
—N"4, <—) , L 4.2
f(x) ; sen (—~), = €(0,L) (4.20)
e
g(x) = ; Bn$ sen (?) (4.21)

Portanto, as condicoes iniciais serdo satisfeitas se as séries (4.20) e (4.21) forem as

expansoes de Fourier de f(x) e g(z) em (0, L). Nesse caso,

2 L
A, = 17 /0 f(x)sen (“7%) dx (4.22)
e
9 L
B,=— [ g(z)sen (*%) dx (4.23)

nma Jo
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Disso segue que, a solugdo do problema é dado por (4.18) onde A,, e B,, sdo dados

por (4.22) e (4.23).

O teorema seguinte fornece as condigoes que as fungoes f(x) e g(x) devem satisfazer

para que a fungao u(z,t) dada por (4.18), (4.22) e (4.23) seja de fato solugao do problema.

Teorema 4.1 Suponha que

A) f(x) é duas vezes continuamente derivavel no intervalo (0, L) e satisfaz as condi¢oes

i) f(0)=f(L)=0
ii) f(0) = f'(L)=0
iii) £7(0) = f"(L) =0
iv) f”(x) é continua por partes em (0, L).
B) g(z) é continuamente derivavel em (0, L) e ¢”(z) é continua por partes em (0,L) e
satisfaz
v) g(0)=g(L)=0.

vi) ¢"(x) é continua por partes em (0, L).

Entao, a fungao u(x,t) dada pela série (4.18) é duas vezes continuamente derivavel em
(0, L) x (0,400) e satisfaz a equagdo da onda (4.5), as condi¢oes iniciais e de contorno.
Cada termo da série (4.18) é duas vezes derivavel em z e t e a série converge absoluta e

uniformemente para todo x € [0, L] e t € [0, +00).

Demonstracao: Considere, inicialmente, a integral

A, = %/0 f(z)sen (%) d (4.24)

nm

Como f(x) e sen (%2

x) sao fungoes continuas em (0, L), isso implica que a integral em

(4.24) existe e portanto A, estd bem definido para todon =1,2,3,....
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Usando integracao por partes em (4.24) tem-se

A = % f(z) [*g%ﬂx)] _/OL f'(z) [*Er)] dx (4.25)

L

L L

0

Como f'(x) existe e ¢ continua em (0, L) a relacao (4.25) esta justificada. Usando

A, =7 nw/ f(z cos )d:v

= — f (z) cos (%) du (4.26)

nim

Pode-se integrar por partes a equagao (4.24) mais duas vezes, o que da

= 2L2/ J"(x) cos (%) du. (4.27)

37

Por hipotese f”(z) e f”(x) sdo continua e continua por partes, respectivamente, o

que garante a existéncia da integral em (4.27).

Os coeficientes
2 L
B,=— [ g(z)sen(%z)dz (4.28)

nmwa J,

estao bem definidos visto que g(x) é, por hipotese, continua, o que garante que a integral

em (4.28) existe. Agora, usando integragio por partes duas vezes em (4.28), obtém-se

2L2 L
B, = _—a/ g"(z) sen (“2z) d (4.29)
0

n33

As integracoes por partes estao bem definidas tendo em vista as hipoteses sobre a
fungao g(x).

Seja agora, f(x) a extensdo periodica impar de periodo 2L da funcio f(x), z €
[0, L], no intervalo [—L, L]. A funcdo f(x) é continua em (0,L) e f(0) = f(L) = 0 de
modo que f(z) também é continua em (—L, L) e satisfaz

f(=L) = J(L) = f(0) =
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Em (0, L) tem-se que f'(z) = f'(x) e f"(z) = f"(x) o que mostra que f(z) é duas vezes
continuamente derivavel em (0, L). Em (—L,0), f(z) = —f(—x) e, portanto,

Fla)= -4 A = o),

Logo,
f(@) = f(-2)
pois —z € (0, L). Com isso, f'(z) é continua também em (—L,0). Também tem-se que

Pyl o df’(—flj) d(—flj)
fiw) = d(—x) dx

= (),
Segue entdo que f”(z) é continua em (—L,0).
Conclusio: f(z) é duas vezes continuamente derivavel em (—L,0).

Examina-se, agora, a regularidade de f(z) em z = 0. Tem-se que f(0) = 0 o que
decorre que f(O) = 0. Sabe-se que f(x) é continua em x = 0, portanto, verifica-se que

f'(x) também é continua.

De fato,
lim f'(z) = lim f'(z)=0

z—01 z—0t

T f(x) = lim F(~(~2) = lm ~ () = ~ lim f(-2) =0,
pois —x € (0, L).

Portanto, f'(x) é continua em z = 0.

Para f”(z) tem-se:

lim f"(z) = lim f"(x) =0

z—0t z—0t

lim f"(z) = lim f'(—(—x)) = lim —f"(—z) = — lim f"(—z) =0,

r—0~ rz—0~ z—0— r—0~

pois —z € (0, L). Com isso, f"(x) é continua em x = 0 também.
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O mesmo raciocinio se aplica a anélise da continuidade nos extremos —L e +L.

Sendo assim, obtém-se uma extensao impar f(z) em [—L, L] de maneira que a série

Z A, sen <@) (4.30)
L
n=1
onde
2 [t
= —/ f(z)sen (“7%) dx (4.31)
LJy
converge pontualmente para f(a:) em [—L, L], ja que f(x) satisfaz as condi¢oes do Co-

rolario 3.1 do Teorema de Riemann. Em particular, converge para f(z) em [0, L], pois

f(z) = f(z) em [0, L], entdio

_ iAn sen (”_Z‘C> (4.32)
n=1
onde

= %/0 f(z)sen (%) dx (4.33)

A série (4.32) também converge uniformemente como serd mostrado a seguir. Para

tal serd aplicado o teste M de Weierstrass. Tem-se que

)A sen (”Zx)) < Al (4.34)

Mas, pela equagao (4.27), tem-se

2L2 ///
|AnL| < 33 f ) cos (2£) dx (4.35)
2L2 L
A < / ()] da (430
A integral em (4.36) existe pois f”/(x) é continua por partes, entao faga
L
1 :/ |f" (z)|dx (4.37)
0
onde ¢; é uma constante positiva.
Considere a série Z M., onde
n=1
2L201
M, = (4.38)

n3m3



52

A série
> 2L%¢; = 1
M=y (139
n=1 n=1

é convergente pois

1

¢ a série harmonica de ordem 3 que converge. Logo, pelo Teorema 3.4, a série dada por

(4.32) converge uniformemente em [0, L] para f(x).

Considera-se agora a série

=, . nrwa nwT
nE:1 BHT sen (T) (440)
onde
~ 2 L nmwT
B,=— [ & (—) d 441
ey g(z) sen 7 x (4.41)

Seja g(z) a extensao impar da funcao g(z), x € [0, L], no intervalo [—L, L]. A
fungao g(x) é continua em (0, L) e g(0) = g(L) = 0 de modo que g(x) também é continua

em (—L, L) e satisfaz

Em (0, L) tem-se §'(z) = ¢’(x) o que mostra que g(z) é continuamente derivavel

em (0,L). Em (—L,0), g(x) = —g(—=x) e, portanto,

mas, —z € (0, L), logo

7(x) =g (-x).
Com isso, constata-se que §'(z) é continua em (—L,0). Basta examinar agora a regula-
ridade de g(x) em x = 0. Tem-se g(0) = 0 o que decorre §(0) = 0. Sabe-se que g(z) é

continua em x = 0, portanto verifica-se que §'(x) também é continua.

De fato,

lim §'(z) = lim ¢'(z) =0

n—0t z—0+
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lim §'(z) = lim §'(—(—z)) = lim —§'(—z) = — lim ¢'(—x) =0

z—0~ z—0~ z—0~ z—0~
ja que —z € (0, L).
Portanto, §'(z) é continua em x = 0. Para os extremos do intervalo —L e +L
aplica-se 0 mesmo raciocinio, calculando os limites laterais com © — +L~ e x — —L™T,

mostrando assim que g(x) é continuamente derivavel em (—L,L). Com isso, obtém-se

uma extensao impar §(x), em [—L, L], para a func¢ao g(z), de maneira que a série

=\ - nTa nma
BT o (17 L2
; 7sen (7 (4.42)
com
N 2 L
B,=—= | g nrz) g 4.43
2] awysen () e (4.43)

converge absolutamente para g(x) em (—L, L), pois g(x) satisfaz as condi¢oes do Corolario
3.1 do Teorema de Riemann. Em particular a série converge para g(x) em [0, L], pois

g(z) = g(x) em [0, L], entdo

g(z) = ;Bn? sen (nLL:c> (4.44)
onde
9 (L
B, = nrz) g 4.45
2 [ atysen (252) o (4.45)

A série (4.44) também converge uniformemente como serda mostrado a seguir.

Usando o teste M de Weierstrass tem-se

nra nmx nma
< |B,—— :
’B"L en(L)’\’B"L (4.46)
mas, por (4.29),
nra nra [ —2L> [*
‘T -B,| = 7 (n37r3a /0 9" (x) sen (%7£) da:) (4.47)
nwa —2L| [+,
‘T' Bn‘ | | ¢" (2)|de. (4.48)
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Tome,
L
cy = / 9" (z)|dz (4.49)
0
logo
nma 2L

onde ¢, € uma constante positiva. Note também que a integral em (4.49) esta bem definida

pois ¢”(x) é continua por partes, por hipotese.

Entao, seja
2LCQ
M, = = (4.51)
A série
- 2Lcy = 1
Z M= 2 n?
n=1 n=1
é convergente pois a série
[e.e]
1
n2
n=1 n

é a série harmonica de ordem 2, que é convergente. Logo, pelo Teorema 3.4, a série dada

por (4.44) converge uniformemente para g(z).

Considere agora a série (4.18) com A,, e B,, dados por (4.22) e (4.23), satisfazendo
as desigualdades (4.36) e (4.48), respectivamente. Seja u,(z,t) o n-ésimo termo da série

(4.18). Com isso

lun| < |A,| + | Byl (4.52)

2%, 2L’
a @_% (4.53)

< _ =
n3w3  ndwda nd

onde ¢c3 = %2 (cl + %2)

A série

i M, (4.54)

C3 o - . .

onde M,, = — converge, pois ¢ uma série harmonica de ordem 3. Com isso, pelo teste
n

M de Weierstrass, a série (4.18) converge uniformemente e absolutamente para a funcao

u(z,t) em [0, L] x [0, 4+00).
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A fungao u(x,t) é continua nesse dominio pois as fung¢oes wu,(z,t) sdo continuas

em [0, L] x [0,400), 0 que & garantido pelo Teorema 3.1.

Considere, agora, as séries

3 88“" (1) (4.55)

n=1 v
e
=, du,,
t 4.56
> G (4.56)
onde
ou, nrw A nmat B nmat (mrx ) (4.57)
= — 11 I .
B 7 |Ancos | — 5 Se 7 cos (—
e
ou nmra nmrat nmat nmr
ol B, T
By 7 [ sen< 7 )+ cos( 7 )] sen { — (4.58)
Note que as fungoes u,(z,t) sdo continuas e derivaveis em relacao a x e t.

Observe que

ou, t t
;x < % A, cos <n72a ) + B, sen (m;a )' : ‘cos (%)‘ (4.59)
nm
nwocz
PR R | 4,
L n?® n? (4.60)
onde
&= Ze,
3 L .
E também,
ou nmwa nmwat nmat nmwY
nl DTN Q B, ) (—)) 461
5 7 sen(L>—|— COS(L)‘ sen { — (4.61)
nra
nwa ¢z Csa
L R T 4.62
L n3 n? (4.62)
c csa
As séries com M,, = — e M = —— a0 séries harmonicas de ordem 2, portanto
n o

sao convergentes. Pelo teste M de Weierstrass, as séries (4.55) e (4.56) convergem absoluta

. u  Ou )
e uniformemente para — e —, respectivamente, pelo Teorema 3.3.

Oox Ot
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Procedendo de modo analogo para

= 9?u,, =, —n2r? nrat nrat nrx
Z 8,’,52 (,’,U,t) - L2 [An COS ( I ) —+ Bn sen < I ):| sen (T) (463)

n=1 n=1

2

> 82un =, —n?ra? nmat nmat nmwx
Z 50 (x,t) = ZT {Ancos( 7 ) + B, sen( 7 )] sen <T) (4.64)

n=1 n=1

pode-se mostrar que u € ¢*[(0, L) x (0,+00)]. Portanto, as séries (4.63) e (4.64) conver-
*u *u
022 o
0*u 0*u

— com —,
Ox? ot?

gem para as fun¢oes continuas respectivamente.

Comparando tem-se a seguinte relacao:

Pu 0%

A seguir, serd provada a unicidade da solugdo do problema dado pelas equagoes (4.5),

(4.6), (4.7) e (4.8).

4.3 Unicidade de Solucao

Para demonstrar a unicidade da solu¢ao u(zx,t), suponha que existem duas fungoes
u(z,t) e v(z,t) que sdo solugdes do problema dado pelas equagoes (4.5), (4.6), (4.7) e
(4.8). Além disso, considere a funcao w(z,t) = u(z,t) —v(x,t). Esta fungao é solugao do

problema seguinte:

Pw 0w
0
wy(,0) = 8—‘;(95,0) =0, 0<z<L (4.67)
w(0,t) =w(L,t) =0, t>0 (4.68)
Considere, agora, a seguinte funcao

1 L

e(t) = 5/ (w? + a*w?)dx (4.69)
0

chamada de func¢ao energia da corda.
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Vamos mostrar que a derivada de (4.69) é zero, ou seja, a fungao €(t) é constante.

De fato,
de 1 [
d_zet — 5/ (Quywy + 2a*Wwew, )dx
0

L
= q? / (W Wy + WyWyy)dx
0
L
:az/ (wywy) dx
0
L

=0,
0

= az(wth)

pois w(0,t) = wy(L,t) = 0.
Entao, pelo fato de €(t) possuir derivada nula é uma fungao constante.
Como €(0) = 0, tem-se que €(t) = 0, para todo ¢t > 0, ou seja,
ow\> , (Ow)’
“ 7Y —o
( o ) o <8a:) |

para0 <z < L, t>0.

Entao,
ow
— =0
ot
e
ow
e 0

(4.70)

(4.71)

(4.72)

Logo, pode-se concluir que w(z,t) é constante em relagdo a x e ¢, para todo x €

[0,L] e t > 0. Impondo a condigao inicial w(x,0) = 0, segue que w(x,t) = 0 para todo

rel0,L]et>0.

Portanto,

0 que prova que a solucao é tnica.
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4.4 Harmonicos, Freqiiéncia e Amplitude

Considere as fungoes

U (z,t) = [An coS ("’zat) + B, sen (”Tt)} sen (%) (4.73)
que sao solugoes da equagao da onda (4.5) e que satisfazem as condigoes de fronteira

u(0,t) = u(L,t) = 0.

Essas fungoes u,(x,t) sao chamadas ondas estaciondrias.

Para todo x, tal que

tem-se

sen (”—Z””) = 0.
Portanto, conclui-se que esses pontos permanecem parados se a vibracao da corda for
descrita por u,(x,t). Tais pontos sao chamados de nds da corda estacionaria. Os pontos
meédios entre dois nos consecutivos sao os ventres ou antinds. O comprimento de onda
é denotado pelo dobro da distancia entre dois nos consecutivos, logo pode-se calcular o
comprimento da onda estacionaria da seguinte forma:

2L
A= —.
n

Fazendo uma mudanca de coordenadas em (4.73), de maneira que

a, =/ A2 + B2

0, = arctan (g—:)

pode-se escrever u,(z,t) da seguinte forma:

un(x,t) = ay, sen ("’zat + 9n) sen (%) (4.74)
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onde 6,, é chamado de fase.

Da equagao (4.74) percebe-se também que para cada t fixado, o perfil da corda é

descrito por uma senéide. Para cada valor de ¢, onde ¢t é dado por

L )

tz—(k——"), k=0,1,2,...

na T

a corda passa pela posicao de equilibrio.
u
Nesses instantes a velocidade da corda —— é maxima. Para os valores de ¢ onde
sen [("”T“t) + Gn] ==+1,

a corda tem seus deslocamentos maximos em relacao a posicao de equilibrio, e nesses

instantes sua velocidade é zero.

Os movimentos de cada ponto x da corda obedece uma sendide de amplitude

oy, SEN (%)

a qual possui periodo

2 2L
Tn n:c-u -
|T‘ na
e freqiiéncia
na
=T, = —.
/ " 2L

Com isso, percebe-se que a freqiiéncia do n-ésimo harmoénico é miltipla da freqiién-
cia fundamental



Capitulo 5

Solucao de D’Alambert

5.1 Solucao da Equacao da Onda por D’Alambert

A solucao de D’Alambert é obtida mediante uma mudanca de variaveis na equagao

Pu 5 0%u

o (5.1)

com o intuito de simplifica-la. Para tal considere novas variaveis:
e =ar+ [t

n = yx + ot
em que

a-d—0-v#0 (5.2)

Derivando a funcao u obtém-se:

Ou_Ou O Ou On_ Ou_ _ Ou
r  0e or on or " ae ! on

Pu 5, Pu 0*u , 0%u
PR R W W A v
ou ou ou
a Pt g,

60
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Pu o, 0u 0*u 0*u
gu 245 - 2. o
gz~ gz T2 T B

Substituindo em (5.1):

0u 0*u 0*u 0*u
20 207U o o 2
5 e 502_“ (O‘ g2 T2 g0, T an2>
0*u 0*u 0*u
2 2 9 2 2 2 2 _
(8% — a*a )a 5 +2(86 —a ow)agan + (6% —a™y )8772 0 (5.3)

Porém, a equagao (5.3) se simplifica fazendo
32— a%a? =0
6% —a*y? =0 (5.4)

desde que
B6 — a*ay # 0. (5.5)

De fato (5.5) é valida, pois de (5.4) segue que
0 = tax e 0 = tay.

Escolhendo convenientemente

e substituindo em (5.3) tem-se

ad— Py #0
a(—ay) —aay #0
—2aay # 0
ay #0
uma vez que a # 0.

Com isso,

B — a*ary = aa(—ay) — a*ay = —2a*ay # 0.
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Para a = 7y = 1, conclui-se que a equagao (5.3) é escrita na forma

0%u
— 2 —
4da B20n 0
ou melhor,
2
0°u _0
0e0n
Logo,
0 (0Ou ou
Portanto,
ulen) = [ O(s)ds +i(o)
0
ou ainda,

u(e,n) = h(e) +i(n)

com h e i funcoes de classe C? quaisquer. Com isso, a solucao de D’Alambert é dada por
u(x,t) = h(z + at) +i(x — at). (5.6)

Essa solugao é a solugdo geral da equagao (5.1), ou seja, dadas duas funcoes quaisquer h

e i, de classe C?, a fungao (5.6) é solugao da equagao da onda (5.1).

Observacao 5.1 A solugao (4.18) deve ser da forma da (5.6) uma vez que (4.18) é solugao

da equacao da onda. Isso pode ser verificado usando as identidades trigonométricas
1
senacosb = 3 [sen(a + b) + sen(a — b)]

1
senasenb = 3 [cos(a — b) — cos(a + b)]

na equagao (4.18). Obtemos que u(z,t) ¢ da forma da (5.6) com

1 o0
h(x + at) = 5 Z [a, sen 22 (z + at) — by, cos 2 (x + at)]
n=1
e
1 [e.e]
i(r —at) = 3 Z [a,, sen 2% (x — at) — b, cos “F (z — at)]

1

S
I
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No que segue, vamos estudar o problema de Cauchy para a equagao (5.1), isto &,

a equagao (5.1) impde-se apenas condigoes iniciais:

Pu_ 0
o2 Ox2
u(z,0) = f(x)

uy(x,0) = g(x).

onde —o0o < ¥ < 400, —00 < t < +o0, f(x) de classe C? e g(z) de classe C*.

(5.7)

(5.8)

Diz-se que o problema de Cauchy é bem proposto quando as seguintes condigoes

sao satisfeitas:
i) existe solugao;
ii) ha unicidade de solugao;

iii) ha dependéncia continua dos dados iniciais f(z) e g(z).

A terceira hipotese do problema de Cauchy consiste em saber se as solu¢oes do

problema variarao pouco quando os dados sofrem pequenas modificagoes.

De (5.6) e (5.7) obtém-se:
u(z,0) = h(z) +i(z) = f(z)
ue(x,0) = ah'(z) — ai'(z) = g(x)
Supondo-se f(x) de classe C? e g(z) de classe C* conclui-se

h(x) +i(x) = f(x)

hz) —i(x) = [ g(s)ds+ K
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Resolvendo o sistema encontra-se

1 r K
it@) = 30) = 52 | als)is =5

Logo, o

h(x+at):—f(:v+at)+%/ g(s)ds+%;

0
0

i(x —at) = =f(x —at) + % x_atg(s)ds — %

Entao,
W@, t) = 2[f(z + at) + flz — at)] + — /Wt (s)ds (5.9)
’ 2 2a r—at g .

que é conhecida como solucao de D’Alambert para o problema de Cauchy.

Quanto a existéncia de solucao é imediata pois uma solucao possivel esta expressa

m (5.9). A unicidade também ¢ imediata.

Seja v(x,t) outra solugdo. Entao, w(x,t) = u(z,t) — v(z,t) é solu¢do do problema

de Cauchy
92 2
Fw _ 0w
ot? Ox?
w(z,0) =0

wy(x,0) =0

A solugao deste problema ¢ da forma da equagao (5.9) com f(x) = 0 e g(z) = 0. Portanto,

w(x,t) =0, logo u = v.

Para mostrar a dependéncia continua dos dados iniciais, considere wug, u; e vg, v1
dois pares de dados iniciais, aos quais correspondem as solugoes u(z,t) e v(x,t), portanto
de (5.8) obtém-se

1 1
lu(x,t) —v(z,t)] < §\u0(x + at) — vo(z + at)| + é\uo(az —at) — vo(x — at)|+

1 xr+at

+ — lui(s) — vi(s)lds.

QCL r—at

Mas note que, para todo € > 0, existe § tal que, se |ug(x,t) — vi(x,t)] < J, entao

lu(z,t) —v(x,t)| < e.
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Portanto,
1) — (@, )] < 26+ 25+ L2075
z,t) —v(x,t)| < 20 + 2§ + —2aT%.
TR EIS 50T T
lu(z,t) —v(z,t)| < (T + 1)0.
Dado ¢ > 0, tome § = L, entdao |u(x,t) — v(z,t)] < € para todo x € R e

14T
0 <t < T sempre que

|Uk([l§',t)—vk($,t)| <5a k:()a]-a
o que mostra que ha dependéncia continua dos dados iniciais.

Exemplo 5.1 Considere o problema de Cauchy

Pu 0%

w20$ x,te(—oo,—l—oo)
(@0.0)= 5o = fla) ¥
e 2+1 v v
ou
M. 0)=glr)=0 v
O grafico da fungao f(z) é: f(x)

O maior valor de f ocorre quando x = 0, pois nesse ponto o denominador tem o

seu maior valor.

Nesse exemplo, a solucao de D’Alembert é

u(z,t) = %f(:c+ct)+%f(x—ct)
1 1
(x+ct)?+1 - (x—ct)2+1
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A solucao é uma superposicao de duas ondas

2 2

f(x+ct):m e f(x—ct):m

que podem ser interpretadas individualmente como ondas progressivas propagando-se para
a esquerda e a direita, respectivamente.
A fungao u(z,t) € maxima nos pontos z = +ct onde seu valor é

1

et t) =14 ——
u(Eet t) =1+ 557

No passado distante e no futuro distante ,,,, = 1.

Num instante ¢t; < O:

Num instante posterior ty < 0, to > t1 (|t2] < [t1]), temos que 1 + (4c*2 + 1)~ >

1+ (4¢3 + 1) e os picos estao mais proximos:
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No instante t3 = 0, u(x,0) =

x2+1:

Posteriormente, os picos se afastam novamente em direcoes contrarias:
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