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INTRODUCAO

Apresentar uma forma dindmica para lecionar trigonometria no ensino médio. Foi esta
uma das principais motivacoes para a elaboracao deste trabalho. Buscamos elaborar um
material a ser utilizado por professores do ensino médio no ensino de trigonometria que nao
dependa apenas de livros didédticos mas que contemple o uso de recursos computacionais.

Indo de encontro com o que sugere os PCN'‘s, procuramos também relacionar algumas
dreas da matemadtica como trigonometria, geometria e funcoes.

Usamos como ferramenta para a construcao das figuras que aqui serao apresentadas o
software GeoGebra! e incentivamos seu uso por ser este um software livre e de facil acesso
para escolas e alunos.

Destacamos que intuito deste trabalho nao é ensinar a trabalhar com o software Ge-
oGebra, nem tao pouco ensinar trigonometria a quem a desconhece, pois como jd enfa-
tizamos, este trabalho é direcionado a docentes de matemética.O leitor precisa conhecer,
saber como trabalhar como o GeoGebra para conseguir acompanhar os passos das con-
strucoes que serao apresentadas, uma vez que descreveremos esses passos sem muitos
detalhes. Sobre o GeoGebra apenas apresentaremos alguns dos icones mais utilizados na
construgao das figuras contidas neste trabalho.

O presente trabalho divide-se da seguinte forma:

Primeiramente, existe um texto contendo algumas sugestoes dos PCN‘s para o ensino
de matemédtica no ensino e relacionando estas sugestoes com o conteiddo aqui abordado.

A seguir, apresentamos as construcoes referentes ao ensino das razoes trigonométricas
no ciclo, seguido das construcoes que visam verificar as reducoes ao primeiro quadrante.

Por fim, sao apresentados os graficos das fungoes trigonométricas e alguns exemplos
de variacoes desses gréficos.

Para que o leitor tenha um melhor acompanhamento do trabalho e das propriedades
que podem ser verificadas nas figuras, deixamos em anexo um cd contendo todas as figuras

inseridas no texto que devem ser abertas no programa.

1 Ao leitor que ndo possui afinidade com o programa, sugerimos a leitura da referéncia bibliografica
numero 7. O download do programa pode ser feito no site www.geogebra.com.br
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Capitulo 1

Sobre o PCN e o GeoGebra

1.1 Sugestoes do PCN para o ensino de Matematica

Os trechos a seguir fazem parte do texto "Conhecimentos de Matematica'"contido no PCN

Ensino Médio, volume 3'.

"o compreender os conceitos, procedimentos e estratégias matemdticas que permitam
a ele desenvolver estudos posteriores e adquirir uma formacgao cientifica geral;
e promover a realizacao pessoal mediante o sentimento de sequranc¢a em relagao as

suas capacidades matemdticas,(...)"

"0 ensino isolado desse tema (fungdes) nao permite a exploragdo do cardter integrador
que ele possui. Devemos observar que uma parte importante da Trigonometria diz respeito

as fungoes trigonométricas e seus graficos.”

"Outro tema que exemplifica a relacdo da aprendizagem de Matemdtica com o desen-
volvimento de habilidades e competéncias é a Trigonometria, desde que seu estudo esteja
ligado as aplicacoes, evitando-se o investimento excessivo no cdlculo algébrico das identi-
dades e equagoes para enfatizar os aspectos importantes das fungoes trigonométricas e da
andlise de seus grificos. Fspecialmente para o individuo que nao prossequird seus estudos
nas carreiras exatas, o que se deve ser assequrado sdo as aplicacées da Trigonometria na

resolucdo de problemas(...)"

Ao mesmo tempo que o PCN propoe que o ensino de matemética se dé através de prob-
lemas e aplicagoes "(...) o que se deve ser assequrado sao as aplicagées da Trigonometria
na resolugcdo de problemas(...)", nos sugere também que o ensino de matemdtica nao
deve ignorar a formalizagao, pois tem como um de seus objetivos, levar o aluno a "(...)

valorizar a precisao da linguagem e as demonstragoes em Matemdtica;"

' Referéncia bibliografica n° 2.
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Acreditamos também que a formalizagao dos contelidos deve sempre existir, pois nao
é possivel a um aluno ter "seguranca em relacao as suas capacidades matematicas" se
nao compreender as defini¢oes que precisa utilizar. Aplicar os contelidos matematicos em
problemas reais para dar-lhes maior significado é sim de extrema importéncia, mas nao
podemos considerar irrelevante o estudo e a compreensao da origem de férmulas e valores
estabelecidos como os das razoes trigonométricas, por exemplo.

Num dos trechos acima lemos que nao devemos investir em cédlculos repetitivos e sim
na andlise e compreensao dos conteidos. No trabalho que aqui serd apresentado isso
se verifica, pois o aluno nao se prenderd em fazer cdlculos mas em perceber de onde se
originam os valores das razoes trigonométricas, focalizando as construgoes dessas razoes
e analizando os valores algébricos apresentados pelo programa.

No que se refere as reducoes ao primeiro quadrante, o aluno nao se limitard a decorar
férmulas, pois terd a possibilidade de compreender como sao deduzidas as relagoes exis-
tentes entre os valores de seno, cosseno e tangente de d&ngulos do primeiro quadrante com
os valores dessas mesmas razoes em angulos pertencentes a outros quadrantes.

Em alguns momentos o PCN cita a importancia do estudo de fungoes e d4 andlise de
seus graficos, o que aqui é bastante valorizado, uma vez que as construgoes referentes aos
graficos das funcoes trigonométricas sao elaborados de forma a facilitar esta andlise por
parte dos estudantes. O PCN destaca também a importancia da conexao entre contelidos
matemdticos distintos. Como jé citamos na introducao, o trabalho foi estruturado de

modo a valorizar esta conexao.
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1.2 Principais icones do GeoGebra utilizados nas con-

strucoes

O programa GeoGebra trabalha com diversas definigoes matematicas e dispoe de duas
opgoes de interagao com o programa: a janela geométrica e a janela algébrica, que podem
ser apresentadas simultaneamente permitindo ao estudante relacionar as informacoes que
aparecem nas duas. Existe também a opcao de esconder uma das janelas e trabalhar
apenas com a que for mais conveniente no momento do estudo. O GeoGebra apresenta
duas opcoes de trabalho para estudantes que possuam niveis distintos de conhecimento,
sendo elas os icones e o campo de entrada. Os icones apresentam entre outras alternativas,
diversas opgoes de conceitos de geometria, enquanto com o campo de entrada podemos
definir coordenadas de pontos, grificos de fungoes, construir retas definindo suas equagoes
etc.

A seguir, apresentaremos os icones do GeoGebra mais utilizados nas construgoes que

aqui serao expostas:

(&, GeoGebra

Arquiva Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda

LA ol 4] e 2]

~) Objet A
longt 7 Nwapeno

Hovo ponto
Clique na érea detrabalho ou reta

%
)

6

L*" Ponto médio ou centro

"Intersecao de dois objetos". Marca um ponto de-

pendente dos dois objetos selecionados. Foi utilizado em todas as contrugoes.

[# GeoGebra
Arquivo EditarExibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

. . Novo pont
kv Tl B @,‘ 4 o ABCV‘ %'V GlpBm AEebicEaE

|1 Objetos livres

|1 Objetos depe.
* Segments definido porcois porios
" Segmento com dado cornprimenta a parr de um ponta
" Semi-reta definida por dois panios
7 Vetor definiclo por dois pontos
77 Vetor a parirde um pont
o poligone
170» poligona reguiar HR t d ﬁ 'd d 3 t n T t d

eta dellnida por dois pontos'. raca um reta de-

pendente de dois pontos. Podemos alterar sua espessura, sua cor, seu estilo etc.
ceotebea

¥ GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opgiies Ferramentas Jansla Ajuda

([

[ Objetos liwes
|1 objetos depe

Novo ponto
Clique na drea de trabalho ou reta

ABC ” &

o] 4]

" Reta gefiniga por dois pontos

.
)

" Segmenta definido por dois pontos

7 Begments com dado campriments a patir de um pontn

ta definida por dois pontos

[ —

//' Vetor a parti de um ponto

e Poligono
v

17 Poligons regular

: . "Semi reta definida por dois pontos". Para definir um

semi-reta também precisamos que dois pontos sejam definidos anteriormente. Também

permite alteracoes cor, espessura, etc. Foi utilizado nas construgoes referentes as redugoes.
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Arquivo Editar Exibir Opgfes Femamentas Janela

x| AAL @<l

] £l
|1 Objetos livres
=) Onjetos dspe " Reta defiida por dois portos

Reta definida por dois pontos

Ajuda
o* | aBC
. V| g Dois pontos

‘i‘v

o Segmento com dado compriments a parir de um ponts

" Semireta definida por dois pontos

7 Vetor definido por dois pontos

/; Vetora partir de urm ponto

e/ Poligono
.

1 Poligono regular

"Segmento definido por dois pontos". O icone refer-
ente ao segmento de reta funciona de forma semelhante aos icones da reta e da semi-reta.

Utilizado e todas as construcoes.

[ Ovjetes ires
[ Objetos dependentes.

2] LA 4

&3 cbrica defiioa porcinco pontos

—  "Circulo dados centro e raio". Para a contrucao dos

ciclos utilizamos este icone para que pudessemos definir o raio unitério.

[#jGeoGebra
Arub Editar Esibir Opgées Feramentas Janela Ajuda

] LA o

e 4
|1 Objetos lires El -(f" .
|| Objetos dependentes LD

A
°
2|

%
=

Angulo
Trés pontos ou duas retas

L3

2|

ABC
e

2™~ Distancia ou comprimento
o Area
/ Inclinagdn

=22 Seletor

# live a caixa para exihiriescander abjeta

& Lugar geamtrico

" Angulo com amplitude fixa". Utilizado na construcio
de todos os angulos, pois permite que o valor do dngulo dependa de outro objeto pré
definido.

[, GeaGebra
Arquive Editar Exiblr Opgles Ferramentas Janela Ajuda

A e Wlasc) Reta perpendicular
lgv ot ,{lg @v -{L.‘7 < ‘$‘V Ponto e reta perpendicular
Objetos lires * _ Reta perpendicular °

~) Objstos dependentss_——

ela
>< Mediatriz
4
.(‘ Bissetriz

B
‘_O Tangentes

Q) Reta polar ou diametral

- "Reta paralela". Bastante utilizado nas construcoes

para tracar retas paralelas aos eixos.

' GeoGebra
AmcuivoEdtar Exibir Opgdes Feramentas Janela Ajuda

13 5 o P i

] Obietos lies * «° Reflexéo com relago & um ponto
~1 Objetos dependentes . i P

g | Reflexdo comrelagio a um ponto
| Obieto para reflexdo, depois 0 panta ceniral

A
°
el

2>+ Girar em toma de um porto por um &ngulo

*_w Transladar por um vetor

_; * Homotetia de um ponto por um fator

i "Reflexao com relacao a uma reta". Faz a reflexao

de um ponto em relacao a uma reta. Utilizado nas construgoes referentes as redugoes.
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#]GeoGebra
Amuivo  Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda

A Inserir texto
o
B

2|l o] 4]k«

| |
1 Obijetns livies. «}» Desincareios

) Ohjetas dependentes

.
)

& Arpliar

A A\ Bxibiresconder rtulo

<f Copiarestilo visual

/. Apagar objetos

esconder objetos que apenas auxiliam

Cligue na rea de trabalho ou ponta para

"Exibir/esconder objeto". Bastante utilizado para

nas construgoes mas que nao devem aparecer.



Capitulo 2

Trigonometria no Ciclo - Razoes e

Reducoes

Alguns livros diddticos iniciam o ensino de trigonometria apresentando problemas que
envolvem situagoes reais como subida de ladeiras, cédlculo de altura de prédios, drvores,
altura de um aviao em relacao ao chao apés determinado tempo de vbo, entre outras.
Essas situacoes podem ser representadas geometricamente por tridngulos retangulos e
envolvem medidas de seus lados e dngulos. Essa interpretagao geométrica que utiliza
triAngulos retangulos, d4 inicio ao estudo de trigonometria e necessita das defini¢oes de
seno, cosseno e tangente.

No ensino fundamental, o estudo de trigonometria se restringe a trabalhar com valores
de seno, cosseno e tangente para angulos agudos e utiliza semelhanca de tridngulos para
construir as definicoes dessas trés razoes trigonométricas. A figura 2.1 nos dd4 uma nogao
de como sao construidos os tridngulos em livros diddticos para o inicio do ensino de

trigonometria.

Nosso estudo, no entanto, serd voltado ao ensino de trigonometria para o ensino médio,
onde se deixa de trabalhar com tridngulos retdngulos e passa-se a estudar a trigonometria
no ciclo trigonométrico. Nessa etapa do ensino surgem mais trés razoes trigonométricas,
sendo elas secante, cossecante e cotangente. Com o auxilio do ciclo trigonométrico pas-
samos a calcular os valores dessas seis razoes trigonométricas para um angulo S qualquer.

A figura 2.1 foi construida com o auxilio do software computacional livre GeoGebra
que permite que se possa variar suas dimensoes, preservando suas propriedades.

O presente trabalho se baseia em construcoes feitas neste software que visam auxiliar
o ensino de trigonometria, bem como o de fungoes trigonométricas. Essas construcoes,
quando inseridas no ambiente do programa possuem movimento e o estudante pode obser-
var o que ocorre com as razoes trigonométricas e com o grifico de suas funcgoes & medida

que o angulo varia. Todas as construcoes podem ser feitas pelo aluno, pois utilizam con-
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Eﬁenﬁehra - tales.ggbh

Arguivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda

2] AL <)

7 i
4 Ohjetas livres *
----- 2 R=(-2,-8)
----- 3 B=(11.67, 5)
----- @ C=(3.5,5)
----- @ D=(11.67,-2.13)
----- @ E={17.37,-5)
|1 Objetos dependentes
4 Ohjetos auxiliares
----- # adjacente = B.17
----- & hipotenusa = 8.66

L]
L]
L]

\

e

Mover
Arraste um objeto selecionada

A
L]

XX

7

ABC
i

7

hipotenusa = 8.66 487

----- & oposto =287 (
..... 2 o =00 o ¥ 2
_____ P B = 10,34 adjacente =817 1387 E

Figura 2.1: Trigonometria no triangulo retangulo

ceitos bédsicos de geometria como pontos, retas paralelas ou perpendiculares, segmento de
reta, circunferéncia com raio definido, entre outros.

Ao longo do trabalho falaremos um pouco sobre os passos das contrucoes, porém
no anexo deste encontra-se o "protocolo de construgao"de todas as figuras que serao
aqui apresentadas. O protocolo de construcao apenas nao mostra os passos referentes
a alteragoes como mudanca de cor, de espessura de linha, esconder e mostrar rétulos,
etc. Estas alteragoes sao feitas clicando com o botao direito do mouse sobre o objeto

(reta, circunferéncia, segmento etc.) e selecionando a opgao "propriedades". La o leitor

encontrard essas e outras opcoes de alteragoes que podem ser feitas nos objetos.

2.1 As razoes trigonométricas no ciclo

Sabemos que o ciclo trigonométrico é uma circunferéncia de raio unitério, com centro na
origem do plano cartesiano e com sentido anti-horario de rotacgao.

Nesta secao serao apresentadas as razoes trigonométricas no ciclo trigonométrico, onde
poderao ser verificados os valores dessas razoes para um angulo qualquer, tanto na sua
representacao algébrica quanto na geométrica. Essas razoes serao apresentadas através
da construcao do ciclo trigonométrico no software GeoGebra. O estudante pode inter-
agir com a figura fazendo variar o dngulo e assim encontrar os valores das suas razoes

trigonométricas bem como visualizar os segmentos que representam essas razoes.
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As construgoes possuem um objeto livre denominado a que foi construido através do
campo de entrada da seguinte forma: digitamos no campo de entrada o = 360° a aperta-
mos enter. Dessa forma « aparecerd na janela algébrica. Com o botao direito do mouse
clicamos sobre o, uma janela se abrird. Selecionamos entao a opcao "propriedades"e outra
janela se abrird. Nesta segunda janela selecione a opgao "seletor"e aparecerd uma opgao
chamada "intervalo", que permiti que facamos com que « seja um intervalo e nao mais
apenas um nimero. Nesta janela "seletor"definimos o minimo como 0° e 0 maximo como
360°. Dessa forma « serd um intervalo que ird variar entre 0 e 360°. Em algumas figuras
« varia entre —27 e 27. Neste caso a construcao é andloga ao caso onde « varia entre 0
e 360°, porém ao definirmos « no campo de entrada fazemos a = —2pi.

Novamente clicando com o botao direito sobre « e escolhendo a op¢ao "propriedades"se
abrird uma janela e a opgao a ser selecionada agora ¢ "incremento". Foi devido a esta
opgao que optamos pela construcao de . Ja voltaremos a falar sobre esta opcao.

Como « foi definido como um intervalo, ou seja, pode variar, todos os angulos que
foram contruidos nas figuras foram definidos de forma a dependerem do valor de «, isto é,
os angulos variam na medida que fazemos a variar. Utilizando a op¢ao "incremento' citada
acima, definimos como serd essa variacao, isto €, podemos definir se « ird variar de 1° em
1°,0,1° em 0,1°, etc. Como o valor do 4ngulo depende do valor de o podemos decidir com
que precisao os angulos das figuras irao variar. E foi por essa razao que decidimos contruir
« em todas as figuras e por isso tambném utilizamos o icone "angulo com amplitude fixa".
Este icone permite que o valor do dngulo dependa do valor de outro objeto, no nosso caso,
de a. Ao mover o ponto sobre « fazemos o dngulo § variar e ao mesmo tempo variam os
valores na janela algébrica.

Todas as construgoes desta secao do trabalho se dao da mesma forma até a marcagao
do angulo, a partir de entao cada razao tem suas particularidades que serao comentadas
quando estivermos falando sobre elas.

Nos textos que falam sobre cada uma das figuras em diversos momentos nos referimos
aos eixos das abcissas e das ordenadas ou ao eixo x e ao eixo y. O eixo das abcissas, também
denominada eixo x é reta horizontal numerada que aparecerd em todas as figuras e o eixo
das ordenadas, também denominado eixo y, é a reta vertical numerada que também

aparecerd em todas as figuras. Como sabemos, os eixos x e y sao perpendiculares.

2.1.1 Seno e Cosseno

Um ponto M sobre o ciclo trigonométrico define um angulo § através do segmento que
liga os pontos (0,0) e (1,0) e o segmento que liga M ao ponto(0, 0). Os valores de cosseno
e seno de 3 serao respectivamente a primeira e a segunda coordenada de M.

As projecgoes desse ponto sobre os eixos coordenados definem os segmentos que rep-

resentam geometricamente o cosseno e o seno do angulo em questao. Conforme ilustra a
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figura 2.2, 0 segmento AM’ é a representacao geométrica do cosseno e o segmento AM" é a
representacao do seno. Na medida que se faz o angulo [ variar, pode-se verificar na figura
os valores de seno e cosseno do angulo em questao, tanto no ciclo (janela geométrica),
como na janela algébrica, de maneira que o aluno pode relacionar as duas formas de
linguagens matemadtica analisando seus valores e sinais.

A construcao do ciclo que apresenta as razoes seno e cosseno se deu da seguinte forma:
ap6s ser definido o angulo com o ponto M, traca-se paralelas aos eixos passando por este
ponto e entao marcamos os pontos M’ e M”. Sobre os eixos construimos os segmentos A M’

e AM” e utilizando a opgao propriedades destacamos esses segmentos e 0os renomeamos.

Eﬁeuﬁehra - seno_cos.qgh

Argquivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda

R o™ | O) |1 %

| 7|
_4 Objetos livres %
@ a=218° 0= 218"
|| Ohjetos dependentes
4 Ohjetos ausiliares
= () cossenof = -0.70
J senop = -0.62
L (@ ﬂ = 218"

L]
-
L]

.
e

A

Mover
L ]

Arraste um ohjeto selecionado (Esc)

ABC
i

‘$’T¢'

Figura 2.2: Seno e Cosseno
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2.1.2 Tangente

Como sabemos, a tangente de um angulo  é definida como a razao entre os valores de
seno e cosseno de 3 (para cosseno de 3 diferente de zero). O segmento CB da figura
2.3 é a representagao geométrica da tangente no ciclo trigonométrico. Quando fazemos
o angulo [ variar, a figura nos mostra o valor da tangente desse angulo, tanto na forma
algébrica como na geométrica, permitindo assim que o estudante verifique a relacao do
valor da tangente com os valores de seno e cosseno.

Para construir o ciclo que representard a tangente apenas fazemos alguns acréscimos
na figura 2.2. Tracamos uma reta tangente a circunferéncia passando pelo ponto B
chamado eixo das tangentes e outra sobre o raio AM da circunferéncia. Um ponto deve
ser marcado na intersecao dessas retas definindo assim o segmento que representard a

tangente, como vemos na figura 2.3.

Eﬁenﬁehra - tagente_final.ggh

Arguivo  Editar  Exibir  Opgdes  Ferramentas  Janela  Ajuda

R E G EEEE

| 57
_4 Ohjetos livres *
o=236" C

.
e

A
L]

Mover
Arraste um objeto selecionado (Esc)

L]
L]
5%

L]
|

@ u=236°

| ] Ohjetas dependentes
_4 Ohjetos ausliares

¢ O cossenop = -0.56
b O senof = -0.83

' tangentep = 1.48
3 B=236° top

Figura 2.3: Tangente
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2.1.3 Cotangente

A cotangente de um angulo  é definida como a razao entre os valores de cosseno e seno
de B (para seno [ diferente de zero). O segmento F'G da figura 2.4 é a representagao
geométrica da cotangente de 5. Ao fazermos o dngulo variar, podemos observar a cotan-
gente de um angulo qualquer tanto na sua representacao algébrica como na geométrica,
permitindo ao estudante associar as informagoes das duas janelas e perceber a relacao dos
valores da cotangente com os valores do cosseno e do seno, como nos mostra a figura 2.4.

A construcao da figura 2.4 se d4 de forma semelhante a da figura 2.3, porém o eixo
das tangentes é paralelo ao eixo y, enquanto o eixo das cotangentes, que passa pelo ponto
F, é paralelo ao eixo x. Como o programa possui opcoes de construcao de retas paralelas

e de retas perpendiculares, as duas opcoes podem ser exploradas.

Eﬁeuﬁehra - cotg0109.ggb
Arquiva  Editar Exibir Opedes  Ferramentas Janela  Ajuda

[z 5 e I

| 7|
_4 Objetos livres X
L o= 1407 g=140°
| ] Ohjetos dependentes —_
_4 Objetos auxliares
= O cossenof = -0.77
_ cotangentep =-1.19
- L0 senofl = 0.64
e B =140¢

L]
-
L]

\

e

Mover
Arraste um ohjeto selecionado (Esc)

A
L J

<

an

ABC
i)

cotap

cosp

Figura 2.4: Cotangente
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2.1.4 Secante

A secante de um angulo [ é definida como a razdo entre o nimero 1 (um) e o valor do
cosseno de (3 (para cosseno de (3 diferente de zero), ou seja, se o cosseno de 3 é diferente
de zero, entao a secante de [ é o inverso do cosseno de 5. O segmento AF' da figura 2.5
nos mostra a representacao geométrica da secante de  enquanto seu valor algébrico é
apresentado na janela algébrica. A figura 2.5 mostra também os valores do cosseno e sua
forma geométrica. Ao fazer a dngulo [ variar, tem-se valores da secante de um angulo
qualquer e pode-se relacionar esses valores com os valores do cosseno.

Na construcao do ciclo que representa a secante podemos utilizar parte da construcao
da figura 2.2, pois precisamos da construcao relacionada ao cosseno. A partir de entao
tragamos em reta tangente & circunferéncia passando pelo ponto que define o angulo,
nesse caso o ponto C'. Na intersecao dessa reta com o eixo x marcamos um ponto, que ird

determinar o segmento que descreve geometricamente a secante.

Eﬁeuﬁehra - secante0109.ggb
Arguivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda

A i' @ @ .. ABC Mowver
L\\S' e /" — 7 é.‘v - ¥ ‘%v Arraste um ohjeto selecionado (Esc)
_1 Objetos livres %
L g = 2400 o=240

|| Ohjetos dependentes
4 Ohjetas auxiliares

Figura 2.5: Secante.

2.1.5 Cossecante

A cossecante de um angulo [ é definida como a razao entre o mimero 1 (um) e o seno de

[ (desde que seno de [ seja nao nulo), isto é, se o seno de [ é diferente de zero, entao a
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cossecante de (§ é o inverso do seno de 5. Podemos verificar a representagao geométrica
da cossecante de  na figura pelo segmento AD. Fazendo /3 variar, teremos além da
representacao geométrica da cossecante, seus valores algébricos que sao apresentados na
janela algébrica. A figura 2.6 nos mostra ainda a representacao algébrica e geométrica do
seno para que se possa verificar sua relacao com a cossecante.

Por fim, a construcao referente a cossecante é semelhante a construgao da figura 2.5,
porém aqui mantemos a parte da construcao da figura 2.2 referente ao seno e ao tragar-
mos a reta tangente & circunferéncia marcamos um ponto sobre sua intersecao com o eixo

y, definindo assim sobre o eixo y o segmento que representa a cossecante.

Eﬁeuﬁehra - cossecante0109.ggb
Arguivo  Editar  Exibir  Opedes Ferramentas  Janela  Ajuda

LA G L] ] | e
° \ a & . _
[,.\\3 | - r'/.; ""J'-Hv - . - i o Arraste um ohjeto selecionado (Esc)
_4 Objetos livres % 5]
L (= 1457 g 1450
|1 Ohjetos dependentes - D

_4 Objetos auxiliares

L (@ D= (D, 1.743)

J cossecantef = 1.743
- senoff = 0,574

L B= 1457

cossech

Figura 2.6: Cossecante.
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2.2 Reducao ao primeiro quadrante

Reduzir um angulo 6 ao primeiro quadrante implica em encontrar um angulo 5 € [0, g}
tal que os valores seno (6), cosseno (0) e tangente (0) sejam iguais, em médulo, aos valores
de seno (f3), cosseno (B) e tangente (), respectivamente. O sinal positivo ou negativo é
dado de acordo com o quadrante a que pertence o dngulo #. A seguir, apresentaremos
contrugoes do ciclo trigonométrico feitas no software GeoGebra, onde o estudante poderd
relacionar tanto os valores algébricos quanto a forma geométrica das razoes trigonométri-
cas de angulos do primeiro quadrante com angulos dos outros quadrantes. Interagindo
com o programa, o estudante poderd variar dois 4ngulos ao mesmo tempo, observando
assim as relacoes existentes entre os dngulos do segundo, terceiro e quarto quadrantes
com os angulos do primeiro. Em todas as figuras aparecerd um objeto livre o que pode
variar entre 0 e 90° e o 4ngulo 3 nas contrucoes é dependente de o . Movendo o ponto
sobre este objeto fazemos os dngulos da figura variar, simultaneamente, variando também

os valores na janela algébrica.

2.3 Reducao do segundo para o primeiro quadrante

Seja 0 € [g, 7r] um angulo qualquer. Vamos verificar que

seno () = seno (m —0), (2.1)
cos seno (0) = — cos seno (m — 0) (2.2)
tangente () = —tangente (m — 0) (2.3)

e que o angulo m — # pertence ao primeiro quadrante.
Verificando:
Primeiramente verificaremos que o dngulo m — 6 pertence ao primeiro quadrante.

De fato, se 6 pertence ao segundo quadrante entao

ee[f

}:>7T<9< s a< < T
27 g =V =T T=TV=T5

o que implica em

7T—7T§7T—9§7T—g:>0§ﬂ—9§g:>7r—96 [0,—]
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e portanto m — 6 pertence ao primeiro quadrante.

2.3.1 Seno

De acordo com a figura 2.7 temos que, apés serem construidos o angulo 3 e a circunferéncia
, a reta b (paralela ao eixo x) foi tragada por C' definindo o ponto D e o angulo 6. Por
construgao temos que a ordenada de C' possui o mesmo valor que a ordenada de D,
ou seja, os angulos § e # possuem o mesmo valor para seno e a intersecao de b com o
eixo y define o segmento que representa geometricamente o seno desses angulos. Como
o programa mostra nas duas janelas o valor dos angulos, podemos verificar que se um
angulo # pertencente ao segundo quadrante possui o mesmo valor de seno de um angulo
[ pertencente ao primeiro quadrante entao # = 7 — 3. O angulo 7w — # na figura 2.7 estd

representado pela letra (.

E GeoGebra - reducaoZ1sen.ggh

Arguivo  Editar  Exibir Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda

A 8 o] | I e N =
[ ] ) ) :
%_ - /'/.; “’J'-F’v 3 . - —| Arraste urn ohjeto selecionado (Esc)
_4 Objetos livres X .
L (g =300 =39

| | Objetos dependentes
_1 Objetos auxiliares

= senof = 0.63
- @ p=39°
el =141 D a G
b ........................................................................................
B=141°| senp
E p=39" B
AlD 2

Figura 2.7: Seno de um angulo do segundo quadrante.
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2.3.2 Cosseno

Da figura 2.8 temos que o angulo 6 é dependente do dngulo 5 por construcao, pois 6
foi definido apés a construcao da reta b (paralela ao eixo x) que passa por C. Assim
vemos na janela algébrica que os pontos C' e D possuem abscissa com mesmo valor em
modulo mas com sinais opostos, isto é, podemos verificar que o dngulo # possui o0 mesmo
valor do cosseno do angulo S porém com sinais contrarios. As projecoes dos pontos C' e
D definem sobre o eixo das ordenadas os segmentos que sao a representacao geométrica
do cosseno dos dngulos em questao, o que pode ser visualizado na janela geométrica.
Quando o programa nos mostra os valores algébricos dos dngulos 6 e  podemos verificar
que § = m — [3, satisfazendo a igualdade 2.2. O angulo m — # na figura também estd

representado pela letra (.

Eﬁeuﬁehra - reducdaoZ)1cos.qgb
Argquivo  Editar Exibir Opg@es Ferramentas Janela Ajuda

A s @ " | apc Mover
[% e "/.; — g &v . g '{_’? Arraste urn objeto selecionado (Est)
_1 Ohjetos livres x e f
@ n=30 a=30° -

| ] Ohjetos dependentes
_4 Objetos auxliares

L O cossenof = 0.87

cossenof = -0.87
@ =300

w8 =150°

Figura 2.8: Cosseno de um angulo do segundo quadrante.
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2.3.3 Tangente

De acordo com a construgao da figura 2.9 temos que a reta b, paralela ao eixo x, foi tracada
pelo ponto C', e obtendo o ponto D (interseccao da reta b com a circunferéncia) que define
o angulo #. Definidos os angulos 6 e 3, vemos que eles satisfazem a condicao de que o
valor de # deve ser igual ao valor m — 5. Construidas as repectivas tangentes dos dngulos
0 e g podemos observar na janela algébrica que as ordenadas dos pontos E e F' possuem
o mesmo valor em mddulo, porém, com sinais opostos, ou seja, os valores apresentados

pelo programa verificam a igualdade 2.3. Na figura o d4ngulo m — 6 estd representado por

8.

Eﬁenﬁehra - reducao?)1_tg.ggh

Arguivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda

A * @ 4‘7 .° ABC 4%» Mover
L ] ) “ . )
% | & t'/.; ..-—~'”’v 3 . o . Arraste um objeto selecionado (Esc)
_4 Objetas livres * a '

b =417 u=41°

|1 Objetos dependentes
_4 Objetos auxiliares

=0 tangentef = 0.87
- O tangented = -0.87

Figura 2.9: Tangente de um angulo do segundo quadrante.
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2.4 Reducao do terceiro para o primeiro quadrante

Seja 0 € [77, 37”} um angulo qualquer. Vamos verificar que

seno (0) = —seno (0 — ), (2.4)
cosseno (0) = —cosseno (0 — ), (2.5)
tangente (0) = tangente (0 — ) (2.6)

e que o angulo # — m pertence ao primeiro quadrante.
Verificando:
Primeiramente verificaremos que o dngulo 6— 7 pertence ao primeiro quadrante.

De fato, se 6 pertence ao terceiro quadrante entao

3T
0 — <Hh< —
E[?T, 2}:7r_ =5

o que implica em

7T—7T§9—7T§377T—7T:>0§9—7T§

bo |

e portanto # — m pertence o primeiro quadrante.
Nas figuras que seguem poderao ser verificadas geometricamente as igualdades acima

e o angulo # — 7 serd representado na figura por f3.

2.4.1 Seno

O ciclo que apresentard a relagao entre os valores de seno de dngulos do terceiro quadrante
com angulos do primeiro quadrante foi construido da seguinta maneira: definido o dngulo
[, traca-se a reta a passando pelo ponto C' e pela origem do sistema. A oura intersecao da
reta a com a circunferéncia definird o ponto D e consequentemente o dngulo #. Tracam-se
paralelas ao eixo x passando por C' e D, defindo assim os segmentos que representam
geometricamente os valores de seno dos angulos J e 6. Dessa forma podemos verificar
nas janelas algébrica e geométrica que esses dngulos possuem o mesmo valor para seno
em moédulo mas com sinais contrarios. Observando os valores que o programa apresenta
para 0 e 5 vemos que seno (0) = —seno(f) e que = 0 — w. Assim, com a figura 2.10

verificamos a igualdade 2.4.
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E GeoGebra - reducdao31seno.ggb

Arguiva  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
A . ® | apc Mover
%- . /v ) 3 A’iv o | i %'v Arraste um objeto selecionado (Esc)
x

_4 Objetos livres

H- 2« =50°

| ] Objetos dependentes
_4 Objetos auxiliares

- O senoff = 0.77
O senob = -0.77

J p=5s0°

L @ B =230°

Figura 2.10: Seno de um angulo do terceiro quadrante.

2.4.2 Cosseno

3

send

A construgao do ciclo trigonométrico que verifica a igualdade 2.5 se dd da seguinte forma:

apos ser definido o angulo (3, traca-se a reta que passa por C' e pelo centro da circunferén-

cia. Marca-se o ponto D na outra intersecao da reta com a circunferéncia definindo assim

o angulo 6. Os pontos C' e D possuem abcissas com mesmo valor em médulo porém com

sinais opostos, o que pode ser verificado tanto na janela algébrica quanto na geométrica.

Podemos ver entao que cosseno (6) = — cos seno (). Como os valores algébricos dos an-

gulos 0 e [ apresentados pelo programa satifazem a condicao de que 8 = 6 — w, podemos

verificar na figura 2.11 que cosseno () = —cosseno (6 — ).
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EEEDEEIJI‘E - reducao31cos.ggb

Arguivo  Editar  Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

A . @ : o | apc Mover
Q oy e . "/v fﬂ"‘f’v o 'iv b o Q.v Arraste um objeto selecionado (Esc)
_4 Ohjetos livres X ‘e fd )
----- & n=43° 1= 43° :
|| Ohjetos dependentes &

_4 Objetos auxliares
- O cossenop =0.73
- O cossenofl = -0.73
..... @ B =43

o 3 =223

Figura 2.11: Cosseno de um angulo do terceiro quadrante.

2.4.3 Tangente

Ap6s serem construidos o ponto C' e o adngulo f da mesma forma que nos dois casos
anteriores, traca-se pelo ponto C' e pela origem a reta b. Na outra intersecao de b com a
circunferéncia marca-se o ponto D e apés define-se o dngulo 6. Temos que os segmentos
AC e AD formam um didmentro para a circunferéncia e seu prolongamento define sobre
a reta a o segmento que representa geométricamente a tangente de (5 e . Observando os
valores de 6 e [ apresentados na janela algébrica vemos que = # — 7 confirmando assim

a igualdade 2.6.
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EEEDEE'JI‘E - reducao3l_tg.ggh

Arguiva  Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela  Ajuda

A . @ ‘&7 o | apc R Mover
. 1 . .
% i o "/'; ﬁ“-."'v o7 . o o Arraste um ohjeto selecionado (Esc)
_4 Objetos livres ® _ a o
L B @ = 45.0° x=454
| ) Ohjetos dependentes ®

_4 Objetos auxliares
- @ tangente = 1.03
..... @ B = 45.09°

L@ B=2259°

tangente

Figura 2.12: Tangente de um angulo do terceiro quadrante.
2.5 Reducao do quarto para o primeiro quadrante
Seja 0 € [37“, 27r] um angulo qualquer. Vamos verificar que
seno (0) = —seno (2 — 0), (2.7)
cosseno (0) = cosseno (2m — 0) , (2.8)
tangente (0) = —tangente (2m — 0) (2.9)

e que o angulo 27 — # pertence ao primeiro quadrante.
Verificando:

Primeiramente verificaremos que o angulo 27 — 6 pertence ao primeiro quadrante.

De fato, se 6 pertence ao quarto quadrante entao

3 3 3
06|:77T,27T}:>77T§0§27T:>—27T§—9§—7ﬂ-

o que implica em
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3
27r—27r§27r—9§27r—§:>0§27r—9§

bl

e portanto 21 — # pertence ao primeiro quadrante.

2.5.1 Seno

A construgao do ciclo que verifica a igualdade 2.7 se deu conforme a figura 2.13, onde apés
ser construido o ponto C' e definido o dngulo f3, foi definido o ponto D através da reflexao
de C' em relagao ao eixo x. O ponto D por sua vez, definiu o dngulo 6, o qual satisfaz a
igualdade 2.7, conforme se verifica pela janela algébrica. As retas e e d paralelas ao eixo x,
passam por C' e D e definem sobre o eixo y os segmentos que representam geometricamente
os senos dos angulos § e #. Nas figuras que representam a reducao do quarto quadrante

o angulo 2w — 6 é representado por (3.

Eﬁeuﬁehra - reducdo4(1seno.ggh
Arguivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

. @ A"v . Mover
. ., a| e | aBC| b , :
% i - ,'/'; .ff‘;, g . - - - Arraste um objeto selecionada (Esc)
_4 Objetos livres * .
J g=581° =51

| ] Ohjetos dependentes
_4 Objetas auiliares

~e O genof = 0.78

o senol = -0.78

@ B =/1®

@ 8=309°

Figura 2.13: Seno de um angulo do quarto quadrante.
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2.5.2 Cosseno

Na janela geométrica vemos que, de acordo com a construgao da figura 2.14 o dngulo ¢
varia junto com o angulo [, pois 6 foi definido a partir do ponto D que é a reflexao do
ponto C' em relacao ao eixo x. A reta a foi construida paralela ao eixo y passando pelos
pontos C' e D e define sobre o eixo x 0 segmento que representa o cosseno dos dois dngulos.
Simultaneamente, a janela algébrica mostra os valores dos angulos 3 e 6, onde podemos
confirmar que se um angulo # pertencente ao quarto quadrante possui o mesmo valor
de cosseno que um angulo 3 pertencente ao primeiro quadrante, entao eles satisfazem a

condicao de que = 27 — 0.

Eﬁeoﬁehra - redugao4}1cos.ggb
Arguiva  Editar Exibir Opedes Ferramentas Janela  Ajuda

. @ ] Mover
\ . ABC
% 1| * . /v ! - A;-v e 0 3 %’v Arraste um ohjeta selecionada (Esc)
_4 Objetos livres % R ‘a
L (3 = B0° a=50 :

| ] Ohjetos dependentes
_4 Objetos auxiliares

- @ cosseno = 0.64279
@ B=50°

@B =310°

Figura 2.14: Cosseno de um angulo do quarto quadrante.
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2.5.3 Tangente

Por fim, a construgao do ciclo que verifica a igualdade 2.9 se d4 da mesma forma que nos
dois itens anteriores até a definicao do angulo #. Apds sao construidas a reta a, tangente
a circunferéncia e as semi-retas b e d que ao interceptarem a definem os segmentos que
representam a tangente dos dngulos 6 e 5. Os valores dos dngulos apresentados na janelas

algébrica e geométrica confirmam a igualdade 2.9, como vemos na figura 2.15.

Eﬁeuﬁehra - reducan4()1_tg.ggh

Arguivo  Editar  Exibir  Opgdes Ferramentas  Janela  Ajuda

A ¥ lfo, Jf‘;v " | aBC | s || Mover
™ \ _ .
[}s : ) /Ta' — 7 » Lk i | Arraste um objeto selecionado (Esc)
_4 Objetos livres x :
e (W= 447 a=44°

|1 Objetos dependentes
_4 Ohjetos auxiliares

----- O tangentep = 0.97

- O tangented = -0.97
@ =44

tap

tgA

Figura 2.15: Tangente de um angulo do quarto quadrante.



Capitulo 3

Graficos das Funcoes

Trigonométricas

Nesta etapa do trabalho apresentaremos os graficos das fungoes trigonométricas construi-
dos com o auxilio do software em estudo. Ao fazer a construgao que dard origem ao
grafico de cada funcao, o estudante poderd observar como se desenvolvem esses graficos
na medida em que se fizer o dngulo 3 variar. Os gréficos das fungoes trigonométricas sao
periodicos, isto é, se repetem apds determinado intervalo e aqui serao apresentados no
intrervalo [—27,27w]. Em geral, para contruir os graficos das fungoes trigonométricas os
livros tomam valores de alguns arcos. Por exemplo, para construir a cossenéide tomam
valores de cosseno de 0°, 30°, 45°, 60° e 90° e a partir desses valores obtém-se o grafico
da fungao cosseno. O software apresenta qualquer ponto da forma (x,cos(z)), (z,tg(z)),
etc, facilitando assim a construgao e compreensao da formagao desse gréfico. Voltamos a
lembrar que todos os graficos que serao apresentados aqui fazem sentido quando inseridos
no programa GeoGebra, pois possuem movimento, formando o gréfico na velocidade que
o estudante desejar para que se possa observar sua formacao. As figuras aqui também

possuem um objeto livre o cujo ponto deve ser deslocado para que o dngulo 5 varie.

3.1 Grafico da Funcao Seno - Sendide

Como sabemos, a funcdo seno é limitada, ou seja, —1 < sen (6) < 1. Seu periodo é 27,
isto é, sen () = sen (0 + 2km), para todo inteiro k e seu dominio ¢ o conjunto dos reais.
Na figura 3.1 pode-se observar a senéide em consrugao.
De acordo com a construgao da figura 3.1, o ponto F' se desloca paralelamente ao eixo
x numa medida igual a do dngulo § em radianos e paralelamente ao eixo y na medida
do seno de 3. As coordenadas de F' sao definidas no "campo de entrada" e para que F
ao se mover defina o grafico precisamos selecionar a op¢ao "habilitar traco". Enquanto

vemos a construcao da sendide na janela geométrica através do rastro do ponto F' a janela

25
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algébrica mostra os valores de seno, do dngulo e as coordenadas do ponto F' que define o

grafico.

Eﬁeuﬁehra - graf.sendide.ggb

Argquivo  Editar  Exibir  Opgfies  Ferramentas Janela  Ajuda
A . @ " | apc Mover
[% Je - "/'; r-""-.””v o * b o ‘%v Arraste um objeto selecionado (Esc)
9 Ohjetas livies X o
o a=28 27 -

& u=26

|1 Objetos dependentes
_4 Objetos auxliares

L @ F={2.6,0.5)

" senop =05

& B=147.6°

.........................

Figura 3.1: Senoide

3.2 Grafico da Funcao Cosseno - Cossendide

A func@o cosseno também é limitada. Sabemos que —1 < cos (f) < 1 e seu periodo, assim

como o da funcao seno, também ¢é 27. Seu dominio é o conjunto dos reais. A figura 3.2

nos mostra parte da contrucao da cossenéide.

Na figura 3.2, o ponto G deloca-se na dire¢ao do eixo x numa medida igual a do

comprimento do arco definido pelo 4ngulo # em radianos e na direcao do eixo y na medida

do cosseno de 5. As janelas trabalham simultaneamente para que o aluno possa associar

o grafico aos valores apresentados na janela algébrica. A cossendide se forma a partir do

rastro do ponto G.
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Eﬁenﬁehra - graf.cossendide.ggh

Argquivo  Editar  Exibir Opgdies Ferramentas Janela  Ajuda

A U © 47 ° | aBC Mover
% & o /;r r"“'rJ o . . | - Arraste um ohjeto selecionado (Esc)
_4 Objetos livres *
e a=43 a=43 ]

| | Ohjetos dependentes
_4 Objetos ausxliares
@ 6={4.3,-0.4)

- O cossenop = 0.4
@ B=243.0°

Figura 3.2: Cossenoide

3.3 Grafico da Funcao Tangente - Tangentéide

A funcao tangente tem dominio D = {x €ER/x# 5 +km ke Z} , Sua imagem ¢é o con-
junto dos reais e seu periodo é 7. Na figura 3.3 pode-se ver parte da formagao do gréfico
da funcao tangente.

Na construcao da figura 3.3 vemos que o ponto GG se desloca horizontalmente numa
medida igual a do arco definido pelo angulo 3, ou seja, o valor de « e verticalmente na
medida da tangente de 3. As coordenadas de G sao definidas pelo estudante utilizando a
opcao "campo de entrada" e para que G construa o gréfico precisamos selecionar a opgao

"habilitar rastro".
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Eﬁenﬁehra - grafico.tang.ggh
Arguiva  Editar  Exihir  Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

N B P B8 (O] ¥

7 il 7
_4 Objetos livres X v a=26

Mover
= Arraste um ohjeto selecionado (Esc)

A

. ABC

|

&

V)

@ x=1.6 —_— |
o4 meX=-1.6

=47 :

ol =47 i 1.5+
D u=286 ’

| ] Objetos dependentes
4 Ohjetos auxliares

- @ G =1{2.6,-0.5)

- ) tangentef = -0.5 :
e (P ﬂ =151.8° : 0.5

T T T T T T T
418 - 0.8 0.5 1.8 2 25 3
: tg i

: : G

: .0.54 :

-2.5

Figura 3.3: Tangentoide

3.4 Grafico da Funcao Cotangente

Assim como a funcao tangente, a funcao cotangente tem como imagem o conjunto dos
reais e seu periodo também ¢é 7. Porém seu dominio ¢ D = {x € R/x # kn, k € Z}. Com
a figura 3.4 podemos ver o grafico da fungao cotangente.

O gréfico da cotangente na figura 3.4 forma-se a partir do rastro do ponto P que tem
deslocamento em relagao ao eixo x igual ao do ponto que forma a tangentéide, porém, em
relacao ao eixo y seu deslocamento é o valor da cotangente de 5. As coordenadas de P,
o valor do dngulo e seu respectivo valor de tangente sao apresentados na janela algébrica

enquanto o grafico se forma na janela geométrica.
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Eﬁenﬁehra - grafico.cotg.ggb
Arguivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda

A
L]

red

)

s

an

.

e

©

Mover

ABC ” as
57 il 57

AT‘,V

an

4 Objetos livres
----- 4 fix=-31

| ] Ohjetos dependentes
_9 Ohjetos auxiliares

----- D 1=(24,-1)

----- ~ cotangentefl = -1
----- 2 B=1358°

x

Arraste um objeto selecionado (Esc)

s a=724

Figura 3.4: Grafico Cotangente.

3.5 Grafico da Funcao Secante

O dominio fungdo secante ¢ D = {z € R/x # I + km,k € Z}. Sua imagem é R—] — 1, 1]

e seu perfodo é 2m.Podemos observar parte do grafico da funcao secante na figura 3.5.

O gréfico da secante é construido de forma similiar aos das fungoes anteriores, onde

o ponto que define seu gréfico tem seu movimento horizontal igual ao dos pontos que

formam as outras fungoes vistas até aqui, porém seu movimento vertical é a medida da

secante de 3. Definidas as coordenadas de G e habilitado o seu trago, fazemos o 4ngulo

[ variar para que o ponto GG defina o grafico da funcao secante, conforme a figura 3.5.
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Eﬁeuﬁehra - grafsec0909.ggh
Arquivo  Editar Exibir Opgfes Ferramentas Janela Ajuda

A . @ . | aEC Mover
[% 1| * ! ,"’.; .ff';, L -f.{.v e B L ‘%'v Arraste um objeto selecionada (Esc)
_i Ohjetos livres x b ‘m d _
b mex =157 : a=2489
el n=249 27 ;
| ] Objetos dependentes :
_ Chjetos auxiliares
& G=(249, -1.26) :
-0 cossenof = -0.79 :
e O secantef=-126 | el e SRR
B B=142.48° :
E
2 3
' G
_2 -

Figura 3.5: Grafico Secante.

3.6 Grafico da Funcao Cossecante

Assim como a fungao secante, a fungao cossecante tem periodo 27 e sua imagem é R—] —
1,1] . Seu dominio ¢ D = {z € R/x # km, k € Z}. Na figura 3.6 temos parte do grafico
da funcao cossecante.

Da mesma forma, o que varia no grafico da cossecante em relacao aos das outras
fungoes é o deslocamneto em relagdo ao eixo y do ponto que definird seu gréfico. Aqui,
este deslocamento serd igual ao valor da cossecante de (5. Fazendo variar o angulo [
o ponto GG construird o gréfico da fungao cossecante enquanto seus respectivos valores

algébricos sao mostrados na janela algébrica.
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Eﬁeuﬁehra - grafcossecZ710.ggb
Arguivo  Editar  Exibir Opgdes Ferramentas  Janela  Ajuda

A . @ * | apc Mover

% ] ‘ o i /v ""'L'-Iv . A:v s ! 5 ébv Arraste um objeto selecionado (Esc)
T L 5 livres X :
T J i:]f= 1 0=25 5 E
..... J j:y: i
..... J0=25 G

|1 Ohjetos dependentes [T e e s
_4 Objetos ausiliares
@ G =(2.5,1.6)

----- _ cossecantep = 1.6

COSSec

Figura 3.6: Grafico Cossecante

3.7 Exemplos de graficos de funcoes que sao variacoes

das funcoes trigonométricas

Neste capitulo apresentaremos alguns graficos de fungoes que sao variagoes das fungoes
trigonométricas. Todos foram construidos com o software GeoGebra e possuem movi-
mento. Essas construcoes podem ser usadas como modelos para que estudantes facam
construgoes que formem gréficos de fungoes, trignométricas ou nao, podendo assim con-
hecer e explorar tanto o programa como o contetiido. Para obter esses gréficos, o estudante
fara pequenas alteracoes nas coordenadas (ora na coordenada x, ora na coordenada y) do
ponto que determina o gréafico das fungoes. Com o auxilio do programa em estudo, o estu-
dante poderd observar diversos exemplos de variagoes de uma mesma funcao sem precisar
refazer a construgao do ciclo. Por exemplo, para uma fungao do tipo sen(x)+ a, onde a é
uma constante, pode-se substituir a por diversos valores, sem que isso tome muito tempo

do estudante e permitindo com que ele perceba melhor como ocorre esse tipo de varicao.
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A seguir apresentaremos quatro formas de variagoes das fungos trigonométricas.

3.7.1 Variagoes do tipo a.cos(x),a.tg(x) etc, onde a € uma con-

stante

Obtemos os gréficos dessas funcoes fazendo uma alteracao na coordenada y do ponto que
define o grédfico. Até aqui o ponto que define o grifico possuia coordenada = dependente
do valor do comprimento do arco do &ngulo em questao e coordenada y com valor igual ao
da razao trigonométrica. A partir de agora mantemos a coordenada x, porém variamos a
coordenada y, obtendo assim os graficos de fungdes do tipo 3cos(x), stg(z), 5sen(z) ete.

Vejamos esses exemplos com as figuras 3.7 e 3.8.
Gréfico da fungao 3cos(z):

Eﬁenﬁehra - 3cos.ggbh
Arguiva  Editar  Exibir Opedes Ferramentas  Janela  Ajuda

A 3 @ a | " aBC Mover
[%' Sy /v == 3 4% . > ‘{_.7 Arraste um objeto selecionado (Esc)
4 Ohjetos livres *
""" Jmy=3
----- Jhy=73
----- ¥ =54

| ] Ohjetos dependentes
4 Ohjetos auxiliares

----- @ 6G=0(54,19)

-2 cossenof = 0.6
----- 3 B=3008°

Figura 3.7: Grafico 3cos(x)
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Griéfico da fungao 3sen(z):

Eﬁenﬁehra - 0.55eno0.qgb

Arguivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda

5] AL O 2

| 7|

_9 Objetas livres x

3 Ey=5 a=23 ]
- @ fy=-8
-3 ky=05
-3 ky=-08 159
@ =23
| 1 Ohjetos dependentes
4 Objetos auxliares
@ F=(2.3,0.4)
- (@ senof = 0.7
@ f=1339°

L ]
-
]
i

.

)

Mover
| Arraste um objeto selecionada (Esc)

A
L]

kR

ABC
i

Figura 3.8: Grafico da funcao isen(x)

3.7.2 Variagoes do tipo sen(a.x), sec(a.x) etc, onde a é uma

constante

Vimos que o ponto que define o gréfico das funcgoes trigonométricas possuia coordenada
x dependente do valor do comprimento do arco do dngulo em questao e coordenada y
com valor igual ao da razao trigonométrica. Porém, para obter os gréficos de funcoes do
tipo sen(ax), tg(ax) etc, precisamos fazer uma alteragao na coordenada x do ponto que
definird o gréfico desse tipo de funcao. Essa mudancga ird modificar o periodo do gréfico
das fungoes. Apresentaremos alguns exemplos de graficos de fungoes desse tipo com as

figuras 3.9 e 3.10.



CAPITULO 3. GRAFICOS DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Gréfico da fungao secante(3z):

Eﬁeuﬁehra - graf_wariar_sec3x.ggh

34

Arquivo  Editar  Exibir Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda

|1 Objetos dependentes
_4 Objetos auxliares

- O secanteff =-1.5
@ B=133.3°

[Miirnero

) @ ® Mover
) . ABC 4%»
[% LS i /? "ﬂ"jv 37 ‘:{Q‘v * L | Arraste um objeto selecionada (Esc)
_4 Objetos livres ® -
- veal 2 0=23
H e

Figura 3.9: Grafico da funcao secante(3x)
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Gréfico da fungao cotangente(2x):
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Eﬁenﬁehra - cotg2x.ggh

Arguiva Editar  Exihir

Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda

- l

s

Mover
L]

X? ./ﬂ' |

Py
W

O] i 2

ABC
W

|

_4 Ohjetos livres X

& Arraste um objeto selecionado (Esc)

| ] Objetos dependentes
4 Ohjetos auxiliares

----- @ 1={1.3,-1.6)

----- 2 cotangente = -1.6
----- 2 p=147.8°

w

[ ]

L ]

i L]

=31 -4
L ]

]

ssen e s d

cotg

TIT L A
=1
|
[
[z}

p=147.8°

L

Figura 3.10: Cotangente(2x)
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3.7.3 Variagoes do tipo tg(x) + a, sec(x) - a, etc, onde a é uma

constante

Para obter o gréfico de fungoes do tipo cos(z) + a, sec(x) — a, etc., faremos uma alteragao
na coordenada y do ponto que definird o grafico dessas fungoes. Ao definir a coordenada
y desse ponto, devemos somar a ela a constante que se anseia (a=3, a=-2, a=7,...) e assim
obteremos a variagao desejada em relagao ao eixo y. As figuras 3.11 e 3.12 nos mostram

dois exemplos de gréficos desse grupo de fungoes.

Gréfico da fungao cos(z) + 2 :

Eﬁeuﬁehra - graf.cos+3.0gb
Arguiva  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda

A * @ . Mover

[’\\‘.» | L] L f'/.; ,--""-‘."Fv & A;.v -. : ABCv” ‘-I_.v Arraste um abjeto selecionado (Esc)
4 Objetos livres X
LD a=19 a=12
| ] Objetos dependentas -
_4 Objetos auxliares
e @ G=(1.9,17)
O cossenof =-0.3
@ p=107°

Figura 3.11: Grafico da funcao cos(x) + 2
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Gréfico da fungdo tangente(zx) — 1 :

Exibhir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
Mower

Arguiva  Editar
L ]
* ABC
%_ Xv '/' @ 'C'iv "H $v Arraste urm objeto selecionado

L]

_4 Objetos livres .
L g=20 :
| ] Objetos dependentes .
.

Ll

.

-

L 4

L 3

[ 3

-
—

i

37

a7

i
]

*®
a=24
-

_4 Ohjetos auxiliares
# F={29,-1.3 2
2 tangentep = -0.3
& p=164.8"

Figura 3.12: Grafico Tangente(x) — 1



CAPITULO 3. GRAFICOS DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS 38

3.7.4 Variagoes do tipo sen(x + a.m), co(x - a.7), etc, onde a é

constante

Em fungoes do tipo sen(z —m), cos(x + 7 ) fazemos uma pequena alteracao no coordenada
x do ponto que definird o gréfico da funcao, somando ou subtraindo muiiltiplos de 7. Esse

tipo de alteracao fard com que o géfico se desloque em relagao ao eixo x.

Griéfico da fungao sen(z — 37):

Eﬁenﬁehra - sen({x-0.5pi).ggb
Argquivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda

. ® Mover
[’\\3 | L ] ! /.; ,—v"l‘-‘f’v @v 'ﬁv .’ 5 AECv '-}’v Arraste um objeto selecionado (Esc)
_4 Objetos livres X O
L m=1 a=1
| ] Objetos dependentes B —
_4 Objetos auxiliares 2 i
@ G=(2.6,0.8) i
- O Senop = 0.8 |
@ p=5TT° i
C ‘G
[
Senp
B=4a77
o
2 s o 2 ; 3

Figura 3.13: Grafico Seno(x — 1)



Capitulo 4

CONSIDERACOES FINAIS

A idéia para a elaboracao deste trabalho surgiu do meu objetivo em criar uma forma mais
dindmica para lecionar trigonometria. Quando conheci o software GeoGebra vi neste uma
possibilidade que me pareceu bastante interessante. Decidi entao que este trabalho seria
dedicado a elaboracao deste material.

Apés explorar algumas opgoes que o programa oferece, comecei a esbocar a construgao
de alguns ciclos trigonométricos que a principio nao eram como eu gostaria. Um pouco
mais de curiosidade e dedicacao e as construcoes que aqui foram apresentadas passaram
a ser como imaginei.

Foi criada uma forma mais atrativa para lecionar trigonometria que se basei no uso
de recursos tecnoldgicos tao indispensédveis na educacao nos dias atuais.

Embora este trabalho nao tenha sido aplicado em uma classe, acredito que o ensino
através deste pode gerar uma aprendizagem significatica, pois mostra ao aluno de onde
surgem alguns valores e férmulas da trigonometria, facilitando assim a compreensao do
conteido. Sendo que todo o material foi elaborado para se trabalhar em computadores,
este pode também ser utilizado no ensino a distancia.

Acredito ter alcangado os objetivos inicias deste trabalho e também adquirido habil-
idade para trabalhar com o programa GeoGebra, que poderd servir de ferramenta para
vérios trabalhos e projetos enquanto professora e também que poderd auxiliar outros cole-
gas de profissao que se interessem pelo material ou até mesmo alunos da graducao que

ainda tenham dificuldades com a assunto.
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Apéndice A

Protocolos de construcao

EPrutuculu de construcao x|

Arquivo  Exibir  Ajuda

Méo. | Nome | Definigén | Algebra |
1 |Ponto A ponto de intersecdo de Eixox, EixoY A= (0, 0)
2 Circulo Circulo com centro A e Raio 1 Lo yT=

| 3 |FontoB ponto de intersecdo de ¢, Eixox B=q1,0
il 4 Angulo o 0=218"

g |Ponto b B girar pelo dngulo o emtormo de & (M= -0.79,-0.62)
 Angulop Angulo entre B, A, M p=218"
¥ Begmento a Segmentala, M) a=1
2 Retahb Feta passando por M paralela a hoy=-0.62
9 Retad Reta passando par M paralela a d:x=-0749
10 [Ponto k" ponto de intersecdo de b, EixoY M= {0, -0.62
11 Ponto ' ponto de intersecdo de d, Eixox M'=(-0.75, 0
12 Mdmero cossenof =) cossehof=-0.74
13 Segmentof SegmentolM’, ] =062
14 Segmento o Segmentalid, M" n=10.749
15 |Mdmero senof yithl senof=-0.62
16 |Segmento cosp Segmentald, M cosp=079
17 |Segmento senf Segmentals, k' senf =062

| @ frnr > | =

Razoes trigonometricas Seno e Cosseno
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APENDICE A. PROTOCOLOS DE CONSTRUCAO

[

| < |2s02s & | |

x|
Arquivo  Exibir - Ajuda
na. | Mame | Deinizan | A1gebra |
1 Ponto A ponto de intersecdo de Eixox, Eixoy A=i0, 0
2 Circuloc Circulo com centro A e Raio 1 ey
3 Ponto B ponto de intersecdo de ¢, EixoX B=(10
4 Angulo o = 236"
5 |Pontom B girar pelo dngulo o ern tarno de & M = {-0.56,-0.83)
6 Angulo B Angulo entre B, A, M B=236"
7 Begmento a Segmentols, M) a=1
8 Retab Feta passando por M paralela a Bixox hiy=-0.83
9 Retad Reta passando por M paralela a EixaY  |d: x=-0.56
10 |Ponta w" ponto de intersecdo de b, EixoY W= (0, -0.83)
11 |Ponto b ponto de intersegdo de d, Eixoi h'={-0.56, 0%
12 Segmento T Segmento[i’, ] =083
13 Segmento g SegmentalM, M =046
14 Retae Reta passando por B paralela a Eixoy  eix=1
15 Retah Reta passando por A, M h: 0.83%- 0.56y=10
16 Ponto D ponto de intersecdo de e, h D={1,1.48)
17 Mdmero cossenof ) cossenafi = -0.56
18 [Mamero senof i) senop=-0.83
19 Retai Reta passando por B paralela a EixoY iix=1
20 Retaj Reta passando por A, M j-0.83x-0586y=0
21 |Ponto © ponto de intersegdo ded, | C=01,1.48)
22 |Mamerotangente  w(C) tangentef = 1.48
23 |Segmento cosf SegmentolA, M cosf=046
24 |Segmento senf Segmentald, M senp =083
248 Bedgmento tgp SegmentalB, C] R =1.48

Figura A.1: Tangente
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[% Protocolo de construcdo x|

Arquivo | Exibir Ajuda

MEn. |Mome | Dafinigo | A1gebra |
1 |Ponto A ponto de intersegdo de Eixok, EixoY A= (0,0
2 [Circuloc Circulo com centro A e Raio 1 CEE+yE=
3 |Ponto B ponto de intersegdo de ¢, Eixox B={10
4 Angulo o r=140°
5 Ponto C B girar pelo angulo o emtorno de & |C= (-0.77, 0.64)
6 Angulo B Angulo entre B, A, C g=140°
7 Segmentoa Segmentald, C] a=1
2 Retab Reta passando por C paralela a by =064
9 |Retad Reta passando por C paralela a dx=-077
10 Ponto D ponto de intersegdo de b, EixoY D=0 064
11 |Fonto E ponto de intersecdo de d, Eixox E={-077 0
12 |Mdmero cossenol () cossenof =-0.77
13 Begmento f Segmento[E, C] f=0.64
14 Segmento o Segmento[C, D] g=077
15 Mdmer senop Wiz senof = 0.64
16 Panto F ponto de intersecdo de ¢, oy F={01)
17 Retae Reta passanda por F paralela a ey=1
18 Retah Reta passando por A, C h:-0.64%- 0.77y=10
19 Ponto G ponto de intersecdode e, h G=(-1191)
20 Mamero cotangentep x(G) cotangentep=-1.19
1 |Begmento cosp SegmentolE, A] cosp=077
22 Begmento senf Segmentald, D] senf =064
23 Segmento cotgh Segmental, F] cotgf=1.149
s I P
Figura A.2: Cotangente
EProtucoln de construcao ﬂ
Arguiva  Exibir  Ajuda
No. | Nome | pefinigan | Algebra |
1 Ponto A ponto de intersecdo de Eixox, Eixoy A= (0, 1)
2 Circuloe Circulo com centro & e Raio 1 ey
3 PontoB ponto de intersecdo de ¢, Eixox B=i1,0)
4 Angulo o o= 240"
5 PontoC B girar pelo dngulo o em tormo de A (C=-0.5,-0.866)
6 Angulo B Angulo entre B, A, C B=240"
7 | Begmento a Segmentafd, C] a=1
8 Retah Reta passando por C paralela a by =-0.866
9 Retad Reta passandao por C paralela a dx=-058
10 Ponta D ponto de intersecdo de b, EixoY D= {0, -0.866)
11 Ponto E ponto de intersecdo de d, EixoX E={-050)
12 Marmero cossenop  #(C) cossenof=-0.45
13 Begmento f SegmentolE, C] f=0.866
14 Segmentoa Seagmental, D] g=04
19 Retae Reta passando por © perpendicular (e; 0.9% + 0.866y = -1
16 PontoF ponto de intersecdo de e, EixoX F={20)
17 |Mumero secantep #(F secantef=-2
18 |Begmento sech Seamentafs, F] secf=12
19 ESegmento cosk Segmentofs, E] cosp=0.5

|

@ [1e18 & | &

Figura A.3: Secante
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APENDICE A. PROTOCOLOS DE CONSTRUCAO

EPrutocolo de construcao il
Arguivo | Exibir  Ajuda
Néo.'Nnme IDeﬂnigéo |Algebra |
1 Parto A ponto de intersecdo de Exo, ExaY A= (0,0
2 Circuloe Circulo com centro & e Raio 1 oo yE=
3 |Ponto B ponta de intersecdo de ¢, EixoX B={1,0
4 Angulo o 0=145"
5 Paonto C E girar pelo Sngulo o erm tormo de A C=1{-0.819, 0574
6 Angulo B Angulo entre B, A, C B=145"
¥ Bedmenta a SegmentalA, ©] a=1
8 Retab Reta passando por C perpendicular g a b 0819 - 0874y =-1
4 Ponto D ponto de intersecdo de b, Exoy D=40,1.743
10 Retae Reta passando por C paralela a Eixox  e:y=0.4574
11 |Panto E ponta de intersegdo de e, EixoY E=1{0,0.5874)
12 |Mdmero cossec.., [yiD) cossecantef=1.743
13 Mdmero senof  wiC) senoff=0574
14 |Segmento coss... [Segmentals, O] cossecf=1.743
15 Segmento senf  SegmentalE, A senfE=0574
i s R I

Figura A.4: Cossecante

EProtuculo de construcdo x|
Argquivo  Exihir - Ajuda
N&n. |Mame | oefinigan | Atgebra |
1 |Ponto A ponto de intersegédo de EixoX, EixoY A=i0,0)
2 Cireuloc Circulo com centro A e Raio 1 CE =
3 |Ponto B ponto de intersegdo de ¢, EioX BE={1,0
4 Angulo o o=39°
5 |Ponto C E girar pelo angulo o em tormo de A C={0.78 063
& Angulop Engulo entre B, A, © B=39°
7 |Begmento a Segmentals, C) a=1
8 Retah Reta passando par C paralela a Eivox h:y=063
g Ponto D ponto de intersecdo de ¢, b D=(-0.78 0.63)
10 Angulo | Angula entre B, A, D A=141°
11 Segmentod Segmentold, D] d=1
12 Ponto &' ponto de intersegéo de b, EixoY Al=0,0.63
13 |Mdmero senof  y(ic) senof =063
14 Segmento g SegmentolA’, D] g=078
18 Segmento senf Segmentold, A1 senfld =063
16 Ponto E ponto de intersegdo de ¢, EixoX E=i-1,0

i s B T R

Figura A.5: Seno do segundo para o primeiro quadrante




APENDICE A. PROTOCOLOS DE CONSTRUCAO

EPrntocnlu de construcao

Argquivo  Exibir  Ajuda

m | a |iee = |

N&n. |Nome | Definigao [ A1genra |
1 |Ponto A ponto de intersecdo de Eixa, Eixay A={0,0
2 Circuloc Circulo corm centro A & Raio 1 Lo+ yE=
3 |Ponto B ponto de intersecdo de ¢, Eixox B={1,0)
4 |Angulo o 1=30°
5 |Ponto B girar pelo dngulo o em torno de & C={0.87 0.5
& |Angulop Engulo entre B, A, C B=30°
¥ |Segmenta a Segmentals, <] a=1
3 |Retab Reta passando par & paralela a EixoX b:y=048
9 |Ponto D ponto de intersecio de g, b D={-087 05
10 |Angulo B Angulo entre B, A, D g=150°
11 Segmentod Segmentold, O] d=1
12 Retae Reta passanda por O paralela a Eixoy e x=-0.87
13 Retaf Reta passanda por & paralela a Bixoy £ x= 087
14 Ponto E ponto de intersegdo de f, BixoX E={087, 0
15 Ponto F ponto de intersecdo de e, EixoX F={-087 0}
16 |MOmero cosgsenof =0 cossenof=0.87
17 Segmento cosp Segmentald, E] cosp=04a7
18 |Mrnero cossenol @00 cossenod=-0.87
19 Segmento cosB SegmentolF, A] cosA=0287

Figura A.6: Cosseno do segundo para o primeiro quadrante

Figura A.7: Tangente do segundo para o primeiro quadrante

Argquivo  Exibir - Ajuda

EProtocolo de construcao x|

13 Retaf
14 Retag
15 |Ponto E
16 |Ponto F

Reta pagsando por A, C
Feta passando por D, A
ponto de intersecdo de a,
ponto de intersecdo de a, g

17 [MUmero tangente wED
128 |Mdmero tangented w(F)

19 |Segmento tgf
20 Segmento tgA

SegmentolB, E]
SegmentalB, F]

| @ | > | m9 |

| ngo. [ Mome | efinigan | A1gebra |
| 1 |Ponto A ponto de intersecdo de Eixolx, Exoy A= (0, 0)

2 [Circuloc Circulo com centro A e Raio 1 =

3 |Ponto B ponto de intersecdo de ¢, BixoX B={1,0

4 Angulon r=41°

4 |Ponto B girar pelo angulo o em torno de & |C=(0.75, 0.66)

6 Angulo B Angulo entre B, &, C gp=41"

7 |Retah Reta passando por C paralela a h:v=0E6

8 PontaD ponta de intersecdodec, b D={-0.74, 0.66)

9 Angulo® Angulo entre B, &, D A=139"

10 Retaa Feta passando por B perpendicular  a:x=1

11 Segmento d Segmentalh, C] d=1

12 Begmento e Seagmental, D] e=1

f.-0.66x + 0.75y=10
g 0.66x+0.7ay=0
E={1,087
F=1i{1-087)
tangentef = 0.87
tangented =-0.87
top=0.87
tof=0.87
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APENDICE A. PROTOCOLOS DE CONSTRUCAO

Hrerotocolo de construcio x|
- Arguivo Exibir  Ajuda
| mga. [nome [ Denizan [ A1genra |
1 Panto A ponto de intersegdo de Eixol, EixoY A=i0 0
? Ciruloe Circulo com centro A e Raio 1 T
3 Panto B ponto de intersegdo de ¢, EixoX B=i1,0
4 Angulo o g=50°
5 |Ponto C B girar pelo dngula o erm torno de A C= {064,077
f Angulo B Angulo entre B, A, C g=50"
7 |Retaa Reta passando por C, A 2 077¢-064y=10
2 Ponto D ponto de intersegdode ¢, a D=1(-0.64,-0.77)
9 Segmentoh Segmentals, G bh=1
10 SBegmento d SegmentolA, O] d=1
11 dngulo @ Anguloentre B, &, D A=230°
12 Retae Reta passando por C paralela a BvoX e y=077
13 Retaf Reta passando por D paralela a Eixox  Ty=-077
14 |Ponto E ponto de intersecdo de e, Eikoy E=4(0,077)
18 Ponto F ponto de intersegdo de f, ExoY F=i0-0.77)
16 Segmento g Segmenta[E, ] g=0E4
17 Begmento h Segmento[D, F] h=084
18 |Mumem senop wiC) senof =077
19 Mdrmera senoB wiD) senoB=-0.77
20 Begmento sen  [SegmentolE, A senp=077
21 Begrmento senB  Segmentals, F] senB=077
| | [ |

Figura A.8: Seno do terceiro para o primeiro quadrante

|
Arguivo  Exibir  Ajuda
N&o. |Mome | efinigan | Argebra |
1 |Ponto A ponto de intersecdo de Eixod, Eixoy A=, 0
2 Circuloc Circulo com centro A e Raio 1 o ey=
3 Angulo o r=43"
4 Ponto B ponto de intersecdo de ¢, Eixox B={1,0
5 Ponto E girar pelo dnoulo o erm torno de & C=(073 06
6 |Angulo B Angulo entre B, &, C B=43"
T [Retaa Feta passando porC, A a:0E8x-0.T3y=0
8 Segmento b Segmentals, ] h=1
9 Panto D ponto de intersegdode c, a O={-073,-068)
10 Angula B Angulo entra B, A, D A=223"
11 Retae Feta passando por D paralela a EixoY  erx=-0.73
12 Retad Feta passando por C paralela a EixoY  dix=0.73
13 Ponto E ponto de intersecdo de d, Eixox E={073 0
14 Ponto F ponta de intersegdo de e, Eixox F=-0.73,0)
14 |Mimero cossenof ®(C) cossenof =073
16 Mdmero cossenol (D0 cossenod=-073
17 Segmento cosA SegmentalF, A cosA=073
18 Segmento cosp Segmentald, E] cosp=073
19 Segmentof Segmenta[D, A =

24

| <] |19.f19

e | |

Figura A.9: Cosseno do terceiro para o primeiro quadrante
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APENDICE A. PROTOCOLOS DE CONSTRUCAO

x|
| Arguivo  Exibir  Ajuda
| Ngo. |Nome | Definicao | A1genra [
1 Angulo o o=458°
2 Ponto A ponto de intersecdo de Eixok, EixoY A=(0,0
3 (Circulo o Circulo com centro A & Raio 1 Lo+ yE=1
4 Ponto B ponto de intersecdo de ¢, BixoX B=1{1,01
5 |Ponto C B girar pelo angulo o em tormo de A C=(07,072)
B Angulo B fngulo entre B, A, B=4509°
7 Retaa Reta paszando por B perpendiculara a x=1
2 Retahb Reta passando porA, © bo-072x+07y=0
9 |Ponto D ponto de intersecdo de ¢, b D=(-07-073
10 Angulo @ Angulo entre B, A, D B=225.49°
11 Ponto E ponto de intersecdo de a, b E={1,1.03)

12 |Begmento tangente (SegmentolB, E]
13 Segmentod Segmenta[D, E]

| @ fians > | w1 |

tangente =1.03
d=2.44

Figura A.10: Tangente do terceiro quadrante para o primeiro

EPrutuculu de construgdo

Arguivo Exibir  Ajuda

Mo, |Mame | Definigo | A1gebra |
1 Ponto A ponto de intersecdo de Eixol, EiaY A=(0,0)
2 |Circuloc Circulo com centro A e Raio 1 =
3 Ponto B ponta de intersecdo de o, Bk B=1{1,0
4 Angulo o n=51°
5 PontoC B girar pelo angulo o em tarno de A C=(0E3 078
G Angulo B Angulo entre B, A, C B=51°
T Begmentoa Segmentofd, C] a=1
8 PontoD Creflexdn em Eixni D={063 -0.78)
9 Seagmentob Segmentafd, D] h=1
10 Angulo 8 Angulo entre B, 4, D B=309°
11 Retad Reta passando por C paralela a EivoX diy=0.78
12 Retae Reta passando por Doparalela a EixoX ery=-0.78
13 Panto E ponta de intersecdo de d, BixoY E=1i0, 078
14 Paonto F ponta de intersegdo de e, BixoY F={0,-078)
15 MOmero senof  wic) senop =078
16 Mormero senol w0 senof=-0.78
17 Begmento senf  Segmento[A, E] senp =072
18 Segmento send  Segmento[A, F] send=0.78

1 |_« frems > | |

Figura A.11: Seno do quarto para o primeiro quadrante
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APENDICE A. PROTOCOLOS DE CONSTRUCAO

i
Arquivo  Exibir  Ajuda
Néu.lNUme |Deﬂnigé0 |£\Igebra |
1 |Ponto A ponta de intersecdo de Eixox, EixaY A=0,0)
2 Circuloc Circulo corn centro A e Raio 1 LraE ==
3 |Ponto B ponto de intersecdo de ¢, Eixox B={1,0
I Anggulo o o=50"
‘| 5 Pontoc E girar pelo dngulo @ erntorno de A C = (064279, 0.76604)
(| & Angulop Anoulo entre B, &, © p=50°
7 Segmento d SegmentalA, C] d=1
8 |Ponto D C reflexdo em Exox O=(D64279 -0.76604)
9 Segmentoh SegmentofA, 0] h=1
10 Angulo B Engulo entre B, A, D B=310°
11 Retaa Reta passando por C paralela a ax=064274
12 Ponto E ponta de intersegdo de a, EixoX E={0.64278, 0
13 Begmento cosseno  Sedmentald, E] cosseno = 064279
= e EERE I =

Figura A.12: Cosseno do quarto para o primeiro quadrante

Eprotocolo de construcio |
! Amuiva  Exibir  Ajuda
N0 | Home | Definicso |Algebra |

1 Angulo o 0= 44"
2 |Ponto A ponto de intersecdo de EixoX, koY  A=(0,0)
3 Circuloc Circulo com centro A e Raio 1 CoEHyE=

| 4 PontoB ponto de intersegdo de ¢, BixoX E={1,0
5 |Retaa Reta passando por B paralela a EixoY a:x=1
B |Ponto © B girar pelo dngulo o emtorno de A C=(0.72 065
7 Anoulo B Angulo entre B, A, © p=44"
8 Semi-retah Semi-reta passando por A, C b -0.69+0.F2y=0
4 Panto D ponto de intersegdo de a, b D={1,0487)
10 Ponto E G reflexdio em Eixok E=(0.72 -069)
11 Angulo 8 Angulo entre B, & E A=316"
12 Bemi-retad Semi-reta passando por A E d: 068+ 072y=0
13 |Ponto F ponta de intersegéo dead F=1(1,-097
14 |Mdmero tangente (w0 tangentep = 0.97
15 |Mumero tangented [wF tangented = -0.97
16 Segmentog SegmentofA, D) g=1.39
17 Begmentah Segmentals, F] h=1.38
18 |Segmento tgp SegmentolD, B] tgR = 0487
19 Segmento tg8 Segmento[E, F] tgB=0.97

sl e EETEE N =

Figura A.13: Tangente do quarto para o primeiro quadrante



APENDICE A. PROTOCOLOS DE CONSTRUCAO

dprotocolode construcio ]

Arguivo  Exihir - Ajuda
Mo, |Mome | Definigéo | A1gebra |
1 |Panto A ponta de intersecdo de Eixox, Exoy A= (0,00

2 Circuloc Circulo com centro & e Raio 1 CoEE =

3 Ponto B ponta de intersegdo de c, Eixgx BE=i1,m

4 Mamero o a=26

4 |Ponto C B girar pelo dngulo o ern torno de A C=i-0.8, 0.4

6 Angulo B Angulo entre B, A, C B=147.6°

7 |Panto D (o, 0y D=i2.6, 0

&8 SBegmentoa Segmenta[C, A a=1

9 Retah Reta passando por G paralela a EivoX  hiy=05

10 |Ponto E ponto de intersecdo de b, EixoY E=¢0, 0.8)

11 Segmento d SegmentalC, E] d=018

12 |Mdmer senap W senof=045

13 Retae Reta passando por C paralela a EisoX  e:y=048

14 Retaf Reta pagsando por D paralela a Exoy  fx=28

15 Ponto F ponta de intersegdo de e, f F=1{26 0%

16 |Segmento | SeamentalD, F] j=0.4

17 |Ponto G ponto de intersegdo de c, EixoY G=i0, 1)

18 PontoH ponto de intersegdo de c, EixoY H=1i0,-1)

18 Retag Reta passando por H paralela a Eiwox  giy=-1

20 Retah Reta passando por G paralela a Eisoxl hoy=1

21 Retai Reta passando por G paralela a Eixol  iiy=1

22 Begmento senf Segmentalg, A senf=04%

B | @ fazm ||
Figura A.14: Senoide
B

Arguivo  Exihir - Ajuda

m | @ |20

> |

Mo, |Nome | Definiggo | A1gebra |
1 |Ponto A ponto de intersecdo de Eixax, Exoy A= (0,0
2 Circulo . Circulo com centro A & Raio 1 Lo +yE=
3 Ponto B ponto de intersegfo de ¢, EixoX B={1,0
4 Namero n=43
5 Ponto C E girar pelo dnogulo o em torno de & (S =-0.4,-0.9)
6 Angulop Angulo entre B, A, C B=243.0°
7 Segmento a Segmentafd, C) a=1
8 [Retah Reta passando por C paralela a hx=-0.4
9 Ponta D ponto de intersecdo de b, Bk D=i-0.4, 0
10 Mamero cogsen... [#(C) cossenop=-0.4
11 Segmento e Segmenta(C, O] e=09
12 Paonto F o, 0 F=1i{4.3 0
13 Retad Reta passando por F paralela a dx=43
14 Ponto G P, o G=i{43-04)
15 Segmentof SegmentalF, G] =04
16 Ponto E ponto de intersegdo de ¢, ExoY E=i0 1)
17 |Ponto H ponto de intersecdo de ¢, EixoY H=1{0,-1)
18 Retag Reta passando por H paralela a g y=-1
19 Retah Reta passando por E paralela a by =1
20 Retai Reta passando porF paralela a Lx=473
21 SBegmento cosR  SegmentalD, A cosf=04

Figura A.15: Cossenoide
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APENDICE A. PROTOCOLOS DE CONSTRUCAO

EProtocolo de construcdo x|
Arquiva  Exihir - Ajuda
Mo, [Nome | Definigan | Aigenra |
1 Ponto A ponto de intersegdo de Eixox, ExoY A=(0,0
2 (Circuloc Circulo com centro A e Raio 1 ¥ eyE=
3 Namero o u=26
4 |Ponta G ponto de intersecdo de ¢, EixoX C=01,0
A |Ponta D C girar pelo dngulo o erm tormo de A D=1(-05 05
6 |Angulo B Angulo ertre G, A, D B=151.8"
7 |Ponta E (o, 0) E= (26,0
8 |Retaa Reta passanda porA, D a-05x-09=0
9 |Retahb Reta passanda por C paralela a EixaY bix=1
10 Ponto F ponto de intersecdodea, b F=1,-0.49)
11 Retad Feta passanda porF paralela a Eixox  diyv=-04
12 Retae Reta passando por E paralela a ExoY  eix=26
13 Ponto G ponto de intersecdode d, e G=10(26,-05)
14 |Muimero tangentep yiF) tangentef =-0.5
15 |Segmento g SegmentolE, 5] g=04
16 PontaH ponto de intersecdodec, a H=1{0.9,-05)
17 SBegmento f Segmentald, F] f=1.1
18 Segmento h Segmento[D, A] h=1
19 Begmento g Segmento[C, F] tg=104
20 Retal x=18
21 Retam m¥=-186
22 Retan niw=47
23 Retao orx=-47
sl I B
Figura A.16: Tangentoide
EProtocolo de construcdo |
Arguivo  Exibir  Ajuda
NEo. [Nome | Definicéo | Agetra |
1 FontoA ponto de intersecdo de Eixax, Eixoy A=(0, 0
2 Circuloe Circulo corn centro A e Raio 1 ==
3 |NOmerog n=24
4 |Paonta E (o, Oy E={24,0)
5 Ponto ponto de intersegdo de ¢, EixokX C=01,0
G PontoD Cogirar pelo angulo o em tarmo de & O=¢07 07
7 Angulop Angulo entre G, 4, D p=1358°
4 |PontoF ponto de intersegdo de ¢, Eixoy F=i0,1)
4 Retaa Reta passando por F perpendiculara  a:y=1
10 Retab Feta passando por A, D ho-0.7%-07y=10
11 |Ponto G ponto deintersecdo dea, b G=0(1,1})
12 |Retad Reta passando por E perpendiculara diy=10
13 Retae Reta passando por E paralela a EixoY  e1x=24
14 Pontol {0, x{iE I=(2.4,-13
16 Momero cotangentef @G cotangentef =-1
16 |Segmentog SegmentolE, 1] g=1
17 Segmento cotgp SegmentalF, G] cotgp =1
18 Retaf frx=-31
18 Retah hix=31

s I REREE:

s

Figura A.17: Grafico Cotangente
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APENDICE A. PROTOCOLOS DE CONSTRUCAO

EProtocolo de construcio

Arguivo  Exibir  Ajuda

| o 2502

[ =

nzo. [Nome | enican | Algebra |
1 |Ponto A ponto de intersecdo de Eixol, EixoY A= (0,0
2 Circuloc Circulo com centro & e Raio 1 e
3 Ponto B ponta de intersecdo de ¢, Eixox B=(1,0
4 NOmero o =249
5 Ponto D B girar pelo Angulo o erm torno de A D={-079 061
6 |Angulo B Engulo entre B, &, D f=142.48°
7 Ponto E (o, O E={249 0
4 Segmentoa Segmentof[a, 0] a=1
9 Retah Reta passando por D perpendiculara a b 0.79¢- 0.61y=-1
10 Ponto F ponta de intersecdo de b, EixoX F={1260)
11 |Ponto G (), ®¥(F1 G=(2.49 -1.26
12 Retad Reta passando por E paralela a EixoY  dix=2.49
13 Segmento e SegmentolE, &) e=126
14 MOmero secantef %P secantef =-1.26
15 Ponto H ponto de intersecdo de c, Eixay H={0,1)
16 FPontol ponta de intersegdo de ¢, EixoY 1=10,-1)
17 Retag Reta passando por H paralela a Eixa¥.  giy=1
18 Retah Reta passando por | paralela a Eixox hiw=-1
18 Retaf Reta passando por D paralela a Eixoy T x=-0.79
20 Pontod ponto de intersecdo de f, EixoX J={-078 0
21 |MOmero cossenof (D0 cossenof=-0.749
22 Segmentoi Segmenta[D, J] i=061
23 Segmento secp Segmento[A, F] secp =126
24 |Segmento cosp Segmentold, A cosp=0.79
25 Retam m:x=1.47

Figura A.18: Grafico Secante
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APENDICE A. PROTOCOLOS

DE CONSTRUCAO

EProtocolo de construcdo x|

Arguiva  Exihir  Ajuda

Mo, [Mame | Definigan | Argebra |
1 |Ponto A ponto de intersecdo de Eixox, EixoY A=i{0,0
2 (Circulo ¢ Circulo corn centro A e Raio 1 [ SRR |
3 Ponto B ponto de intersecdo de ¢, EixoX E=i{10
4 MNimerog ©=23
5 Ponto o B girar pelo angulo o em torno de & C={-07 07
& Angulo Angulo entre B, &, C p=133.9°
T Ponto D (o, 03 D={23 0
8 Begmento a Segmenta[C, A a=1
9 Retah Reta passando por C paralela a Eixox.  hiy=07
10 |Ponto E ponto de intersecdo de b, EixoY E=i0,07)
11 Segmento d Segmento[C, E] d=07
12 Segmenta senof SeagmentalE, A senof=07
13 Retae Reta passando por C paralela a Eixox e y=07
14 Retaf Reta passando por D paralela a Eixoy Tx=2.3
14 |Ponto G ponto de intersecdo de ¢, EixoY G={01)
16 |Ponta H ponto de intersecdo de ¢, EikoY H=i{0,-13
17 Retah Reta passando por G paralela a Eivox.  hiy=1
18 Retai iiy=95
19 Retaj jy=-5
20 |PontoF w1520 F={23 04
21 Segmento g Segmenta[D, F] g=04
22 Retak ky=04
23 Retal ly=-05
24 Segmenta m Segmento[C, E] m=10.7
S I E A

Figura A.21: Grafico jsen(x)

EProtocolo de construcdo =l
Arguiva  Exibir - Ajuda
Maa. | Name | Definicsin | Algebra |
1 |Ponto A ponto de intersecdo de Eixol, Eixoy A=i0, 0
2 |Circuloc Circulo com centro A e Raio 1 CoE+yE=
3 Ponto B ponto de intersecdo de ¢, Eixox BE={1,0
4 Mimero o a=23
5 Ponto C C={-6.3 0
B Ponto D B girar pelo dngulo o em tarno de & D={07 07
7 Angulop Angulo entre B, &, D p=1333°
8 |Segmentoa Segmentals, D) a=1
9 Retab Reta passando por D perpendiculara a b 0.Fx-07y=-1
10 Ponto F ponto de intersecdo de b, Eixox F=i15 0
11 |MOmero secantef  [#(F) secantef=-1.5
12 Ponto H ponto de intersecdo de ¢, EixoY H={0,1)
13 Pontal ponto de intersecdo de ¢, EixoY I=50,-13
14 Retag Reta passando por H paralela a Eixox gy=1
15 Retah Reta passando por | paralela a EixoX hiy=-1
16 Retaf Reta passando por D paralela a EixaY fx=-07
17 Pontod ponto de intersecdo de f, Bixo J=-07, 0
18 Segmentai SegmentolD, J] i=07
18 Ponto G (183, xFn G={0.8-1.9)
20 Retae Reta passando por G paralela a EixaY e:x=08
2 Segmento sech Segmentols, F] secf=15
24 Ponto K ponto de intersecdo de e, Eixox k=108, 0
25 Segmentod Segmentalk, G] d=1.4a

0 i EEE A

Figura A.22: Grafico Secante(3x)
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APENDICE A. PROTOCOLOS DE CONSTRUCAO

X
Arguiva  Exibir  Ajuda
Mo, [Mome | Definicéo | A1gebra |
1 |Ponto A ponto de intersecdo de Eixok, EixoY A={00)
2 (Circuloe Circulo com centra A e Raio 1 CEE e
3 Mumero o 0=2h
4 Ponto B B ={-6.3,0)
| & PontoE (o, 0) E=i{26 0
E |Ponto G ponto de intersecdo de o, Ekox C={1,0
7 Ponto D C girar pelo angulo @ emtormo de A D=-0.80.5)
3 Angulo B Angulo entre C, A, D B=147.8°
9 |Ponto F ponto de intersegdo de ¢, Exoy F=101)
10 Retaa Reta passando por F perpendicular a ay=1
11 Retab Reta passando por & D h:-0.5x-08y=10
12 Ponto G ponto de intersecaodea b G={161)
13 Ponta H ponto de intersecdo de ¢, Exoy H=i0,-13
14 Retae Reta passando por E paralela a EixoY eix=20
15 |Mimero cotangentef (G cotangentef = -1.6
16 |Segmento coty SegmentalF, 3] cotg=1.6
17 Retaf fx=-31
18 Retah hrx= 31
19 Pontol (10 2xE), x(G0 1=1(1.3,-1.6)
20 Retag Reta passando por | paralela a EixoY gx=13
21 Pontod ponto de intersegdo de g, EboX J={1.30)
22 Segmentod Segmento[d, ] d=15
m | |22 s | |
Figura A.23: Grafico Cotangente(2x)
EProtocolo de construcao x|
Arguiva  Exibir  Ajuda
M&a. [Mame | pefinigan | Algebra |
1 |Ponto A ponto de intersecdo de Eixox, EixoY A=0, 0
2 Circuloe Circulo corm centro A e Raio 1 CEey=
3 Ponto B ponto de intersecdo de ¢, EixoX B=(1,0
4 NOmeroo o=19
5 |Ponto C E girar pelo Angulo o erm tormo de A C=03 1)
6 Angulo B Angulo entre B, A, C B=107"
T Begmento a SegmentafA, C] a=1
8 [Retab Reta passando por C paralela a EixoY bix=-0.3
9 |Panta D ponto de intersegdo de b, Eixox D=i03 0
10 MUmero cossenof [#C) cossenof=-0.3
11 Segmento e SegmentalC, O] e=1
12 |Ponto F (o, 0 F=9{1.90)
13 Retad Reta passando por F paralela a Eixoy d:x=148
14 |Ponto E ponto de intersegédo de ¢, EixoY E=(0 1
156 |Ponto H ponto de intersecédo de ¢, EixoY H=1(0-13
16 Retag Reta passando por H paralela a EixoX g:y=-1
17 Retah Reta passando por E paralela a EixoX hiy=1
18 Retai Reta passando por F paralela a EixoY iix=1.9
19 Ponto G ((F), (G + 2 G=(1.917
20 Segmenta m Segmento[G, F] m=1.7
21 Segmento cosf Segmento[D, A cosf=03

Ll

<] |21121

| o |

Figura A.24: Grafico Cosseno(x) + 2




APENDICE A. PROTOCOLOS DE CONSTRUCAO

x|
Arguivo  Exibir  Ajuda
M40, [Mome | oefinigan |Aigenra |
1 |Ponto A ponto de intersecdo de Eixox, EixoY A=(0,0
2 Circuloc Circulo com centro & e Raio 1 o y®=1
3 |Ponto B ponto de intersecdo de ¢, Eixox B=(1,0
4 |Ndmero o t=28
5 |Ponto C B girar pelo angulo o erm torno de & C={-1,03
6 Angulop Angulo entre B, &, © p=1648°
T |Segmentoa Segmentola, C] a=1
8 |Retah Reta passando por B paralela a EixoY  bix=1
9 Retad Reta passando por A, G d-0.3x-1y=0
10 Ponto D ponto de intersecdode b, d D={1,-0.3

11 |Mdmero tangentep WD)

12 Segmento ty SegmentalD, B] tg=10.3

13 Paonto F o, il - 10 F=i29-1.3)
14 Retae Reta passando por F paralela a Eixoy  e:x=249

15 Ponto E ponto de intersecdo de e, Eixox E=(249 10
16 Segmento f SegmentalE, F] f=1.3

17 Ponto G ponto de intersecdo de ¢, Eixoy G=(0-1)

18 Retag Reta passando por G paralela a EixoX g:yv=-1

= i R

tangentep=-0.3

Figura A.25: Grafico Tangente(x) — 1

EProtocolo de construcdo

Arquivo  Exihir - Ajuda

Mo, [Mome | cefinigan | Augenra |
1 |Ponto A ponto de intersecdo de Eixax, EaY A=(0,0
2 Circuloc Circulo com centro & & Raio 1 G +yE=1
3 |Ponto B ponto de intersecdo de ¢, EixoX BE=01,0)
4 MOmeroo o=0594
5 |Ponto C B girar pelo dngulo o em torno de A =059 0.81)
& Anoulo p Angulo entra B, &, © B =53 68"
T |Segmento a Segmentala, C] a=1
2 Retab Reta passando por © paralela a Eixox hoy=10.81
9 |Ponto D ponta de intersecdo de b, Eixoy D=i0,081)
10 Segmento d Segmento[D, ) d=059
11 |Mumern Senof yies} Senof =081
12 Segmento Senf Segmento[D, A Senp=0.81
13 Ponto F o+ 31472,0) F=(2510
14 Retae Reta passando por F paralela a BEixoY  e:x=2.51
14 Ponto G {00+ 31412, w(C) G=1(2.451,081
16 Segmento f Segmento[3, F] f=0.81

i e R =

Figura A.26: Grafico Seno(x — 27)
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