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Introducao

Maxwell dedicou-se a formular matematicamente as teorias sobre
eletromagnetismo, conseguindo obter equacdes simples que permitem descrever
fendmenos elétricos e magnéticos. Formou-se, entdo, a teoria do
eletromagnetismo que tem como base as quatro equacdes de Maxwell.

Com o objetivo de estudar esta teoria, apresentaremos, no decorrer do
trabalho, as equagdes de Maxwell na forma local e integral, as relagdes
constitutivas, a equacdo de onda elétrica e magnética, que foi uma grande
contribuicio de Maxwell para a humanidade, os modelos eletrocinético e
eletrostdtico, o método de elementos finitos para a resolu¢do dos modelos citados
e por fim a modelagem de uma calha condutora e de um isolador elétrico.

Este trabalho € constituido por quatro capitulos e um apéndice. No
primeiro capitulo analisaremos as grandezas fundamentais do eletromagnetismo,
as equagdes de Maxwell em sua forma local e integral, cada uma com suas
vantagens e desvantagens, as relagdes constitutivas ou leis de comportamento, que
exprimem as propriedades dos materiais, as condi¢des de transmissdo de um meio
para outro, as condi¢des de contorno e uma importante contribuicdo de Maxwell,
a equacgdo de onda elétrica e magnética.

No segundo capitulo apresentaremos os modelos eletrostitico e
eletrocinético originado do desacoplamento das equacdes de Maxwell. Para estes
modelos, as equacdes de Maxwell sdo resolvidas por meio da definicio de
potenciais escalar e vetor. Teremos as formulagdes tanto na forma forte quanto na
forma fraca.

O terceiro capitulo é dedicado ao método de elementos finitos (MEF).

Utilizaremos as formulacOes fortes e fracas obtidas no segundo capitulo para



estabelecer e conceituar o método. Chegaremos também a solu¢do numérica do
problema eletrostético e eletrocinético.

No quarto capitulo apresentaremos aplicacdes dos modelos eletrostético e
eletrocinético. Usaremos uma calha condutora para fazermos a modelagem do
problema eletrocinético e um isolador elétrico para o problema eletrostatico. No
primeiro exemplo, teremos a solu¢do analitica e a soluc@o pelo MEF. No segundo
exemplo, somente a solu¢do através do MEF.

Com relagdo ao apéndice, a intengdo € fornecer subsidios para um melhor
entendimento do texto, através de definicdes do cédlculo vetorial e alguns

teoremas.



Capitulo 1

As Equacoes de Maxwell

Neste capitulo, analisaremos as grandezas fundamentais do
eletromagnetismo, discutiremos as Equagdes de Maxwell em sua forma local e
integral, as relagdes constitutivas, as condicdes de transmissdo e de contorno e

uma das contribui¢des muito importantes das equacdes de Maxwell.
1.1 Introducao: um pouco de historia

James Clerk Maxwell foi um fisico matematico escocés. Nasceu em 1831
em Edimburgo, na Escécia e faleceu em 1879 em Cambridge, na Inglaterra.

Desde cedo mostrou ter habilidade com matemadtica. Com apenas quinze
anos redigiu um trabalho apresentando um método para tracar curvas ovais. Aos
dezenove anos foi estudar matematica na Universidade de Cambridge, mais
precisamente no Trinity College. Em 1854 graduou-se entre os melhores alunos
do seu ano e logo apds apresentou um brilhante artigo a Sociedade Filosofica de
Cambridge, com o titulo “On the Transformation of Surfaces by Bending”. Este
foi um dos poucos artigos puramente matematicos que escreveu [6].

Depois de sua graduagdo tornou-se professor na Marischal College em
Aberdeen (1856) e, pouco depois, no King’s College em Londres (1860).

Neste periodo realizou desde estudos sobre as cores até a natureza dos
anéis de Saturno (1857), onde demonstrou teoricamente que eles deviam ser
constituidos por particulas sélidas, pois se fossem formados por liquidos ou gases

ndo teriam estabilidade para se manter em rotacao.
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Estudou matematicamente o comportamento dos gases e chegou a
importantes conclusdes como a teoria de que as moléculas se movem em todas as
direcdes e com todas as possiveis velocidades, chocando elasticamente entre si e
contra os obsticulos. Mostrou que a maioria delas, porém, se moveria com
velocidades intermedidrias, ou seja, o melhor indicador do estado de agitacdo
interna de um gds seria a velocidade média de suas moléculas. Isso permitiu
concluir que a temperatura de um corpo podia ser interpretada em termos dessa
velocidade média molecular [7]. O célculo da velocidade média s6 foi possivel
fazendo uso de funcgdes estatisticas, idéia de Maxwell que foi uma grande
novidade na época. A partir disso, também foi possivel calcular outras
propriedades como pressao, coeficiente de viscosidade, entre outros.

Para completar o trabalho do Maxwell, o fisico Ludwig Boltzmann
publicou a conhecida distribuicdo Maxwell-Boltzmann, que explica a condugao de
calor em gases.

Aos 30 anos, Maxwell tornou-se o primeiro professor da cadeira de Fisica
Experimental em Cambridge [7].

A partir de 1864 dedicou-se a formular matematicamente as teorias de
Faraday sobre o eletromagnetismo, conseguindo obter equacdes simples que
permitiam descrever tanto os fendmenos elétricos quanto os magnéticos. Sao
quatro equacgdes diferenciais parciais que foram reveladas pela primeira vez em
1873, tendo sido conhecidas desde entdo como as “equagdes de Maxwell”. Ficou
assim demonstrado que a eletricidade e o magnetismo fazem parte de uma mesma
teoria.

Maxwell percebeu que a oscilacdo de uma carga elétrica produz um campo
magnético e ao tentar calcular a velocidade de propagacdo desse campo, obteve o
valor aproximado de 300 000 000 /s, que é a velocidade da luz j4 calculada
experimentalmente por Fizeau e Foucault.

Assim, afirmou que a luz nada mais era do que uma radiagcdo

eletromagnética, mais ainda, que se as cargas elétricas podiam oscilar com
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qualquer velocidade, poderiam dar origem a radiacdes de todos os comprimentos
de onda, sendo a luz apenas uma variedade especifica dessas variagdes [7].

E interessante ressaltar que todas as conclusdes acima foram baseadas em
célculos tedricos, ou seja, ndo houve nenhum experimento pratico que as
confirmassem.

Na época, conheciam somente a luz visivel, radiacdes infravermelhas e
ultravioletas, mas Maxwell previu que existiam outras de comprimento de onda
diferentes, sendo a luz apenas uma variedade especifica dessas radiacdes [7].
Vinte anos depois, estas foram detectadas experimentalmente pelo fisico alemao
Heinrich Hertz, que construiu aparelhos detectores e emissores de ondas de radio.

Em Cambridge, Maxwell publicou os trabalhos experimentais
desconhecidos de Henry Cavendish sobre eletricidade, onde também foi criado o
Laboratério Cavendish. Apds estabelecer o laboratério como centro de exceléncia

cientifica, Maxwell morre prematuramente.

1.2 As Grandezas Fundamentais do Eletromagnetismo

As equagdes de Maxwell formam um conjunto de quatro equacdes
diferenciais lineares sobre o tempo e o espaco, aplicadas as grandezas ditas
“eletromagnéticas”. Estas equagdes sdo, na verdade, postulados, pois até hoje elas
nunca foram provadas, ou seja, ndo ha garantia de que as equacdes de Maxwell
sejam exatas. Todavia, até hoje as precisas medi¢des experimentais nunca as
contradisseram.

As grandezas fundamentais do eletromagnetismo sdo [1]:

e O campo elétrico e;

e O campo magnético h;

e A inducdo magnética b;

e A indugdo elétrica d;

e A densidade superficial de corrente j;

e A densidade volumétrica de carga p;
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e A permeabilidade magnética u;
e A permissividade elétrica €;
e A condutividade elétrica o;
Agora faremos uma breve explicagdo do significado de cada uma das

grandezas citadas.

1.2.1 O Campo Elétrico e

Uma carga ou um conjunto de cargas ¢, sem movimento no espaco tem a
propriedade de criar, no volume que a envolve, uma grandeza chamada campo
elétrico e.

O campo elétrico e (V/m, Volts por metro) € uma grandeza vetorial e tem

o cardter de um campo de vetores [1].

1.2.2 O Campo Magnético h

Suponhamos uma carga, ou um conjunto de cargas possua uma velocidade
de deslocamento. Neste caso, haverd a formacdo do campo magnético h (A/m,
Amperes por metro).

Um conjunto de cargas em deslocamento nos conduz a no¢do de corrente

elétrica e esta ultima cria entdo o campo de vetores h.
1.2.3 A Induc¢ao Magnética b e a Permeabilidade Magnética u
Chama-se inducio magnética b(T, Tesla) ou densidade de fluxo magnético

em um ponto ao produto da permeabilidade magnética u (H/m, Henry por metro)

do meio pelo campo magnético h nesse ponto. Ou seja,

b = uh (1.2)
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Podemos observar que quanto maior a permeabilidade do meio, maior sua
indu¢do e maior o fluxo que podera passar em uma determinada superficie S. Em
outras palavras, b é chamado “indu¢o”, pois esta grandeza expressa a capacidade
de induzir fluxo em um dado meio. Geralmente uma alta inducao estd associada a
alta permeabilidade u. Utilizando o sentido literal das expressdes “indugdo” e
“permeabilidade”, podemos dizer que se um meio “induz” mais fluxo € porque ele
0 “permite” mais [1].

Sendo b um vetor, podemos calcular seu fluxo ¢ através de uma superficie

¢=f b-ds (1.1)
S

Este fluxo ¢ € chamado de fluxo magnético.
1.2.4 A Inducao Elétrica d e a Permissividade Elétrica &

Chama-se inducdo elétrica d(C/m* Coulomb por metro quadrado) ou
densidade de fluxo elétrico em um ponto ao produto da permissividade elétrica

(F/m, Farad por metro) do meio pelo campo elétrico e nesse ponto. Ou seja,
d=ce (1.4)
Observa-se novamente que quanto maior a permissividade do meio, maior
a inducdo elétrica e maior o fluxo que passa através da superficie.

Da mesma forma que foi feito para as grandezas b e u, podemos observar

que d é um vetor e assim calcular o fluxo ¥ através de uma superficie S.
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= . 1.3
¢fsdds (1.3)

1.2.5 A Densidade Superficial de Corrente j

A densidade superficial média de corrente j (A/m’, Ampére por metro

quadrado) através de uma superficie S € definida por:

Definindo um vetor j = ju, sendo u um vetor unitdrio perpendicular a

sec¢do S, o fluxo de j por S nos fornece a corrente elétrica i:
[ = J. j-ds (1.5)
S

1.2.6 A Condutividade Elétrica o

Em geral, nos problemas de campos elétricos podemos ter meios
dielétricos (ou isolantes) e meios condutores. Os isolantes sdo caracterizados pela
permissividade elétrica € e por sua rigidez dielétrica. Os meios condutores sdao
caracterizados por sua condutividade elétrica g, que expressa a capacidade do
meio conduzir mais ou menos corrente elétrica [1]. Podemos observar este fato na

relacdo abaixo, conhecida como Lei de Ohm sob forma local.

j=oce (1.6)
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1.3 As Equacoes de Maxwell sob Forma Local

As quatro equacdes de Maxwell sdo as seguintes [1]:

od
=i+ — 1.7
roth=j+ a (1.7)
db
rote = — — (1.8)
ot
divb=0 (1.9)
divd=p (1.10)

As equacdes (1.7), (1.8), (1.9) e (1.10) sdo, respectivamente, a Lei
generalizada de Ampere, Lei de Faraday, Lei de Gauss Magnética e a Lei de
Gauss Elétrica. Os quatro vetores h, e, b e d juntos formam a representagdo
matematica do mesmo fendomeno fisico: o campo eletromagnético.

Das equagdes acima, podemos deduzir outra equacdo aplicando o

divergente na equacgdo (1.7) [1]:

) ) od
div(rot h) = div (j + 5)

Como div(rot h) = 0, obtemos:

0=divj+di o
=divj+div—

Utilizando a equacdo (1.10), obtemos a chamada equagdo da continuidade

elétrica [1]:

16



dp
V= —— 1.11
div j o (L.11)

1.3.1 Comentario das equacoes

O desenvolvimento das equacdes de Maxwell como generalizacdes das
relacdes do circuito, envolve tanto um raciocinio indutivo como fisico. Como ja
haviamos comentado, as equacdes de Maxwell justificam-se pelo fato de serem
conclusdes baseadas em experimentacdo. As equacdes (1.7) e (1.8) significam que
os campos magnéticos e elétricos variando com o tempo sdo capazes de gerar um
ao outro, ou seja, um campo magnético varidvel € capaz de gerar um campo

elétrico e vice-versa. Este fendmeno é chamado de acoplamento eletromagnético.

~ ad Lo 2
No caso da equagdo (1.7), o termo 5, due gera o campo magnético € chamado de

7z

densidade de deslocamento de corrente. Este termo é o centro da teoria das
radiacOes das ondas eletromagnéticas.

A conclusdo disto é que o campo eletromagnético variando no tempo
propaga a energia através do espaco vazio com a velocidade da luz e ainda que a
luz é de natureza eletromagnética. As ondas de rddio eram desconhecidas na
época e isto foi quinze anos antes de Hertz demonstrar que as ondas
eletromagnéticas (ou de radio) eram possiveis, como foi predito por Maxwell [2].

Na equagdo (1.9), o fato do divergente ser igual a zero significa que o
fluxo magnético € conservativo. Pode-se entender entdo que o fluxo magnético
que entra em um volume € idéntico ao que sai do mesmo.

Ja na equacdo (1.10), o fluxo elétrico ndo é conservativo. Teremos, entdo,
uma variacao do fluxo que entra e sai de um volume que é gerada por uma fonte
que no caso € p.

Agora iremos escrever as equacdes de Maxwell na forma integral.
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1.4 Equacoes de Maxwell na Forma Integral

As equacgdes de Maxwell na forma local sdo mais convenientes para
fazermos operacdes matemdticas, pois elas envolvem operagcdes com gradiente,
divergentes e rotacionais que estdo bem definidas no cdlculo vetorial. J4 quando
desejamos calcular o campo elétrico e criado pela inducdo magnética b, fica mais
conveniente utilizarmos a forma integral da equagdo de Maxwell.

Veremos agora as equagdes de Maxwell na forma integral.

Vamos utilizar a equacao (1.7) e definir uma superficie S onde queremos
estudar as correntes e os campos magnéticos. Chamemos L a borda desta

superficie. Integrando a equacdo (1.7) na superficie, obtemos:

ad
f roth-dS=f (i+—)-d$ (1.12)

Utilizando o teorema de Stokes no lado esquerdo da equacgdo (1.12),

temos:

ad
h-dL=f j+—)-ds (1.13)
jLL s (’ (')t)

Esta relacdo € chamada a forma integral da equagdo de Maxwell obtida da
lei generalizada de Ampere.

Para a equacgdo (1.8), vamos aplicar novamente a integral numa superficie
S onde o campo elétrico e e a indugdo magnética b estejam definidos. Obtemos

entao a equacio:

ob

rote-ds=f _9 s (1.14)
J 5
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Pelo teorema de Stokes,

db
3€ e-dL=—f —-dS (1.15)
L s Ot

onde L é alinha que envolve esta superficie.

A equacdo (1.15) é chamada a forma integral da equacdo de Maxwell
obtida da lei de Faraday.

Para obtermos equagdo (1.9) na forma integral, vamos aplicar o teorema
do divergente que associa a integral do volume V e da superficie S que envolve
este volume, onde a indugdo magnética b estd bem definida. Assim obtemos a

equagdo:
f divbdv=j§ b-dS =0 (1.16)
|4 S
Ou seja,
f b-ds =0 (1.17)
S

A equagdo (1.17) é chamada a forma integral da equacdo do campo
magnético de Maxwell obtida da lei de Gauss.

Enfim, para a equacdo (1.10), faremos a integragdao no volume V onde a
inducdo elétrica d e a densidade volumétrica de carga p estdo bem definidas,

obtendo:

jdiv ddV=J pdV (1.18)
74 %4
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Aplicando novamente o teorema do divergente no volume V e na

superficie S que envolve este volume obtemos a seguinte equagao:

f d-ds=f pdV (1.19)
S 74

A equacdo (1.19) é chamada a forma integral da equacdo do campo

elétrico de Maxwell obtida da lei de Gauss.
1.5 Relac¢oes Constitutivas

Um segundo conjunto de equacdes € necessdrio para completar a
informacdo contida no sistema construido pelas equacdes (1.7) a (1.10): as
relacoes constitutivas. Essas relagOes, também conhecidas como leis de
comportamento, exprimem as propriedades dos materiais [3]. Se u representa a
permeabilidade magnética, € a permissividade elétrica e o a condutividade

elétrica, as leis de comportamento se enunciam como segue:

b = uh (1.20)
d=ce (1.21)
j=oe (1.22)

A equagdo (1.22) é também conhecida como lei Ohm.

1.6 Condicoes de Transmissao

As equacdes de Maxwell supdem que as propriedades (caracterizadas por

U, € e ) do meio material sdo consideradas variando de forma continua nesse
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meio. Na pratica, entretanto, é freqiiente ocorrer o estudo dos fendmenos
eletromagnéticos se produzindo em varios meios continuos. Nesse caso, i, € €
sao descontinuos sobre a fronteira X separando dois meios diferentes Q; e Q,,

conforme a figura 1.

Figura 1 — Interface entre os meios Q, e €,

Por conseqiiéncia da passagem do meio ; ao meio €2,, 0s campos
eletromagnéticos sofrem descontinuidades. As quatro condi¢des de transmissao

ou condi¢des de passagem, deduzidas das equacdes de Maxwell se escrevem [3]:

nx (h, —hy)|s = j, (1.23)
nx(e,—e)s=0 (1.24)
n-(b,—b)ls =0 (1.25)
n-(d; —dy)|s = ps (1.26)

onde j; e p,representam, respectivamente, a densidade linear de corrente e
densidade superficial de carga concentradas sobre a superficie X, onde n é o vetor
normal a X.

As relagdes (1.24) e (1.25) acarretam que a componente tangencial do
campo elétrico e e a componente normal da indu¢do magnética b sdo continuas
através da superficie . Todavia, se j; e ps sdo diferentes de zero, as relagcdes

(1.23) e (1.26) acarretam as descontinuidades da componente tangencial do campo
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magnético h e da componente normal da indugio elétrica d. As componentes que
nao figuram nas equagdes (1.23) a (1.26) sdao descontinuas. Em geral, considera-se
0 caso onde j e ps sdo nulos, isto €, que a condutividade e a freqiiéncia de
excitacdo ndo sdo infinitas. Neste caso, a componente tangencial de h e a

componente normal de d sdo continuas na interface [3].

1.6.1 Condicao de Transmissao do Fluxo Elétrico

Veremos agora como encontrar, por exemplo, a condi¢do (1.26), que € a
condi¢do de passagem da densidade de fluxo elétrico d por uma fronteira ¥ que
separa os meios €, e (), com caracteristicas gy, ;€ & para 0 meio Q; e

07, Uz € &, para 0 meio €2,.

=]

Figura 2 — Condigao de transmissdo de d por uma fronteira X que separa os meios ; e Q,

Na figura 2, percebemos que o vetor normal a superficie de fronteira X esta
apontando do meio €2; para o meio €2,. Aplicando a equacdo (1.19), que € a
equacdo de Maxwell na forma integral obtida da lei de Gauss, ao elemento

cilindrico da figura 2, obtemos:

d-ds+ d-dS+f

d-d5=f pdv (1.27)
AS; AS, ASiat v
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No limite, quando Ah — 0 e onde d ¢ a densidade média na superficie

lateral, temos:
Algmo(d “AS1+d-AS, +d-ASy,) = Al}}mo pASAh (1.28)

Desta forma, a terceira integral e o lado direito da equacdo anulam-se.
Observando que n; = n = — n,, sendo nq o vetor normal a superficie AS¢, n, o
vetor normal a superficie AS, e n o vetor normal a fronteira entre os meios €2, e

Q),, obtém-se:

Observa-se que as componentes normais da densidade de fluxo elétrico sao
continuas ao longo da interface de separacdo dos dois meios, mesmo havendo
uma distribui¢do volumétrica de carga (p).

Se houver uma distribui¢cdo superficial de carga, a equacdo (1.28) pode ser

reescrita como:
Jim (d-ASy +d-AS; + d-AS;) = Jlim pgAh (1.30)
e obtemos a equagao (1.26):
n-(d; —dy) =ps
Nesta equagdo percebemos que se ha uma distribuicdo superficial de carga
sobre a interface de separacdo entre os dois meios, ocorre uma descontinuidade

por uma quantidade de ps das componentes normais da densidade de fluxo

elétrico.
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1.7 Condicoes Homogéneas

Condicdes de fronteiras ou de contorno adequadas devem ser dadas sobre
a fronteira do dominio de estudo €2 de forma a assegurar a unicidade das solu¢des
[3]. Elas podem ser, segundo o problema considerado, relativas as componentes
tangenciais de campo elétrico e e do campo magnético h e as componentes
normais da inducgdo elétrica d, da densidade de corrente j e da indugdo magnética
b.

Na fronteira I' do dominio global €2, considera-se certas condi¢des de
contorno freqiientemente encontradas, que sdo as condi¢des homogéneas.

Para as grandezas elétricas, sobre as porcdes complementares da

superficies I'e € I'q (ou I'j) de I', eventualmente ndo conexa, sdo definidas as

condigodes [3]:

nxelr, =0 (1.31)
n-dl|y, =0 (1.32)
n-jl, =0. (1.33)

Para as grandezas magnéticas, sobre as por¢des complementares das

superficies I', e I'pde I', eventualmente ndo conexa, sdo definidas as condicdes

[3]:

nxh|, =0 (1.34)

n- bl =0 (1.35)

As condi¢des homogéneas de contorno sobre os campos ocorrem por:
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i.  Razdes de simetria: fixando as direcdes dos campos;

ii.  Razdes fisicas: condi¢des no infinito ou associadas aos materiais
idealizados como, por exemplo, a equagao (1.31) para os materiais
condutores perfeitos (condutividade infinita) e a equagdo (1.34)

para os materiais magnéticos perfeitos (permeabilidade infinita).

1.8 Equacao de Onda Eletromagnética

Uma das contribui¢des mais importantes das equacdes de Maxwell sdo as
equacgdes da propagacao das ondas eletromagnéticas num meio linear.

Sabemos que no vacuo nao hi matéria, portanto a densidade superficial de
corrente j e a densidade volumétrica de carga p sdo nulas.

Usando as relagdes constitutivas d = €e e b = ph, e sabendo que neste
caso € = & e U = Uy podemos reescrever as equagdes de Maxwell da seguinte

forma [1]:

roth = 80% (1.36)
rote =y, 50 (137)
divh=0 (1.38)
dive=20 (1.39)

A equacdo de onda para o campo magnético € deduzida tomando o

rotacional da equacao (1.36):

0
rot (rot h) = rot (50 a—f:) (1.40)
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Sabendo que:
rot (rot h) = — div (grad h) + grad (div h)

e que div (grad h) = V?h é o operador Laplaciano aplicado em h, temos:
0
— V?h + grad (divh) = ¢, a(rot e) (1.41)

Substituindo as equagdes (1.37) e (1.38) na equagdo (1.41), temos:

9*h
V2h - o1, 5 = 0 (142)

A equacdo (1.42) é a equacdo de onda eletromagnética deduzida em
funcdo do campo magnético.
Sendo a velocidade de propagacdo das ondas eletromagnéticas, ou seja, a

velocidade da luz dada por:

1
c= 1.43
o (1.43)
Podemos reescrever a equacao de onda da seguinte forma:
1 9%h
V?h— = =0 (1.44)
c? ot?

De forma anéloga, calculando o rotacional da equagdo (1.37) e usando as
equacdes (1.36) e (1.39), podemos encontrar a equacdo de onda em func¢do do

campo elétrico, que fica [5]:
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vZe——2€_ (1.45)

O que podemos concluir pelas equacdes (1.44) e (1.45) é que o campo
elétrico e magnético podem se propagar como ondas no espaco. Os campos sao 0s
componentes da onda. A razdo para a sua propagacdo mesmo no vicuo €
relacionada com o fendmeno da inducio no eletromagnetismo. Um campo elétrico
variando com o tempo induz um campo magnético variando com o tempo e esse
ultimo ao variar induz um campo elétrico variando com o tempo e assim

sucessivamente.
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Capitulo 2

Modelos Estaticos Completos

Neste capitulo apresentaremos os modelos eletrostatico e eletrocinético
originado do desacoplamento das equacdes de Maxwell. As equacdes de Maxwell
para estes modelos sdo resolvidas por meio da definicdo de potenciais escalar e
vetor. Durante o texto apresentaremos as formulacdes matematicas tanto na forma

forte quanto na forma fraca.

2.1 Divisoes do Eletromagnetismo

O eletromagnetismo € dividido em duas partes: eletromagnetismo em altas
freqgiiéncias e eletromagnetismo em baixas freqiiéncias.

O eletromagnetismo em altas freqiiéncias corresponde exatamente as
equacdes de Maxwell (1.7 — 1.10) apresentadas no capitulo 1.

Ja o eletromagnetismo em baixas freqii€éncias ocorre quando a densidade

., . . ) ad

de corrente j é muito maior do que a densidade de corrente de deslocamento =
(o)

Assim as equagoes de Maxwell simplificam-se da seguinte forma [3]:

roth =j 2.1
db

rote=— — (2.2)
dat

divh=0 (2.3)
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divd =p (2.4)

Matematicamente, a aproximacdo que consiste em desprezar as correntes
de deslocamento, substituem um problema hiperbdlico de segunda ordem,
caracterizando propagagdo, por um eliptico ou parabdlico, por exemplo, que
caracterizam fendmenos de uma natureza préxima dos fendmenos de difusao.

Podemos encontrar aplicagdes onde o campo elétrico e é fraco (ou
confinado em estruturas de dimensdes pequenas) e para este caso, a corrente de
deslocamento se torna fraca quando comparada a corrente de condugdo. Dizemos,
entdo, que as freqii€éncias dos fendmenos estudados estao nos limites razodveis, de
tal forma que as dimensdes do dominio de estudo sejam despreziveis em relacao
ao comprimento de onda correspondente. Por exemplo, seja a equacdo de

comprimento de onda dada por:

(2.5)

| o

onde c é a velocidade da luz e f a freqiiéncia. No caso onde a freqiiéncia é 50Hz,
o comprimento de onda é 6 X 10~%m, ou seja, largamente superior as dimensdes
dos aparelhos estudados [3].

O eletromagnetismo em baixas freqiiéncias ainda é subdividido em duas
partes: a estdtica, onde ndo h4 variacdo temporal, e a quase-estdtica ou
magnetodindmica.

A estdtica € dividida em trés partes: a magnetostdtica, a eletrostdtica e a
eletrocinética, das quais a eletrostética e eletrocinética sdo as que iremos abordar
neste capitulo.

Na eletrostdtica, temos as equagdes [3]:

rote=0 (2.6)
divd=p 2.7
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Acompanhado pela equacao constitutiva:
d=ce (2.8)
E na eletrocinética as equagdes ficam [3]:

rote=0 (2.9
divji=0 (2.10)

Acompanhado pela equacdo constitutiva:
j =oce (2.11)

Percebe-se, entdo, que quando os fendmenos estudados sdo invariantes no
tempo, as derivadas temporais se anulam nas equagdes de Maxwell e ndo temos
mais o fendmeno de que um campo gera outro, ou seja, aparece um

desacoplamento entre os fendmenos elétricos € magnéticos.

2.2 Modelos Estaticos Completos

Analisaremos os modelos eletrostiticos e eletrocinéticos completos, os
quais envolvem equagdes diferenciais, condi¢des de contorno e condi¢des de

passagem de um meio a outro.

2.2.1 Modelo Eletrostatico

A eletrostdtica consiste no estudo da distribuicdo espacial do campo
elétrico e devido a uma distribui¢do de cargas elétricas.
Feita a aproximagdo, o modelo eletrostatico aplicado ao dominio de estudo

Q e de fronteira I" é caracterizado pelas equagdes diferenciais representadas nas
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equacgoes (2.12) e (2.13), pela lei de comportamento representada pela equagdo

(2.14) e pelas condi¢des de contorno representadas pelas equagdes (2.15) e (2.16)

[3]:

rote=20 (2.12)
divd=p (2.13)
d=ce (2.14)
nxelr, =0 (2.15)
n-djr, =0 (2.16)

coml'=15U le.
As restricdes globais definidas sdo relativas a carga elétrica total g dada

pela equagdo (2.17) e a diferenca de potencial v dada pela equacdo (2.18).

j n-dds =gq; (2.17)
r

i

f e-dl=v, (2.18)
T

i

Podemos ainda definir uma capacitancia quando relacionamos a carga e o

potencial elétrico da seguinte forma:
C=— (2.19)

2.2.2 Modelo Eletrocinético

A eletrocinética consiste no estudo da distribuicdo espacial da densidade

de corrente j nos materiais condutores.
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O modelo eletrocinético aplicado ao dominio de estudo Q e de fronteira I'
¢ caracterizado pelas equagdes diferenciais representadas nas equagdes (2.20) e
(2.21), pela lei de comportamento representada pela equacdo (2.22) e pelas

condi¢des de contorno representadas pelas equagdes (2.23) e (2.24) [3]:

rote=20 (2.20)
divj=20 (2.21)

j =ce (2.22)
nxel, =0 (2.23)
n- ]'Iri =0 (2.24)

comI'=TqU I,.
As restrigdes globais definidas sdo relativas a corrente elétrica i dada pela

equacdo (2.25) e pela diferenca de potencial v ja vista na equacao (2.18).

f n-jds =i (2.25)
I

i

A relac@o entre a corrente elétrica e o potencial elétrico define o inverso de

uma resisténcia R:

(2.26)
2.3 As Formulac¢oes em Potenciais

Qualquer que seja o problema formulado, seja eletrostatica, eletrocinética

ou magnetostdtica, procura-se dois campos vetoriais definidos por uma
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divergéncia, um rotacional e as condi¢des de contorno. Além disso, esses campos
de vetores sdo ligados por uma lei de comportamento.

A solucdo do problema formulado, ou seja, da equacdo diferencial com a
condicdo de contorno associada, deve pertencer a um campo de vetores que
chamamos de campo admissivel [3]. Este campo contém as possiveis solucdes da
equacdo diferencial e também a solucdo particular para nosso problema.

No nosso caso, é possivel verificar que a introdu¢ao da noc¢ao de potencial
vetor ou escalar equivale a propor, sob certas condi¢cdes, um campo admissivel.
Isto €, tanto mais verdadeiro se o dominio € simplesmente conexo com fronteira
conexa. Em efeito, a partir da teoria dos espagos funcionais, mostra-se entdo que o
espaco imagem do gradiente € igual ao nucleo do rotacional. Da mesma maneira,
o espaco imagem do rotacional € igual ao nucleo da divergéncia [3].

Em seguida, veremos a formulacdo forte em potencial escalar e em

potencial vetor dos modelos eletrostatico e eletrocinético.
2.4 As Formulacoes em Potencial Escalar

2.4.1 Formulacao Eletrostatica em Potencial Escalar

Considere o problema eletrostatico definido anteriormente. A partir da

equacdo (2.12), pode-se introduzir um potencial escalar elétrico v tal que:
e=—gradv 2.27)

Este fato se deve, pois a definicdo do potencial € dada por:
v=—fe-dl (2.28)

Sendo assim, temos que:
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dv=—e-dl=—e.dx—e,dy —e,dz (2.29)
Mas,

av="ax+%ay+ 24 2.30
”_axxayyazz (2.30)

Comparando as equacdes (2.29) e (2.30), obtemos:

av av v

ex=o,  ey=-—ol,  e=—o 2.31)

Portanto, obtemos exatamente a equacdo (2.27). O sinal negativo mostra
que a dire¢do do campo elétrico € oposta a dire¢cdo em que o potencial v cresce.

Como o rotacional do gradiente de uma funcdo escalar € sempre zero
(rot grad v = 0), a equacdo (2.12) implica que e deve ser o gradiente de uma
funcdo escalar. Entdo, a equacdo (2.27) também pode ser obtida da equagdo
(2.12). E importante ressaltar que o estado fisico desta equacio foi observado
muitos anos antes e somente com o avanco do cdlculo vetorial que foi possivel
escrever o fendmeno desta forma.

Note que o campo elétrico assim definido representa, pela equacao (2.12),
um campo admissivel. Na relagdo acima, o potencial v ndo é unico. Em efeito,
considerando os potenciais v; e v, definidos tal que v; = v, + k, onde k € uma
constante, eles conduzem ao mesmo valor de campo elétrico e [3]. Para haver
unicidade de solucdo, € necessario impor uma restricio ou uma condi¢do de
calibre sobre v. Na pratica, a unicidade da solugdao é geralmente obtida com a
ajuda das solucdes de contorno.

Substituindo a equacgdo (2.27) em (2.14) e em (2.13), temos [3]:
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div (e grad v) = —p (2.32)

Ou, em outra notagdo para o caso de duas dimensdes,

6(6u)+6(6v)_ 533
0x gax oy gay - P (2.33)

A equacgdo (2.32) deve ser resolvida em todo dominio levando em conta as
condig¢des de contorno. A condicdo (2.15), para o campo elétrico, se escreve para
a formulacdo em potencial escalar [3]:

v|r, = Vg (2.34)
Sendo v, uma constante.

Além do mais, essa condicdo pode ser diretamente religada a relacdo
(2.18) que impde a circulacdo do campo elétrico sobre um contorno. Supondo que
esse contorno liga duas fronteiras denotadas I'y e I'p, como deve-se impor uma
diferenca de potencial, € possivel escolher arbitrariamente v = 0 sobre a fronteira
I'4y do dominio e v = v; sobre a fronteira ['p.

Para a densidade de campo elétrico, como d = —e grad v, a relacdo

(2.16) se enuncia sob a forma [3]:
n-grad v|r, =0 (2.35)

Dizemos que as equagdes (2.32), (2.34) e (2.35) juntas formam a

Jormulacdo eletrostdtica forte em potencial escalar.
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2.4.2 Formulacao Eletrocinética em Potencial Escalar

No caso da eletrocinética, a formulacao do problema em potencial escalar
se obtém utilizando o mesmo procedimento usado para a eletrostatica.
Substituindo a equagdo (2.27) em (2.2.2) e em (2.21), obtemos [3]:

div (o grad v) = 0 (2.36)

Ou, em outra notagdo para o caso de duas dimensdes,

0( av)+a( av)_o 537
ox\%ax) Tay\%ay) 2.37)

Para essa formulacdo, as condicdes de contorno sobre 'y se enunciam
como no caso da eletrostdtica e permitem impor uma diferenca de potencial. Da
mesma forma que foi feito para a densidade de campo elétrico, a condi¢do de

contorno sobre a densidade de corrente (2.24) se escreve [3]:
n-grad v|ri =0 (2.38)

Portanto, a formulacdo eletrocinética forte em potencial escalar é

constituida pelas equacdes (2.36), (2.34) e (2.38).

2.5 As Formulac¢oes em Potencial Vetor

2.5.1 Formulacio Eletrostatica em Potencial Vetor

Para resolver as equacgdes da eletrostatica, pode-se introduzir a nog¢do de

campo fonte. Defini-se dg uma densidade de campo elétrico fonte que verifique
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divdg; = p com as condi¢des de contorno associadas. O campo dg pode ser
obtido numericamente ou analiticamente, resolvendo a lei de Gauss.
Considerando o termo fonte conhecido, tomemos a densidade de campo

elétrico como na equagdo abaixo [3]:
d=d;+rotp (2.39)

Na equacdo (2.39), p representa o potencial vetor eletrostitico ao qual se
deve associar, além das condi¢des de contorno, uma condi¢@o de calibre que pode
ser o calibre de Coulomb, div p = 0 [3, 4].

Quando escolhemos a densidade de campo elétrico da forma acima,
podemos observar que, matematicamente, ela realmente soluciona a equacio
(2.13), pois quando substituimos (2.39), obtemos:

div(ds + rotp) =p (2.40)
Mas div dg = p e div(rot p) = 0, satisfazendo a equagéo (2.13).

Finalmente, para chegarmos a formulacido eletrostitica forte em

potencial vetor, devemos substituir a equacao (2.14) em (2.12), obtendo:
1
rot Ed =0 (2.41)
E entdo substituir a equagdo (2.39) em (2.41):
1
rot z (dg+rotp)|=0 (2.42)

As condicdes de contorno tomam a seguinte forma [3]:
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nXx (ds +rotp)|r, =0 (2.43)
nXxply, =0 (2.44)
n-dlp, =0 (2.45)

Dizemos que a equacao (2.42) e as condi¢des de contorno (2.43), (2.44)

e (2.45) formam a formulacdo eletrostdtica forte em potencial vetor.

2.5.2 Formulacio Eletrocinética em Potencial Vetor

Para a eletrocinética, a formulacdo em potencial vetor se obtém definindo
um potencial vetor elétrico t e o relacionando com a densidade de corrente
através de:

j=rott (2.46)

Substituindo a equacdo (2.22) em (2.20) e depois a equagdo (2.46),

obtemos:
1
rot(;rott) =0 2.47)

Para haver unicidade de solucdo, além das condi¢des de contorno, €
necessario impor uma condi¢do de calibre para o potencial vetor. Para esta

formulacdo, as novas condi¢des de contorno se enunciam da seguinte forma [3]:

nXxrottly, =0 (2.48)

n Xty =0 (2.49)
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Portanto, a formulacdo eletrocinética forte em potencial vetor é constituida

pela equacgao (2.47) e suas condi¢des de contorno (2.48) e (2.49).

2.6 Os Espacos Funcionais dos Campos

De forma geral, resolvem-se, em um dominio €2, as equagdes diferenciais
fazendo intervir os operadores diferenciais particulares: gradiente, divergente e
rotacional. Tais equacdes regem a distribuicdo espacial dos campos vetoriais
(campo magnético, campo elétrico, etc.) ou escalares.

O dominio € é um conjunto aberto e limitado do espaco euclidiano
refinado, em geral em trés dimensdes, cujos elementos sdo chamados de pontos.
Esse conjunto pode ser conexo, isto €, sem interrup¢des, ou ndo conexo. Sua
fronteira Q2 é denotada por I'.

Define-se uma estrutura matematica apta a hospedar esse tipo de equacoes.
Trata-se principalmente dos operadores e de seus dominios de defini¢do. Estes
ultimos sdo os espacos funcionais dos campos escalares e vetoriais definidos
sobre (2 que serd preciso caracterizar de forma precisa, de modo que eles acolham
os campos considerados.

Considera-se uma estrutura formada de quatro espacgos funcionais e de trés
operadores diferenciais. Os quatro espacos sdo subconjuntos de L*(2) e L%(Q),
que sdo, respectivamente, o espaco dos campos escalares de quadrado integravel
sobre () e o espaco dos campos de vetores cujos quadrados da norma euclidiana
sdo integraveis em Q. Eles sdo denotados como EP, onde p = 0,1,2,3. Os trés
operadores sdo o gradiente (grad), divergente (div) e rotacional (rot). Seus
dominios de defini¢do sao definidos de forma restrita, no sentido que eles sdo os
subespacos de L2(Q) e L?(Q), para os quais as condicdes de contorno dadas

devem ser satisfeitas [3].
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Os operadores dependem, entdo, de uma parte da fronteira I" dada por ',
do dominio Q. Sendo ¢ uma constante, os dominios desses trés operadores, grad,

div e rot sdo respectivamente [3]:

EQ(Q) ={u € L*(Q); gradu € L*(Q),ulr, = c } (2.50)
EL(Q) ={ueL?(Q); rotue L?(Q),nxu|, =0} (2.51)
E2(Q) ={u€el?(Q); divue *(Q),n-u|;, =0} (2.52)

Os dominios dos operadores foram construidos de forma a satisfazerem as

relagdes [3]:
grad EQ c El e rotEl c EZ
Isto é, cod(grad) c dom(rot) e cod(rot) c dom(div), tendo E3 = cod(div).
Assim, os operadores podem ligar-se entre si de forma a formarem a

seqiiéncia [3]:

grad rot div
0 1 2 3
Ey E, E; E;

2.7 Expressoes Integrais

Para ndo deixar as expressoes integrais muito carregadas quando obtemos
a forma fraca para os modelos eletrostitico e eletrocinético, serdao definidas as

seguintes notagdes relativas as integrais sobre um volume € e uma superficie I'

[3]:
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(u,v)o =f uv dQQ (2.53)
Q

(u,v)g =f u-v dQ (2.54)
Q

(u, v)r =f uv dI’ (2.55)
r

(u, v)r =J u-vdl (2.56)
r

Com u, v, u e v definidos sobre € e I' tal que essas integrais tenham um sentido.
De forma geral, elas podem ser definidas nos espacos de Sobolev, de

campos escalar e vetorial, isto € [3],

ou ou 0

Q) = {u e 2@ 550, 5 e @)
dx 0y 0z
du ou 0

(@ ={uerr@; 5.5, e 1@ |
dx 0y 0z

Para estabelecer as formulagdes fracas associadas aos problemas de
eletrostdtica e eletrocinética, que nada mais sdo que problemas de derivadas

parciais, sdo necessdrias duas formulas ditas formulas de Green [3]:

(u,grad s)o + (divu,s)g = (n-u,s), vu € H'(Q) e Vs € H (Q)
(2.57)

(u,rot s)o — (rotu,s)o = (u X n, s)r, vu,s € H'(Q) (2.58)
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Estas relacdes s@o estabelecidas na anélise vetorial.

O fato de encontrarmos a forma fraca da equagdo diferencial € onde se
baseia 0 método de elementos finitos.

Os campos u e s (respectivamente u e s) colocados em (2.57)
(respectivamente em (2.58)), pertencem aos espacos funcionais tais como

definidos anteriormente.

2.8 Formulacoes Fracas do Problema Eletrocinético

Para ilustrar a no¢do da formulacdo fraca, considere o problema de
eletrocinética, limitado ao dominio €2, cujas equagdes sdo (2.20), (2.21) e (2.22),
isto €, rote =0, divj=0 e j=oce, e com condigdes de contorno sobre as
por¢des complementares I'e e I'; de I' dadas pelas equagdes (2.23) e (2.24), ou
seja,n X e|r, =0en- jlri = 0, respectivamente.

Considere a férmula de Green (2.57) no dominio € aplicada ao campo

vetorial j e a um campo escalar v' a definir, isto é,
(,grad v + (divj,v)g = (n-j,v), Vv €EQ(Q) (2.59)

Onde Ego € um espaco do tipo (2.50) o qual v'|re = 0. O ultimo termo da equagao
(2.59) se reduz entdo a (n- ]',v')rj que também se anula quando € introduzida a

condi¢do (2.24). Da mesma maneira, o segundo termo dessa equacdo se anula

quando se introduz a equagdo (2.21). Assim, a equacgdo (2.59) se reduz a [3]:
(,grad v)q =0, Vv €EQ(Q) (2.60)

Essa € a forma que se nomeia formulagdo fraca da equacgao (2.36). Ela foi

estabelecida a partir da formula de Green. Todavia, também é possivel obté-la
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diretamente da equagdo (2.21) aplicando sobre ela a féormula de Green (2.57),

resultando em:
(divj,v)o={(n-j,v), Vv €EJ(Q) (2.61)

Esta equacdo é verificada para toda funcdo v' € Ego (), chamada fung¢éo
teste e, entdo, em particular para toda funcdo v’ de trago nulo sobre I'. Resulta,
entdo, que (divj,v")q = 0 para toda fungdo v’ desse género e, por conseqiiéncia,
que divj = 0 em Q, isto €, que a equagdo (2.21) € verificada. Assim, a equacio
(2.61) se reduz a (n-j,v)r e considerando agora todas as fung¢bes v’ € Ego (Q)
sem restrigdes e que podem variar livremente sobre I'j, resulta finalmente que
n: ]'|ri = 0, isto é, a condicao (2.24) é verificada [3].

E possivel obter ainda mais informagdes da formulacdo fraca,
particularmente no que concernem as condi¢Oes de transmissdo que aparecem
sobre as superficies interiores a 2. Considere para isso dois subdominios €24 e Q,

de Q separados por uma interface X conforme a figura 3.

Figura 3 — Interface entre os meios Q, e €,

Aplicando a férmula de Green do (2.57) aos campos j e v’ sucessivamente

nos subdominios ; e Q,, depois somando as relacdes obtidas, tem-se [3]:
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G,grad v)g,ua, = - (1 —j2), v)s + (0§, v)5,u0,), VY V'€ EQ(Q)
(2.62)

Na equacgdo acima, j; e jp representam o campo da densidade superficial
de corrente j nos respectivos dominios €2, e Q,. Considerando as fun¢des de teste
v’ de suporte Q; U Q, e nulas sobre d(Q,; U Q,), subsiste de (2.62) a condigio de
transmissdo n - (j, — j1)|s = 0. Note que o primeiro termo da equagio (2.62) se
anula devido a equacdo (2.21): o dominio de integracdo Q; U Q, pode se estender
a Q pelo fato das funcdes testes escolhidas.

Finalmente, substituindo em (2.60) a lei de comportamento (2.22) e

utilizando a defini¢do (2.27), tem-se:
(o grad v,grad v)o =0, Vv'€ EQ (Q) (2.63)

Esta € a formulagdo fraca eletrocinética em potencial escalar. Ela contém
o problema (2.20 — 2.24) em sua totalidade. O potencial v é a incdgnita e os
outros campos podem ser deduzidos de v gracas as equacOes que permanecem sob
forma forte. Ele também pertence ao mesmo espagco que as fungdes teste ou ao
menos a um espaco E2(Q) que lhe é paralelo, isto &, onde a condi¢do de contorno
v sobre I'g ndo € necessariamente homogénea (v, = ¢).

De forma geral, a condi¢do de contorno resultando de um termo integral na

formulacao fraca, neste caso n-j|ri =0 é chamada de condi¢cdo natural

(condi¢do de contorno do tipo Neumann), enquanto que a condi¢ao expressa em
um espaco funcional diretamente utilizado para a expressdao de incégnita e da
fungdo teste, neste caso v|r, = ¢, € chamada de condigdo essencial (condi¢do de
contorno do tipo Dirichlet) [3].

Note que levando em conta a condicio de contorno natural nao
homogénea, aqui n - ]'|ri =n- l's|rj, conduziria a estender a equagdo (2.60) sob a

forma:
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~(j,grad v+ (n-jg,v), =0, Vv'€EQ(Q) (2.64)
E entdo, a equagdo (2.64) se torna [3]:
(0 grad v, grad v)g +(n-j,vh;, =0, Vv €EL(Q)  (2.65)

Uma formulacdo fraca pode ser considerada como um sistema de uma
infinidade de equacdes com uma infinidade de incdgnitas. Durante o texto serd
visto como € possivel aproximar um determinado problema a fim de permitir sua
resolucao numérica. Essa aproximacao consistird a fase da discretizacdo. Note que
esse € o fato de reduzir o nimero de funcdes teste a um valor finito que €
responsavel pelo carater aproximado da solucio.

No nivel continuo, a solucdo de uma formulagdo fraca é a mesma que
aquela da formulacao forte.

Ainda para o problema da eletrocinética, uma formulacio fraca pode ser

estabelecida a partir da equacgdo (2.20), isto €, rot e = 0, considerando a férmula

de Green (2.58), temos:
(e,rott)o=0 VU €E (Q) (2.66)

Substituindo na equacdo acima a lei de comportamento (2.22) e utilizando
a definicdo (2.46) do potencial vetor elétrico t, tem-se a formulacdo fraca

eletrocinética em potencial vetor elétrico:

1
(; rot t,rot t’) =0 VteE(Q) (2.67)
Q
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2.9 Formulacoes Fracas do Problema Eletrostatico

Da mesma forma como foi obtida a formulagdo fraca eletrocinética em
potencial escalar e vetor, podemos obter para o caso da eletrostatica.
Utilizando a equacdo (2.32) e a formula de Green (2.57), obtemos:
(e grad v,grad v)o = (p,v)q, VV'€ EQ (Q) (2.68)
Esta € a formulacdo fraca eletrostdtica em potencial escalar.

Ja a formulagdo fraca eletrostdtica em potencial vetor € obtida utilizando a

equacgdo (2.47) e a férmula de Green (2.58):

1 1
(—rot p,rot p') = - (— dg, rot p') , Vp'€EIQ) (2.69)
& Q & Q

Novamente, as formulagdes em potencial escalar e vetor contém o

problema (2.12 — 2.16) em sua totalidade.
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Capitulo 3

Método de Elementos Finitos

Neste capitulo utilizaremos das formulacGes fortes e fracas obtidas no
capitulo anterior para estabelecer e conceituar o método de elementos finitos
(MEF). Através do MEF chegaremos a uma solu¢cdo numérica do problema

eletrostatico e eletrocinético.

3.1 O Método de Galerkin

Faremos uma explicacdo sobre o Método de Galerkin, mas aplicado a
equacgdo eletrocinética e depois para a eletrostitica, que se conclui de maneira

andloga. Todos os passos estabelecidos serdo para o dominio de duas dimensdes.

3.1.1 Estabelecimento do Problema

Ja foi visto anteriormente que conseguimos relacionar o campo elétrico e

com o potencial escalar v da seguinte forma:

e=—gradv

Para a eletrocinética, a equacdo de Maxwell a ser resolvida é

divj=0
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Ao substituir a equacdo constitutiva j = oe, como ja mencionamos

anteriormente, na equagao acima, temos:

div (o grad v) =0 (3.1

Esta equacdo € interessante, pois conseguimos, através da solucdo que tem
como incégnita o potencial elétrico, encontrar os outros campos como, por

exemplo, o campo elétrico e e a densidade superficial de corrente j.

3.1.2 O Triangulo de Primeira Ordem

No MEF, o dominio da solu¢do € subdividido ou discretizado em pequenas
regides chamadas “elementos finitos™ [4,8]. Para aplicacdes em duas dimensdes,
as areas divididas podem ser tridngulos. Os pontos que definem os tridngulos sdo
0s nds ou grau de liberdade, enquanto o tridngulo em si € o elemento. O conjunto

desses elementos é chamado de malha.

1(x 1, ,'!-"1]I

2 (x2y2) 3 (v3,75)

Figura 4 — Um elemento numa malha triangular

Pelo fato do elemento ser de primeira ordem, o potencial varia linearmente

dentro do tridngulo. Para este tipo de elemento, a expansao do potencial € [4]:

v(x,y) = ay + ax + azy (3.2)
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Esta equacdo deve estar relacionada com cada né do elemento. Para o caso

da figura 4, temos [4]:

Uy = aq + ax; + azy; (3.32)
v, = aq + ax, +azy; (3.3b)
V3 = aq + ax3 + azys (3.3¢)

Pela Regra de Cramer e utilizando das equacgdes (3.3a), (3.3b) e (3.3¢),

podemos encontrar os valores dos coeficientes a4, a, e as:

1 U1 Xy
a, =—=|V2 X2
D Uy X3
1 1 v,
a2=_ 1 vZ
b 1 wvs
1 1 x;
a3 = — 1 XZ
b 1 x3

Y1
Y2
V3

(3.4a)

Y1
Y2
V3

(3.4b)

(3.4¢)

O valor de D € igual a duas vezes a drea do elemento, que pode ser

calculado da seguinte forma:

1 x
D = 1 xz
1 x5

Y1
Y2
Y3

(3.5)

De fato, substituindo os valores de a,, a, e a; na equacao (3.2), temos [4]:
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3
1
V@Y= ) @i+ + 1) v (3.6)
i=1
onde,

P1 = X2Y3 — X3)2 q1 = Y2~ Y3 n=X3—X (3.7)

Os outros termos p,, g, 12, P3, 3 € T3 sdo obtidos permutando ciclicamente os
indices.

Note que, para duas dimensdes:

_ dv= dv  _0v 38
e=—gradv=—i_— lay (3.8)

Utilizando a equacao (3.6), a expressdo acima fica:

1 1
e=—gradv = _15(%”1 + g2V + q3v3) — 15(7”1771 + 1,0, + 1303)

(3.9)

A equacio (3.6) também pode ser escrita na forma [4]:

3
V@) =) G v = g () v+ G v+ hax W) vs  (B1O)
i=1

onde,

1
d1(x,y) = B(Pl + q1x + 11y) (3.11a)
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1
$o(x,y) = B(Pz + @2x + 1Y) (3.11b)

1
$3(x,y) = D (ps + q3x +13Y) (3.11¢)

Estas fun¢des sdo chamadas funcées de base e como as funcdes (3.3)

devem ser verificadas, observam-se que as seguintes situagdes:

G1(x,y1) =1 Po(x,y1) =0 P3(x1,y1) =0
G1(x2,¥2) =0 Po(x2,¥72) =1 P3(xz,¥,) =0 (3.12)
$1(x3,¥3) =0 a(x3,¥3) =0 ¢p3(x3,y3) =1

Desta forma, teremos, por exemplo, v; = 1v; + 0v, + Ov;. Portanto, ¢,

varia linearmente até 1 nond 1 e para 0 nos nos 2 e 3.

3.1.3 Método dos Residuos Ponderados

Quando utilizamos métodos numéricos para resolver problemas, devemos
lembrar que ndo encontramos uma solucido exata. Na equacdo (3.1), a solucdo
exata seria

div (e grad v) =0

No entanto, utilizando o método de elementos finitos, encontra-se uma
solucdo aproximada da solucao exata. Quando substituimos a solucao aproximada
na equagao (3.1), encontraremos um residuo R:

div (o grad v) = R (3.13)

Para forcar R a ser 0, serd usado o método dos residuos ponderados [4,8]:
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f WRdQ =0 (3.14)
Q

onde W é uma determinada funcdo peso e Q representa o dominio em que a
condic¢do estd envolvida. No nosso caso, substituindo a equacgdo (3.13) em (3.14),

temos:
J- Wldiv (¢ grad v)] dQ =0 (3.15)
Q

Utilizando a férmula de Green (2.57) fazendo u =g gradves=W, a

equacdo (3.15) fica:
f ggradv-grad W dQ =0 (3.16)
Q

Na outra notacao,
(o6 grad v,grad W) =0 (3.17)
Agora, a discretizacio serd associada ao método residual. Para facilitar a
compreensdo, faremos uma analogia com elementos em uma dimensdo, onde o

elemento € um segmento de reta e os nés sdo os pontos que limitam o segmento.

A equacdo (3.14) fica [4]:
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Onde W}, € a funcdo peso no né k, K é o nimero total de nés e Qi o dominio
parcial que cada n6 k pertence.
Aqui temos K equagdes para K potenciais desconhecidos, pois eles sao

calculados nos nos.

v

K1k kH k2
Figura 5 — Fungdo peso Wy, e Wiy,

As fungOes peso sdo estabelecidas como mostra a figura 5, onde as funcdes

W, e Wy, correspondem aos nés k e k + 1 no elemento n. Pela figura, percebe-

se que a funcdo peso W), age no né k, onde € igual a 1, e decresce linearmente até

0 nos n6s k—1 e k+ 1. Como a fungdo (3.18) representa a soma das fungdes

pesos de um elemento, a situacdo da figura 6 pode ser verificada, ou seja, a soma

das funcdes peso confere [4].

v

Figura 6 — Soma das fun¢des peso para o elemento n

Apesar de podermos associar né por nd, pode-se também associar
elemento a elemento. Isto acontece quando escolhemos as fungdes ¢; como as

funcdes peso. Este fato caracteriza o Método de Galerkin, que € a escolha
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particular da funcdo peso que acaba particularizando o método dos residuos

ponderados também.

3.1.4 Aplicacao do Método de Elementos Finitos para o Problema

Eletrocinético e Solucao

A integral no dominio Q e substituindo a fun¢@o peso W por ¢;, temos a

seguinte expressao integral [4,8]:

J- ogradv-grad ¢,dQ =0 (3.19)

n=1,N Qn

onde n representa um elemento qualquer e N é o nimero de elementos que
pertencem no dominio de solugdo.

Vimos anteriormente que

(pi + qix + 1Y) v;

i T

e que
1 1
grad v = 15(‘11”1 + q,v; + q3v3) +]B(T1v1 + 1,0, +1303)

Através das equagdes (3.11a — ¢), obtemos:

1 1
grad ¢, = 150 +j ph (3.20a)
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1 1

grad ¢, = i5a + ipr (3.20b)
1 1

grad ¢z = 54 + ipTs (3.20c)

Substituindo as equagdes (3.9) e (3.20) na integral (3.19), temos:
o
ﬁ(ich +jr) - [1(q1vy + q2v; + q3v3) + vy + 10, +13v5)] | ds (3.21)

Sn

. ‘- < s L. D .
Note que a integral em S,, € igual a drea do elemento n que € igual a > Assim,

U1 0
[Vzl = [0] (3.22)
L] 0

A equacgdo (3.22) é obtida para um unico elemento. Montando a matriz

encontramos a forma matricial [4,8]

a 4191 + " q1qzx T T2 q143 + 7173
D Q201 T 1211 q2Qz + 1215 Q43 + 12713
q3q1 t 1311 (3qp + 71373 (343 + 1373

global, levando em conta todos os elementos e aplicando as condi¢des de
contorno, se encontra os potenciais elétricos em todos os ndés da malha de

elementos finitos.

3.1.5 Aplicaciao do Método de Elementos Finitos para o Problema

Eletrostatico e Solucao

A forma forte do problema de eletrostatica, como vimos anteriormente, € a

seguinte:

div (e gradv) +p =0
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Como sabemos, quando utilizamos o método de elementos finitos para
resolver a equacdo, ndo encontramos uma solugdo exata.
No caso da eletrostdtica, ao usarmos o método dos residuos ponderados e

escolhermos a fungdo peso como a ¢,,, obtemos:

Z f (e grad v - grad ¢, — pd,,)dQ =0 (3.23)

n=1,N Qn

O primeiro termo da equacao acima fica [4,8]:

e [0191+ 1 @12 T T2 GGz T T3] [V1
D A2q1 T 1211 4Gz T 112 qaq3 T 113 | V2 (3.24)
q3q1 t 1371 q3q + 1372 (343 + 13131 1V3

Agora precisamos avaliar o segundo termo da equagdo (3.23) dado por:

f ppnpds (3.25)
s

n

Cada fungdo ¢; € igual a 1 no né i e decresce até 0 nos outros nés do
elemento. No exemplo da figura 7, temos a funcdo ¢; que € igual a 1 nond 1 e
zero nos nos 2 e 3.

Portanto, calcular a integral (3.25) corresponde em calcular o volume da

piramide de altura 1 como mostra, por exemplo, a figura 7 [4].
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Figura 7 — Fungdo ¢, para um elemento triangular

Para ¢,, obtemos:

Da mesma forma, calcula-se a integral para ¢, e ¢z e obtemos o segundo

termo da equacdo (3.23) [4,8]:

pD[1
= |1
1

Assim, a matriz local resultante para um elemento triangular é dado por

[4,8]:

4191 + " q1qz T T2 q1q3 + 173
D 291 T 1211 qaqp + 1Ty 43 + T3
q3q1 + 1371 q3qx t 137y Q33 t+ 1373

Hg
V2 = 1 (3.26)

VU3 1

Montando a matriz global que leva em conta todos os elementos, aplicando
as condi¢des de contorno do problema e resolvendo o sistema final, obtém-se os
potenciais em todos os nés da malha de elementos finitos.

De forma geral, podemos reescrever os sistemas (3.22) e (3.26) da seguinte

forma [8]:
SSV=aQ

Sendo:
$S - matriz rigidez contendo as contribuicdes de cada elemento;
V - matriz dos potenciais elétricos (incégnitas);

Q - matriz contendo as fontes de densidade de carga elétrica.
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3.1.6 Obtencao da Matriz Global

Para aplicar as equacdes (3.19) e (3.23) dos problemas eletrocinético e
eletrostético, respectivamente, as contribui¢des de todos os elementos devem ser
consideradas. A parcela correspondente a cada elemento deve ser inserida num
sistema global de forma a levar em conta todos os elementos.

Faremos a montagem de um sistema global correspondente a equacgdo
(3.23) através de um exemplo de uma malha constituida de trés elementos e cinco

nds, como mostra a figura 8.

Figura 8 — Malha de trés elementos

Na figura, @ @ e @ sdo os elementos, @, ,, @ e éo

nimero global de nés e 1, 2 e 3 € o nimero global de nds por elemento. Com isso,
podemos observar que existe a numeragdo local, indicada pelos trés nds internos
do elemento e a numeracgdo global, que corresponde a numeragdo de todos 0s nds
da malha.

Como hé cinco nés na malha, o sistema global correspondente a equagao

(3.23) € dado por [8]:
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ai1 Q12 G133 G4 Q15701
Az1 Gz Q23 Q4 dp5||V2
31 Q3 Q33 0434 0d35]||V3
As1 Q4 Q43 QA4 Cys5|| Vs
051 Qs 0Gs3 0s4  A551lUs

(3.27)

Il
cocoocoo

Para o elemento ®, a numeracgdo local é 1,2 e 3 e a global é E], @ e

. A matriz local resultate deste elemento € [8]:

® ® ®

aiy 4 443

€Y) €Y) €Y)
Ay Gy Gy3 [
a(l) €Y) (1)

31 Q32

Para o elemento @ , a matriz local resultante € [8]:

@) @) @)
ayy 4 443

2 2 2
Ay Gy Gy3 [
a(z) @) (2)

31 Q32

E para o elemento ®, a matriz local resultante fica [8]:

3 €)) 3
ayy 4 443

3) 3) 3)
Ay Gy Gy3 [

3 3 (3)
az; Aazp

(3.28)

(3.29)

(3.30)

Na matriz global, a;; vem do acoplamento entre os nds globais i e j.

Obtém-se a;; utilizando o fato de que o potencial deve ser continuo ao longo das

fronteiras dos elementos. A contribui¢do ao elemento a;; da matriz global vem de

todos os elementos contendo os nés globais i e .
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Para obter a;;, por exemplo, nota-se que o nd global @ pertence aos

elementos @ e ®, correspondente em ambos ao né local 1, conforme mostrado

na figura 8. Dessa forma [8],

1 2
a1 = agl) + a§1)

Para obter a4, a ligacdo entre os nds globais @ e @ corresponde as

ligacGes locais 1 —2 e 1 — 3 nos elementos © e ® , respectivamente. Logo [8],

1 2
= afy +af?

Dessa forma, podemos encontrar todos os termos da matriz global,

reescrevendo o sistema (3.27) da seguinte forma [8]:

WD 4a® o o (@ +a?) 0]
@ a® 0 afp o ([] [0
@ 0 (a@+a®)  (a@+a®)  a@||w|=]0
(6 +a?) o (@ +aD) (a®+a®+aD) o |lut] |,
| o 0o o

3.2 A Axissimetria nos Problemas

Em problemas de eletrocinética, eletrostdtica e magnetostatica, algumas
estruturas possuem simetria de revolugdo, como, por exemplo, os solendides e até
mesmo os isoladores.

Estes problemas sdo, de fato, tridimensionais. No entanto, existe uma

simetria axial ou de rotagdo nesta estrutura. Dessa forma, os problemas podem ser
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abordados de forma bidimensional e apenas aplicando um fator de corre¢do na
formulacdo numérica, podemos obter a solu¢do do problema tridimensional.
Para fazermos a corre¢do, devemos multiplicar por um fator 2mry os

termos do sistema.
Para o problema eletrostético, a matriz rigidez ficard da seguinte forma [1]:

TTo€ 191 + 111y G192 + 12 193 + 113
—— 9291 t 211 q2q2 + 1212 (G243 + 1273 (3.32)
q3qy, + 1311 q3qz + 1312 (3q3 + 1373
E o termo relativo a carga elétrica fica [1]:
1
nrypD
°3p 1 (3.33)
1
Para o problema eletrocinético, a matriz rigidez serd [1]:
o0 4191 + 111y q1qz + 17 4143 T 1413
4291 T 1211 q2q2 T 1212 q2q3 + 1273 (3.34)

q3q1 + 1311 q3qz T+ 1372 q3q3 t 1373

O r, € a distancia do baricentro do tridngulo (elemento) ao eixo de rotagao.

~ Tr1+1r+T: ~ . A . A P
Temos entdo que r, = ————=, onde 7y, 7, € 13 sdo as distancias dos trés noés do

elemento em questdo em relacdo ao eixo de rotagdo.
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Capitulo 4

Aplicacoes dos Modelos Eletrocinético e
Eletrostatico

Neste capitulo faremos duas aplicagdes, uma do modelo eletrocinético e
outra do modelo eletrostético. Para o primeiro modelo, faremos a solugdo analitica
do potencial em uma calha condutora e também através do MEF, no segundo

modelo, a aplicacdo serd em um isolador elétrico tipo pino.

4.1 Modelagem de uma Calha Condutora (modelo
eletrocinético)

Considere uma calha condutora de comprimento a = 3 c¢m e altura
b = 2,5 cm. Na placa € aplicada uma diferenca de potencial elétrico de 10 Volts.
Entre os pontos 2 e 3, tem-se 10 Volts e entre os pontos 1 e 4, tém-se 0 Volt.

Devemos determinar a fung¢do potencial e o campo elétrico na regiao

interna da calha retangular indicada na figura 9(a).
2 3
v=10V

v=0V
1 b 4

Figura 9 — (a) Dominio de estudo e (b) Malha de elementos finitos

62



A equagdo que rege este fendmeno é a equagdo (2.36), do modelo

eletrocinético, dita equagdo de Laplace:

div (o gradv) =0 4.1)

Esta equacdo também pode ser escrita na forma da equacdo (2.37) e
considerando que o campo elétrico s6 varia na direcdo y e que a condutividade

elétrica g € constante, a equagdo (2.37) se torna:

0%v B

a—yz =0 4.2)

As condig¢des de contorno para este problema sdo: v=10Vemy=2,5cm
ev=0Vemy=0.
Aplicando as condi¢des de contorno mostradas na figura 9(a), determina-

se a solugdo analitica dada por:
v(y) = 400y (4.3)
Para 0<y<25cm.
Como vimos no capitulo 2 € possivel determinar o campo elétrico, sabendo

o potencial elétrico através de:

e=—gradv (4.4)

Assim, também podemos calcular as componentes e, e e, a partir de v:

ex=0 e e, =—400V/m (4.5)
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Este problema também € resolvido pelo método de elementos finitos em duas
dimensdes. A figura 9(b) mostra a malha de elementos finitos utilizada.

A figura 10 mostra a distribui¢do do potencial elétrico (esquerda) e do
campo elétrico (direita) no interior da calha. Na figura do campo elétrico é
mostrada a malha, para evidenciar que o campo elétrico é calculado em cada

elemento.

y Y

e
0 5 10 490 400 400
I - I I

Figura 10 — Distribui¢do do potencial elétrico (esquerda) e do campo elétrico (direita) na placa condutora retangular.

4.2 Modelagem de Isolador Elétrico (modelo eletrostatico)

Os isoladores para linhas de alta e baixa tensdo sdo dispositivos que tém a
funcdo de dar suporte mecanico rigido ou flexivel para condutores elétricos ou
equipamentos e manté-los isolados do aterramento, de outras partes condutoras e
das préprias estruturas de suporte. Podem ser constituidos de ferragens, porcelana,
vidro, polimero ou material compdsito e cimento, para manter as partes integradas
(ferragens e saias). Para realizar as funcdes mecanicas e elétricas desejadas, ha
uma série de condi¢des técnicas exigiveis.

Os isoladores podem ser fabricados de acordo com o meio ambiente onde

serdo utilizados. Sabe-se que em ambientes cuja atmosfera € normalmente
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carregada de poluentes, € necessdrio construir isoladores com caracteristicas
geométricas especificas que dificultem as fugas de correntes para a estrutura.
Existem os isoladores roldana, os isoladores de disco ou de suspensdo, os
isoladores de apoio e os isoladores tipo pino. Este dltimo é predominantemente
utilizado em redes de distribui¢do rural e urbana primaria.
Neste item apresentaremos a modelagem de um isolador elétrico tipo pino.
As figuras 11 e 12 mostram a foto dos isoladores tipo pino de porcelana e vidro, e

o desenho tridimensional do isolador tipo pino em CAD, respectivamente.

Figura 12 — Desenho tridimensional do isolador tipo pino em CAD.
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As figuras 13 e 14 mostram, respectivamente, o dominio de estudo de
elementos finitos. Na figura 13, o arco “a” em vermelho representa a linha onde o
potencial elétrico € 9,79kV, a linha “c” em verde representa a linha onde o
potencial elétrico é 0kV. A linha “b” em azul ¢ a linha utilizada para comparar o
médulo da componente do campo elétrico, considerando que o isolador €
fabricado de trés tipos de isolantes: ar, vidro e porcelana. A drea em cinza € a
superficie do isolador que girando 2w forma, aproximadamente, o volume da

figura 14.

isolador -

T

ar

ar

c

Figura 13 — Dominio axissimétrico do isolador elétrico tipo pino.
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Figura 14 — Malha de elementos finitos do dominio de estudo.
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As figuras 15, 16 e 17 mostram, respectivamente, os resultados das
simulagdes usando o método de elementos finitos. O isolador foi modelado
considerando que o mesmo € fabricado de trés tipos de isolantes: ar, vidro e

porcelana.

e
1.896-015 4.09e+005 8.19+005
[ I
Figura 15 — Distribui¢do do potencial elétrico (esquerda) e do campo elétrico (direita) para o isolador de ar (ou seja, sem
nenhum isolador).

e
3418016 2.66e+005 5.326+005
N [

Figura 16 — Distribui¢do do potencial elétrico (esquerda) e do campo elétrico (direita) para o isolador de vidro.
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e
2.38e+005

1.546-015
|

4.766+005
I

Figura 17 — Distribuic@o do potencial elétrico (esquerda) e do campo elétrico (direita) para o isolador de porcelana.

Note que o potencial elétrico fica distribuido de maneira mais uniforme
com o aumento da permissividade relativa do material do isolador. Isso acarreta
na reducio do campo elétrico total no interior do isolador, tornado o isolador mais
eficiente. Deve-se ressaltar que uma varidvel importante do isolador € sua rigidez
dielétrica. Se o campo elétrico dentro do isolador exceder o valor da rigidez
dielétrica do material isolante, o isolante se rompe e haverd o surgimento de um
arco elétrico, danificando o isolador. Sendo assim, quanto menor o campo elétrico
ou mais longe do valor da rigidez dielétrica do material do isolante, melhor para o
funcionamento do isolador.

A tabela 1 apresenta os valores minimos € maximos dos campos elétricos

totais, permissividade relativa e rigidez dielétrica para os trés materiais.

Material do Valor da Rigidez dielétrica | Valor minimo do | Valor mdximo do
Isolador permissividade em V/m campo elétrico em | campo elétrico em
relativa V/m V/m

Ar 1 3,0 x 10° 1,89 x 10715 8,19 x 10°
Vidro 6 3,0 x 107 3,41 x 10716 5,32 x 10°
Porcelana 7 2,0 x 107 1,54 x 10715 4,76 x 10°

Tabela 1 — Comparacgdo do campo elétrico total considerando o isolador fabricado com trés tipos de materiais isolantes.




A figura 18 mostra o0 médulo da componente em y do campo elétrico ao
longo da linha “b” em azul da figura 13. Observe que os valores maximos do
médulo da componente y do campo elétrico s@o menores a medida que a
permissividade relativa do isolador aumenta. Além disso, o campo elétrico fica
distribuido de maneira mais uniforme ao longo do raio R com aumento da

permissividade relativa do isolador.
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Figura 18 — Variagdo do médulo da componente y do campo elétrico ao longo da linha “b” em azul da figura 13.
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O aspecto “escadinha” do campo elétrico, mostrado na figura 18, € devido
ao fato de termos utilizado um polindmio de primeira ordem para aproximar a
funcdo do potencial elétrico em cada elemento finito. Assim, o campo elétrico é
constante dentro de cada elemento. Caso quiséssemos deixar os grificos da
componente ¥y do campo elétrico da figura 18 mais “suaves” € preciso aumentar o
nimero de elementos ou usar um polindmio de ordem mais elevada para
aproximar a funcio do potencial elétrico em cada elemento finito.

A andlise desse problema eletrostatico usando o método de elementos
finitos € importante, pois devido a complexidade do problema, ndo € possivel

encontrar uma solucio analitica da equagao de Laplace que rege este fenomeno.
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Apéndice A

Fundamentos do Calculo Vetorial

Definicao A.1. Se f ¢é uma funcdo de trés varidveis x, y e z, o gradiente de f € a

funcdo vetorial grad f (ou Vf) definida por

of L Of. Of
gradf——1+@]+az

Defini¢io A.2. Se F =Pi+ Qj+ RK é um campo vetorial sobre R3 e as
derivadas parciais de P, Q e R existem, entdo o rotacional de F ¢ um campo

vetorial sobre R3 definido por

rotF=(a—R—a—Q)i+<a—P—a—R)j+<g—g—g—§)k

Definicio A.3. Se F = Pi + Qj + RK é o campo vetorial em R3 e existem a—Q

a_

OR ~ . A s . ~ A L. . .
5, ¢htdoa divergéncia de F ¢ a funcdo de trés varidveis definida por

Teorema A.4. Se F = Pi+ Qj + RK é um campo vetorial sobre R3 e P, Q e R

tém derivadas parciais de segunda ordem continuas, entdo

70



div (rot F) =0

Teorema A.5. Se f ¢ uma fungdo de trés varidveis x, y e zZ que tem derivadas

parciais, entdo
rot (grad f) =0

Teorema de Stokes A.6. Seja S uma superficie orientada, suave, cuja fronteira é
formada por uma curva simples C, fechada, suave, com orientacdo positiva. Seja
F um campo vetorial cujos componentes tém derivadas parciais continuas na

regido aberta de R3 que contém S. Entdo,

jg F-dr=f rot F-dS
c S

Teorema da Divergéncia A.7. Seja E uma regido solida simples e seja S a
superficie fronteira de E, orientada positivamente (para fora). Seja F um campo
vetorial cujas funcdes componentes tém derivadas parciais continuas em uma

regido aberta que contenha E. Entdo

j F-dS=f div F dV
s E
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Consideracoes Finais

A idéia inicial era somente fazer um trabalho de conclusido de curso numa
area aplicada de forma que fosse possivel aplicar conhecimentos obtidos durante a
graduacio.

Ao optar pelo estudo das equacdes de Maxwell e suas aplica¢des foi muito
mais interessante do que imaginei, pois percebi que esta imensa teoria do
eletromagnetismo baseia-se somente em quatro equagdes relativamente simples,
as equacgdes de Maxwell.

A experiéncia que na drea da engenharia elétrica foi muito proveitosa, pois
ela vai muito além de resultados praticos. E necessdrio muito conhecimento fisico
e matematico para desempenhar um bom trabalho.

Durante o desenvolvimento do TCC notou-se que o método de elementos
finitos € uma ferramenta numérica muito utilizada na engenharia para solugdo das
equacOes diferenciais provenientes das equacdes de Maxwell. Sua aplicacdo €
muito utilizada onde ndo se tem solucdes analiticas. A andlise dos resultados
obtidos com o método de elementos finitos auxilia no projeto dos dispositivos
elétricos e magnéticos, evitando a fabricagdo de muitos protétipos até se chegar no
produto final dentro dos padrdes exigidos pela empresa.

Espera-se que os objetivos propostos tenham sido atingidos com a
realizacdo do trabalho ao estudar as equacdes de Maxwell, os modelos

eletrocinético e eletrostatico e as aplicagdes dos mesmos.
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