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Introducéo

Serd apresentado a seguir apresentando um pequeno historico da andlise
harmonica a partir dos primeiros estudos com tentativas de se resolver os problemas da
corda vibrante e da conducéo do calor, dando énfase as Séries de Fourier até chegar ao

fenbmeno de Gibbs.

A principio serdo apresentados conceitos béasicos de equagdes diferencias
parciais, que serdo de grande utilidade para o desenvolvimento do trabalho. E ao longo
destes conceitos vamos verificar que as equacOes diferenciais tém aplicacdes em diversas
areas da ciéncia, como na Fisica, onde as equacbes diferenciais parciais podem

representar fendmenos fisicos.

Para que isto aconteca, a equacdo diferencial, com um conjunto de condicgdes
de fronteira, deve conter solucdo Unica, pois neste caso o conjunto de dados em um
fendmeno fisico, nos leva a um unico resultado. Além disto, se houver uma pequena
mudanca nas condi¢cdes de fronteira, estas devem resultar em pequenos desvios na
solucdo, pois as condi¢Oes sdo obtidas através de experiéncias que ocasionam pequenos

erros, e estes erros ndo devem produzir grandes desvios nas solucdes.

Fourier estudou estas equacgdes, e em meio a seus estudos descobriu um
método de resolucdo para equagOes diferencias parciais, denominado como método de
Fourier. O método de Fourier baseia — se ha combinacdo do principio da superposicdo

com o0 método de separacdo de variaveis.

Além de deduzir este método para a resolucdo de equacdes diferenciais
parciais, durante a resolucdo de problemas como a conducdo de calor e o da corda
vibrante,(resolvidos no decorrer do trabalho), Fourier alegou que toda funcéo periddica,
de periodo 27, poderia ser escrita na forma de um somatdrio de senos e cossenos, ou

seja, poderia ser escrita na forma

f(x) ~&+i(an cosnx+h, sennx)

n=1



com a, e b, constantes. Estes coeficientes possuem uma forma geral, que é obtida
quando f € igual a série de Fourier, ou seja, quando a série converge pontualmente para a
fungdo f . No decorrer deste trabalho serd apresentado como obter estes coeficientes,

para quais tipos de funces é possivel a representacdo em séries de Fourier, e em que

sentido a série converge para determinada funcéo.

E é neste ultimo item onde Gibbs concentrou seus estudos, ele observou a
ocorréncia de um fendbmeno especial na aproximacao da fungédo pela série em seus pontos

de descontinuidade, denominado como fendmeno de Gibbs.



1. Notas historicas

Uma série trigonométrica é uma expressao da forma:

a - V9.4 Nz X
=+ a cos——+b sen — 1.1
23 2,008™ b, sen X (w1)

onde a,a, e b, com n=123.. sdo constantes. Se esta série converge para

n

XE(—OO, +oo) entdo esta expressdo pode representar uma funcdo periddica de periodo

2L.

O problema de se representar uma funcdo f(x) qualquer, de periodo 2L, em

uma série de senos e cossenos (1.1) surgiu no século XVIII, com Euller (1701-1783) e D.

Bernouilli (1700 — 1782) com seus estudos sobre o problema da corda vibrante.

Em seus estudos, Bernouilli chega ao ponto de escrever a solucdo do problema
da corda vibrante em forma de séries trigonométricas a partir de consideracfes do tipo
fisico, 0 que nos leva a pensar que a corda oscila descrevendo vérias freqiiéncias ao

mesmo tempo, cujas amplitudes dependem da forma inicial da vibracao.

Esta possibilidade, descoberta por Bernouilli, € o que chamamos hoje do
principio da superposicdo, este resultado é de grande importancia nos ramos da fisica-
matematica. Mas Euller ndo aceitava assim tdo facilmente a idéia de Bernouilli, de que
uma funcdo arbitraria pudesse ser escrita na forma de uma série trigonomeétrica, pois esta
idéia entrava em conflito com alguns conceitos matematicos da época. Temos que levar
em conta que para 0s matematicos contemporaneos de Euller, as curvas se dividiam em

duas classes: as curvas continuas e as curvas geométricas.

Uma curva era dita continua se suas ordenadas e abscissas podiam conectar-se
através de alguma férmula do tipo y = f(x). E uma funcdo denominava-se geométrica,
se pudesse ser desenhada de alguma forma com tragos continuos, e estas eram expressas
por varias formulas. Assim, uma funcgdo arbitraria poder ser expressa, por exemplo, por

uma série de cossenos, equivalia a dizer que qualquer curva geométrica de periodo 2L



era também uma curva continua, o que era incrivel para Euller e os matematicos do seu

tempo.

1.1 Jean Baptiste Joseph Fourier

O problema de uma fungdo ser representada por uma série trigonometrica
reaparece com o matematico francés J. Fourier (1768-1830), onde mais tarde a partir de
seus estudos estas séries trigonométricas acabaram sendo denominadas como séries de

Fourier.

Fourier em 21 de dezembro de 1807 apresentou a academia francesa de
ciéncias, a analise harmonica, também conhecida como a anélise de Fourier, que foi um

grande marco na historia da matematica.

Fourier havia deduzido a equacdo do calor, que descrevia a conducédo do calor
através de corpos solidos. Em meios a estes estudos acabou deduzindo um método para
resolver equacdes diferenciais parciais. Na resolucdo da equacdo do calor, aplicando o
método de separacdo de varidveis, Fourier escreveu a solucdo da equacdo em forma de
uma série trigonométrica, e isto levou a Fourier alegar que toda fungdo periddica de

periodo 27 poderia ser escrita na forma:
f(x)~ iJrZ(an cosnx-+b, sennx)

2

E ainda Fourier acabou encontrando férmulas que calculavam os coeficientes

da série:

a, =1f” f (x) cosnx dx
72' /2

b, zifﬂ f (x)sen nx dx
72' /2



Essas idéias de Fourier ndo foram aceitas em primeiro momento, mas anos
depois, acabaram sendo aceitas e expostas em sua obra de 1822, Théorie analytique de La

chaleur.
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2. Conceitos Basicos

Nos capitulos seguintes serdo estudados diversos tipos de equacdes
diferenciais parciais ( EDP ), que sdo assim chamadas pois sdo equacfes que contém
derivadas parciais, isto €, a variavel dependente deve ser uma funcdo de duas ou mais
variaveis independentes, pois, caso contrario ndo haveriam derivadas parciais. Por

exemplo:

OU+2x0,u+0,u=4yu (2.1)
2 2
Ju+0°u=0 (2.2)

onde X,y,z na equacdo (2.1) representam as variaveis independentes, enquanto

u=u(x,y,z)a varidvel dependente. J& no caso (2.2), u é uma funcdo de duas variaveis,

u=u(x,y).

Toda equacdo diferencial parcial possui uma ordem, que é estabelecida pela

maior ordem da derivada da funcéo dependente.
Qu+05u+d2u=0

A equacdo acima, mais conhecida como equacdo de Laplace em trés variaveis,
é um exemplo de equacdo de segunda ordem. J& a equacgdo seguinte:

6yo,u + xayu =u,

é um exemplo de equagéo de primeira ordem.

As equacOes diferenciais parciais além de serem classificadas por sua ordem,
tambem s&o classificadas como n&o-lineares e lineares. Uma equacdo diferencial parcial
linear é caracterizada pelo fato de que a variavel dependente e suas derivadas estdo no
primeiro grau, e também por ndo ocorrer produto entre a variavel dependente e suas

derivadas parciais.

(0,u)* +20,u=4yu (2.3)

11



o +0o%u :%Gtu (2.4)

A equacao (2.3) € um exemplo de uma equacéo nao-linear, ja a equacao (2.4)
conhecida como equacdo de conducdo ou difusdo do calor é um caso de equacdo

diferencial parcial linear.

No decorrer de nossos estudos estaremos dando énfase a casos particulares de
equacdes diferenciais parciais lineares que representam fendmenos fisicos, deixando de

lado as equacdes nao-lineares.

Uma equacéo diferencial parcial linear pode ser classificada como homogénea
e ndo-homogénea, e 0 que caracteriza esta equacao ser homogénea é o fato de que cada
termo da equacdo deve conter ou a variavel dependente, ou uma das suas derivadas

parciais.
2
pOU=10U+2u (2.5)

A equacdo (2.5) cujo p e A sdo constantes arbitrérias, representa uma

equacdo linear homogénea. Enquanto a equacdo (2.6):
20U =20 u+ f(xy) (2.6)
onde f(x,y) é uma funcdo dada, é uma equacdo linear ndo - homogénea .

E como no caso das equacBes diferenciais ordinarias lineares homogéneas,

caso  Uu;,U,,U,..,u, forem n solugdes de uma equacdo diferencial parcial linear

n

homogénea, entdo uma combinacao linear destas solucdes
U=CcU, +C,U, +CU, +...+CU,

onde os coeficientes c,,c,,C,...,C, S380 constantes arbitrarias, também é solucdo da

n
mesma equacao diferencial. Chamamaos este resultado de principio de superposi¢do. Mais

adiante demonstraremos este principio.
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2.1 Fenbmenos Fisicos e suas Equacdes diferenciais.

Muitas das equacOes diferenciais que serdo estudadas estardo representando
fendmenos fisicos, mostrando que as leis da fisica podem ser escritas em termos de

equac0es diferenciais parciais.

Algumas destas equagdes sdo as seguintes:

1)Au = Ciz&fu (equagdo da onda).

2)Au = %atu (equacéo de conducéo ou difuséo do calor).

3)Au=0 (equacéo de Laplace).
4)Au+Au=0  (equacéo de Helmholtz).
5)Au= f(x,y,z) (equacdo de Poisson).

6) A’u = —izafu (equagdo bi-harmdnica da onda) onde A’u = A(Au).
p

7)A’u=0  (equagdo bi-harmdnica).
8)Au+a[E-V(x,y,z)Ju=0 (equacéo de Schrodinger).
9)ou+A°u=0 (equagdo de Klein-Gordon).

Em todas as equacdes A € operador Laplaciano definido como:

A=0%+0; (em duas variaveis X, y)

A=07+02+0. (em trés varidveisx,y,z)

dependendo do numero de dimensdes do espaco, o é o operador D”Alembertiano,
- 1 . <
definido D:A——zaf, t a variavel do tempo, e,c,k, A, p,a,E sdo constantes e fe
c

V fungbes dadas. Lembrando que esta € uma pequena lista de equagdes diferenciais

parciais importantes na fisica matematica.
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2.2 ClassificacOes

Estas leis da fisica em formas de equacOes diferenciais parciais discutidas
somente em duas varidveis independentes formam casos especiais de equacgdes

diferenciais parciais lineares homogéneas de segunda ordem, caso geral:
adju+2ho,u+boju+2fou+2gou+eu=0 (.7
onde a,h,b, f,g,e séo constantes ou funcGesde x e y.
Se observarmos bem a equacéo (2.7) se parece com a equacao geral da conica:
ax’ + 2hxy +by? + 2 fx+2gy +e =0
E sabemos que esta equacao representa:

uma elipse se ab—h®>0
uma parabola se ab—h? =0
uma hipérbole se ab—h*<0

E devido a essa semelhanca classificaremos a equacéo diferencial (2.7) como:

eliptica quando ab—h®>0
parabdlica quando ab—h®=0
hiperbdlica quando ab-h*<0

Por exemplo:

A equagdo de conducdo ou de difusdo do calor nas varidveis x e t,

X

o%u :%atu é do tipo parabolico por que ab—h*=1.0-0°=0.

A equacdo de Helmholtz a§u+8§u+ﬂu=0é do tipo eliptico por que

ab—h?>=1.1-0*>0.

14



Em casos que a, h,b sejam fungbes de x e y, estas equagdes podem mudar de

classificacdo quanto a regido do plano xy.

Por exemplo, a equacéo
2 2 1 2
XOu+2xo,u+—-0,u+3u=0
X

é eliptica quando  —4x*+1>0, parabdlica quando —4x*>+1=0 e hiperbélica quando

—-4x* +1<0. Veja o grafico:

eliptico

>
X

Figura 1

. - 1 1
tornando-se do tipo parabolico nas retas x = -3 e X= 5

Devido a esta classificagdo podemos impor condi¢Oes de fronteira que nos
forneceram solugdes Unicas para a equacao.

15



2.3 Solucdo de uma equacao diferencial parcial linear.

Definimos como solucdo geral de uma EDP linear, uma solucdo da mesma
que contenha funcdes arbitrarias, formando assim um conjunto de todas as solugdes

particulares da equacéo. Para explicar melhor consideramos o seguinte exemplo:
Seja
u(x, y) = f(xy) (2.8)

onde f(xy) é uma funcéo arbitraria de xy. Diferenciando u primeiramente em relagdo a

X (2.9) e depois em relacdo a y (2.10) temos:
ou(x y) = f'(xy)y (2.9)
ou(x,y) = f'(xy)x (2.10)
somando agora (2.9) com (2.10) encontramos:
o,u(x, y)+o,u(x,y) = £'(xy).(y +x)

sabendo que f'(xy)= Ou
y

por (2.9), tiramos a seguinte equacao diferencial parcial

ou
= (Yy+X)
y

ou+0.u=

ou+0ou=0u+ O X
y

yo,u = 0,ux (2.11)

que tem como solucdo geral (2.8), pois dada qualquer fungdo f(xy),u= f(xy) € solucdo

desta equacéo. Por exemplo,

u=xy e u=sen(x.y)

16



onde definimos u=x.y e u=sen(x.y) como solugdes particulares.

2.3.1 Condicdes de Fronteira

As equacOes diferenciais parciais devem usualmente satisfazer certas
exigéncias, como nas equagdes diferenciais ordinérias. Denominamos essas exigéncias de

condigdes de fronteira.

Podemos dizer que uma equacdo diferencial parcial e um conjunto de
condicdes de fronteiras podem representar um fendmeno fisico, se esta tiver solucéo
Unica, pois apresentando um conjunto de dados em um fenémeno fisico estes nos levam a
um Unico resultado, e também quando dada uma pequena mudanca nas condicGes de
fronteira, resultam em apenas pequenos desvios na solucéo, pois as condi¢des de fronteira
sdo obtidas atraves de experiéncias que ocasionam pequenos erros, e esses erros nao

devem ocasionar grandes desvios nas solucdes.
yo,u=0,ux

Procuramos agora uma solucdo que satisfaga as seguintes condicOes de

fronteira

u(x,0)=1
u(,y)=1
0,u(0,y)=0

podemos verificar facilmente que u(x,y)=cosx.y satisfaz a equacdo e as condicdes de

fronteira.

N&o é facil de se obter tipos de condi¢cdes de fronteira que conduzam as
equacOes diferenciais parciais lineares a solugfes Unicas e estaveis; este estudo € um
pouco dificil, mas existem trés tipos principais de condi¢cbes que aparecem

frequientemente em estudos de fendmenos fisicos:

17



Condigdes de Dirichlet, que ¢ utilizada quando o fenémeno fisico atua sobre
toda a regido de um corpo, onde sdo conhecidos os valores da funcdo u em cada ponto da

fronteira da regiéo.

Condigdes de Neumann, que utilizada quando o fenémeno fisico esta atuando

nas fronteiras de uma regido, onde sdo conhecidos os valores da derivada normal o, uda

funcdo na fronteira.

Condigdes de Cauchy, neste caso uma das variaveis independentes é a

variavel t (tempo) e sdo conhecidos os valores de u e ded,u para t =0.

Um exemplo de EDP sujeita a condi¢des de fronteiras seria a seguinte

u(x,0) =tg(x)
o,u(x,0) = x

onde u =u(x,t)e como podemos notar as condic¢des sdo do tipo de Cauchy.

2.3.2 Superposicdes de solugdes

Definimos anteriormente o principio da superposicdo, que diz que se

u,,Uu,, U, ...,u,sdo n fungdes que satisfazem uma equacdo diferencial linear homogénea,

entdo uma combinacéo linear destas funcoes
U=CcU, +C,U, +CU, +...+CU,
onde c,(i=12,3,...,n)sdo constantes, também sera uma solucéo da equagéo.

Podemos verificar este principio facilmente, pois se u,,u, sdo duas fungdes

de um conjunto de fungdes e L um operador que tem as seguintes propriedades:

18



L(u, +u,) =Lu, +Lu,
L(cu) =clu

onde c, é uma constante, denominamos L como sendo um operador linear e do mesmo
modo podemos mostrar que se u,,U,,Us ...,u,sdo n funcdes de um mesmo conjunto e L

um operador linear, entéo
L[ZCM j =>cLuy,
i=1 i=1

x . d . ,
onde ¢ sdo constantes. Se analisarmos agora L=d—, verificaremos que L é um
X

operador linear sobre o conjunto de todas as funcfes de uma variavel, diferenciavel pelo
menos uma vez. Denominamos este operador de operador diferencial linear. O mesmo

acontece se L=0,, Lser4d novamente um operador diferencial linear, mas agora do

conjunto de todas as fungdes de duas ou mais variaveis independentes, que sao
diferenciaveis pelo menos uma vez em relacdo a qualquer variavel. Entdo toda equacéo

diferencial parcial linear homogénea pode ser escrita da seguinte forma
Lu=0

onde L é um operador linear e u é variavel independente. Um exemplo seria a equacédo a

sequir
40°u-0u=0
(40%-07)u=0
Lu=0

onde L= (4a§ —af) é o operador diferencial linear da equac&o.

Agora se u;,Uu,,U, ...,u, forem solucbes de uma EDP linear homogénea entéo

e como L é um operador linear temos

19



cLu,=0=>Lcu, =0

com i=12,3...,n e ¢, uma constante, entgo:

Isto mostra que uma combinacgdo linear arbitraria de solu¢des de uma EDP

linear homogénea também é solucdo da equacao, e, este € o principio de superposicéo.

Este principio é de grande utilidade, pois caso seja possivel encontrar certo
conjunto de solucdes de uma equacdo diferencial parcial linear homogénea, talvez
possamos encontrar uma combinacdo linear destas solugdes que satisfacam todas as

condic@es de fronteiras impostas.

20



3. Método de Fourier

Método de Fourier € um dos métodos de resolucdo de EDP’s, ele é a
combinacdo do principio da superposicdo de solu¢cBes com o método de separacdo de
variaveis, que assume que a variavel dependente é igual ao produto de 2 (duas) ou mais

funcdes, cada uma dependendo apenas de uma das varidveis independentes.

Exemplo: Vamos utilizar agora 0 método de Fourier para achar a solugdo da equacgéo

diferencial parcial linear
2 2
ou=—-0ou (3.1)
mais conhecida como equacgédo da onda unidimensional, com as seguintes condic¢des de

fronteiras de Dirichlet

u(o,t) =u(l,t)=0, t>0,
u(x,0)= f(x), 0<x<lI,
o,u(x,0) = g(x), 0<x<I,

onde f e gséo fungdes dadas, e | uma constante dada.

Solucéo: Para aplicar o método de Fourier vamos admitir uma solugdo que seja separavel

da forma:
u(x,t) = X ()T (t)

onde X é uma funcdo de x e T uma funcdo somente de t. Assim a equagdo (3.1)

ficaria da seguinte forma:

°X T :izafT.x
c

. 1 «
vamos agora multiplicar ambos os lados por XT' com X.T =0 entdo teremos 0

seguinte:
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1 d?X 1 d7T

X dZ T dt’

Se analisarmos, veremos que do lado esquerdo da igualdade teremos uma
funcdo somente de x e do lado direito uma fungdo que s6 depende de t, entdo podemos

afirmar que para a igualdade ser verdadeira é necessario que

in
X dx?
1 d°T
= =K
cT dt

onde k é uma constante de separa¢do. Podemos notar agora que tanto a primeira equacao

como a segunda sao equaces diferenciais ordinarias

d?Xx

— kX, 3.2
™ (3.2)
1dT _p (3.3)
c? dt? ’ '

podemos descobrir as fungbes X e T resolvendo cada uma destas equacdes diferencias
ordinarias, mas ndo podemos esquecer que a equacao u(x,t)= X (x)T(t) deve satisfazer

as condicdes de fronteira entdo

u(0,t) = X(O)T®) =0,  Vt,
u(l,) = XMT()=0,  Vt,

tomando T =0, pois caso contrario iriamos nos deparar com a solucdo trivial

(u(x,t)=0), temos
X(0)=X()=0, (3.4)
caso k seja zero, temos como solucéo da equagéo (13)

X (x) = Ax + B,
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como X (0) = X(I)=0,concluimos que A=B =0 e assim caimos novamente na solugao

trivial.

Caso k seja positivo (k =w?), como falamos vamos nos deparar com uma

equacdo diferencial ordinaria linear de segunda ordem (3.2), que tem o seguinte

polindmio caracteristico

r’ +0.r —w?

r2 w2

onde as raizes deste polinbmio s&o w, e —w que S&o raizes reais, entdo duas solugdes

particulares da equacéo (3.2) sdo

X(x)=e™
X(x)=e™

e pelo principio da superposicdo temos que
X(x)=Ae™ +Be™,

também é solucdo da equacédo (3.2), e neste caso é o solucdo geral, pois e ,e™ sdo

linearmente independente, para confirmar isto basta calcular o Wronskiano e verificar
que ele resulta em um numero diferente de zero implicando que as duas fungdes sao

linearmente independentes.
. f g
Wronskiano( f, g) = det (g
g
e retomando temos novamente por (3.4) que A= B =0e novamente nos deparamos com
a solucdo u(x,t)=0.

Caso k seja negativo (k=-w?), neste caso o polindmio caracteristico da

equacao (3.2) é o seguinte

r2+0.r+w

r2 +w?
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onde as raizes deste polindmio sdo wi, e —wi que sdo raizes complexas, entdo duas

solugdes particulares da equacéo (3.2) séo

X (X) = coswx
X (X) =senwx

resolvendo novamente o Wronskiano das funcbes acima, veremos que elas séo

linearmente independentes e entdo encontramos como solugéo geral da equagéo (3.2)
X (x) = Acoswx + Bsenwx,
e que pelas condi¢des de fronteira, temos

X (0) = AcoswO + Bsen w0
0=AcosO+Bsen0
0=A

X (1) = Acoswl +Bsenwl
0= Acoswl + Bsenwl
0=Bsenwl

Como ndo queremos B =0, pois sendo teremos novamente a solucao trivial,

tiramos que
senwl =0

Esta igualdade implica que
w=—1, r=123.. (3.5

excluimos o caso r =0, que nos dd w=0 e resultaria novamente na solucdo trivial.

Resolvendo agora a equagdo (3.3), com k=-w*, novamente o polindmio
caracteristico teria duas raizes complexas, wci,—wci, e fazendo os devidos passos,

encontramos a seguinte equacéo geral

T(t) = Ccoswct + Dsen wct
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onde CeDsédo constantes de integracdo. Usando agora nossa idéia inicial que

u(x,t) = X(x)T(t) temos
u(x,t) =senwx.(C coswect + Dsenwct) (3.6)

note que a constante arbitraria B foi igualada a 1, para facilitar os célculos.

Mas olhando novamente para (3.5), notamos que w assume uma infinidade de

valores, e pra cada valor de w formamos uma solucéo particular que tem a forma (3.6)

,u(xt)= sen 2 (C oS It Dlsen”I—Ct),

W2=|—7[, u,(x,t) = sen (C cos ZTCt Dzsen@),

[N

W, =

N —

3.7)

r X r r
W=I—7T, ur(x,t):sen7IT—.(Crcos7[|—Ct+Dr nﬂTCt)

onde C,C,,C,...C,,...,D,D,,..,D,,.. sdo constantes arbitrarias. Cada uma destas

r

expressdes de u(x,t) acima sao solucbes da EDP linear (3.1), e estas satisfazem a
condicdo de fronteira u(0,t)=u(l,t)=0, t>0. Agora pelo principio da superposicao
podemos afirmar que qualquer combinacéo linear destas solu¢des também € solucdo da

equacdo da onda (3.1), ou seja, a seguinte combinacao linear também é solucao

sen — (3.8

> rrzct
u(x,t) = Z(Cr cos”l—c+ D, sen I

r=1

rzzctj r X

e esta é a solugdo geral, satisfazendo como dito antes, apenas a seguinte condi¢do de

fronteira u(0,t) =u(l,t)=0, t>0.Agoravamos satisfazer as condi¢Oes

u(x,0)= f(x), 0<x<I,
o,u(x,0) =g(x), 0<x<lI,
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e estas condigdes como veremos determinaram a constantes arbitrarias C, e D,.

Consideramos primeiramente u(x,0) = f(x), 0<x<lI,entdo temos (3.8)em t=0

r=1 I

u(x,0) = Z(Cr cos r;rlc.o +D, sen r;rlc.oj sen 72X

0

u(x,0) = Z(Cr cos0+ D, sen 0)sen ?

r=

u(x,0) = ZC sen rTX

e substituindo u(x,0) = f(x) temos

f(x) = ZC sen ”I”‘ (3.9)

Agora utilizando a Ultima condic¢do de fronteira o,u(x,0)=g(x), 0<x<lI,
para descobrir D, vamos derivar (3.8) em relagdo a t e aplicar em t =0. Assim teremos

- r r rzx
u(x,t) = ZKCr cosﬂl—Ct+ D, sen ”I—Ctj sen %
r=1

ou(xt)=>|C. sen 77U T7C L b [ cos T | 7€ g T7X
t o r I I r I

ou(x,0)= Z[C,.(-sen r;zlc.Oj.rlich D,. (cos rzrlc.O) rTC] sen ”IZX
o,u(x,0) = 2( (-sen 0). IC +D,.(cos0). rfc)sen ?
o,u(x,0) = Z D,.— e s ”IT—X

o,u(x,0) = ”Tz D,.r sen %X

e como o,u(x,0)=g(x), 0<x<lI, entdo

g =" ZD rsen X (3.10)
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Agora os coeficientes C, e D, podem ser determinados através de (3.9) e

(3.10) respectivamente, para isso utilizaremos uma técnica de séries de Fourier (que sera

comentada no proximo tdpico) e assim teremos

C, :IE [ £ (0 sen ?dx (3.12)

D, =ij | g(x) sen mdx (3.13)
rmzc-o I

onde r=12,3,....

Agora substituindo em (3.8) as constantes C, e D, temos

u(x,t) = Z;{ng; f (x') sen ? dx’} cosml—Ct .sen ? +

2 ¢! ., rzx' ., rzct rzX
—f g(x’) sen dx’ |sen ——-sen —
rmzco I I I

onde x'é a variavel de integracdo e denotamos assim para ndo confundirmos com x que
é a varidvel independente. Esta funcdo é solucdo geral da equacdo da onda (3.1) com as
seguintes condicOes de fronteira

u(0,t) =u(l,t)=0, t>0,
u(x,0) = f(x), 0<x<I,
o,u(x,0) = g(x), 0<x<I.

3.1 Funges Ortonormais

Quando nos deparamos com a igualdade
f(x)=>C, sen”lr—x , O<x<I
=1

como vimos anteriormente podemos proceder da seguinte forma
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rx STX
f (x)-sen —_ZC sen — = -sen ==

j f(x)- sen—dx f ZC senm—X sensT—de

I f(x)- seanx CZJ' senm sensT—de

sendo r e sinteiros positivos, e como podemos notar a integracao de

entao

J. f(x)- sen—dx C ZI sen— sen S%dx

I [
f(x -sen—dx=C —
o T00-sen = ‘5

2! STTX
C, :Tjo f(x)-sen I—dx

como haviamos feito anteriormente para descobrir as constantes da funcdo (3.8). Esse
método € o método das séries de Fourier, e assume que funcBes assim expandidas
satisfazem as condicGes de Dirichelet que garante que as séries convergem para as

funcBes dadas em cada ponto, menos nos pontos de descontinuidade.

I 2 STX 0.r=s
T T .
Podemos escrever agora J' sen —-sen — dx =11 da seguinte
0 I I o= s(#0)

forma

"2 rzX 2 STX
I —sen —— —sen —— |dx
ol VI | | |

esta integral agora vai resultar no seguintes valores

0, r=s,
Lr=s(=0).
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Caso escrevamos

f.(x)= Igsen rT—X r=123,..

entdo,

O, r=s

J.o 00 - 1,00 dx:{l, r=s(=0).

As funcdes onde a integral de f, (x)-f,(x), para r=s, sdo iguais a zero
vamos denominé-las fungdes ortogonais no intervalo (0,l) e as fungdes f,(x) - f,(x), para
r=s(#0), onde a integral € igual a um, sdo chamadas de funcbes normalizadas a
unidade em (0,1). As funcBes que sdo ortogonais e normalizadas a unidade em (0,l) sdo

chamadas de ortonormais em (0,1) .
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4. Séries de Fourier

4.1 Fungdes Periddicas

Uma fungdo f :R — R édita periodica de periodo T se f(x+T)= f(x).

Exemplo: A funcéo cos x é periddica de periodo 27 .

Vamos entdo agora determinar o periodo de f(x)=sen (%ij .

Solucdo: sabendo que f(x+T)= f(x) entdo:

(3E(X+T)J_ (mj
sen| ———— |[=Sen| ——
2 2

(37[X 3xT ] (37[Xj
senf —+—|=Sen| ——
2 2

- 37X x
Vamos substituir y:% entdo:

3xT
sen(y+7j =sen(y)

Isto implica que 3%1- =27, pois sen(y) é uma funcéo periddica de periodo 27 :

Logo f(x)=sen (37[7)() é periddica de periodo %

OBS: Se T é o periodo da funcdo f(x) entdo qualquer multiplo de T, (nT,com ne Z) :

também é periodo de f(x). Onde o menor periodo positivo é chamado de periodo

30



fundamental, que é o periodo que nos interessa, entdo quando nos referimos a periodo

estaremos falando do periodo fundamental.

Vamos mostrar agora que toda funcdo periédica, de periodo 2L, pode ser

escrita na forma (1.1).

Mas € claro que ndo é assim tdo simples assumir esta igualdade, precisamos
agora saber para que tipo de funcbes é possivel esta representacdo, quando é valida a

igualdade (1.1) e quem s&o os coeficientes a,,a,,b,

n!'™~n-*

Para responder estas questfes vamos fazer algumas definicoes.

4.2 Convergéncia uniforme

Uma série Z f.(x) onde f :1 >R sdo fungdes reais definidas em um
n=1

intervalo | e R converge pontualmente, se para cada x, €| fixado, a série Z f. (%)

n=1
convergir, isto € dado ¢ >0 e x, € |, existe um inteiro N, dependendo de ¢ e de x,, tal

que

<&

> 1,06)

paratodos n<m taisque n>N.

Agora uma série Z f.(x) converge uniformemente, se dado & >0, existir um
n=1

inteiro N, dependendo agora apenas de ¢, tal que

<&

ifj(x)

paratodos m>n>N.
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Quando a série convergir uniformemente, podemos dizer de forma informal,
que a integral do somatorio é igual ao somatério das integrais, e claro se existir as

integrais de f, nointervalo |, ou seja,

[ 5,00dx=3["f,00dx

4.3 Coeficientes de Fourier

Seja

f(x):a—2°+i(a cos—+b ”LLXJ 4.1)

n=1

para descobrir os coeficientes a,,a, e b, vamos supor que esta igualdade seja verdadeira

e que a série convirja uniformemente, e com isso podemos integrar ambos os lados da

igualdade. Como f(x) € periddica de periodo 2L, vamos estuda-la apenas no intervalo

[-L,L]. Integrando ambos os lados de (4.1) teremos:

nzX

f f(x)dx = I (a cos—+b sen Tjdx

LLL f(x) dx=ji%dx+]ii(a cosnT+b sen T]dx

n=1
j_ f(x) dx = j °dx+Za_|' cos—dx+b J' sen de
como
I cos dx J' sen %de:0

temos:
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J o T ax=[" 2 ox
[ f0 dx:%.ZL

= [ F00 o @2)

Para obter a,e b, vamos usar as relagdes de ortogonalidade, citadas

anteriormente, entdo apds integrarmos ambos os lados de (4.1)

L La, < nzx nzx
f(xX)dx=| =2+ a cosS——+b_sen —= |dx
[ food=] 3 Z( b, L]

multiplica-los-emos por cos(kil_xj , onde k >1, para descobrir a, :

[ £ (x) cos <X dx =
L L

J.Licos@dxjtZanJ‘Lcos.@cos@dxjtbn ILsen mcoskix dx
L2 L i L L -L L L

e sabendo que:

J.Lcos@ dx=0
L L

0 sen=k
nzx  Kzx { 7 (conceito de ortogonalidade)

IL COS——C0S—— dx =
-L L L L sen=k

J.L sen@cos@ dx=0
-L L L

Entao:
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IL f(x)cos@ dx:akj - cos@cos@ dx
-L L -L L L

L kzx
'f_L f(x) cosT dx=a,L
1L KX
a =T | T cos == dx (4.3)

De forma anéloga descobrimos b, , basta multiplicarmos (4.1) por senk—fx,

com k >1, e integrarmos ambos os lados da igualdade no intervalo [—L, L] e teremos:
1.t kzx
b, = E-[—L f(x) sen o~ dx . (4.9)

Estas sdo as formulas para descobrimos os coeficientes das séries de Fourier,

de uma funcdo f(x) periddica de periodo 2L.

Agora para continuarmos nossos estudos vamos inserir a seguinte definicao:

Uma funcdo é denominada continua por secGes, se esta € descontinua somente em um

certo numero finito de pontos em um intervalo [a,b] e ainda, os limites laterais da f em

seus pontos de descontinuidades devem existir.

4.4 Séries de Fourier

Teorema de Fourier: Seja f uma funcdo periodica de periodo 2L. Se fe
f’sdo ambas continuas por se¢des em [—L, L], entdo f é representada pela série (4.1),

sendo os coeficientes a,,a,e b, calculados por (4.2), (4.3), (4.4) respectivamente, com 0

seguinte sentido de convergéncia:
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 Asérie converge para f(x) em cadaponto xe(—L,L) em que f é continua.

e A série converge para %[klim f(k)+klin1 f(k)} em cada ponto xe(—L,L) em

que f é descontinua.
L 1r.. .
e A série converge para E[Ilm f(k)+ lim f(k)} em cada extremo: —Le L.
k—x~ k—x*
A demonstracgéo deste teorema fica como proposta para trabalhos seguintes.

Exemplo: Seja

0 se —7r<x<0
f(x):{ d (4.5)
X se0<x<rx

periodica de periodo 27 .

Vamos calcular a série de Fourier associadaa f .

f(x) ~ %-ﬁ-i(an cosnx+b, sennx )
n=1

Solucdo: Primeiramente vamos calcular os coeficientes da série:

a, =l.|‘” f (x) cos nx dx
71' -

a, :EUO 0cos nx dx+f”x.cosnx dx}
T - 0
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1cx
a, :—J' X.Cos nx dx
0

T

Insennx
0 n

i

sen nx
n

1
a,=—|X
T

dx} paran=0

0

1 COS NX
a=—|0-|- 5
T n

1| cosnx|"| 1[coszn 1 1
== a == ——— |=—[coszn-1]
x| n* || x| n n zn
0 se n par
an: - ’
- se n impar

Agora vamos calcular a,

ay==[" 100 dx
7[ -

a, = ﬂj_oﬁo dx+joﬂx dx}

a, :%Ioﬂx dx

e por altimo vamos calcular b,

36



b, :1.[ " f (x)sen nx dx
w -
17 ¢o 7

b, :—U 0.sen nx dx+j X.Sen nx dx}
T - 0

b, :EI " x.sen nx dx
90

b, = i{—x €0S X I _COSPX dx} paranz=0
T n n

b, -1 xS +1I”cosnxdx}
V4 n nJo

1[ coszn 1 \|_1[ _coszn
b, ==| -7. +—2(sen nx |0) ==|-x.
4l n n w

—  senpar
n
" 1 .
= sen impar
n

Entdo a série de Fourier associada a f é:

V4 2 1
— +Db,.sen 0.x ——.cos x +sen x +0.cos 2x—§sen 2X+..., que podemos escrever da forma:
T

7 2. cos[(2n- 1X] (g S
0= 2 ey &Y

Para analisar melhor o que seria descrever f(x), em forma de uma soma de
senos e cossenos, vejamos graficamente a aproximacdo de f por sua N-ésima soma

parcial de sua série de Fourier descrita por

s (="2-2 +z k+1 sen kx

x 2 d cos|(2k- 1x} N
4 7T k=1 (Zkl k=1 k
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Assumindo a soma até N =20, teremos a seguinte aproximagao:

Série de Fourier

Figura 2

Se aumentarmos o numero de termos somados, teremos uma melhor aproximacao,

vejamos agora para N =80

Série de Fourier

- é : : ; : é :

Figura 3
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5. Ondas e Calor

Como comentado no item 1.1, todo este estudo de Fourier que o levou a
deduzir as séries de Fourier se deu em meio a analise harmonica, onde Fourier deduziu a

equacdo do calor, que descrevia a conducao de calor através de um corpo sélido.

5.1 Problema da corda vibrante

Vamos considerar o seguinte problema:

ueC?((0,1)x(0,+)) N ([0,1]x [0, +o[ )

0’u = o, 0<x<I, t>0

u(o,t) =u(l,t) =0, t>0 (5.1)
u(x,0) = f(x), 0<x<I

o,u(x,0) =0, 0<x<I

Este sistema é um modelo simples para a analise das vibraces de uma corda

de comprimento |, que esta fixa nos extremos x=0 e x=1. A incognita u =u(x,t), que

depende do espago x e do espaco t, descreve a altura que se encontra o ponto de

distancia x do extremo 0 (no intervalo (0,1)), no instante t.

Olhando para o sistema (5.1) notaremos que a equacdo da onda é dada em
forma de uma EDP, onde as trés ultimas equacdes estabelecem as condigdes inicias, que

ditam os valores da funcdo u(x,t) nos extremos e no instante t =0. Assim obtemos uma

equacdo diferencial parcial linear, com condices inicias. Entdo agora vamos resolve — Ia.
Solucé@o: Vamos admitir uma solugéo separavel para (5.1):
u(x,t) = X(x)T(t)

onde X €éuma fungdo de x e T uma fungdo somente de t. Assim a equagdo U =o’u

ficaria da seguinte forma:
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O2XT =07T.X
. 1 « :
vamos agora multiplicar ambos os lados por T entdo teremos o seguinte:

1% 1
X dx* T dt?

>

Pode — se notar que do lado esquerdo da igualdade teremos uma funcéo
somente de x e do lado direito uma funcdo que s6 depende de t, entdo podemos afirmar

que para a igualdade ser verdadeira é necessario que

onde k é uma constante. Podemos notar agora que tanto a primeira equagdo como a

segunda sao equacdes diferenciais ordinarias

2
Xy
dx
2
Ty,
dt

e podemos descobrir as fungbes X e T resolvendo cada uma destas equacdes diferencias
ordinarias, mas ndao podendo esquecer que a equacdo u(x,t) = X(x)T(t) deve satisfazer

as condicdes de fronteira presentes nos sistema (5.1), entdo

u(0,t) = X(O)T(®) =0,  Vt,
u(l,) = XMT()=0, Vi,

para evitarmos a solucéo trivial (u(x,t) = 0) vamos excluir T(t) =0 entdo

X (0)= X (1) =0,

2

caso k seja zero, temos como solucdo da equagéo =kX,

dx?
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X (X) = AX+B,
como X(0)=X(l)=0,tiramos que A=B=0 e assim teremos como solucdo de

2
dd )2( =kX, asolugdo trivial.
X

Caso k seja positivo (k=w?), vamos nos deparar com uma equacio
diferencial ordinaria linear de segunda ordem, que tem o seguinte polinémio
caracteristico

r’ +0.r —w?

r2 w2

onde as raizes deste polinbmio sdo w, e —w que S&o raizes reais, entdo duas solucgdes

2
particulares da equacéo dd >2< =kX sdo
X

X(x)=e"
X(x)=e"

e pelo principio da superposicdo temos que
X(x)=Ae"™ +Be™.
Como X (0)= X(l)=0,entédo

X(0)=Ae" +Be™ =0
X(0)=A+B=0 = B=-A

X()=Ae" +Be™ =0
X(D=Ae" —Ae™=0=A=0=B=0

e novamente nos deparamos com a solugéo trivial (u(x,t) = O).

Caso k seja negativo (k=-w"), neste caso o polindmio caracteristico é o

seguinte
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r2+0.r+w

r2 +w?

onde as raizes deste polindmio sdo wi, e —wi e como séo raizes complexas, teremos

2
como solucdes particulares da equacéo o kX
X

X (X) = coswx
X (X) =senwx

Como as duas solucBes sdo linearmente independentes entdo temos como

« . d*X
solugéo geral da equagéo e =kX

X (x) = Acoswx + Bsenwx,

que utilizando a condicéo de fronteira X (0) = X (l) =0,temos

X (0) = AcoswO0 + Bsen w0
0= AcosO+Bsen0
0=A

X (1) = Acoswl +Bsenwl
0= Acoswl + Bsenwl
0=Bsenwl

Como ndo queremos B =0, pois sendo teremos novamente a solucdo trivial,

tiramos que

senwl =0

Esta igualdade implica que
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(excluimos o caso r=0, que resultaria novamente na solucdo trivial) logo a solucdo de

d’X

kX ¢

X, (x) =B,sen w,x com w, =rTﬂ, r=123.

O fato de r variar implica que para cada valor de r obtemos uma solugéo

para a equacao.

2

=kT com k=-w?, o polindmio

Resolvendo agora a equacdo o

caracteristico tera duas raizes complexas, wi,—wi, e fazendo os devidos passos,

encontramos a seguinte equagéo geral

T (t) =Ccoswt + Dsen wt
, . rr .
como w assume varios valores WZT, r=1,2,3... entao

T.(t)=C, cosw.t + D, senw,t
onde C, e D, sdo constantes de integracao.
Usando agora nossa idéia inicial que u(x,t) = X (x)T (t) temos
u, (x,t) =senw,x.(C, coswt + D, sen w,t)
note que a constante arbitraria B foi igualada a 1, para facilitar os célculos.

Note também que para cada valor de r temos uma solugdo de 9u = o’u
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mt

N

lel, u(xt)_sen (Ccos|+Dsen|)
WZ:ZI—”, u,(x,t) = senZT (C, coszlt+D sen Z:ﬂ)
W, =rI—7T, ur(x,t):sennlz—x.(cr cosrl—ﬂt+ D, sen r;rt)

e estas satisfazem a condicdo de inicial u(0,t)=u(l,t)=0, t>0. Agora pelo principio
da superposicdo, podemos afirmar que qualquer combinacdo linear destas solucBes é

também solucio da equacio da onda 6’u = d?u, entdo

u(x,t) = Z[C cos—+D sen rijsen?

Como esta solucdo satisfaz apenas a primeira condi¢do inicial vamos agora

satisfazer as condicdes

u(x,0) = f(x), 0<x<lI,
o,u(x,0)=0, 0<x<lI,

e estas condigdes como veremos determinaram a constantes arbitrarias C,. e D,.

Consideramos primeiramente u(x,0) = f(x), 0<x<I, entdo

u(x,0) = Z(C cosI—O+D sen ﬂTojsean—X

0

u(x,0) = Z(Cr cos0+ D, sen 0)sen ?
u(x,0) = ZC sen r;lrx

r=1

e substituindo u(x,0) = f (x) temos
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f(x)= ZC sen ”I[X ,

e com o conhecimento de séries de Fourier tiramos que f(x) é uma funcéo periddica de

periodo 2l e C, é um coeficiente da série entdo

2! rzx
C, :TJ.O f(x)seanx.
Agora através da condigdo inicial o,u(x,0)=0, descobriremos D, .

= rat rt rzx
u(x,t) = Z(Cr cosl—”+ D, sen I—”j sen —2

r-1 I

ou(x,t) = Z(Cr.(-sen rl_”tJrTﬂJr D.. (cosr—”tj.r—”j sen 72X
r=1

du(x,00=>| C en 0N 17 b [cos 72O IZ | gen 12X
t - L) L) |

0

o,u(x,0) = Z( -sen 0). T+D .(cos0). Iﬂjsen ”IZ—X
6tu(x,0):ZDr.—”senr7|T—X
o,u(x,0) == ZD rsen rTX

— > D, rsenr—:O
) |

r=1

Como esta também e uma série de Fourier D, pode ser calculado da seguinte forma:

D, = 27 0 sen g
rr I

D, =0

Entdo a solugéo do problema (5.1) é:

u(x,t):Z( I f(s)senl—dsjcosrl—ﬂsennlz—x
r=1
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Fourier em seus estudos ndo apenas resolveu a equacdo da onda da forma que
mostramos, além disso, descobriu um método de resolucdo para equacdes diferenciais
parciais lineares como ja haviamos dito. Bernoulli também chegou a este resultado
representando u por um somatdrio de senos e cossenos, SO que através de principios
fisicos, ja d”Alembert descobriu a seguinte solucdo geral para a equacdo da onda sem

condigdes iniciais:
u(x,t) = f(x+t)+g(x+t)

sendo f e g funcdes arbitrarias.

5.2 Difusao do Calor

5.2.1 Problema da difusdo do calor

Fourier além de analisar a equacdo da onda, também analisou o problema da
difuséo do calor, levando a estabelecer a partir de principios fisicos a equacdo geral que

devia satisfazer a temperatura u

2 2 2 2
ou+0u+0,u=3c.u

que é a equacdo (tridimensional) do calor.

Mas estudaremos agora o seguinte problema da equagdo (unidimensional) do

calor:
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U e C?((0,L)x(0,+e0)) ([0, L]x[0,+o0[)

u(0,t) =u(L,t) =0, t>0

u(x,0) = f(x), 0<x<L
i &
I |
0 x L

Este problema descreve a variacdo de temperatura ao longo do fio de

comprimento L. Vamos supor que em cada sec¢do perpendicular do fio a temperatura é
constante.

A condicéo inicial u(0,t)=u(L,t) indica que a temperatura nos extremos &
igual a zero. Ja a condicdo inicial u(x,0)= f(x) descreve a temperatura em cada ponto

x €[0, L] no instante inicial.

VVamos agora resolver este problema da difuséo do calor.
Solugdo: Admitiremos uma solucdo separavel para (5.2):
u(x,t) = X ()T (t)

onde X éuma fungdo de x e T uma fungdo somente de t. Assim a equagdo 62U =0,u

ficaria da seguinte forma:

O2XT =06,T.X
- 1 . .
vamos agora multiplicar ambos os lados por T entdo teremos o seguinte:

d2X

1 dT
X dx?

t

|~
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Se analisar a equacdo anterior, pode — se notar que do lado esquerdo da
igualdade teremos uma fungdo somente de x e do lado direito uma funcdo que sé
depende de t, assim podemos afirmar que para a igualdade ser verdadeira é necessario

que

1d°X _
X dx®
1dT _,
T dt

onde k € uma constante. E assim tanto a primeira equacdo como a segunda séo equagdes

diferenciais ordinérias

2
4 X _kx,
dx
art 1
dt

Podemos descobrir as fungdes X e T resolvendo cada uma destas equagdes
diferencias ordindrias, mas nao podendo esquecer que a equacao u(x,t) = X(X)T(t) deve
satisfazer as condicdes de fronteira:

u(0,)= X(O)T () =0, Vt,
u(l,t) = X(UT() =0,  Vt,

para evitarmos a solugdo trivial (u(x,t) =0)vamos excluir T(t) =0 entéo
X (0) = X (L) =0.

Caso k seja zero ou k >0, como vimos anteriormente teremos como solugéo

2

da equacéo dd )2( =kX, asolucdo trivial.
X

Ja no caso k seja negativo (k=-w"), teremos como solugdo da equagdo
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X, (x) =B,sen w,x com w, :%, r=123.

Agora vamos resolver a equacédo dd_: =KT.

Soluc&o: Primeiramente vamos multiplicar ambos os lados por e™, ent&o

e ?j_-lt- =e kT
e ar _ e kT =0

(Te ) =0= Te*=C

T=Ceg"
com k =—w?, logo

T=Ce"'

L . rz N
Como w assume varios valores W:T, r=12,3... entdo

7(0[] ¢
T(t)=Ce'"
onde C. éuma constante de integrag&o.

Usando agora nossa idéia inicial que u(x,t) = X (x)T (t) temos
(=Y,
u (x,t)=Bsen (%T xj.Cre ( L]

seja D, =C,.B, entdo
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U, (X! t) = Drsen (rTﬂ- Xj.e_(r:j !

Uy (X,t) = Zm: D,sen (% xj.e_(Lj t
r=1
m— oo
u(x,t) = i D,sen (% xj .ef(Tj t (5.3)
r=1

Esta é a solugdo de (5.2) satisfazendo apenas a primeira condicdo inicial,

agora precisamos satisfazer a condicdo inicial u(x,0)=f(x) e através dela

descobriremos a constante D,

u(x,0) = i D,sen (%ﬂ xj

r=1

que através de nossos conhecimentos de séries de Fourier, podemos calcular D, da

seguinte forma
D —EJLf(x)sen(r—ﬂxjdx
LYo L

E substituindo em (5.3) a constante D, temos
u(x t)_iE ILf(S)Sen(r—ﬂs ds sen(r—”x e_(%ft
’ r=1 I— 0 L L .

E esta é a solucdo de (5.2) que descreve a variagdo de temperatura ao longo do

fio de comprimento L satisfazendo as condi¢bes iniciais u(0,t)=u(L,t) e

u(x,0) = f(x).
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6. Fendmeno de Gibbs

Consideramos agora uma funcdo f de periodo 2L, onde f e f'sdo ambas
continuas por se¢des. Como citado anteriormente, a série de Fourier que aproxima f,

converge pontualmente para os pontos onde ndo h& descontinuidade. Ja nos pontos de
descontinuidade ndo ocorre 0 mesmo, Gibbs estudou a convergéncia da série de Fourier
na “vizinhanga” destes pontos, descobrindo uma perturbacéo, este fenémeno € conhecido

como fendmeno de Gibbs.

6.2 Fendomeno de Gibbs em séries de Fourier

A partir de agora apresentaremos graficamente a aproximacdo de algumas

funcdes por suas somas parciais de suas respectivas séries de Fourier, assim podendo

observar os critérios de convergéncia, em especial o fenémeno de Gibbs.

6.2.1 Funcgéo Salto

Consideramos a funcdo f como sendo

-1 se —7<x<0
f(x)=
1 se O<x<rxw

A N-ésima soma parcial correspondente a sua série de Fourier é expressa por

Sy(X) = %JrZN:[ak cos(kx) +b, sen (kx)]

k=1

onde os coeficientes de Fourier sdo calculados utilizando as formulas (4.3) e (4.4):
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a, = ij: f (x) coskx dx

1_ 0 T
a, :;_Lf—coskx dx+J'0 cos kx dx}

1] —senkx [ } 1{—senkx ”}
ak = — +_

T k |, | 7 k|,
a, =0

com k=1,2,3/4,..., inclusive para 0.

b, zlj” f (x)sen (kx) dx
g

b, ZEUO —sen (kx) dx+.f”sen (kx) |
P/ R 0 i

1| cos (kx)
b, =— "

0 B 7]
}1 —cos (k)
I k

1[ 1 cos(7k)| l_—COS(ﬂ'k)_i_l
Lk k| x| K k

| k k | ~«

b _2[ 1 cos(rk)]_ 2] 1-(-D)"
T k

Por tanto, para funcgdo salto, a soma parcial de Fourier sera

SN(x)=ig(1 D" )sen (kx).
k=1 7T

Com o programa MATLAB podemos analisar graficamente as somas parciais
de Fourier para a funcdo salto. Uma vez guardado o comando sompar.n, para ativa-lo
basta escrever sompar(N). Caso N =10 teremos a seguinte aproximacao da funcéo salto
pela soma parcial de Fourier
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Fendmeno de Gibbs

Figura 4

A medida que aumentamos o numero de termos somados podemos notar que

as somas parciais de Fourier convergem pontualmente a f(x) em seus pontos de

continuidade e em zero seu ponto de descontinuidade converge a

17, _ .
aLlim 100 lim 10| J-1] 0.

Para N =100 a aproximagdo ja é a seguinte
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Fendmeno de Gibbs
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Figura 5

Confirmando que a medida que aumentarmos N teremos uma melhor aproximacao da

f(x).

Observando a “vizinhanga” do ponto de descontinuidade x =0 podemos notar
o fenbmeno de Gibbs. Nota - se claramente que hd uma perturbacdo nas redondezas, ou
seja, a soma parcial de Fourier excede a funcdo no ponto de descontinuidade. Por
exemplo, a direita do ponto x=0 se vé como o grafico das soma parcial de Fourier

sobressaem a funcdo salto.

Na figura a seguir aplicamos uma ferramenta do programa MATLAB, podemos

observar que aplicando-se um zoom, pode - se notar com mais facilidade este fendbmeno.
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de descontinuidade.

Fendmeno de Gibbs
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Figura 6

lim

N—o0

Se analisarmos os primeiros graficos pode - se notar que 0 mesmo acontece

com os extremos do intervalo (—z, 7). O fenémeno de Gibbs também ocorre nestes

pontos, pois como Vvisto a soma parcial de Fourier aproxima — se da funcéo salto que é

periddica, de periodo 27, e isto implica que nos pontos x=kz, keZ , ocorrem casos

Pode se demonstrar, para esta funcéo ( [10], PP 662- 663) que 0 maximo da

. . T
soma parcial aos redores do ponto x =0, pela direita, acontece no ponto x = 5n onde
n

T 2 .
S| — |=—=S ~1,1790.
N(Zn] i(7)

v

sen t

Onde Si é uma funcdo expressa por Si(x) = j —dt

(6.1)
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Para aproximar Si(x), pode-se utilizar o comando do MATLAB,
- . . - sent . N
smlnt( pl) = 1,8519..., ja que a primitiva de 4 ndo pode-se expressar com funcbes
elementares.

O célculo (6.1) indica que a aproximacao das somas parciais de Fourier
excedem do valor real da funcdo que é 1, a direita .

Teorema: Seja f uma funcéo real de variavel real, periddica de periodo 27 .
Suponhamos f e f' ambas continuas por se¢es em [—7z, 7z]. Seja S,(x) asoma parcial

de ordem N de Fourier. Entdo, em um ponto a de descontinuidade, os graficos das

fungdes S, (x) convergem ao segmento vertical (ver figura 7) de comprimento
2 .. . _ 1 . _
L==<Si()|f(a")- f(a’)| centrado no ponto (a,a(f(a )+ f(a )j
T

A razéo entre a comprimento do segmento L e o comprimento do salto da

descontinuidade ¢, que é expressa por (= ‘ f(@)-f (a*)‘ , Se denomina constante de

Gibbs e seu valor é

% Si(x)

SHLN

que coincide com o obtido para o caso particular (6.1).
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Figura 7

6.2.2 Funcéo 2

Consideramos a funcdo 2 como sendo

A N-ésima soma parcial correspondente a sua série de Fourier é expressa por

N

S (X) = % + > (@, cos(kx) +b, sen (kx) )
k=1

Vamos calcular agora os coeficientes da série de Fourier
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a, :i_[i[f(x)coskxdx

1
a ==
Vi

JO (—f—zjcoskx dx+j”(—§+£jcoskx dx
|2 2 0 2 2

IO —ﬁcoskx dx—j0 Zcoskx dx+_[”—§coskx dx+j”£coskx dx}
-T2 -7 2 o 2 02

J'” —zcoskx dx—jo Zcoskx dx+_|'”zcoskx dx
- 2 -7 2 02

J_” —gcoskx dx—0+0}

1[1( cosxzx
a =—|—=|- > =a, =0
|2 k

inclusive para 0,

b, = i-'”; f (x)sen kx dx

b, =+
T
b, ==
T
b, ==
T
b =1
T
1
b =+
<k

J‘O (_Z_sten kx dx+j”(—5+£)sen kx dx
=\ 2 2 ol 2 2

IO —isen kx dx—J‘0 Zsen kx dx+I”—§sen kx dx+j”£sen kx dx}
-T2 -7 2 o 2 02

I” —isen kx dx—‘[0 Zsen kx dx+I”Zsen kx dx}
-z 2 -z 2 0 2

_;z(—l)k+£ 1-(-D") z((-)"-1
k 2 k 2\ K
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Por tanto, para fungdo 2, a soma parcial de Fourier sera

SN (X) =i

k=1

sen (kx).

|+

Analisando graficamente, caso N =5 teremos a seguinte aproximacdo da

fungéo 2 pela soma parcial de Fourier

Fendmeno de Gibbs

Figura 8

Agora para N =90
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Fendmeno de Gibbs

Figura 9

Novamente, podemos notar que a medida que somarmos mais termos

obteremos uma aproximacdo melhor de f(x), e no ponto x=0 o0 ponto de

descontinuidade de f observaremos novamente o fendmeno de Gibbs.

Para um estudo analitico do fenébmeno de Gibbs neste exemplo devemos
estudar o somatorio de Fejér, ( que sdo as médias das somas parciais das séries de
Fourier). O que mostra como caracteristica principal € que as perturbacdes sdo

delimitadas pelos graficos das somas parciais de Fourier e as de Fejér. Elas se encontram

nos seus pontos de minimos no intervalo ]0,7:[ e por simetria, em seus maximos no

intervalo |-,0[, exceto no caso x=1.
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/. Programas

Para a realizacdo deste trabalho, em particular os graficos das somas parciais
de Fourier, utilizamos o software matematico Matlab. A seguir estaremos apresentando
os codigos dos programas que resultam nos gréficos apresentados no trabalho. Que com

algumas modificacGes podem se adaptar a qualquer funcao.

7.1 Funcéo 4.5

function sompar3(n)

%$somas parciais de Fourier da funcgédo 3
f(x)= 0 se -pi<x<0

x se 0O<x<pi
n & o numero de termos somados

oo oo

o\

o\

funcido 3
= -pi:0.001l:pi;
=0.* (x<0) +x.* (x>0) ;

X

% somas parciais de Fourier
= zeros (size(x)); for k=l:n
s=s+ (-2/pi* (cos ((2*k-1)*x)/ (2*k=1)"2) )+ ((-1) " (k+1) *sin (k*x) /k) ;
end
s = (4/pi)+s-(1/2);

0]

Q

% gréfico das somas parciais da funcéo 3
plot(x, s, 'r', x, £, 'b'),grid;

title('Série de Fourier');

Q

% fim do programa sompar3.n

7.1 Funcéo Salto

function sompar (n)

$somas parciais de Fourier da fungdo salto
f(x)= -1 se -pi<x<0

1 se 0<x<pi
n é o numero de termos somados

o° o

o°
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% funcdo salto
x = -pi:0.001:pi;
f=-1*%(x<0)+1.*(x>0);

% somas parciais de Fourier

s = zeros(size(x)); for k=l:n
s=s+((1-(-1)"k/k)*sin(k*x)) ;

end

s = (2/pi)*s;

Q

% grafico das somas parciais da funcdo salto
plot(x, s, 'r', x, £, 'b'),grid;

title ('Fenbmeno de Gibb's');

Q

% fim do programa sompar.n

7.1 Funcao 2

function sompar?2 (n)

o°

somas parciais de Fourier da funcgédo 2
f(x)=-x/2-pi/2 se -pi<x<0

-x/2+pi/2 se 0<x<pi
n é o numero de termos somados

oo oo

o°

o\

funcédo 2
= -pi:0.001l:pi;
=(-x/2-pi/2) .* (x<0) + (-x/2+pi/2) . * (x>0) ;

X

% somas parciais de Fourier

= zeros (size(x)); for k=l:n
s=s+(1./k)*sin(k.*x);

end

0]

Q

% gréfico das somas parciais da funcgéo 2

plot(x, s, 'r', x, £, 'b'),grid;

title ('Fendmeno de Gibbs');

Q

% fim do programa sompar2.n
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Conclusao

A analise harménica foi de grande importancia na fisica matematica. Pois
como visto durante o trabalho, fendmenos fisicos podem ser representados como
equacdes diferenciais, e com a andlise harménica podemos descobrir a solucdo para estas

equac0es, que aproximam as funcBes dos fenémenos, muitas vezes ndo conhecidas.

Os estudos para as resolugdes destes problemas levaram Fourier a alegar que
todas as fungdes periodicas, de periodo 2L, podem ser aproximadas por uma série de

senos e cossenos na forma

%+i(a cos—+b sen ”LLXJ

n

onde a,,a, e b, com n=123,..., sdo constantes.

Caso a funcdo seja continua a série converge pontualmente para a funcéo, ou

seja, podemos escrever a seguinte igualdade
f(x) ——° Z(a cos—+b sen n—ij
1

onde

a, :lj” f (x) cosnx dx
72' -

b, zifﬂ f(x)sennx dx.
7Z' /2

Ja quando a funcédo for uma funcéo continua por seccdes a igualdade nao
acontece. A série converge pontualmente aos pontos onde nao ha descontinuidade, ja nos

pontos de descontinuidade e extremos a série converge para %[klim f(k)+ klirq f (k)} :

acontecendo uma perturbagdo “na vizinhanga” destes pontos, ou melhor, a série excede o
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valor da funcdo. E as somas parciais de Fourier, de ordem N, convergem para o

segmento vertical de longitude L, (figura 4),
2 .. N _ 1 N _
L==Si()|f(a")—f(a’)| centrado no ponto (a,z(f(a )+ f(a )]
T

onde a é um ponto de descontinuidade. Este fenémeno é conhecido por fendmeno de
Gibbs.

Mesmo que a série ndo convirja pontualmente para a funcéo, temos uma étima
aproximacéo para f a medida que somarmos mais termos as somas parciais de Fourier.
Tornando assim as séries de Fourier uma 6tima ferramenta, ja que em alguns problemas
ndo é possivel descobrir a funcdo, mas apenas a série que a representa, levando o

problema a ser estudado como dependente da mesma ao invés da funcéo.
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