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Resumo

Neste trabalho centramos as atengdes nas imagens de vetores e tridngulos
obtidas pelos operadores homotetia e rotagdo no R”e R*. Definimos de forma explicita

o operador homotetia em relagdo a cada eixo tanto no R”quanto no R® e, ainda, a
homotetia independente em cada eixo; o mesmo fizemos com o operador rotagdo e,
também, definimos as imagens de tridngulos por estes operadores. Esta determinacao
levou-nos a estudar um pouco mais dos demais operadores lineares e algumas
propriedades dos tridngulos. Os resultados foram utilizados na determinagdo explicita
de imagens de vetores e triangulos, sendo estes representados até pelas matrizes

canonicas associadas.

Palavras-chave: Operadores Lineares, Homotetia, Rotagdo, Imagem, Matriz

Candnica, Vetor, Triangulo.
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Introducao

Neste trabalho focalizamos os operadores lineares homotetia e rotagdo no R’ e

R’ e imagem de triangulos por estes operadores.

No capitulo 1 sdo definidos: Operador Homotetia de razdo k (dilatagdo ou
contragdo), Dilatagdo ou contragdo na dire¢do dos eixos e Dilatacdo independente em
cada eixo. Deduzimos de forma explicita os operadores complementando com suas

representacdes graficas e pelas matrizes candnicas associadas.
’ ~ . ~ 2 .
No capitulo 2 sdo definidos: Operador Rotagdo no R“em torno da origem e
~ 3 . . . .
Operador Rotagdo no R”em torno de um eixo coordenado (do eixo x, eixoy e eixo z)

também reforcados por suas representacdes graficas e pelas matrizes candnicas
associadas.

No capitulo 3 sdo definidos: Imagem de tridngulos pelo Operador Homotetia no

R’e R’e Imagem de tridngulos pelo Operador Rotagdo no R’ e R*. Demonstramos,

ainda, algumas propriedades da congruéncia e da semelhanca de tridngulos.



1. Operador Linear Homotetia

Consideraremos neste trabalho conhecidas as definigdes de espaco vetorial, base,
dimensao, transformagdo e operador linear, como exposto em [1], [2] e [3].

Neste capitulo veremos operador linear homotetia e alguns exemplos graficos de
operadores deste tipo.

1.1. Operador Homotetia de raziao k (dilatacio ou contracio)

1.1.1. Defini¢do: Um Operador Homotetia de razdo k ¢ um operador
linear T: R" — R" da forma T(v) =kvondeve R" ek e R ek ¢

fixado. Isto é, cada vetor do R" ¢é levado num vetor de mesma
direcdo, mesmo sentido ou sentido oposto e médulo maior ou menor,
dependendo do valor de k.

Notacio: para vetores do R” podemos escrever na forma:

T: R"— R”
v = kv

ou, pela matriz de T na base candnica, sendo construida da seguinte forma:

Sejam v = (X1, X2y v, Xnp) um vetor do R” €
B={1,0,..0),(@,T1,..0),..@O,0, .. 1)} base canénica do R", a matriz do
operador linear T em relacdo a base canonica B ¢ :

Aplicando os vetores da base candnica do R" ao operador T, tem-se:

e T(1,0,..0)=k(1,0, .., 0)=(k,O0..., 0)
e T(0,1,..0)=k(0,1,..,0)=(0,k..,0)

e T(0,0,..1)=k(0,0, ..., 1)=(0,0...., k)

Assim, a matriz da aplicagdo dos vetores da base candnica do R" ao operador T

[T, = |.
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Escrevendo o vetor v=(x, X2, ..., X5) como combinacao linear dos vetores da
base canodnica doR", teremos:

o vy= (x5, X2, .0, Xn)=x,(1,0,..,0)+ x,(0, 1, ..., 0) + ...
..+t x,(00,0,..,1)

Dai, a matriz da combinacao linear do vetor v=(x, x, ..., X) em relacao aos
vetores da base candnica do R" ¢:

X

V= |

Xn

Finalmente, a matriz da aplicagdo do vetor v = (x, X2, ..., X,) ao operador T
em relacdo a base candnica do R"¢ dada pelo produto da matriz da aplicacao dos
vetores da base candnica do R"ao operador T pela matriz da combinagdo linear do
vetor v=(x1, X2, ..., Xn) em relagdo aos vetores da base canonica doRR":

[T(V)] 5 =[T]5.[V]s,istoe,

bl
o
=
)

[T 5 = |,

Podemos caracterizar algumas situagdes especiais para homotetia como segue:

1.1.2. Se |k| > 1, o operador faz com que o vetor sofra uma dilatacao;

1.1.3. Exemplo:

T: R? > R?
vV > 4v

ouT(x,y)=4(x,y)=(4x,4y)
ou, pela matriz de T em relacdo a base candnica:

. ALl 2
Aplicando os vetores da base candnica do R” ao operador T, tem-se:

e T(1,0)=4(1,0)=(4,0)
e T(0,1)=4(0,1)=(0,4)
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Entdio, a matriz da aplica¢io dos vetores da base candnica do R”ao operador T

mefo

Escrevendo o vetor (x,y) como combinagdo linear dos vetores da base

candnica do R?, teremos:
e (x,y)=x(L,0)+ (0, DH=(x,y)

Assim, a matriz da combinagdo linear do vetor (x, y ) em relagdo aos vetores da

A s 2
base candnica do R é:

X
[(x,y)]{}
y

Portanto, a matriz da aplicagdao do vetor (x, y ) ao operador T em relacdo a base

candnica do R?¢é dada pelo produto da matriz da aplicacio dos vetores da base
candnica do R”ao operador T pela matriz da combinacdo linear do vetor (x,y) em

~ AL s 2
relagdo aos vetores da base candnica do R”:

TG =IT) 1G] = O}m

y
y A
A 4y0

T |

> |

Yo L T(v) E
i X X
0] X0 0] 4x,

Figura 1.1.3

1.1.4. Exemplo:

T: R’ > R’
vV = 3v



ouT(x,y,z)=3(x,y,z)=0GBx,3y,3z)
ou, pela matriz de T em relacdo a base candnica:

. A 3
Aplicando os vetores da base candnica do R”ao operador T, tem-se:

e T(1,0,0)=3(1,0,0)=(3,0,0)
e T(0,1,0)=3(0,1,0)=(0,3,0)
e T(0,0,1)=3(0,0,1)=(0,0,3)

~ . . ~ A 3
Entdo, a matriz da aplicagdo dos vetores da base candnica do R ao operador T

é:
3 0 0
[T]=10 3 0
0 3

Escrevendo o vetor (x,y,z) como combinagdo linear dos vetores da base

candnica do R’ | teremos:
e (x,y,z)=x(1,0,0)+ »(0,1,0)+ z(0,0,1)=(x,y,z)

Assim, a matriz da combinagdo linear do vetor (x, y, z) em relacdo aos vetores
A 3
da base canonica do R” ¢é:

X

[(x,y,2)]= |
z

Portanto, a matriz da aplicacdo do vetor (x,y,z) ao operador T em relacdo a

base candnica do R’¢ dada pelo produto da matriz da aplicagdo dos vetores da base

AL s 3 . . ~ .
candnica do R ao operador T pela matriz da combinagdo linear do vetor (x,y,z) em

~ A s 3
relagdo aos vetores da base candnica doR”:

3
[TCx,y,2)]=[T].[(x,y,2)]=|0 3 0l.ly
0



3y0

Figura 1.1.4

1.1.5. Se |k| <1, o operador faz com que o vetor sofra uma contragao;

1.1.6. Exemplo:
T: R* > R*
1
VB =V
4
ou, T(x )=l(x )=(lx 1 )
) 9y 4 ay 4 ) 4y

ou, pela matriz de T em relacdo a base candnica:

J T(1,0)=% (1,0)=(%,0)

e T(O, 1)=% (0, 1) = (0, i)

Entao,

[T]=

[a) .hl»—

NG



e (x,y)=x(1,0+y0, )=(x,y)

Assim,
X
[(x,y)]=
Y
Portanto:
L
4 X
[T(x, )] =[T].[(x,y)]= { }
1]y
0 -
4
A y
A7
s 1
2T
@) X X O lx
0 4 0
Figura 1.1.6

1.1.7. Exemplo:
T: R*> R’
vV lV

3

1 1 1 1
OuaT(xayaz):g(xa yaZ):(gxagyagz)

ou, pela matriz de T em relagdo a base canonica:

. T<1,0,0>=§(1,0,0>=<§,o,0)
e T0.1.0)=+ 0. L 0y=0.1.0
b b 3 737 73’
e T(0,0,1)= 0,0, 1y=(0,0, 1)
3 3 3



Entao,

1 0 0
3
[T]=|0 1
3
0 0 1
L 3.

i (x7y7Z): x(17070)+ y(()’ 170)+ Z(O707 1):(x5y7z)

Assim,
X
[(x,y,z)]=|y
z
Portanto:
l 0 0
3
1
[T(xayaz)]:[T]'[(xayaz)]: 0 5 0]. y
z
0 0 l
L 3]
y y
A A
Yo
\% ’ T >
/,/ 1
370
0] ( > X oLz y X
i S 1 AN
i 0 0/f---- 3 0
z

Figura 1.1.7



1.1.8. Se k=1, o operador resulta na transformacao identidade I,

1.1.9. Exemplo:

T: R? > R?
vV > 1lv

ouT(x,y)=1(x,y)=(x,y)
ou, pela matriz de T em relagdo a base canonica:

e T(1,0)=1(1,0)=(1,0)
e T(0,1)=1(0,1)=(0, 1)

Entao,
71— 1 0
[T]= 0 i
e (x,y)=x(L0O)+ y(0,D=(x,y)
Assim,
X
[(x,y)]={ }
Y
Portanto:

1 0] |x
[T(x,y)]Z[T]-[(x,y)]Z{O J{ }

AY AY
T 5
Yol T3 . Yol T3  T(v)
v,/ i
| L X | =
O X0 g O X0 -

Figura 1.1.9
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1.1.10. Exemplo:

T: R’ R’
v > lv

ouT(x,y,z)=1lx,y,z)=(x,y,z)
ou, pela matriz de T na base candnica:
e T(1,0,0)=1(1,0,0)=(1,0,0)

e T(0,1,0)=1(0,1,0)=(0,1,0)
e T(0,0,1)=1(0,0,1)=(0,0,1)

Entao,
1 0
[T]=10 1
0 0 1
hd (x7y7Z): x(1’070)+ y(07 170)+ Z(()’O’ l)z(x’yﬂz)
Assim,
X
[(x,y,2)]=|y
z
Portanto:
1 0 0
[T(x,y,z)]=[T].[(x,y,z)]=|0 1 0.1y
0 0 1 z
Ay Ay
________________ T(v)
Yo T Yo %
4 (¢
@) L > X @) ! >
zZo,/ TTTTTTT d X0 zo,/ "7 d X0
z z

Figura 1.1.10



1.1.11. Se k <0, o operador faz com que o vetor troque de sentido.

1.1.12. Exemplo:

T: R? > R?
vV —-lv

OuT(Xa)’)z'l(an’)z('xa'J’)
ou, pela matriz de T na base candnica:

e T(1,0)=-1(1,0)=(-1,0)
e T(0,1)=-1(0,1)=(0,-1)

Entao,
—_ -1 0
[T]= 0 »
e (x,y)=x(L,0O)+ (0, DH=(x,y)
Assim,
X
[(x,y)]={ }
Y
Portanto:
-1 0 |x
[T(x,y>]=[T].[(x,y>]={ H }
0 -1] |y
Y
Ay X — Xaq (@) >
Yol _T , W) 7= »o
y
0] ' > x
X0

Figura 1.1.12
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1.1.13. Exemplo:

T: R’ > R’

vV B -2v
OuT(xayaz):_z(xayaz):(_2x7_Zya_zz)
ou, pela matriz de T na base canénica:

e T(1,0,0)=-2(1,0,0)=(-2,0,0)
e T(0,1,0)=-2(0, 1,0)=(0,-2,0)
e T(0,0,1)=-2(0,0,1)=(0,0,-2)

Entao,
-2 0
[T]=] O -2
0 -2
o (x.,,2)=x(1,0,0)+ y(0,1,0)+ z(0,0,1) = (x,y,2)
Assim,
X
[((x,y,z)]=|y
z
Portanto:
-2 0 0
[T(x,y,z)]=[T].[(x,y,2)] = ) ol
0 2| |z
A)
:'" ----- -220
A |
-2Xﬂl i O =x
Yo i '
Y _T ., L T(v)
i X L
___\‘s:/,xo ] L SV 2y
Z

Figura 1.1.13
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1.2. Dilatacido ou contracio na dire¢ao dos eixos.

1.2.1. Defini¢ao: Dilatacdo ou contracio na direcdo dos eixos ¢ um
operador linear T: R"— R" da forma

T(X1, X2y X3y ceny Xky XKktly eves xn) = (xl, X2y X3y ceny O X ky X Kktls eees xn), com
o € R, fixado,

ou, pela matriz de T em relagdo a base canonica:

Aplicando os vetores da base canonica do R" ao operador T, tem-se:

e T(1,0,0,...,
e T(0,1,0,..,
e T(0,0,1,..,

oy 0)=1(1,0,0, ..., 0
., 0)=1(0, 1,0, .., 0
oy 0)=1(0,0,1,..., 0

0,..,0)=(1,0,0, ..., 0,0, ..., 0)
0,..,0)=(0,1,0, ..., 0,0, ..., 0)
0,..,0)=(0,0, 1, ..., 0,0, ..., 0)

2

“

co o
co o

2 b

e T(0,0,0,..1,0,..,0)= «(0,0,0, ..., 1,0, ..,0)=(0,0,0, ..., «,0, ..., 0)
e T(0,0,0,..0,1,..0)=1(0,0,0,..,0,1,.. 0)=(0,0,0, .., 0, 1, ..., 0)

e T(0,0,0,..0,0,..,1)=1(0,0,0,..0,0,..1)=(0,0,0,..,0,0, ..., )

Assim, a matriz da aplicagdo dos vetores da base canonica do R"ao operador T

é:

1 0 0 0 0 0]
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

T] = :

[T] 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
10 0 0 0 0 1

Escrevendo o vetor (x 1, X2, X3, ..., Xk, X+, ..., Xn) COMO combinagdo linear
dos vetores da base candnica doR", teremos:

o (X1, X2, X3y ey Xky Xktlp -y Xn) = x1 (I, 0, O, ..., 0, O, ..., 0) + ...
.+t x2(0,1,0,..,0,0,..,0+ x5 (0,0, 1, .., 0,0, ..., 0) + ...
.+ xx0, 0,0, .., 1, 0, ..., 0) + x,1(0, 0, 0, ..., 0, 1, ..., 0) + ...
et x0(0,0,0,...,0,0, ..., 1) =(X1, X2, X3y eeey Xky XKktl» ooy X1n)

Dai, a matriz da combinag¢ao linear do vetor (X;, X2, X3, ..., Xk, Xk+1, -.., Xpn) €M
relacdo aos vetores da base candnica do R" ¢é:
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X
X2

X3

[(X1, X2, X35 ooy Xky XKty eoer Xn)] =

Portanto, a matriz da aplicagdo do vetor (x, X2, X3, ..., Xk, Xkilp -, Xp) QO
operador T em relagdo a base candnica do R"¢é dada pelo produto da matriz da
aplicagdo dos vetores da base candnica do R" ao operador T pela matriz da combinagao

linear do vetor (xi, X2, X3, ..., Xk, Xk+1, ..., Xp) €m relacdo aos vetores da base
canonica doR":
[T(X1, X2, X3y eeey Xky Xktls eoes X)) =[T]. [(X1, X2, X35 ety Xko Xktls oeer Xn)] =
B 0 0 0 0 0] [x |
0 0 0 01 |x
0 1 0 0 0] |x;
o0 0 a0 0|
0 0 0 0 1 0| |x,
0o 0 o0 0 0 1 |x,

Observemos que:

e se a > 1,0 operador faz com que o vetor sofra uma dilatacao;
e se(0< a <1,ooperador faz com que o vetor sofra uma contracao.

1.2.2. Exemplo: Dilatagio na diregio do eixo dos x, no R*:

T: R? 5 R?
(x,y)—>@x, )

ou, pela matriz de T em relacdo a base candnica:

. ALl 2
Aplicando os vetores da base candnica do R” ao operador T, tem-se:

e T(1,0)=3(1,0)=(3,0)
e T(0,1)=1(0,1)=(0, 1)
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~ - . ~ AL 2
Entdo, a matriz da aplica¢do dos vetores da base candnica do R~ ao operador T

T=3 0
[T] 0 i

Escrevendo o vetor (x, y ) como combinagdo linear dos vetores da base candnica

do R?, teremos:
e (x,y)=x(L0)+ (0, )=(x,y)

Assim, a matriz da combinagao linear do vetor (x, y ) em relagdo aos vetores da

A e 2
base candnica do R* ¢é:

X
[(x,y)]={}
Y

Portanto, a matriz da aplicacao do vetor (x, y ) ao operador T em relacao a base

candnica do R*¢é dada pelo produto da matriz da aplicagdo dos vetores da base
candnica do R”ao operador T pela matriz da combinacdo linear do vetor (x,y) em

~ ALl 2
relagdo aos vetores da base canonica do R :

3 0 [ x
[T(x,y>]=[T].[(x,y>]={O H }

A Y A Y
) (x 0, Yo) Yottt " (3x0, o)
| T |
| — |
: > X > X
O X0 O 3x0
Figura 1.2.2

1.2.3. Exemplo: Contragdo na direcao do eixo dos x, no R?:
T: R*> R?

(1.3 P (¥, )
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ou, pela matriz de T em relacdo a base candnica:

“Laog=d
e T(1,0)= 5 (1,0) (2,0)
e T(0,1)=1(0,1)=(0, 1)

Entao,
1
m=l2
0 1
e (x,y)=x(L0)+ (0, D=(x,y)
Assim,
X
[(x,y)]={ }
y
Portanto:

l 0 | x
[T(x, )] =[T].[(x,y)]=|2 { }
0

y y
A A
__________ a1
Yo ' (X0, Yo) Yo .(5 X 0, Yo)
i T i
I e I
(0] : > X 0 : > x
X l X
0 2 0
Figura 1.2.3

1.2.4. Exemplo: Dilatacdo na direcao do eixo dos x, no R*:

T: RS R?
(x,y,z) > Q2x,y, z)
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ou, pela matriz de T em relacdo a base candnica:

Aplicando os vetores da base candnica do R’ ao operador T, tem-se:
e T(1,0,0)=2(1,0,0)=(2,0,0)

e T(0,1,0)=1(0,1,0)=(0,1,0)
e T(0,0,1)=1(0,0,1)=(0,0,1)

~ . . ~ A 3
Entdo, a matriz da aplicagdo dos vetores da base candnica do R’ ao operador T

é:
2 0 0
[T]=10 1 0
0 0 1

Escrevendo o vetor (x,y,z) como combinagdo linear dos vetores da base

candnica do R’ , teremos:
 (x,y,2)=x(1,0,00+ y(0,1,0)+z(0,0,1)=(x,y,2)

Assim, a matriz da combinac¢ao linear do vetor (x, y,z ) em relagdo aos vetores

A . 3
da base canonica do R é:

X

[(x,y,2)]= |
z

Portanto, a matriz da aplicacdo do vetor (x,y,z) ao operador T em relacdo a

base candnica do R’¢ dada pelo produto da matriz da aplicagdo dos vetores da base
canénica do R’ ao operador T pela matriz da combinagao linear do vetor (x,y,z) em

~ At 3
relagdo aos vetores da base candnica doR”:

[TCx,y,2)]=[T]. [(x,y,2)] =

S O N
—_
(e
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Yy Yy
A A

Voloooo__ (x0, Y0, 20) Voloooo .. (3x0, y0, z0)
// T ’
( r

O : y X O : > X
L/ xo L X0

Zo/______ '," Zo/ o ____ ',
z
Figura 1.2.4

1.2.5. Exemplo: Contrago na dire¢do do eixo dos x, no R’:
T: R°> R’
1
(xayaz) H(Exa Vo Z)

ou, pela matriz de T em relagdo a base canonica:

. T(1,0,0>=§(1,0,0>=<§,o,0)

e T(0,1,0)=1(0,1,0)=(0,1,0)
e T(0,0,1)=1(0,0,1)=(0,0,1)

Entao,
1 0 0
3
[T]=10 1 0
0 0
o (x,y,z)=x(1,0,0)+ »(0,1,0)+ z(0,0,1)=(x,y,z)
Assim,

X

[(x,y,2)]= |y
z



Portanto:

l 0 0
3
[T(x,y,z)]=[T].[(x,y,2)]=|0 1 0
0 0 1 z
y y
A A
____________________ 1
Yo ,(xo,yo,Zo) Yo , (gxo,yo,Zo)
/l T ’/l
_> ,
| x | .
O i // x() " d /, XO "
I 4 Zo R 4
zZ
Figura 1.2.5

1.2.6. Exemplo: Dilatagio na diregdo do eixo dos y,no R*:

T: R? 5 R?
(x,y)B>(x,2y)

ou, pela matriz de T em relagdo a base canonica:

e T(1,0)=1(1,0)=(1,0)
e T(0,1)=2(0,1)=(0,2)

qo[to
[]—0 5

e (x,y)=x(1,0+y(O, D)=(x,y)

Entao,
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Assim,
X
[(x,y)]=
y
Portanto:
1
[T(x,»)]=[T].[(x,y)]= 0
Y
A
2y 0
yo|l A (X0, Vo) T
O X0 > X O
Figura 1.2.6

-------- (x0,270)

v

PO
=

1.2.7. Exemplo: Contragdo na dire¢io do eixo dos y,no R”:

T: R* > R?

1
(an’)H(vay)

ou, pela matriz de T em relagdo a base canonica:

e T(1,0)=1(1,0)=(1,0)

1
e T, 1)=Z(o,
Entao,
1 0
[T]= 0 %

—0 L
D=0 )

e (x,y)=x(1,0+y(O, D)=(x,y)



Assim,

X
[(x,y)]{}
y

Portanto:
1 0 .
[T(x, )] =[T].[(x,y)]= 1 {}
0 —|
4
y y
A A
R (x0, ¥0)
i T
: l ____________ (x l )
i 4y0 i 0,43/0
O X0 ;x O X0
Figura 1.2.7

1.2.8. Exemplo: Dilatagdo na direcao do eixo dos y, no R’:

T: R*> R’
(x,y,z)—>(x,4y, z)
ou, pela matriz de T em relag@o a base canonica:
e T(1,0,0)=1(1,0,0)=(1, 0, 0)
e T(,1,0)=4(0,1,0)=(0,4,0)
e T(0,0,1)=1(0,0,1)=(0,0, 1)

Entao,

1
[T]=10 4 0
0



e (X,y,2z)=x(1,0,0)+ »(0,1,0)+ z(0,0,)=(x, y, z)

Assim,
X
[(x,y,2)]=|y
z
Portanto:
1 0 0
[T(x,y,z)]=[T].[(x,y,z)]=1|0 4 0.y
0 0 1 z
Y 1!_%} _______
4 4yo S (x0,4y0, z0)
_T i
Yol "7 ; (anyOaZO) i
) E . X e) T > x
VX /0
Zy _________d:', Z0
z
Figura 1.2.8

1.2.9. Exemplo: Contragdo na direcdo do eixo dos y, no R’:

T: R*> R’

1
(xayaz)H(xagyaz)

ou, pela matriz de T em relag@o a base canonica:

e T(1,0,0)=1(1,0,0)=(1,0,0)

_1 o L
¢ TO,1,00= 2 (0,1,0)=(0, —,0)
e T(0,0,1)=1(0,0,1)=(0,0, 1)
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(x7y7Z): x(17070)+ y(()’ 170)+ Z(O707 1):(x5y7z)

Entao,
1 0 0
[T]=10 1 0
2
0 0 1
[ ]
Assim,
X
[(x,y,2)]=|y
z
Portanto:
[T(x,y,2)]=[T].[(x,y,2)]=
y
A
) (x0, Y0, 20)
1
27"
' T
o) 5 , > » O
A 1) X
VA /A ;, VA A
z
Figura 1.2.9

1.2.10. Exemplo: Dilatacao na dire¢ao do eixo dos z:

T: RS R?
(x,y,z) >(x,y,3z2)

0 0
1
0 — 0f.
) y
0 0 1| L7
y
A
(X0~ 0, 20)
z 0,2)/0, 0
/,/ ///_XO X
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ou, pela matriz de T em relacdo a base candnica:

e T(1,0,0)=1(1,0,0)=(1,0,0)
e T(0,1,0)=1(0,1,0)=(0,1,0)
e T(0,0,1)=3(0,0,1)=(0,0,3)

~

Entao,
1 0 0
[T]=10 1 0
0 0 3
o (x,y,z)=x(1,0,0)+ »(0,1,0)+ z(0,0,1)=(x,y,z)
Assim,
X
[(x,y,2)]=|y
z
Portanto:
1
[T(x,y,2)]=[T].[(x,y,2z)]=|0
0
Ay
Yoltomoamans (X0, Y0, Z0) Yo
I'/ I
E X0 > x 0)
Zo e
3zog/ """
z

Figura 1.2.10
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1.2.11. Exemplo: Contrac¢do na dire¢ao do eixo dos z:

T: R°— R?

1
(xayaz)H(xa yagz)

ou, pela matriz de T em relacdo a base candnica:

e T(1,0,0)=1(1,0,0)=(1,0,0)
e T(0,1,0)=1(0,1,0)=(0, 1, 0)

. T(0,0,1>=§(0,0,1)=(0,o,§)

Entao,
1 0 0
[T]=10 1 0
0 0 l
L 3
b (xﬂy’Z): x(1’07 O)J’_ y(07 170)+ 2(07 O’ l)z(x’yﬂz)
Assim,
X
[(x,y,2)]=|y
z
Portanto:

[T(Cx,y,2)]=[T].[(x,y,2)]= |0 1

W= O O
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/)C, ,_Z
,(oyo3 0)

Y y
A A
Yo 7 (X0, Yo, Z0) Yo
// ’/
/ T | !
/ X
/I !
7 1
v 1
’ 1
K X |
] » , [
T 4 > L
@) 1 S X0 0O ' X0
1 , h 7
: ,I 1 '/,
! / — Zofrmmmm +
| / 3
1 //
v
[
[ s
[
Zo________________'/,
z z

Figura 1.2.11

1.3. Homotetia independente em cada eixo.

1.3.1. Definicao: Homotetia independente em cada eixo ¢ um operador

linearT: R"— R

T()Cl, X2, X3, ...
fixados,

, Xn) = (a1x1, a2 X2, a3x3,

" da forma

ou, pela matriz de T em relacdo a base candnica:

Aplicando os vetores da base candnica do R" ao operador T, tem-se:

e T(1,0,0,..,0)=a;(l,

0,0
e T(0,1,0,..,0)=a,(0,1,0, ..
0,1

e T(0,0,1,..,0)=as3(0,

e T(0,0,0,...,1)=a,(0,0,0,

o 0)=(a1,0,0, ..., 0)
»0)=(0, 2,0,..,0)
.y 0)=(0,0, a3, ..., 0)

o 1)=(0,0,0, ..., aw)

vy OpnXp), com @i € R,

Assim, a matriz da aplicagdo dos vetores da base canonica do R"ao operador T

é:
[, 0
a
[T]= |0 0
10 0
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Escrevendo o vetor (x4, x2, X3, ..., Xn) como combinagdo linear dos vetores da
base candnica doR", teremos:

o (x1,X2, X3, .., Xn)=x1(1,0,0,...,0)+ x,(0,1,0,...,0)+ x3(0,0, 1, ..., 0) +...
e 7 x0(0,0,0, ..., 1)=(x1, X2, X3, ..., X1)

Dai, a matriz da combinagao linear do vetor (x 1, x, x3, ..., X,) em relacao aos
vetores da base candnica do R” é:

o
X2
[(X1, X2, X35 00y X0)] = |25
_xn_
Portanto, a matriz da aplicacdo do vetor (x|, x2, X3, ..., X,) ao operador T em

relacdo a base candnica do R” ¢ dada pelo produto da matriz da aplicagdo dos vetores da
base canonica do R"ao operador T pela matriz da combinagdo linear do vetor
(x1, X2, X3, ..., Xp) em relacdo aos vetores da base canonica doR" :

[T(x1, X2, X3, o0y xn)] = [TLIC X1, X2, X3, 000y Xp)] =
o, 0 0 o1 1|™
0 a, 0 0 | |*
=10 0 a5 0 |.]x3
0 0 0 a,
L - _Xn_

1.3.2. Dilatacio independente em cada eixo no R”:

1.3.3. Exemplo: T: R*> — R’
(x,y) > Q2x,3y)

ou, pela matriz de T em relacdo a base candnica:

. ALl 2
Aplicando os vetores da base candnica do R” ao operador T, tem-se:

e T(1,0)=2(1,0)=(2,0)
e T(0,1)=3(0,1)=(0,3)

~ . . ~ AL 2
Entdo, a matriz da aplica¢do dos vetores da base candnica do R~ ao operador T
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no[2 o
=1, 3

Escrevendo o vetor (x, y) como combinacdo linear dos vetores da base
A s 2
candnica do R”, teremos:

e (x,y)=x(1,0+ (0, 1)=(x,y)

Assim, a matriz da combina¢do linear do vetor (x, y ) em relagcdo aos vetores

A . 2
da base canonica do R~ é:

X
[(x,y)]={}
Y

Portanto, a matriz da aplicacao do vetor (x, y ) ao operador T em relacao a base

candnica do R*¢é dada pelo produto da matriz da aplicagio dos vetores da base
candnica do R”ao operador T pela matriz da combinacdo linear do vetor (x,y) em

~ ALl 2
relagdo aos vetores da base canonica do R :

2 0 [x
[T(x,y>]=[T].[(x,y>]={0 H }

Y y
A A
3y0 _________________ (2X0,3y0)
—— e
Yop------ (x0, ¥0) i
I > X N
O X0 o) 2x0
Figura 1.3.3

1.3.4. Contragio independente em cada eixo no R*:

1.3.5. Exemplo: T: R*> — R’

(x,y)H(ix,éy)
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ou, pela matriz de T em relag@o a base canonica:

e T(1,0)= i(l,0)=(i,0)

e T, 1)= %(0, 1)=(0, %)

Entao,
% 0
[T]=
0 1
3
o (x,y)=x(L0)+ y(0,)=(x,y)
Assim,
X
[(x,y)]Z{ }
y
Portanto:
1
_ 14
[T(x,»)]=[T].[(x,y)]=
0
y
Yol oo (x0, ¥0)
i T
| >
s s
O I)Co g X

Figura 1.3.5

0
X
l'u
3
Yy
A
1 1
_____ — X0, —
:(4 033/0)
| > X
L
20
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1.3.6. Dilatacdo independente em cada eixo no R*:

1.3.7. Exemplo: T: R’ R’
(x,y,2) »(2x,3y,4z)

ou, pela matriz de T em relag@o a base canonica:

Aplicando os vetores da base canodnica do R’ a0 operador T, tem-se:
e T(1,0,0)=2(1,0,0)=(2,0,0)

e T(0,1,0)=3(0,1,0)=(0,3,0)
e T(0,0,1)=4(0,0,1)=(0,0,4)

~ . D A 3
Entdo, a matriz da aplicagdo dos vetores da base candnica do R’ ao operador T

2 0 0
[T]=10 3 0
0 0 4

Escrevendo o vetor (x,y,z) como combinagdo linear dos vetores da base

A s 3
candnica do R’ teremos:

e (x,y,z)=x(1,0,00+ y(0,1,0)+ z(0,0,1)=(x,y,z)

Assim, a matriz da combinacao linear do vetor (x, y,z ) em relacdo aos vetores

A e 3,
da base canonicado R é:

X
[(x,y,2)] =]
V4

Portanto, a matriz da aplicagdo do vetor (x,y,z) ao operador T em relagdo a

base candnica do R’¢ dada pelo produto da matriz da aplicagdo dos vetores da base

A 3 . S
candnica do R”ao operador T pela matriz da combinag¢do linear do vetor (x,y, z) em

~ A 3
relagdo aos vetores da base candnica doR”:

2
[T(x,y,2)]=[T].[(x,y,2)]=1|0 3
0
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A Y
A Yoo
3¥0 AQ2x0,3y0,420)
yo| A (x0, Yo, zo) T L .~
O :, 7 O > >
E Xo X i 22X X
zo f------ v E
4Zo """"""" :'
zZ
Figura 1.3.7

1.3.8. Contragdo independente em cada eixo no R’:

1.3.9. Exemplo: T: R’ R’

z)

11 1
X, y,z)—=>(=-x, -y, —
(x.7,2) > (5%, 27, 7

ou, pela matriz de T na base candnica:

J T(1,0,0)=%(1,0,0)=(%,0,0)

e T(0,1,0)= %(O, 1,0) = (0, %,O)

e T(0,0,1)= %(O, 0,1)=1(0,0, %)
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=(x,y,2)
0
01.ly
1 zZ
4
1 1

— X0, = Y0, — Z0)

3 4

»
|

X

Entao,
l 0 0
2
[T]=10 l 0
3
0 0 l
L 4
e (x,y,z)=x(1,0,0)+ y(0,1,0)+ z(0,0,1)
Assim,
X
[(x,y,2)]=|y
z
Portanto:
LR
2
1
[T(xay’z)]:[T]'[(xay7z)]: 0 g
0 0
y y
A A
Yo ------------:-'(Xo, Yo, Z0)
T,
. | R
370 A
o/ X0 > x 0 Vo
= L,
: 4 0 5 0
z

Figura 1.3.9



2. Operador Linear Rotacao

Neste capitulo  definiremos operador rotagio no R’e R’ e
daremos alguns exemplos.

2.1. Operador Rotacio no R* em torno da origem

2.1.1. Definicdo: Um Operador Rotacio no plano em torno da origem ¢

um operador linear To: R*—> R? da forma
To (x,y)=(xcos@ — ysenf, xsenf + ycos@), 0 real e fixado,
que faz cada vetor descrever um angulo & no sentido anti-horario.

Esse operador também pode ser representado por sua matriz na base canonica:
. A s 2
Aplicando os vetores da base canonica do R” ao operador T s, tem-se:

e To(l,0)=(l.cos@ —0.senf, 1.sen + 0.cos @)= (cos @, send)
e To(0,1)=(0.cos@ —1.sen@, 0.senf + 1.cos @)= (—send, cos)

Entdo, a matriz da aplicagdo dos vetores da base candnica do R* ao operador T o
cos@ —senb
[70] =
send  cos@

Escrevendo o vetor (x, y ) como combinagdo linear dos vetores da base candnica

2
do R“, teremos:

e (x,y)=x(1,00+ y(©0,1)=(x,y)

Assim, a matriz da combinag¢do linear do vetor (x, y ) em relagdo aos vetores da

A s 2
base candnica do R é:

X
[(x,y)]={}
Y
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Portanto, a matriz da aplicacdo do vetor (x,y) ao operador Te em relacao a

base candnica do R ¢é dada pelo produto da matriz da aplicagdo dos vetores da base
candnica do R*ao operador Ts pela matriz da combinagdo linear do vetor (x,y) em

~ ALl 2
relagdo aos vetores da base canonica do R~ :

sent cos @

cosd —senf | |x
[Ta(x,y)]=[T9]-[(x,y)]{ Hy}

2.1.2. Justificativa de que Te¢ realmente realiza uma rotagdo de vetores
geométricos no plano de angulo @ no sentido anti-horario.

Ay Ay
To i To(v)
i v Yol _[¥
a i : ai
| > X ! ! » X
0 X 0 x’  x
Figura 2.1.2

x'=rcos(a + 60)=rcosacosd —rsenasenf, sendo r o modulo de v.
Masrcosa =xersena =y.

Entdo, x’ =x cos@ — y senf.

Analogamente, y’ =rsen (¢ + ) = r (sena cos@ + cosa senf) =
=xsenf +ycos@.

Logo, sendo feita a rotag¢do as coordenadas sdo dadas por x’ =r cos (a + 6)
ey =rsen(a + 0).

Essas contas mostram que x’ e y’ sdo as coordenadas polares do vetor (x, y)
rotacionado.

Assim, To(x, y) = (x cos@ — y sen@, x sen@ + y cos@) ou por sua
matriz na base canénica:

xcos@ — ysend cosf —senf X
R o P W

xsenf + ycosd sen@ cos @ y

((2], pg. 149)
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2.1.3. Exemplo: Consideremos o caso particular onde &

determinar a imagem do vetor v = (x,y ). Neste caso, sen

cosd =0.

2 sara
2I'-’
0 =1c¢e¢

e T, (1,0)= (l.cosz - 0.sen£, 1.sen’ + O.COS%): (cos%, sen%) =(0,1)

2

e T, 1= (O.cosZ - l.senz, O.sen% + l.cos%)z (—sen%, cos%)Z (-1,0)

2

e (x,»)=x(1,0)+ y(O,)=(x,y)

Entao,
-
Assim,
X
[(x,y)]= { }
y
Portanto:
[T, (x,9)]=
(=Yo0.%0)

2

0
H.[(x, V1= L

(x0,0)

Figura 2.1.3
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2.1.4. Exemplo: Determinar a imagem do vetor v = (2, 3) pela rotagdo de
0=r.

Resolugao:

e T_(1,0)=(l.coswt —0.senx, l.senz +0.cos7)=(cosxz,senrx)=(—1,0)
e T_(0,1)=(0.coswr —1l.senm,0.senz + l.cosm)=(—senx,cosx)=(0,-1)

Entio,
=l
e (2,3)=2(1,0)+3(0,1)=(2,3)
Assim,
[(2,3)]= {2}
3
Portanto:

-1 0 2 -2
[T, @.3)]=[1.][2.3)] = [ 0 _JH _ {_3}

Figura 2.1.4
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2.2. Operador Rotacio no R* em torno de um eixo coordenado

2.2.1. Operador Rotag¢do no R* em torno do eixo dos x

2.2.2. Definiciao: Um Operador Rotacido no espagco em torno do eixo dos
x é um operador linear To: R’ — R’ da forma

To(x, vy, z)=(x,ycosf — zsenf, ysend + zcosd), O real e
fixado.

Esse operador também pode ser representado por sua matriz na base canonica:
Aplicando os vetores da base candnica do R’ a0 operador T ¢, tem-se:

e To(1,0,0)=(1,0.cosd —0.send, 0.send + 0.cosd)=(1, 0, 0)

e Tv(0,1,0)=(0,1.cos@ —0.send, 1.send + 0.cosd) = (0, cosd, senf)

e Tu(0,0,1)=(0,0.cos@ — l.send, 0.send + 1l.cosd)=(0,—senf, cosf)

~ . . ~ A 3
Entdo, a matriz da aplicagdo dos vetores da base candnica do R”ao operador To

1 0 0
[To] = |0 cos —send
0

senf  cos@

Escrevendo o vetor (x,y,z) como combinagdo linear dos vetores da base

candnica do R’ , teremos:
 (x,y,z)=x(1,0,0)+ y(0,1,0)+z(0,0,1)=(x,y,2)

Assim, a matriz da combinagao linear do vetor (x, y, z) em relacdo aos vetores
A 3,
da base canénica do R” é:

[(x,y,2)]=

N =

Portanto, a matriz da aplicacao do vetor (x, ),z ) ao operador T¢ em relacdo a

base candnica do R’¢ dada pelo produto da matriz da aplicagdo dos vetores da base

A 3 . D
candnica do R ao operador T ¢ pela matriz da combinagio linear do vetor (x,y,z) em

~ A 3
relagdo aos vetores da base candnica doR”:
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0 0 | x

[To(x, v, z)]= [Te].[(x, v, z)]= cos@ —senf|.|y

oS o =

sen@ cos@ | |z

AZ
> )
O
To(v) a
<. v
’ AN
: 0
1
1
\ AY
\ \
\ \
\ ‘\
X \
\ \
\ \‘
\
i
1
N ’
Figura 2.2.2

Para “conferir” se T representa a rotacao de um angulo € em torno do eixo dos
X, observemos o seguinte:

a) T gira de @, em torno da origem O, os pontos do plano x = 0 (plano yOz),
pois:

T, y, z)=(0, ycos@ — zsenf, ysend + zcosf)
e:
b) T nao altera os pontos do eixo dos X, pois:

T(x,0,0)=(x,0,0)

2.2.3. Exemplo: Determinar a imagem do vetor v = (3, 4, 5) pela rotagdo de

s )
0 = E em torno do eixo dos x.
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Resolucao:

e T. (1,0,0)=(1,0.cos = —0.sen 2, 0.sen - +0.cos 2~)=(1, 0, 0)
z 2 2 2 2

2

e T, (0,1,0)=(0, I.cos % —0.sen Z, l.sen % + 0.cos £)=
2

— (0, cos % sen %)=(o, 0, 1)

e T_(0,0,1)=(0,0.cos 7 _1sen Z, 0.sen = + 1.cos £)=
5 2 2 2

= (0, — sen %, cos %)Z(O, -1, 0)

Entao,
1 0 0
[Tﬁlz 0 0 -1
2 0 1 0
e (3,4,5)=3(1,0,0)+4(0,1,0)+5(0,0,1)=(3,4,5)
Assim,
3
[3,4,5)]= |4
5
Portanto:
0 0][3 3
[T, (3,4, 5)]=[Tﬁ].[(3,4, 5)]=]0 0 —1|.14|=|-5
2 2 0 1 0|15 4
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Figura 2.2.3

2.2.4. Operador Rota¢io no R*em torno do eixo dos y

2.2.5. Definicao: Um Operador Rotacio no espaco em torno do eixo dos

y é um operador linear To: R’ — R’ da forma

To(x, y, z)=(xcos@ — zsend, y, xsend + zcosf), O real e
fixado,

Esse operador também pode ser representado por sua matriz na base canonica:

. A 3
Aplicando os vetores da base candnica do R”ao operador T o, tem-se:

e To(1,0,0)=(l.cosd —0.send, 0, 1.send + 0.cosd)=(cosd, 0, send)
e To(0,1,0)=(0.cosd —0.send, 1,0.send + 0.cosd)=(0, 1, 0)
e Tv(0,0,1)=(0.cosd —1.send,0,0.send + 1.cosd)=(—send, 0, cosf)

~ . . ~ A 3
Entdo, a matriz da aplicagdo dos vetores da base candnica do R”ao operador To
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cosd 0 —sent
[Ts] = |0 1 0
sen 0 cosd

Escrevendo o vetor (x, y, z) como combinagdo linear dos vetores da base
A 3
candnica do R’ teremos:

(x,y,z)=x(1,0,0)+ »(0,1,0)+ z(0,0, ) =(x,y,z)

Assim, a matriz da combinagdo linear do vetor (x, y, z) em relacdo aos vetores
A s 3
da base canonica do R~ ¢é:

X
[(x,y,2)]=|»
z

Portanto, a matriz da aplicacao do vetor (x, ),z ) ao operador T¢ em relacdo a
base candnica do R’¢ dada pelo produto da matriz da aplicagdo dos vetores da base

A 3 . C

candnica do R ao operador T ¢ pela matriz da combinagio linear do vetor (x,y,z) em
~ A 3

relagdo aos vetores da base candnica doR”:

cosd 0 —sen@ | | x
[To(x, y, z)]=[Te].l(x, ¥, 2)]=| 0 1 0].|y
sen@ 0 cosd z
z
A
V III, \\\‘
;0 3
a To() \
! oY
0] : o’ ;
.

Figura 2.2.5



42

Para “conferir” se T representa a rotacao de um angulo € em torno do eixo dos
¥y, observemos o seguinte:

a) T gira de 4, em torno da origem O, os pontos do plano y = 0 (plano xOz),
pois:

T(x,0, z)=(xcosd — zsend, 0, xsend + zcosl)
e:
b) T nao altera os pontos do eixo dos y, pois:

T(0, y,0)=(0, »,0)

2.2.6. Exemplo: Determinar a imagem do vetor v = (2, 2, 3) pela rotacdo de
¢ = n em torno do eixo dos y .

Resolugao:

eT (1,0,0)=(l.cosz —0.senz,0, l.sen 7 +0.cos@)=(cosr,0,sen)=(—1,0,0)
T _(0,1,0)=(0.cosz —0senz, 1,0.sen; +0.cos@)=(0, 1, 0)
eT (0,0,1)=(0.cosz —1l.senz,0,0.senz + l.cos@)=(—senx, 0, cos 7 )=(0, 0, —1)

Entio,
-1 0 0
[T,,]Z 0 1 0
0 0 -1
e (2,2,3)=2(1,0,0)+2(0,1,0)+3(0,0,1)=(2,2,3)
Assim,
2
[(2,2,3)]=|2
3
Portanto:
-1 0 012 -2
T,(2,2,3]=[r]0223]1=| 0 1 0.[2]=] 2
0 0 -1]13 -3
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v
<

o~~~ >~~~

Figura 2.2.6

2.2.7. Operador Rota¢iao no R*em torno do eixo dos z

2.2.8. Definicado: Um Operador Rotacio no espaco em torno do eixo dos

z éum operador linear To: R’ — R’ da forma
To(x, y, z)=(xcosd — ysenf, xsenf + ycoséd, z), 0 real e

fixado,

Esse operador também pode ser representado por sua matriz na base canonica:

Aplicando os vetores da base candnica do R’ a0 operador T s, tem-se:
e To(1,0,0)=(l.cos@ —0.send, 1.senf + 0.cos @, 0) = (cosd, send, 0)

e To(0,1,0)=(0.cosd —1.send, 0.senf + 1.cos@,0)=(—send, cosd,0)
e Tv(0,0,1)=(0.cos@ —0.send, 0.send + 0.cosd, 1)=(0,0, 1)

~ . . ~ A 3
Entdo, a matriz da aplicagdo dos vetores da base candnica do R”ao operador To
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cosd  —sen 0
[To] = | seno cos@ 0
0 0 1

Escrevendo o vetor (x,y, z) como combinagdo linear dos vetores da base

canonica do R3, teremos:
e (x,y,z)=x(1,0,0)+ y(0,1,0)+ z(0,0,1)=(x,y,2)

Assim, a matriz da combinacao linear do vetor (x, y,z ) em relacdo aos vetores

o 3,
da base canonica do R é:

X

[(x,y,2)]=|y
zZ

Portanto, a matriz da aplicacao do vetor (x,y,z) ao operador T¢ em relacao a

base candnica do R’¢é dada pelo produto da matriz da aplicagao dos vetores da base

A 3 . D
candnica do R ao operador T ¢ pela matriz da combinagio linear do vetor (x,y,z ) em

~ A s 3
relagdo aos vetores da base candnica doR”:

cosf —sent Of |x
[Toe(x, y, z)]= [Ta].[(x, v, z)] =|send cost 0.1y
0 0 1| |z
AZ
I,, O’ \\\‘
( ;
0 ATo(v)
| N
~
O > y

x Figura 2.2.8
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Para “conferir” se T representa a rotacado de um angulo € em torno do eixo dos
z, observemos o seguinte:

a) T gira de @, em torno da origem O, os pontos do plano z= 0 (plano xO y),
pois:

T(x,y,0)=(xcos@ — ysenf, xsenf + ycoséd,0)
e:
b) T ndo altera os pontos do eixo dos z, pois:

T(0,0, z)=(0,0, z)

2.2.9. Exemplo: Determinar a imagem do vetor v = (2, 3, 4) pela rotacao

s )
de 8 = E em torno do eixo dos z .

Resolucao:

e T (1,0, O)=(1.cosZ —0.sen£, 1.sen +0.cos£,0)=
5 2 2 2 2

= (cos%, sen%, 0)=1(0,1,0)

e T _(0,1,0)= (O.cosZ - l.senz, 0.sen—— + l.cosz, 0)=
5 2 2 2 2

= (- sen%, cos%, 0)= (-1, 0, 0)

e T_(0,0,1)=(0.cosZ —0.sen’,0.sen"> +0.cos -, 1) = (0, 0, 1)
z 2 2 2 2

2

Entio,

* (2,3,4)=2(1,0,0)+3(0,1,0)+4(0,0,1)=(2,3,4)
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Assim,
2
[(2,3,4)]=]3
4
Portanto:
0 -1 0f (2 -3
[T, 2, 3,4)]=[T,,].[(2,3,4)]= 1 0 0[.|3[=| 2
? ? 0 0 1|4
zZ
A
—-»> Y
2
X
Figura 2.2.9
Observacao:

Nos itens 2.2.2, 2.2.5 ¢ 2.2.8 o angulo & corresponde ao angulo central cujos
lados interceptam, na circunferéncia de centro O’, um arco de medida €. Esse angulo &
ndo ¢ o angulo o formado pelos vetores v € To(v), mas sim, o angulo descrito pelo
vetor v na rotacao em torno da origem.
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2.2.10. Teorema: Se T ¢ um operador linear no R" ortogonal tal que o

determinante de [T] .y € igual a 1, entdo T é uma rota¢do no R”.
([1], pg. 257 e 258)

Demonstracio: Faremos a demonstra¢do para n = 2. Como can ¢

uma base ortonormal do R” e T é um operador ortogonal, entdo a
matriz

T _ a C
[ ]can b d

¢ uma matriz ortogonal.

Logo,

[T]'. [T]=1 =
a b a c 1 0

= . = =
c d b d 0 1
a2+ b? ac+bd 1 0

= = =
_ac+bd c?+d? 0 1

a2+b*=1 (I

=< c2+d>=1 (1)
ac +bd =0 (III)

e ac+bd=<(a,b),(c,d)>=0 (comprovado na equacao III).

o \/< (a,b),(a,b)> = \/a2+b2 =41 =1 (com base na equagdo I)

o \/< (c,d),(c,d)> = \/02+d2 =1 =1 (com base na equagao II)

Com base no sistema concluimos que os vetores (a, b) e (c, d) sdo unitarios e
ortogonais entre si. Portanto, usando trigonometria, existe um angulo ¢ tal que cosd =a
esend =be(c,d) = £(send, cosd), isto &, o vetor (c, d) que ¢ a segunda coluna da

matriz [T]can € igual a menos um ou mais um vezes senéfe cos . Logo a matriz de T em
relacdo a base B pode ter duas formas:

] cos@ —send ] cosd sent
i sent cos @ i sen —cosél
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mas por outra hipdtese o determinante da matriz deve ser igual a 1, sobrando assim uma
unica alternativa para a matriz [T]g que ¢ dada por cos e sen como na matriz rotagao:

cosf —senb
[Tlg = { }

sen@ cos @

pois neste caso teremos:

det([T]g) =cos?*@ +sen’d =1 m



3. Imagem de Triangulos pelos Operadores
Homotetia e Rotacdo no R’ e R’.

A imagem de figuras geométricas por operadores lineares ¢ importante na
computagdo grafica, por exemplo em programas tipo CAD.

Daremos alguns exemplos somente para ilustrar geometricamente, mais
adiante daremos exemplos numéricos.

3.1. Exemplo: Imagem de uma figura do R’ obtida pelo operador homotetia.

A Y Ay

T.V->V
, Vi 2
—_—

v
v

z z

Figura 3.1

3.2. Exemplo: Imagem de uma figura do R’ obtida pelo operador rotagao.

Figura 3.2
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3.3. Imagem de tridngulos pelo Operador Homotetia no R’ e R’

3.3.1. Proposicio: No espaco vetorial R”, o operador homotetia leva
triangulo em triangulo, cujos angulos internos dos tridngulos sao
congruentes e as medidas dos lados sdo multiplicadas pelo fator k.

Demonstracio: Seja o triangulo AABC formado pelos vértices
A(x,, v,), B(xz, y;) e C(x., y.), no R’?. A sua imagem
obtida pelo operador homotetia T(x,y)=k(x,y), k e R, ¢:

Aplicando os pontos A, B e C ao operador T, tem-se:
o T(A)=T(x,, y,)=k(x,, y)=(kx,, ky,)
o T(B)=T(xz, y5)=k(x5, y5) = (kxz, kyy)
o T(O)=T(xc, yo) =k(xc, yo) = (kxc, kyc)

Assim, graficamente teremos:

2’
y
A T(C)
kyC e
AABC 0
T(AABC)
ye 5
O X, Xo X Cx 3 >
O kx, kx. kx; X
Figura 3.3.1

Observe que a medida do lado 4B, representada por dap, é igual a medida do
lado T(A)T'(B), representado por drayrm), dividido por k, ou seja,

dr
— (AT(B)
dAB = T .
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De fato,

dT(A)T(B) _ \/(kxg_kxA)z"'(kyB _kyA)2 _

0 - p

X =k oy k) + (R =Ky, p, +E2Y)
k

RO kg, X)) R — kv y, )
k

R —x PR v RO =X P+ =y PP
k k

=\A\/(x3 =X, P+ (V=)
*

= \/(xB_xA)2+(yB_yA)2 =das.

Pode-se trabalhar analogamente, dois a dois, para se demonstrar que a medida do
lado BC, representada por dpc, € igual a medida do lado7(B)T(C), representado por
drmyrc), dividido por k, e que a medida do lado 4C, representada por dac, é igual a
medida do lado T'(4)T(C), representado por drayr(c), dividido por k.

Para determinagdo do cosA, sendo A o angulo formado pelos segmentos
T(A)T(B) e T(A)T(C), aplicaremos a lei dos cossenos. Assim:

(dryr©o)* = (drayr®)’ T ([drarne) — 2.(drare)-(drae)-cos 4
ou, colocando-se a equacao acima em funcao de cos A :

_ (dreyr©) —(drare) —(draore)
I cosd = B
(I = 2(dryrs)(drrc)

_ (\/(kxc _ka)z"'(kyc _ky3)2)2_(\/(kx3 _kxA)2+(kyB _kyA)z)z_(\/(ka _kxA)2+(kYC _kyA)2)2
_2(\/(]“3 _kxA)z"'(kyB —kyA)z)(\/(ka _kxA)2+(kyC _kYA)z)

_ R =+ (e = v PP = (JRPL00 =307+ (0 = 0,1 =R G =X, P+ (e =01 _
2Ry =, (g = 2 PDWKLOe =, P+ (e = 2,7))

_ I =22+ (e = 28 PP = el =0, )P+ (7 = 1, D2 = (k) O =2, P+ (e =y PP _
20105 =2, P+ (s =2 PRI =3, P (e =9,
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PG =2+ e = v) P = K2 (0 =2, + (7, = . D =R (e =3, )P+ (e =y, PP _
2313 =%, + (7= 2, PDW O =, P+(ve =2, PD)

KW = x5 P+ e = v) D2 = W =, P+ (75 =9, = (e =%, )P+ e =2, ) _
2kl =2, )2+ (7 =y D =2, + (e =3,

WG =, P+ e = ¥) D2 = W =5, P+ 05 =9, = (e =5, )P+ e =2, )P _
210 =22+ (v =y D =2, + (e = v,)%)

_ (dsc)*—(das)*—(dac)?
—2(das)(dac)

=Cosx.

Logo, iz «.

De forma analoga se demonstraque d =y e d = . m

- .. . ¢~ 3
Observacio: Por similaridade se demonstra esta proposi¢do no R”.

3.3.2. Exemplo: Dado o triangulo AABC, de vértices A(1, 1), B(3, 1) e
C(2, 3). Determinar sua imagem pelo operador T: R* — R’ tal
que T(x,y)=2(x,y).

Resolucgao:

Aplicando os pontos A, B e C ao operador T, tem-se:
e TA)=T(1,1)=2(1,1)=(2,2)
o T(B)=T((3,1)=23,1)=(6,2)
e T(O)=T(2,3)=2(2,3)=(4,6)

Assim, graficamente teremos:
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2
y
‘ T(C)
6 <
AABC (7
T(AABC)
,,,,,,,,,,,,,,,,,,, o C
v) T , T(A) /;) ('5
,,,,,, @ "5 B 2 T(B)
23 > x >
O 2 4 6 X
Figura 3.3.2
Observagdes:
e az=]A,fz=d0ey=40,;
AB ___BC _AC
T(AHT(B) T(BT(C) T(ATC)
3.3.3. Exemplo: Dado o tridngulo ADEF, de vértices D(1, 2, 1 ),
E@3, 2, 1) e F(2, 3, 2). Determinar sua imagem pelo operador
T: R’ R’ talque T(x,y,z)=3(x,y,z).
Resolucgao:

Aplicando os pontos D, E e F ao operador T, tem-se:
e T(D)=T(2,2,1)=3(2,2,1)=(6,6,3)
o T(E)=T(,2,1)=3(5,2,1)=(15,6,3)
o T(F)=T(@,5,2)=33,5,2)=(9, 15,6)

Assim, graficamente teremos:
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Figura 3.3.3

v



S5

Observagdes:
o az=/A,fz=dey=0;

DE _ EF _ DF
T(D)YT(E) T(E)I(F) T(D)T(F)

3.4. Imagem de tridngulos pelo Operador Rotacio no R’ e R’

3.4.1. Proposicao: No operador rotacdo, considerando-se o espago vetorial

2 . a . . , cA
R~”, o tridngulo obtido como imagem ¢ congruente ao tridngulo
submetido a transformacgdo, conservando os angulos internos e as
medidas dos lados.

Demonstracao: Seja o tridangulo AABC formado pelos vértices
A(x,, v,), B(x,, v,) e C(xo, ¥.), no R?. A sua imagem

obtida pelo operador rotagdo
To(x, y)=(xcos@— ysend, xsenf + ycosé)é:

(D ||Ta (x ,y)|| = ||(xcos -ysen, xsen +ycos )||=

:\/ (xcos @ -ysend ,xsenf +ycosf ). (xcos & -ysenf ,xsend +ycosd ) =

:\/ (xcos @ -ysenf)*+ (xsend +ycosl ) =

= \/ x%cos? @ - 2xcos . ysenf + y?sen’6 + x?sen’d+ 2xsend . ycosfd+ y*cos?6

= \/ x*(sen?@+cos? 0) + y3(sen’@ + cos?f)-2xsentFeosé + 2xsend—3cosd

= \/xz.l +y%.1 = \/xz +y* = \/ (x,»).(x,y) = ||(x,y)||

Logo, o operador T faz com que todos os pontos do triangulo sejam rotacionados

em um angulo @, mas conserva seus modulos, o que garante a igualdade das medidas
dos lados correspondentes.

(aIn) cos A = (drowyre0))* = (droyre®))’ — (drocrec))” _
—2(drecayre))(drocayroc))

Por (I) sabe-se que:

dTe(A)Te(B) = dag
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dTe(B)Te(C)= dpc
dTo(A)To(C)= dac

Entao,
cos A = (drowyrecc))? = (drocnros)* —(drocoroc))* _ (dsc)*—(das)*—(dac)® _
—2(drecnyros))(drocayrocc)) —2(d4B)(dac)
_ (dsc)?—(das)*—(dac)* _ cosr .
—2(das)(dac)
Logo, iz «.

De forma analoga se demonstraque d =y e o0 = /. m

- . . © o~ 3
Observacio: Por similaridade se demonstra esta proposi¢do no R”.

3.4.2. Exemplo: Dado o tridngulo AABC, de vértices A(1, 2), B4, 2) e

C(2, 4). Determinar sua imagem pelo operador T: R> — R? tal
que Tope (x,y)=(xcos 90°— ysen 90°, xsen 90° + y cos 90°).

Resolucgao:
Aplicando os pontos A, B e C ao operador T, tem-se:

o Tope (A) = Tope (1, 2) = (Icos 90° — 2sen 90°, Isen 90° + 2cos 90°) =
=(1.0-21,1.1+2.0)=(-2,1)

o Ty (B) = Type (4, 2) = (4cos 90° — 2sen 90°, 4sen 90° + 2c0s90°) =
=(4.0-2.1,41+2.0)=(-2,4

o Tope (C) = Tooe (3, 4) = (3c0s90° — 4sen 90°, 3sen 90° + 4cos 90°) =
=(2.0-4.1,2.1+4.0)=(-4,3)
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Assim, graficamente teremos:

Ay yA
C Tooo(B)g
4 0 ‘\ 4
v
( Toge (C) ) 3
2 A; 187 R B Tgoo
/ —
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 1
Tope (A
> >x
O 1 3 4 X —4 -2 O
Figura 3.4.2
Observagdes:

o az=A,fz=dey=60;

L] AB = Tgoo (A)Tgoo (B), BC = Tgoo (B)Tgoo (C) E AC = T90° (A)T9O° (C)

3.43. Exemplo: Dado o tridngulo ADEF, de vértices D(1, 2, 2),
B(6, 2, 5) e C(4, 3, 3). Determinar sua imagem pelo operador
T: R°*» R’ tal que
Tigoe(x, v,z )=(xcos180°— ysen180°, xsen180° + y cos180°,z),
em torno do eixo das cotas.

Resolugao:
Aplicando os pontos D, E e F ao operador T, tem-se:

o Tise (D) = Tisoe (3, 3, 2) = (3cos180° — 3sen180°, 3senl80° +
+ 3co0s180°,2)=(3.(-1)—3.0,3.0+3.(—-1),2)=(-3,-3,2)

o Tisoe (E) = Tigee (10, 4, 5) = (10cos180° — 4sen180°, 10sen180° +
+ 4c0s180°, 5) = (10.(—-1) — 4.0, 10.0 +4.( 1), 5) = (-10, 4, 5)

o Tisoee (F) = Tigee (4, 7, 3) = (4cos180° — 7senl80°, 4senl180° +
+ 7c0s180°,3)=(4.(-1)—7.0,4.0+7.(-1),3)=(-4,-7,3)
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Assim, graficamente teremos:

Figura 3.4.3

Observagdes:
e az=A,f=0ey=0,;
L] DE = Tlgoo (D)Tlgoo (E), EF = T1800 (E)Tlgoo (F) E DF = Tlgoo (D)Tlgoo (F)

Analogamente se obtém imagens de tridngulos pelo operador rotagdo no
3 . .
R” em torno dos eixos das abscissas e das ordenadas.



3. Conclusao

Neste trabalho estudamos um pouco sobre operadores homotetia e rotagao no

2 3 . ‘A , .. .
R”e R’ e imagens de tridngulos por estes operadores. Tinhamos como objetivo reunir
algumas das principais caracteristicas destes operadores e de sua aplicagdo em

triangulos. Comegamos caracterizando o operador homotetia de razdo k (dilatagdo ou
contra¢do) no R”e no R®, em seguida tratamos do operador rotagio, também no R”e

3 . . oA .
no R’e, ainda, demonstramos a imagem destes operadores em tridngulos. Definimos

cada operador e exemplificamos cada um dos casos particulares em relagdo aos dois

espagos, R’e R*, sendo representados pelas transformagdes, por matrizes e
graficamente.

Este trabalho nos permitiu descrever de uma forma bem simples, utilizando-se
de uma linguagem técnica, mas de facil compreensdo e bem objetiva, permitindo que
todos os interessados pelo estudo destes operadores possam usa-la como fonte de
pesquisa, principalmente alunos graduandos em Matematica.

As varias representacdes utilizadas nos exemplos - transformacao, matrizes e
graficos - permitem uma visdo geral da aplicagdo destes operadores em vetores e
tridangulos.

Como trabalho futuro, pretendemos ampliar este trabalho estudando a
utilizacao destes operadores em programas computacionais, como o CAD e o Cabri-

géometre II.
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