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RESUMO

Este trabalho trata dos nameros irracionais e transcendentes caracterizando-os sob
diferentes aspectos. Particularmente traz a demonstracdo da irracionalidade do nimero = € do
numero e de Euler, base do logaritmo natural. Também apresenta uma demonstracdo da
transcendéncia do numero e baseada no roteiro de exercicios propostos por D.G. de
Figueiredo em [4], além de um pequeno apanhado historico sobre 7, €, nUmeros algébricos e

transcendentes.

Palavras-chave: numeros racionais, nimeros irracionais, nuimeros algébricos, numeros

transcendentes, numero T, nuMero €.
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INTRODUCAO

Desde a aurora da historia escrita os seres humanos tém necessitado lidar com
nameros. Para 0s antigos, e para algumas tribos ainda hoje, os nimeros estdo resumidos aos
naturais. De fato, quando se torna necessario enumerar aquilo que possuimos, 0s nimeros
naturais sdo suficientes. Cedo ou tarde, porém, devemos lidar com medicGes, encontrar a
area de um terreno, o volume de um recipiente ou a distancia entre duas cidades e é
altamente improvavel que tais medidas resultem em valores exatos de unidades. Dai surge a
necessidade de fragoes.

As fracGes ja eram conhecidas pelos egipcios e babilénios que criaram meios
engenhosos de registra-las e de fazer calculos com elas. Mas foram os gregos, influenciados
pelos ensinamentos de Pitagoras, que fizeram das fracfes o centro de seu sistema matematico
filosofico, elevando-as a uma condicdo quase mitica. Os pitagoricos acreditavam que tudo no
mundo, da fisica e da cosmologia até a arte e a arquitetura, podia ser expresso em termos de
fracdes, isto €, nimeros racionais. Esta crenca provavelmente originou-se do interesse de
Pitagoras pelas leis da harmonia musical. Assim, Pitagoras raciocinou que se a musica era
baseada em numeros racionais, certamente 0 mesmo deveria acontecer com 0 universo
inteiro. E 0s ndmeros racionais passaram a dominar a visdo grega do mundo, exatamente
como o pensamento racional dominou sua filosofia (de fato, a palavra grega para racional é
logos, da qual deriva o termo moderno, l6gica).

E claro que ndo foram apenas argumentos filosoficos que colocaram os ndmeros
racionais tdo no centro da matematica. Uma propriedade que distingue esses numeros dos
inteiros é que os racionais formam um conjunto denso de nimeros

A palavra densa reflete com precisdo o0 modo como os racionais se distribuem ao
longo da linha dos numeros. Pegue qualquer segmento de reta e, ndo importa o quao pequeno
ele seja, estard sempre povoado por um numero infinito de “pontos racionais”. Assim parece
natural concluir, como os gregos fizeram, que toda a linha dos niUmeros é povoada por pontos
racionais. Mas na matematica o que parece ser uma conclusao natural muitas vezes se revela
falsa. Um dos momentos mais importantes da histéria da matematica foi a descoberta de que
0S numeros racionais, apesar de sua densidade, deixam “buracos” ao longo da linha dos
nlmeros, ou seja, pontos que ndo correspondem a nenhum namero racional.

A descoberta desses buracos € atribuida a Pitagoras, embora possa ter sido feita por
um de seus discipulos. A descoberta envolveu a diagonal de um quadrado unitario.

Chamando o comprimento da diagonal de Xx, pelo Teorema de Pitdgoras teremos



x? =1% +1? =2, de modo que x é a raiz quadrada de 2, que escrevemos J2.0s pitagoricos,

é claro, presumiram que este nimero era igual a alguma fracdo e tentaram pertinazmente

encontra-lo. Certo dia, porém, um deles fez a espantosa descoberta de que V2 ndo podia ser

igual a uma fracdo. E assim foi descoberta a existéncia dos nimeros irracionais.

A descoberta de que /2 & irracional deixou os pitagéricos num estado de choque,
pois 1 estava uma quantidade que podia claramente ser medida e até mesmo construida com
esquadro e compasso e, no entanto, ndo se tratava de um numero racional. Fiéis ao seu
juramento de segredo, os pitagdricos se comprometeram a manter a descoberta somente entre
eles.

Entretanto, o conhecimento da descoberta espalhou-se e logo outros numeros
irracionais foram encontrados. Na época em que Euclides escreveu seus Elementos, no
século Il a.C., os nimeros irracionais ja tinham deixado de ser novidade. No entanto, uma
teoria inteiramente satisfatdria dos irracionais, destituida de consideracdes geométricas, s
apareceu em 1872, quando Richard Dedekind (1831-1916) publicou seu famoso ensaio
Continuidade e numeros irracionais.

Juntando o conjunto dos numeros racionais com o dos irracionais obtemos o conjunto
maior dos nimeros reais.

Caracterizar 0os nameros irracionais a partir da construcdo dos racionais sera nosso
objetivo no primeiro capitulo. J& no segundo, demonstraremos a irracionalidade de duas das
mais importantes constantes matematicas; © e e, além de um pequeno apanhado histdrico
sobre eles.

Outra alternativa de classificarmos o0s reais € em algébricos e transcendentes.
Dizemos que um numero x € algébrico quando satisfaz uma equacdo polinomial com
coeficientes inteiros, ou seja, existem a,,...,a, €[] para 0s quais

a, +ax+a,x’ +..+a _x""ax"=0.

A grande maioria dos nimeros que encontramos satisfaz essa condi¢do. Nao é dificil
perceber que todo namero racional é algébrico assim, se um nimero ndo satisfizer a equacao
acima necessariamente deve ser irracional. A reciproca dessa afirmacdo ndo e verdadeira
pois, por exemplo, a raiz n-ésima de todo nimero primo é irracional sendo que tal numero,
no entanto, é algébrico. Quando um numero ndo satisfaz uma equagdo polinomial com
coeficientes inteiros dizemos que ele € um namero transcendental indicando com isso apenas

que esses numeros transcendem, ou seja, vao além no reino dos nuameros algébricos. A
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questdo que intrigou por muito tempo oS matematicos era a seguinte: existirdo numeros
irracionais nao algébricos? Essa resposta sé foi dada por volta da metade do século XIX.

No terceiro capitulo nosso objetivo serd caracterizar os nimeros algébricos bem como
demonstrar indiretamente que nimeros ndo algébricos, ou seja, transcendentes, de fato
existem.

No dltimo capitulo demonstraremos a transcendéncia do numero e, base dos
logaritmos naturais, seguindo o roteiro dos exercicios propostos pelo professor Djairo
Guedes de Figueiredo apresentado em [4].

Ao longo de todo este trabalho suporemos estabelecidas a existéncia e propriedades

do conjunto [1 dos numeros reais como feito, por exemplo, em [11].



CAPITULO |
NUMEROS RACIONAIS E IRRACIONAIS

1.1 Caracterizacdo dos Numeros Racionais

Uma fracéo %, com b =0, diz-se irredutivel se mdc(a,b)=1.0s nimeros racionais

costumam ser representados por fragfes ordinérias, representacdo essa que € Unica se
tomarmos as fracGes em forma irredutivel e com denominadores positivos. Assim, podemos

definir nimeros racionais da seguinte forma:

Definicdo 1.1 Um numero real é dito racional se pode ser escrito na forma

%,com aell ebell”. Simbolicamente [] :{XGD;ng,com aell ebeD*}.

Vamos considerar a conversdao de fracGes ordinérias em decimais, com vistas a
entender quando a representacao decimal resulta ser finita ou periddica.
A conversdo de uma fracdo ordinaria em numero decimal se faz dividindo o

numerador pelo denominador. Assim, podemos estabelecer a seguinte proposicao.
Proposicao 1.1 Toda fracdo irredutivel representa um decimal finito ou periddico.

Demonstracao

. a . . : : . .
Seja b uma fragéo irredutivel. Pelo algoritmo de Euclides existem aje ry e[l tais

a I,
que a=ba, +r, :E:a0+30, com 0<r,<b.
Podemos expandir essa divisdo da seguinte forma:

a 1 (10r, 1 n a 1n
—=8y+—| — |=ag+—|+—= |=a;+—+-—-—=, com 10r, =ba, +r, e 0<r, <Db.
baolo(bjaolo(lb]aomlob oTTATRE TR

Continuando com 0 mesmo raciocinio teremos,

AT W AT R A A Y AT R AT A

com 10r, =ba, +r, e 0<r, <b.
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Continuando com 0 mesmo raciocinio, encontraremos r;,r,,...,f;,com 0<r, <b Vv, .

Acontece que o0s possiveis restos da divisdo de qualquer nimero por b sé pode ser

0,1,2,...,b—1. Diante disso, teremos duas possibilidades:

1) r; =0 paraalgum i
« a
Neste caso, a expansdo de ™ serd;

——a0 a22+ L I ——a0 a22+ .Jri_a0 a,a,..8; que representara
10 10 10" 10 10 10 10'
um decimal finito.
i) =0 Vi
Neste caso, como as classes de restos modulo b s&o finitas, em algum momento

teremos um j>i tal que r,;=r. Assim, a partir do momento em que isso ocorrer, 0s

algarismos do quociente voltardo a se repetir. Dessa forma, teremos;

L% g 17 a 1.1
—ao 2+ +—i+—i'—+...+—.+—.-—
10 10 10' 10' b 10! 10’ b

resultard em

com a'i+l:aj+]_a a‘i+2:aj+2a--- que

I T

2 i i+1 et T j
10 10 10 10 10

decimal periodico. A barra sobre a seqiiéncia de nimeros indica que estes nimeros Sao

——a0 =8y, 48y...8;8;,18,,.-2; (U representara um

repetidos infinitas vezes. 0
Por esse caso, concluimos também que o periodo tera no maximo b—1 algarismos. A

reciproca dessa proposicdo também é verdadeira, como veremos agora.
Proposicao 1.2 Todo decimal finito ou periddico é racional.

Demonstracao:

Se x é decimal finito, entdo x=a,,aa,..a,, com 0<a <9(i=12,..r)e a;ell.

Multiplicando ambos os membros da igualdade por 10", obtemos:

a012

10" x = apayay...a, = X = L que € racional.
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Considerando x um numero decimal periddico, entdo x=a,,&...a.b...b,, com

0<g <9, Osbj <9,1=12,..r,j=12,..,5sea;l].Multiplicando ambos os membros da

igualdade por 10"e 10" respectivamente, obtemos:

a:10"x=a,3a,...a,b,..b,
p:10"x=aya..a,b..bb..b,.
Fazendo aya,a,..a,=a, a,a,...ab...b,=b esubtraindo o de £, obtemos:

b-a
10I’+S _10I’ !
que é racional. 0

10”Sx—10’x=b—a:>x(10”5—10r)=b—a:>x=

Outra importante caracteristica das fragdes irredutiveis se refere a decomposicéo do

denominador em fatores primos, como veremos agora.

Proposicdo 1.3 Se uma fracdo irredutivel contém somente fatores primos 2 e/ou 5 no

denominador, entdo representard um decimal finito.

Demonstracao:

. a . . - .
Seja x = b uma fracdo irredutivel com a decomposicdo do denominador somente em

fatores primos 2 e/ou 5. Entéo % sera da forma 2ra5s (r,sell).

x a a . : - .
Se r=s, entéo o =W e X é decimal finito. Se r=s, tomemos n=min(r,s) e

m=max(r,s) e, assim, podemos introduzir fatores 2 e/ou 5 no denominador em numero

a.q\r—s\
2r.55 1™

g=2se n=r ou g=>5se n=s)enovamente x é decimal finito. 0

suficiente para torna-lo poténcia de 10 e, dessa forma, teremos X = (com

QOutra alternativa de representarmos um numero racional € através de fragdes
continuas. Esse serd o objetivo de nossa proxima proposi¢do. Basicamente, para essa
representacéo, utilizamos o algoritmo da diviséo de Euclides que, como vimos na Proposi¢ao

1.1, ap6s um numero finito de passos nos fornecera resto 1.
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Proposicdo 1.4 Um numero € racional se, e somente se, representa uma fracdo continua
finita.

Demonstracéao:

: : a . ] : : .
=  Considere o racional ™ irredutivel. Pelo algoritmo de Euclides existem a; e r, €[]

. : I .
tais que a=ba, +1r, ou seja, %: a, +El’ com 0<r, <b. Se r, =1, procedimento encerrado

a 1 - . :
e teremos ™ a, +B' Caso contrario, continuamos o0 procedimento, fazendo:
a 1 1 .
b= 8g + - =8 +———,C0m b=na,;+r, e 0<r, <r. Se r, =1, procedimento encerrado
o a +-2
n n

a - . .
e teremos, B=a0+ Caso contrario, continuamos o procedlmento, fazendo:

+—
1
h
a <
E=a0+ =%+ 7+ com n=na,+rpe 0<r<r,.
h I3
P P

Acontece que existem apenas b-—1 naturais menores que b e como temos

b>r>r,>r>.. teremos necessariamente um r, =1 que finalizara o procedimento e

. a
tornara E =4dy+

1
a.l + .
n
x ] - 1
<  Por outro lado, dada uma fracdo continua finita a, + 1 ,
a, + :
1

podemos estabelecer o processo inverso fazendo

1 1 1 . 1
b,=a,,+—, by=a ,+—,..b,=a +— até obtermos o racional b, =a,+-—.
an " bn bS b2

0

Convém observar que, nesse processo de divisdes sucessivas, somente 0 primeiro
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quociente é possivelmente negativo e os demais sdo todos positivos. Disso concluimos que

na fragéo continua todos os a; 's séo inteiros positivos, com a possivel excecéo de a, .

Definiremos agora ndmeros cuja representacdo decimal ndo é nem finita nem
periédica. NUmeros como esses sdo chamados de irracionais. De forma mais precisa

podemos estabelecer a seguinte definicao:

o , : u . a
Definicdo 1.2 Todo namero decimal que n&do pode ser escrito na forma b com aell e

bell” éirracional. Simbolicamente [ \[J ={xell;xell exell}.

A partir dessa definicdo e das proposicdes anteriores, podemos concluir que todos os
nameros irracionais sdo decimais ndo periddicos e, ainda, sua representacdo em forma de
fracdo resulta em uma fracdo continua infinita.

A secdo seguinte tratard da radiciacdo de inteiros positivos, basicamente

estabeleceremos quando a raiz n-ésima de um inteiro positivo sera racional ou irracional.
1.2 Radiciagéo e irracionalidade

Para nossos proximos resultados serd necessario considerar o polindmio
p(X)=ay+aX+aX* +..+a,Xx", com ay,a,a,,..a, 1. E preciso também estabelecer a

seguinte proposicdo que fundamentara todos os resultados posteriores.

- . . r . . . x
Proposicdo 1.5 Se um nimero racional —, na forma irredutivel, é raiz de p(x), entdo
S

ra, esla,.

Demonstracéao:

Se o racional é raiz do polinbmio p(x) teremos p(—j=0, ou seja,

S

w | =

2 n
ay+d (£j+a2 (Lj +...+a, (Lj =0. Multiplicando ambos os membros por s" fica:
s S s

a,s" +ars"t +a,r’s"?+..a, ,r"'s+a,r"=0. Pondo s em evidéncia na soma dos n
termos do primeiro membro e passando para o segundo o Ultimo termo, obtemos:

s(aos”‘1 +ars" ..+ an_lr”‘l) =—ar".
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Isso mostra que s|a,r" =s|a, ou s|r". Como s ndo divide r, pois sdo primos
entre si, s também ndo divide r". Logo, s|a,,.

Analogamente, pondo rem evidéncia nos n termos do primeiro membro e passando
a,s" para o segundo, fica:
r(als”‘1 +a,rs" 2 +..+a, r" s+ anr”‘l) =—a,s".

Pelo mesmo raciocinio, concluimos que r | a,,. 0

Considerando agora p(x) como polinbmio monico podemos estabelecer o

importante corolério.

Corolario 1.1 Se p(x)=a0+a1x+a2x2+...+x”, com a,,8,a,,..a,4 €1, entdo as

eventuais raizes racionais de p(x) s&o nimeros inteiros divisores de a,.

Demonstracéao:

Se 0 ndmero racional — & raiz de p(x), entdo pela Proposicdo 1.4 s|1,0u seja, s=1
S

ou s=-1. Logo £:J_rr e, portanto €[]. Ainda pela Proposi¢do 1.4, r|a, e, portanto, o
s

mesmo acontece com —r. 0
Através da proxima proposicao estabeleceremos nosso primeiro importante resultado

sobre radiciacdo. Basicamente estabeleceremos que a raiz n-ésima de um inteiro positivo a é

irracional sempre que os expoentes dos fatores na decomposicéo do radicando a, em fatores

primos, forem menores que o indice do radical, mas nem todos nulos.

Proposi¢éao 1.5 Se p;, p,,..., p, sao primos distintos, r, <n(n>2, i=12,...,r) e pelo menos

um r, =0, entdo ,”f pl.pg...py € irracional.

Demonstracéao:

Observamos que a”f pl-pZ...py" € raiz do polinémio p(x)=x" —( Pl.pZ...P¢ )
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Se p(x) possui alguma raiz racional, pelo Corolario 1.1, essa raiz serd um inteiro divisor de
pt.ps2...p;r. Por outro lado, todo inteiro positivo q que divide p.p2..p/" é da forma
q=pr.p2..p;remque 0<s, <r(i=12,..,r).Dessa forma teremos:

p(a)=(pt.p2..pir ) ~(PLpP..pI") =0, ouseia

n
(p2.p2.pr) =(Pf.p2..pf )= PI*L.p32...p0 = pL.pf...pyT.
Mas como p;, p,,...p, Sd0 primos distintos, para que essa igualdade faca sentido, devemos
. I . r
ter n-s;=r,ou seja, s;=— para todo i=12,..,r. No entanto, s;=- somente quando
n n
r,=s; =0 paratodo i, 0 que contraria a hipotese inicial de que pelo menos um r; é diferente

de zero. Para as demais possibilidades, s; =— é um absurdo, pois por hipdtese, r, <n para
n

todo i. Logo p(x) ndo possui raizes inteiras e, portanto {/pl.p2..pS s6 pode ser

irracional. []

Como consequéncia dessa proposicdo podemos estabelecer o seguinte corolario.
Corolario 1.2 Se p é primo, entéo \/p € irracional.

Demonstracao:

Basta observar que o expoente de p é menor que o indice do radical. Logo, pela
Proposigo 1.5, \[p € irracional, 0

Mas o que acontece quando pelo menos um expoente dos fatores da decomposicéo do
radicando a é maior ou igual ao indice do radical? Para responder a essa pergunta

precisaremos ainda de uma proposicéo simples, mas de grande importancia.

Proposicdo 1.6 O produto de um namero irracional por um racional diferente de zero é um

numero irracional.

Demonstracéao:
: o a . . a :
Sejam « irracional e ™ um racional diferente de zero. Se x:ocE fosse racional,

entdo teriamos
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X.b ) . L . .
o =——, 0 que é um absurdo pois « é irracional. Logo x sé pode ser irracional.
a

[
Vamos agora ao principal resultado dessa sec¢do que definiremos como um Teorema.

Teorema 1.1 Se n e a sao inteiros positivos, entdo a6 um ntmero irracional ou inteiro

positivo.

Demonstracao:

oy

Decompondo a de forma canfnica em fatores primos, obteremos a = p;2 p52...p;

com p,;, p,,...p, aparecendo o,,a.,,...o., vezes respectivamente (o; 21, i=12,...,r). Além
disso, pelo algoritmo de Euclides, podemos expressar cada o; =ng; +r com 0<r <n.

Assim,

n _n o) /02 Qr _n n.og+1n LN.go+rp n.qy +,
Ya={pppsz..pi = ppeipy e ppa =

o0 ppp 2 p2 . pP ¥ pi =PI 3 ... pI )Pl ... pf) =

Y(p p&...p% ) (pi.p2...p%) = p&p%...p% {/(p p2...pF ).

Se r; =0 paratodo i=12,...,r, teremos Q/E igual ao inteiro positivo pt.ps2...p/r.

Porém, se pelo menos um r; = 0, pela Proposicdo 1.5, {/ pt.p2...pT é um namero irracional
| 1 2 r

e teremos pela Proposicdo 1.6, Ya como o produto de um irracional por um racional
diferente de zero, que sera irracional. 0
Desse Teorema concluimos que a raiz n-ésima de qualquer inteiro positivo € um
inteiro positivo ou um numero irracional
Em nossa proxima se¢ao, nosso objetivo serd caracterizar os nimeros racionais sob o

ponto de vista de sua enumeracéo.
1.3 Enumerabilidade dos Racionais
Uma caracteristica importante do conjunto dos racionais € que ele é enumeravel, ou

seja, possui a mesma cardinalidade dos naturais. De forma mais precisa definimos conjunto

enumeravel da seguinte forma:
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Definicdo 1.3 Um conjunto X diz-se enumeravel quando € finito ou quando existe uma

bijecdo f :[J — X. No segundo caso, o conjunto X diz-se infinito enumeravel.

Nosso objetivo a partir de agora serd demonstrar que os nimeros racionais formam

um conjunto infinito enumeravel e para isso, precisaremos da seguinte proposic&o.

Proposicdo 1.7 Se f: X —Y éinjetivae Y éenumeravel, entdo X é enumeravel.

Demonstracéao:

Basta considerar o caso em que existe uma bijecdo ¢:Y —[] . Entdo ¢o f : X —[1 €

uma bijecdo de X sobre um subconjunto de [] , o qual é enumeravel. 0
Outra proposicao de grande importancia sera a seguinte:
Proposicdo 1.8 Se f:E —>F e g:F — G sdo injetivas, entdo go f € injetiva.

Demonstracéao:

Sejam x, e x, € E tais que (go f)(x)=(g° f)(x,). Entdo g(f(x))=9(f(x,)) e,
como g éinjetiva, f(x)= f(x,).Usando-se agora a hipotese de que f € injetiva, conclui-
se que X, = X,.

Logo, go f éinjetora. 0
Por fim, precisaremos ainda de dois lemas.
Lema 1.1 O conjunto [I é enumeravel.

Demonstracéao:

Consideremos a aplicacdo f:[1 —[ definida por f(a)=2a, se a>0 e
f(a)=—2a-1,se a<0. Claramente f € injetiva. De fato, seja a, € a, €l .

Se a, e a, séo positivos, temos que f(a)= f(a,) = 2a, =2a, = a, =a,. Porém, se
a, e a, forem nimeros negativos, temos que

f(a)=f(a,) =>—-2a -1=-2a,-1=>-2a =—2a,=>a =a,.
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Sea >0ea,<0,entdo f(a )= f(a,). Defato,sefor f(a)=f(a,), teremos
f(a,)= f (a,) = 2a, =—2a,—1. O que é um absurdo, pois o primeiro membro é um natural

par, enquanto o segundo, é um natural impar. 0

Lema 1.2 Sejam X, Y conjuntos enumeraveis. O produto cartesiano X xY é enumeravel.

Demonstracao:

Como X,Y s80 enumeraveis, entdo existem aplicacdes injetivas ¢: X —[ e
Y —>Ill.

Temos que a aplicacdo h: X xY — (1 definida por h(x, y) = 2°®3¥() & injetiva pois
a decomposicdo em fatores primos é Unica e ¢(x) e y(x) também o sdo. Além disso, h

fornece uma bijecdo de X xY sobre o conjunto enumeravel h(X xY) <[] . 0

Vamos agora a demonstracdo de que o conjunto [J dos nUmeros racionais é

enumeravel.
Teorema 1.2 O conjunto dos numeros racionais é enumeravel.

Demonstracao:

Consideremos a aplicacdo f :[1 —[I x[1" definida por f(x)=(m,n), com x:%

irredutivel. Acontece que f € injetiva pois, se X=— e x UL WS Y f(x)=f(x), entdo
n n

W
(m,n)=(m,n)=m=m en=n,.

Da Proposicdo 1.8, temos que a aplicacdo h composta por f definida por
ho f:[0 —0 & injetiva. Assim, hof fornece uma bijecdo de [1 sobre o conjunto
enumeravel (ho f)([1) <l .

Logo, [J éenumeravel. 0
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1.4 Nao Enumerabilidade dos Irracionais

Mostramos pouco atrds que o conjunto dos numeros racionais € enumeravel. Esse
resultado poderia nos levar a acreditar que todos os conjuntos infinitos também o sdo.
Mostraremos agora que os irracionais formam um conjunto ndo enumeravel, ou seja, possui
cardinalidade diferente dos naturais e estabeleceremos este resultado como uma
conseqliéncia da ndo enumerabilidade dos reais. Mas antes, precisaremos da seguinte

proposicéo:
Proposicdo 1.9 Uma reunido enumeravel de conjuntos enumeraveis € enumeravel.

Demonstracéao:

Considere os conjuntos A, A, A;,....Como todos eles sdo enumeraveis, podemos
escrevé-los na forma:

A = {ay 8,858y 8-

Ay ={8y18558 53854+ -f

A ={83,83,833854.... 85 ..}

Ah = {anlanzanSaM"'ann"'}

A unido U A esta contida na unido disjunta U A destes mesmos conjuntos(pode ser
i=1 i=1

que algum elemento pertenga a varios conjuntos A, na unido disjunta, este elemento e
repetido em cada A ao qual ele pertence).

Definamos, agora, uma fungéo

¢:J A (unido disjunta) -0 x0

i=1

a — (i, j)
E facil ver que ¢ e injetiva. Finalmente, pelo Lema 1.2, sabemos que [ x[] é enumeravel
pela funcéo
h:0x0 =0

(i,j)—>2"-3
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Logo, podemos compor as diversas funcdes injetivas

A ——|JA (unio disjunta) ——[ x0 ——[

i=1 i=1
e obtemos uma funcdo injetiva de UA1 nos naturais, garantindo, assim a sua
i=1
enumerabilidade. 0

Demonstraremos agora a ndo enumerabilidade dos reais.
Proposi¢do 1.10 O conjunto [J dos nimeros reais ndo é enumeravel.

Demonstracao:

Para demonstrar esse resultado, usaremos o fato de que o intervalo (0,1) possui a
mesma cardinalidade de toda a reta. Observe que alguns nimeros desse intervalo possuem
mais de uma representacdo decimal como por exemplo, 0,7 e 0,6999....Para excluir essa
possibilidade, adotaremos para cada nimero sua representacao decimal infinita. Assim, por
exemplo;

0,7 =0,6999...; 0,0343=0,342999...;etc .

Suponhamos agora que seja possivel estabelecer uma bijecdo entre os numeros do
intervalo (0,1) e os naturais. Podemos entdo supor que 0s numeros desse intervalo sejam 0s

elementos de uma sequéncia infinita, x,X,,...,X,,.... Assim podemos list4-los da seguinte

forma:
X =0,8,8,83... ...
X, =0,8,185,8,3... Ayp...
X3 = O, 8.313.328.33... a.3n...

Xp = O’anlanZans"" A -

Nas quais a; sdo algarismos de 0 a 9. No entanto, por mais extensa que seja nossa lista,

podemos produzir um nimero que nédo pertenca a ela atraves do processo diagonal de Cantor.

Esse processo consiste em construir um numero que seja diferente de x, na primeira casa
decimal, diferente de X, na segunda casa decimal, diferente de x; na terceira casa, e assim

por diante, de sorte que, esse nimero, ndo sera igual a nenhum dos nimeros da lista acima.

Para tanto, definimos x=0,&aa,...do seguinte modo: a; =1 se a; =5 € a =5 se a; #5.
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Dessa forma, cada x; seré diferente de x ao menos pelo elemento a; e como esse elemento

ndo esta em nossa lista, chegamos a um absurdo, o que nos leva a concluir que o conjunto

dos nimeros reais nao é enumeravel. 0
Corolério 1.3 O conjunto dos numeros irracionais nao é enumeravel.

Demonstracao:
Sendo [ =[] U(D \D), se 0 conjunto dos irracionais fosse enumeravel, pela
Proposicdo 1.9, os reais também o seriam, como reunido de dois conjuntos enumeraveis.

Também pela Proposicdo 1.9, conclui-se que os irracionais formam a maioria dos reais, pois

0 conjunto enumeravel é o “menor” dos conjuntos infinitos. 0



CAPITULO I1

ALGUNS NUMEROS IRRACIONAIS

Acabamos de demonstrar a existéncia do conjunto dos ndmeros irracionais, sua nao
enumerabilidade bem como sua maioria dentre os reais. Devida a sua importancia na anélise
matematica, neste capitulo daremos énfase a duas constantes: = e e. Demonstraremos

também que sdo irracionais.
2.1 A Irracionalidade do NUmero e

A origem de e ndo € tdo clara, ela parece recuar ao século XVI, quando se percebeu
1 n
gue a expressao (1+—j , que aparecia na formula dos juros compostos, tendia a um certo
n
limite — cerca de 2,71828 — a medida que naumenta. Assim e tornou-se o primeiro numero

- - . 1Y
a ser definido por um processo de limite, e = I|m[1+—j conforme n — oo. Durante algum
n

tempo o novo numero foi considerado uma curiosidade. O passo crucial para coloca-lo na

vanguarda da matematica foi dado com a invencdo do célculo, quando se percebeu que o
inverso da funcdo logaritmica — que depois seria denotado como e*— era igual a sua prépria

derivada. Isto imediatamente deu ao nimero e e a funcdo e* um papel central na analise.

Existem muitas formulas envolvendo o nimero e, dentre as quais:

Esta série infinita foi descoberta por Newton em 1665, e pode ser obtida da expansao

n
binomial de (1+1j , deixando n-—oo. Ela converge muito rapidamente, devido ao
n

aumento rapido dos valores dos fatoriais nos denominadores. Por exemplo, a soma dos
primeiros onze termos (terminados com 1%') ¢ 2,718281801, o que ja é uma boa

aproximacao.
O numero e também pode ser representado por uma fracdo continua infinita. Esta

forma de representacéo, descrita a seguir, foi descoberta por Euler em 1737.
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3t
4
by ——
5+...
Euler provou também que todo nimero racional pode ser escrito como uma fracéo
continua finita; inversamente, toda fragdo continua infinita sempre representa um numero
irracional. O nimero e também pode ser encontrado usando série de Maclaurin(1698-1746),

COMO veremos a seguir.

Seja f (x)=e". Calculemos diversas derivadas sucessivas de f noponto x=0:

o f(”)( ) X"
Logo, f"(0)=1. Entéo, a série de Maclaurin 3 ———— de f(x)=e" &

n=0 n!
f'(0)x f"(0)x* f"(0)x®
e“=1(0)+ ()+ (©) + (0) +
1! 2! 3!
2 3
& =14 X4 g
3!
0 Xn
e¥=> ~. Para x=1, temos:
n=0 N!
1 1 1
e=1+—+—+—+
1 21 3l

Demonstraremos agora uma importante caracteristica desse numero. Sua
irracionalidade. Inicialmente precisaremos de um resultado simples mas muito importante na
analise matematica expressado pela seguinte proposicao.

Proposicéo 2.1 Toda seqiiéncia monotona limitada é convergente.

Demonstracéao:

Sem perda de generalidade, suponhamos x, monotona néo-decrescente e limitada.

Podemos escrever Xz{xl,xz,xg,...,xn,...}. Seja a=sup X (que existe pelo axioma do
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supremo). Afirmamos que a=Ilimx,. Segue que, dado £>0, 0 nUmero a—e néo é cota

superior de X. Logo, existe n,ell tal que a-¢g< Xpg S 8. Assim,
vn>n, =>a-g<Xx, <X, <a+e e portanto, limx, =a. O

Dessa forma, podemos estabelecer a seguinte proposicéo.

Proposicéo 2.2 A seqliéncia cujo termo geral € a, =1+ iL' + 21| + :;L' +.. +i é convergente.
n!

Demonstracéao:
Esta seqliéncia € evidentemente monotona crescente pois a,,, >a, para todo nel].
Resta-nos mostrar que é limitada.

Comecando com n =3, teremos:

1
2n—1
Nesta soma, a partir do segundo termo, temos uma progressao geométrica de razao

n!'=1.2-3..n>1.2.2..2=2"" portanto, a, <1+1+;+2i+ +—

1 . Aplicando a formula S =—2—, fica: S= Lt 2. Dai teremos a, <1+2=3. Logo, a
2 —-q’ 1-1/2
sequéncia a, é limitada superiormente por 3 e, pela Proposi¢éo 2.1, € convergente. 0

Escreveremos lima, =e e mostraremos que a sequéncia cujo termo geral e

1 n
b, = [1+—) converge para 0 mesmo limite que a,,.
n

n
Proposicéo 2.3 Se b, :(l+1j , entdo limb, =e.
n

Demonstracao:

Pelo teorema binomial temos:

b, =1+ 1+ n(n—l)_iz+_._+ n(n—l)(n—2)...3.2.1.i
n 21 n nl! nn

= T

Como a expressdo dentro de cada paréntese € menor que 1, teremos que b, <a,,

assim, b, <lima,. Portanto, a seqiiéncia b, também tem um limite superior. Além disso, b,

€ monatona crescente pois b,,, > b, paratodo n. De fato;
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VPR I RN PR W RN PN L) WSS S U S ) L 1S
2! n+1 n! n+1 n+1l) (n+1)! n+1 n+1

SR TNEY PR Y DR DRI Y R S (PR g P
2! n+l) 3! n+1 n+1 n! n+1 n+1 n+1

pois 0 ualtimo termo de b,.. é positivo. Acontece que
n+1>n :i<£:>1—i>1—E Vv 0<a<n. Assim, teremos;
n+l n n+1 n

bn+1>1+1+i(1—i +...+1(1——1 (1——2 1__”‘1J+>
210 n+1 nt n+1 n+1 n+1

I I SRS

Logo, b,,>Db,. Assim, pela Proposi¢cdo 2.1, b, também € convergente e

limb, <lima,.

nN—o0 N—o0

Por outro lado, quando p<n, vale:

b, 21+1+1[1—1j+...+1[1—1j(1—3j...(1—p—_1j.
2! n p n n n

Agora vamos deixar n aumentar sem limites enquanto mantemos p fixo. Da

desigualdade acima obtemos limb, 21+1+%+%+...+%:ap. Como esta desigualdade
] p!
vale para todo pell, segue que limb, >lima,. Mas ja vimos que limb, <lima,. Logo, so
n—oo p—0
podemos ter limb, =lima, =e. 0

Nossa prova também mostra que lima, =e encontra-se entre 2 e 3. Na realidade

vale e=2,7182, com quatro decimais exatas.

Para finalmente demonstrarmos a irracionalidade de e uma ultima proposicao sera

necessaria.

Proposicdo 2.4 Se g > 2, entdo o somatorio S =1imS,, em que

1 1 1

S= + +..+ +..., N80 é um inteiro.
q+1 (q+1)(q+2) (@+D(q+2)...(q+n)

Demonstracéao:

Claramente S, >0 para todo n. Como g =2, temos que:
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1 1 1 1 1 1 1 1 1
+ + e B D T EE Ep By
g+1 (Q+)(a+2) (q+D(g+2)(g+3) 3 34 345 3 32 3P

Usando a férmula para a soma de uma série geométrica infinita, na ultima

desigualdade obtemos: S = s 13 = 1 Logo, 0< S, < % 0

1-1/3 32 2
Finalmente;

Teorema 2.1 e éirracional.

Demonstracao:
Suponhamos que e seja racional e entdo mostramos que esta suposi¢do leva a uma

contradicdo. Vamos fazer e :B, em que p e q sdo inteiros. J& mostramos que 2<e<3,
q

assim e ndo pode se um inteiro e consequentemente o denominador g deve ser pelo menos

2. Assim;

.q!
p—q'=q!(1+1+i+1+...+L+l+ ! + +i+...J
q

2! 3l (q-1! q!' (q+1! ~ n!
_ q! q! q! q! q! q!
p(q—l)(q—2)...2-1_q!+q!+§+a+...+(q_l)!+a+(q+1)!+...+m+
1
p(q—l)(q—2)...2-l=[q!+q!+q(q—1)(q—2)...4.3+q(q—1)(q—2)...5-4+...q+1]+q—+1+
1 1

—_—+ ...+ +..
(q+D(a+2) (q+D(a+2)...(q+n)

O primeiro membro é obviamente um inteiro pois trata-se de um produto de inteiros.
O segundo membro ndo é um inteiro, pois a expressdo dentro das chaves também é um
inteiro, mas o somatorio dos termos remanescentes, pela proposicdo 2.4, ndo é. Esse absurdo
completa a demonstracéo. O
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2.2 Um pouco da histéria do Numero 7

O nUmero mais famoso da historia, 7, representa a razao constante entre o perimetro
de um circulo e o seu diametro. A historia do numero = tem inicio cerca de 4.000 anos atrés,
sendo que a existéncia de uma relacéo constante entre “a circunferéncia e o seu didmetro” era
conhecida por muitas das civilizagdes antigas.

Muitas civilizagbes antigas observaram atraves de medicfes que a razdo entre o
perimetro de diferentes circulos e seus respectivos diametros era sempre um mesmo valor.
No entanto, foram os gregos que conseguiram compreender e explicar a l6gica desta relacéo,

que advém das propriedades de figuras semelhantes. Os gregos antigos compreenderam que
nimeros como n e /2 sdo diferentes dos nimeros inteiros e dos nimeros racionais

utilizados em suas matematicas e, mesmo tendo conseguido provar a irracionalidade de~2,
0 mesmo ndo ocorreu para 7.
Arquimedes de Siracusa(287-212 a.C.) conseguiu melhorar a aproximacdo dada ao

numero 7, aproximando a circunferéncia por poligonos regulares de 12, 24, 48 e 96 lados e
descobrindo as seguintes limitagdes para r: 3% <M< 3%, isto é, 3,14085 < 1t < 3,142857.

Cerca de dezoito séculos depois de Arquimedes, um matematico francés chamado
Francois Viete(1540-1603), no curso de seu trabalho em trigonometria, encontrou uma

formula notavel envolvendo o niUmero = :
g_ﬁ_«/uﬁ_«/zﬂ/m\ﬁ
T 2 2 2

A descoberta desse produto infinito em 1593 foi um marco na historia da matematica,

pois pela primeira vez um processo infinito era escrito explicitamente como uma férmula
matematica. De fato, a caracteristica mais extraordinaria na formula de Viete, além de sua
elegéncia, sdo os trés pontos no final, indicando que ela continua e continua...ad infinitum.
Ela mostra que o valor de n pode ser encontrado, pelo menos em principio, usando-se
repetidamente quatro operacdes da matematica elementar: adicdo, multiplicacdo, divisdo e a
extracdo da raiz quadrada, todas aplicadas ao nimero 2.

A formula de Viete quebrou uma importante barreira psicologica, ja que 0 mero ato
de escrever os trés pontos no final sinalizava a aceitagdo dos processos infinitos na
matematica e abria o caminho para seu uso generalizado. O grande matematico Isaac Newton
descobriu outro produto infinito envolvendo = influenciado pelo trabalho de outro inglés,
John Wallis(1616-1703). Eis o produto infinito de Newton para = :
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n 2244606

E, em 1671, o escocés James Gregory(1638-1675) descobriu a série infinita:
n 1111

4135 7
O que torna essas formulas tdo notaveis € que o numero 7, originalmente definido
em relacdo ao circulo, pode ser expresso somente através de inteiros, ainda que atraves de
um processo infinito. Até hoje, essas formulas estdo entre as mais belas de toda a
matematica.
Sabe-se hoje que m € um numero irracional, no entanto, essa caracteristica so foi
demonstrada em 1761 por Johann Heinrich Lambert(1728-1777).

2.3 A Irracionalidade do NUmero «

Nosso objetivo agora sera demonstrar a irracionalidade de =z, para tanto,

_X"1-x)"

necessitaremos de algumas propriedades da funcdo fn(x) |
n!

Observe que
1
0< fn(X)<m,VX€(0,l) eque f(x)="f(1-x).

. . o . a
Vamos iniciar nossa demonstragdo supondo que 7z seja racional, assim, n? = o com

a e b primos entre si. Nosso objetivo é chegar a um absurdo, mostrando assim que 7% nao
é racional. E consequentemente © ndo pode ser racional, pois 0 quadrado de um racional é
também um racional.

Para a concluséo da demonstragdo, vamos precisar da seguinte proposigé&o.

n

2a <1.
n!

Proposicdo 2.5 Para um nsuficientemente grande e a um ndmero positivo,

Demonstracéao:

Sendo N <n, notamos que; 22 =2 E-E.....E a _a -....E . Fixando N
n! 12 N)AN+1 N+2 n

a 1 A L 1
tal que W<§' cada um dos n— N fatores do segundo paréntese sera inferior a —. Logo;
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n! 12 N)j)2™N 12 2" NI 2" 20

constante que s6 depende de N, que ja estd fixado. Assim, para um n suficientemente

n N N
2a <2(§E .ij 1 =2(§E .%J2—=ﬁ-i:£ em que C ¢ uma

n

<1. [

grande teremos

n _ n
Um importante resultado sobre a funcéo fn(x)zw ¢ dado pela seguinte
n!

proposicao.

1 n
Proposicéo 2.6 f, ( :—IZ( ]( —1)I X",

n

j=0
Demonstracéao:
X (l x)

. Desenvolvendo (1- )n fica:

f(x)=

_X_ n1, ol (M2, a2 L Y T L PN
= { x) + jl (—=x) +(2J1 (=x) +...+(n_1j( X) +(nj( X) }
1 il 2n+2 n n-1y2n-1 N2
=n—H e e A e e

1

seja, f,(x)= EZ(TJ( )i i 0

.j=0
Estabeleceremos uma importante consequéncia dessa proposicdo no seguinte

corolério.

Corolario 2.1 Seja f,™ (x) a m-ésima derivada de f,(x). Entdo:
i) £, (0)=0se 0<m<noum>2n.

i) £, (0) é um nimero inteiro se n<m<2n.

Demonstracéao:
12 Parte: f,(™ (0)=0se 0<m<n ou m>2n,

Basta observar que para 0<m<n todos os termos sdo multiplicados por x e como
zero é raiz de f,(x) com multiplicidade n, f,"™ (0)=0.

De fato:
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fo(X)==(1-x)

n!

1 n-. n n n-. " n n-.
fn'(x):m[n.x L1-x)" +nx"(1-x) 1}:);—![n(1—x) —nx(1-x) 1}
f,'(x)= X: g,(x), sendo g,(x) =n(L—x)" —n.xL-x)"".

Generalizando:

n—-m

o™ (%) = Xn! 9m(X) que é tal que ™™ (0)=0 para 0<m<n.

Para m> 2n, obviamente f,™ (x)=0 pois o grau de f,(x) é 2n.
22 Parte:

Desenvolvendo f, (x), obtemos;

£ () = 2 [0 —ax™ 40X -t (1) e, X ()| para

Cy,C,,C,...C, €l]. Assim:
|
£ (0)=""0ep

g0 gy (DG

o (0) - ELE0
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convenientes

Portanto, f,™ (0) é um inteiro para n<m<2n. Utilizando o mesmo raciocinio

concluimos que o corolario também vale para f,(™ (1).

Supondo 7% = %, definiremos agora a funcdo H (x) da seguinte forma:

0

Definicdo 2.1 H (X) —p" [ﬂZn fn (X)_ﬂ_Zn—Z fn "(X)+...+ (_1)n—lﬂ_2 fn(2n—2) (X)+(_1)n fn(Zn) (X)}

: a . -
Assim, se n° =—, podemos estabelecer a seguinte proposicao.
b

Proposicéo 2.7 %[H '(x)senzx—7H (x)coszx | = 7°a" f, (x) senzx.

Demonstracéao:

Aplicando a regra do produto, fica:
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i[H (x)senz.x—zH (x)cosz.x ] =| H"(x)senzx-+7H"(x)cos 7x—zH " (x)cos 7x+ z°H (x)senzx | =

[H +7z H ]sen;zx.

Mas H"(x)=b" [zrz” fr(x)—=2"" 2 f @ () 4.+ (D)2t £ 4D (x) + ()" 22 £ OV (x)} e
AP H (X) =b"[ 2°"2 £ (X) = 27" £ (%) +.ok (D)™ 2" £ 072 (x) + (1) £ @7 () ] Assim,
teremos:

[H "(x)+7°H (x)]senﬂx =b" [ﬂ2”+2f (X)+ 7" £ (X)+ 22D () =22 O () +...

(D" E Y (X)+ (-D)" 2 £V (x) | = 27" f (x)senzx = (7°)". 2’0" f (X)senzx.

L , a _
Como supomos inicialmente 7 = vem:
an
—nnzb" f (x)sennx = n”a" f (x)sennx.

Logo —[H )senzx—H (x)cos zx | = 7’a" f (x)senzx. 0

Proposicéo 2.8 H(0) e H (1) s&o inteiros.

Demonstracéao:

Nas condicdes da definicdo, temos:
H(0)=b"| 72" (0) = 7°" £ "(0) +...+ ()" ** £ @*? (0)+(-1)" £ ®” (0) |.
Acontece que para m<n, pelo Corolério, 2.1 teremos;

f(0)=0,f"(0)=0,..,f™(0)=0 de onde H(0) fica resumida a
b"> (D)™ z* £@2D(0) para n<2n-2j<2n. Mas ainda pelo corolario, f™ (0)ell
para n<m< 2n. Ja para o fator b"z2!, lembrando que 72 :%, temos:
b"z? =alb"™ e[
Logo, b"> (-1)"!z? £ ®2)(0) para n<2n-2j<2n, e, portanto H (0)el.
j=0

Pelo mesmo raciocinio concluimos que H (1) também € inteiro. 0
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Proposicdo 2.9 Se n” = %, entdo I:ﬁza" f (x)senzxdx =7 H (1)+H (0)].

Demonstracao:

Aplicando o teorema fundamental do célculo, fica:
lezza” f (x)senzx = H'(x)senzx—zH (x)cos nx]:) =[(H'(1)senz —zH (1)cos ) -
(H'(0)sen0—rH (0)cos0)]=[ zH (1)+ zH (0) |=z[ H(1)+H (0)]. 0

Finalmente, diante de todas as conclusdes anteriores, podemos estabelecer o seguinte

Teorema:
Teorema 2.2 x éirracional.

Demonstracao:

Como 0< f(x) <£| em (0,1), de todas as conclusdes temos que:
n!

24N 24N n
Ilzzza"f (x)senzxdx < nza"jl X iy = 22 rsenzzxdx _ma 2z _zma
0 o nl nt 7o nt & n!
ou seja,
0< I:nza” f (x)senzxdx < 27;? . Como j:ﬁza" f (x)senzxdx =z H (0)+H (1)], fica
2r7a" n

—0<H(0)+H(1)<2

O<z[H(0)+H(1)]< = =

<1=0<H(0)+H(1)<1

E isso € um absurdo, pois ndo existe nUmero inteiro maior que zero e menor que um.

Somos assim obrigados a abandonar a hip6tese inicial que 72 é racional e consequentemente

. [



CAPITULO III

NUMEROS ALGEBRICOS E TRANSCENDENTES

3.1 Um Pouco Sobre Numeros Algebricos e Transcendentes

Tendo em vista os resultados obtidos no capitulo Il, classificamos os nimeros reais
em dois conjuntos disjuntos: os racionais e os irracionais. Além dessa classificacdo, existe

uma outra, em numeros algebricos e transcendentes.

Definicdo 3.1: Se um numero real x satisfizer uma equacéo da forma
a, +aX+a,x* +..+ax" =0,

com coeficientes inteiros, dizemos que este numero é algebrico.

Sobre a definicdo acima, duas observacbes devem ser feitas: Tendo em vista
resultados posteriores, sempre que tomarmos um polindmio para o qual um namero o. é raiz
suporemos o polindbmio de menor grau possivel para o qual isso ocorre. A outra observacéo €
que, se dividirmos todos os termos da equacdo pelo coeficiente dominante, teremos X
satisfazendo agora uma equacdo com coeficientes racionais. Assim, uma definicdo
equivalente seria “Se um nimero real x satisfizer uma equacéo da forma

a, +aXx+a,x> +..+x"=0,
com coeficientes racionais, dizemos que este nimero € algébrico.”

A maioria dos numeros encontrados na algebra elementar podem ser imaginados

como solugbes para equacdes simples; mais especificamente, sdo numeros algébricos. Por
exemplo, os numeros -1, 2/3 e J2 sdo solucdes, respectivamente, das equagOes
polinomiais x+1=0, 3x—2=0 e x*—~2=0. O nlmero i=+—1 também pertence a esse
grupo, visto que ele satisfaz a equacdo x>+1=0; entretanto, vamos restringir nossa
discussdo aos nlmeros reais.

Até mesmo um numero de “aparéncia” complicada como «?’f(l—ﬁ) pertence a essa

classe, ja que ele satisfaz a equacdo x° —2x>—1=0, como se pode constatar facilmente.
Claramente todo numero racional a/b é algébrico, ja que ele satisfaz a equagdo

bx—a=0. Assim, se um namero ndo for algébrico, deve ser irracional. A reciproca dessa
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afirmacéo, contudo, ndo é verdadeira; um numero irracional pode ser algébrico, como mostra

o exemplo de J2. Surge agora uma questdo importante: existirdo numeros irracionais nao
algébricos? Por volta do inicio do século XIX os matematicos comegaram a suspeitar que a
resposta fosse sim, mas nenhum numero desse tipo tinha sido encontrado. Parecia que um
numero ndo algébrico se fosse encontrado, seria uma singularidade.

Foi em 1844 que o matematico francés Joseph Liouville (1809-1882) provou que 0s
numeros nao algébricos de fato existiam. Sua prova, embora nédo fosse simples, permitiu que
ele produzisse varios exemplos de tais nimeros. Um dos exemplos, conhecido como nimero
de Liouville, é

i+ L + 1 + L +
10" 10* 10 10%

cuja expansao decimal é 0,11000100000000000000000100... onde os blocos cada vez

maiores de zeros sdo devidos a presenca de n! no expoente do denominador do nimero de

Liouville, o que faz com que os termos diminuam de um modo extremamente rapido. Outro
exemplo é 0,12345678910111213..., em que os digitos sdo 0s numeros naturais em ordem.
Um numero real ndo algébrico é chamado de transcendente. Ndo ha nada de mistico nessa
palavra, ela indica apenas que esses numeros transcendem, ou seja, vdo além no reino dos

nameros algébricos. A seguir definimos de forma mais precisa nimeros transcendentes.

Definicdo 3.2 Todo numero real que ndo é raiz de nenhuma equacdo da forma
a, +a,x+a,x* +...+a x" =0 com coeficientes inteiro é transcendente.

Em contraste com 0s nameros irracionais, cuja descoberta surgiu de um problema
comum na geometria, 0s numeros transcendentes foram “criados” especificamente com o
proposito de demonstrar que tais nimeros existiam.

Nosso objetivo nesse capitulo serd demonstrar algumas caracteristicas importantes do

conjunto dos nimeros algébricos.

3.2 Caracterizacao dos Numeros Algebricos e Transcendentes
Proposi¢do 3.1 O conjunto dos algebricos é denso em [] .
Demonstracéao:

Basta observar que o conjunto dos numeros algébricos contém todos os racionais e,

como os racionais sdo densos em [J , conclui-se trivialmente que os algébricos sdo densos. [
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Nosso objetivo agora serd demonstrar a enumerabilidade dos numeros algébricos,
para isso, vamos considerar, sem demonstracdo, o teorema fundamental da algebra que
afirma: Todo polinémio n&o constante de grau n, com coeficientes complexos, tem n raizes
complexas.

Precisaremos também da seguinte proposicéo:

Proposicédo 3.2 Uma reunido enumeravel de conjuntos finitos € enumeravel

Demonstracéao:
No capitulo | demonstramos que uma reunido enumeravel de conjuntos enumeraveis
é enumeravel. Como todo conjunto finito é enumeravel temos, portanto, um caso particular

da Proposicgéo 2.4. 0
Teorema 3.1 O conjunto dos nimeros algéebricos é enumeravel.

Demonstracéao:

Considere um polindmio com coeficientes inteiros

p(X)=a, +ax+a,x* +...+ax".

Vamos definir altura do polinbmio como sendo o0 nOmero natural
h(P) =|a,|+|a|+|a,| +...|a,|+ n—1.

Pelo teorema fundamental da algebra, para cada polinémio de grau n, teremos no

maximo n raizes complexas. Eventualmente todas, algumas ou nenhuma podem ser reais.

Reciprocamente, para cada altura h(P) teremos um namero finito de polinémios. Seja (p(P)
esse nimero. Assim teremos:
0(1)=2, ¢(2)=8, ...
Mais precisamente,
o(1)=#{p(x) =% P, (x) =X}
gp(Z)z#{ P (X)=X+1 p,(X)=x=1, py(X) ==X+1, p, (X) =—x—=1 ps(X) =X, ps (X) ==X,
P, (X)=2X, pg () =-2x]

e assim por diante.
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Temos, portanto, que as raizes de todos os polindmios com uma dada altura formam
um conjunto finito e como podemos enumerar todas essas alturas, segue da Proposi¢édo 3.2

que o conjunto A de todos os numeros algébricos reais é enumeravel. 0
Corolério 3.1 Existem ndmeros transcendentes e estes sdo ndo enumeraveis.

Demonstracéao:

Como o conjuntol] é ndo enumeravel (Proposi¢do 1.10, Cap.l) e o conjunto A é

enumeravel, segue que existe um conjunto 7 =0 \ A ndo enumerével, pois [ = AU( \ A).

De fato, se 7 fosse enumeravel teriamos que [I também o era contrariando a

Proposi¢do 1.10 de que [ é ndo enumeravel. 0
O objetivo do nosso proximo teorema é demonstrar que os algébricos formam um
corpo, para isso, vamos necessitar de alguns resultados da algebra linear.
Consideraremos, a partir de agora, V como sendo espaco vetorial sobre o corpo dos
racionais.
Sejam V um espago vetorial e S ={v,,v,,...,v,} =V .
Consideremos a equagao
aVv,+a,Vv,+..+av, =0
Sabemos que essa equacao admite pelo menos uma solugéo:
a =0,a,=0,..a,=0

Chamada solucéo trivial.

Definicdo 3.3 (1) O subconjunto S diz-se linearmente independente (LI) se admite apenas a

solucdo trivial.
(2) Se existirem solugdes néo triviais, isto é, solu¢des com alguns a; =0, diz-

se que o conjunto S é linearmente dependente (LD).

Definigéo 3.4 Um subconjunto B ={v,,v,,...,v,} =V é uma base de espaco vetorial V se:
i) B éLI
i) B geraV

A dimensédo de um espaco vetorial V ¢ a cardinalidade de qualquer base de V .
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Seja V um espaco vetorial tal que dimV =n. Se S é um subespaco de V , entéo

dimS <n. No caso de dimS =n,tem-se S=V. Assim, podemos estabelecer a seguinte

proposicao.

Proposicdo 3.3 Se V é um espaco vetorial de dimensdo n, entdo qualquer subconjunto de

V com mais de n vetores é linearmente dependente (LD).

Demonstracao:

Seja B={V,,V,,...,V,} uma base de um espago vetorial V e B'={w,W,,...,w,}um
conjunto qualquer de mvetores de V,com m>n. Pretende-se mostrar que B' é LD. Para
tanto, basta mostrar que existem escalares X, X,,......, X, Ndo todos nulos tais que:

X W, +XW, ., X W =0 (1)

Como B é uma base de V, cada vetor w; pertencente a B' € uma combinagdo linear dos
vetores de B, isto é, existem ndmeros o, £,...,; tais que:

W, =V, +a,V, +.. )V,

W, = BV, + BV, +..+ BV,

W, =0V, +0,V, +...+9,V,
Substituindo as relagdes (2) em (1), obtemos:
X (v, + v, +.+aV, )+

X, (,Blv1 + BV, +...+ﬂnvn)+

X (O, + 6V, +...4+6,V, ) =0
Ordenando os termos convenientemente:
(ozlx1 + X, + o+ O X, )vl +

(X, + BoXy + .o 8, X, )V, +

(@ X+ BX +.c+ 8,%, )V, =0
Tendo em vista que v;,V,,......,V, sao LI, os coeficientes dessa combinacéo linear sao

nulos, ou seja:
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aX + X +...+0X, =0
O X + Xy +.+0,X, =0

aX + L% +.+0.X, =0
Esse sistema linear homogéneo possui m variaveis x,X,,...X,, € n equagdes. Como

m>n, existem solugdes néo triviais, isto é, existe x; = 0. Logo B'={w,,W,,...,w,} é LD.

Vamos agora a demonstracdo de que A é corpo.
Teorema 3.2 A forma um corpo.

Demonstracao:
Precisamos demonstrar as seguintes propriedades:
i) a,feA=a+peA

i) ceA=—aeA

(
(ii) a,feA=afeA
(
(

iv) (ZEA,a¢0:>£€A
a

Demonstrago de (ii):
Se a € algébrico entdo ele é raiz de uma equacdo com coeficientes inteiros do tipo
a, +ax+ax’ +..+a _X""+ax" =0

Portanto —« é raiz da equacgéo

8, —ax+a,x’ —.+(-1)""a, X" +(-1)"a,x" =0 0

Demonstrag&o de (iv):
Se o satisfaz a equacao

2 n-1 n
a, +axXx+a,x +..+a,,X +ax =0

A S x
e a#0, entdo — satisfaz a equacao
a

axX"+ax" " +..+a _x+a =0

De fato temos,
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2 n-1 n
a+aa+a,a’+..+a a +aa =0.

Multiplicando por in obtemos,
o

1 1 1 1
ao—n+a1?+a2?+...+an_l—+a =
o o (04 (04

1 _
—(ay+aa+aa’+.+a, 2" +aa")=

0=0

R |~ R

0

Para as demonstracfes de (i)e (ii)vamos considerar os nimeros algébricos como

raizes de polindmios com coeficientes racionais, além disso, suporemos o polinbmio de

menor grau para o qual isso ocorre.

Demonstrago de (i):

Considere os polindbmios p, e p, com coeficientes racionais obtidos a partir da
divisdo pelo coeficiente do termo de maior grau.

p(X)=a, +ax+ax +..+a, X" +X"

P, (X)=by +bx+b,x* +...+b X"+ x"

Sejam o e P algébricos, raizes das equacgbes polinomiais p,=0 e p,=0

respectivamente. Assim,

a"+a "t +..+aa’ raa+a, =0 e (3.10)

B +b "+ +b,f +bB+b, =0 (3.11)
ou seja,

a"=-a_ " —..—aa’-aa—a, e (3.12)

B =—b, .S —..~b,5 —b S, (3.13)

"1 usando coeficientes

isto €, a" estd expresso como uma combinacao linear de 1, a,...,«
racionais e A" como combinacdo linear de 1 4,...,8™". Multiplicando (3.10) por o e
substituindo-se 0 " obtido na expressdo pelo seu valor dado em (3.12), obtemos o™

"1 usando coeficientes racionais. E

expresso ainda como combinagéo linear de 1,¢,...,a
assim sucessivamente todas as potencias o’ para j>n, sdo expressas como combinacdes

lineares de 1, «,...,a™*, usando-se coeficientes racionais.
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O mesmo se conclui para S, para k>m como combinacBes lineares de
L5,

Nosso objetivo agora sera mostrar que «+ f satisfaz uma equagdo polinomial de
grau mn com coeficientes racionais, implicando entdo que « + £ seja algébrico.

Consideremos 0s m.n+1 numeros

La+pB,(a+B) (a+B)"

e 0 espaco vetorial sobre [1 gerado pelos elementos
B= {1,a,ﬂ,a2,ﬂ2,a,8,...,a”’l m’l}

Como B é um conjunto de geradores de m-n elementos, entdo possui uma base com

cardinalidade menor ou igual a m-n. Entdo a dimensdo deste espaco € menor ou igual a

m-n, logo, s m-n-+1 nimeros acima sdo L.D.. Portanto, existem racionais (I,,...,I,,,,) nem
todos nulos, tais que
2
h+1(a+B)+1,(a+B) +.+l, (a+p)" =0.

O que mostra que « + £ satisfaz uma equagéo polinomial de grau mn. O

Demonstrag&o de (ji):
Utilizamos o mesmo raciocinio da demonstragdo de (i). No entanto consideramos

agora 0s m.n+1 nameros

Lap,(af) . (af)""

Seguindo 0 mesmo argumento de (|) pela Proposicdo 3.3, 0s w;Ssd0 0os m.n+1
, 2 . ~ , i . .
nimeros 1 aB,(apf) ,...(ef)"" e os vis sdo os mn ndmeros olB¥. Assim, existem

(Sg+Sy,+1 Sy ) Facionais, nem todos nulos, tais que

1 9mn

S +5, (ef)+s, (aﬂ)z +ot Sy (aB)" =0

O que mostra que o é raiz de uma equacdo polinomial de grau mn . 0



CAPITULO IV

A TRANSCENDENCIA DO NUMERO ¢

No capitulo Il, demonstramos a irracionalidade do nimero e bem como o
caracterizamos de diferentes formas. Nosso objetivo, nesse capitulo, sera demonstrar a

transcendéncia do nimero e.

Inicialmente vamos considerar um polinémio F(x) definido como a soma de um

polinémio P(x)de grau r com suas respectivas derivadas.

Proposigdo 4.1 Seja a fungdo F(x)=P(x)+P'(x)+..+P"(x); em que P(x) é um
polindmio de grau r e P (x) representa a derivada de ordem r de P(x). Entdo,

%(eXF(x)):—eXP(x).

Demonstracao:
Temos e *F(x)=e*P(x)+e*P'(x)+...+e P (x). Entéo,

%(eXF (x)) =—e7P(x)+e7P'(x)—eP'(x)+e*P"(x)—e*P"(X)...

+e P (x)—e P (x)+e P (x),
como PV (x)=0, pois P(x) tem grau r, temos

%(eXF(x)):—eXP(x). 0

Proposicdo 4.2 Temos que, F(k)—e“F(0)=—ke*“*'P(kg,), para todo k >0, onde 6, é

um nimero entre 0 e 1.

Demonstracéo:
Uma vez que 0< 6, <1, vamos aplicar o Teorema do Valor Médio a funcéo e *F(X).

Temos entéo:
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e “F(k)-e’F(0) (_WF
k-0

(
e “F(k)-F(0)=—k -“kP(ke)
F(k)—e“F (0)=—ke“*P(k4, ),

ko, ))=>

=

sendo que na segunda linha usamos a proposic¢éo 4.1. 0

Devido a importancia dessa expressdo para a demonstracdo, vamos definir a

constante do segundo membro como:
Definigdo 4.1 g, =—ke““*P(kg, ).

A fim de generalizarmos resultados posteriores, precisaremos de um importante

resultado sobre o polinbmio Q Za x! que sera exposto na seguinte proposicao.
j=0

Proposicéo 4.3 Seja Q(x) = Zajxj um polinémio com coeficientes inteiros e seja p <r um
j=0
inteiro primo. Entdo:

(i) QV(x)= ,—r_i ﬁajx“,i <r.

Q" (x), p<i, éum polindmio com coeficientes inteiros divisiveis por p.

()( i

Demonstracéao:
Temos que Q(x Za x) =a,+aX+..+ax".

Entéo,
QY (x)=a +2a,x+..+rax
Q¥ (x)=2a, +6a,x+...+r(r-ax">
Q¥ (x)=6a, +24a,x+...+ r(r=1(r-2)ax"*

3| LA rl s
+ a x
(r=3)!

(i+1)! (i+2)! r! i .
=—a + - Lo X+ —a X ', ouseja,
0! 1 2! (r—i)!
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Q“)(x)ziia x7li<r

= (j-i
0 que prova a primeira parte.

1

Quanto a segunda, observemos que os coeficientes de T
p-1)!

Q" (x) seréo da forma

il
.J' : a.,onde a. é inteiro.
(-t (p-p1’ :

Temos p<i,pfixoe j=i,..,r.

No primeiro coeficiente, temos j =i e, consequentemente,
o1 i0=D..p(p-D!
0! (p-1)! (p-1)!

No segundo coeficiente, temos j=i+1, portanto,
Bt ja=D..p(p-n!
1! (p-D! (p-1)!

No terceiro coeficiente, temos j=i+2, portanto,

31 i0=D.plp-dt jG-D..p
21 (p-1! 2.1(p-1! 2 '

=J(i-D..p.

=J(J-D..p.

Observemos que o numerador tem j—(p—-1)= j— p+1 fatores. Como i+2> p+2, temos
j>p+2,0u seja, j—p=2,0 que implica j—p+1>3. Assim, podemos concluir que o
numerador terd pelo menos 3 fatores, logo € divisivel por 2 e por p.

No quarto coeficiente, temos j =i+ 3, portanto,

Bt ja=Deple-nt jG-D.p
3! (p-1)! 3.2.1(p-N! 3!

e, nesse caso, 0 numerador terd pelo menos 4 fatores, logo € divisivel por 6 e por p.

Generalizando, teremos para j=i+Kk,k ell,

B ja-Depee-nt jG-D..p
k! (p-D! k!(p-1)! kt

sendo que o numerador tem pelo menos k +1fatores, ou seja,

jJ-p+lx2k+1=
j—k+1>p+1.

Dessa forma,
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o1 U= G-k+D(—k)..p
k! (p-1! k!

_J0-D.(-k+D) (- k)(J
k! (j-k)!

K)...

j!
W(J_) P

=(kj(j—k)~p,

sendo [;] um ndmero binomial, o que implica (ijeu,ou seja, (ij(j—k)...pem e,

il
portanto, EEy ell e é divisivel por p. Dessa forma, os coeficientes de IQ‘”( )

k! (p-1)! (p —)

sdo todos inteiros divisiveis por p. 0

Definiremos agora o polinbmio P(x) , da proposicéo 4.1, como sendo

1

Definicdo 4.2 P(x) = D)

—x"1-x)...(n=x)"

Diante dessa definicdo, podemos estabelecer importantes propriedades expressadas na

seguinte proposicao e nos corolarios que seguem.

Proposi¢éo 4.4 O polinémio P(x)= ﬁxp‘l(l— x)P...(n—x)", sendo p um ndmero primo
p—1)!
tal que p>nell” e p>c,, pode ser escrito na forma
1\P
P(x)= (n) xPt+ b xP +
(p-D! (p-D!
Sendo b, uma constante.

Demonstracéao:
Temos

1

PU= o

XP 1 (L-x)"...(n—x)".

Facamos

H (x)=1-x)(2—X)...(n—X)
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e observemos que H(x) é da forma a x"+a,,x"" +..+ax+n!, sendo a,,...,a, constantes
e consequentemente, teremos

[H(x)]° =b,,x™ +b, X" +...+bx+(n)°",
sendo b,,...,b,, constantes.

Voltando a P(x), temos,

(9= M) =
P(X):—bnp XM 4 b xp+(n!)p
(p-1! (p-D! (p-D!
ou seja,
P(x)= (ny)” XPt 2 x"+...+—bnp X"
(p-1)! (p-1! (p-1!

0

Corolario 4.1 Nas condi¢des da Proposigéo 4.4, temos P (k)=0;k =1,...,n; sendo i< p.

Demonstracéao:

Basta observar que 1,...,n sdo raizes de multiplicidade p do polinémio P. Como o
grau de P é maior que p (Proposicdo 4.4), temos que 1,...,n sdo raizes das derivadas de

ordens menores que p .

De fato:
P(x)=(k=x)"g(x),
sendo g(x)= (pil)!xpl(l—x)p...(k ~1-x)°(k +1-x)"...(n—x)".
Logo:

P'(x)=—pk—x)""g(x)+(k—-x)g'(x)
= (k=x)"*(=pg (x)+(k—x)g'(x))
=(k=x)""g,(x),

sendo g, (x)=—pg(x)+(Kk—x)g'(x).
Generalizando, teremos:

PO (x)=(k-x)*"g,(x),
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que é tal que P (k)=0;k =1,...,n;sendo i< p. 0
Corolério 4.2 Nas condi¢des da Proposicéo 4.4, P**™® (0)=(n!)* e P¥(0)=0, i< p-1.

Demonstracéao:

1% Parte: P (0)=(n!)".

De P(x):ﬂxp‘%ixp +..., temos PP (x)=(n!)® +b,px+...e, assim, 0

(p-D! (p-D!

anico termo que ndo é fatorado por x é (n!)?. Dai, ao aplicarmos x =0, esse € 0 Unico
termo que ndo se anularé.

2% Parte: P (0)=0, i<p-1.

Nesse caso, qualquer i< p—1 serd menor que 0 menor expoente de x em P, o que
fard& com que todos os termos do polindmio P(”(x) estejam fatorados por x e,

consequentemente, se tornem nulos ao aplicarmos x=0. N

A partir de agora vamos supor que e seja algébrico, ou seja, é raiz de uma equacdo
polinomial com coeficientes inteiros e de menor grau possivel (tomaremos também c, >0).
Assim,

ce"+c e +..+ce+c, =0. (4.1)

Nosso objetivo agora é chegar a alguma contradigdo com essa hipotese.

Proposicdo 45 Se e € algébrico, satisfazendo a equacdo (4.1), entdo

¢,F(0)+c,F(1)+..+c,F(n)=ce +...+C5,.

Demonstracao:

Da Proposicao 4.2, temos
F(1)=—e“*P(6,)+eF(0)=¢ +eF(0)
F(2)=-2"""P(26,)+€’F (0)=¢, +e’F (0)

F(n)=-ne"“*P(ng,)+e"F(0)=¢,+e"F(0).

Entao,
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¢,F (0)+¢,F(1)+..+c,F(n)=c,F(0)+ce +ceF (0)+...+c&, +c.e"F (0)
=F(0)(Co +Ce+...+C,e" ) +C,&; +... 4 Cy6,
ou seja,
¢F(0)+c,F(1)+..+c,F(n)=ce +...+Cg,, (4.2)
Devido a hipotese assumida acima que e satisfaz (4.1). O
Nosso objetivo agora serd demonstrar que para um determinado polindbmio P(x)o

lado esquerdo dessa igualdade é um inteiro ndo divisivel por um primo p enquanto o lado
direito pode se tornar menor que 1, em valor absoluto, para um primo p suficientemente

grande. O que nos dara um absurdo.

Proposicdo 4.6 Seja F(x)=P(x)+P'(x)+....+P™??(x), conforme definido na
Proposicédo 4.1, entdo F(k), para k=1,...,n, é um inteiro divisivel por p e F(O) é um

inteiro ndo divisivel por p . O polindmio P(x) é o0 da definicdo 4.2.

Demonstracéao:

Vamos considerar os seguintes fatos:

1. P(k)=0,k =1,...,n. Pois P(X) X" 1-x)P...(n—=x)".

~(p-D)!
2. Do Corolario 4.1, temos que PV (k)=0; i<p.

3. Todo P"(x) pode ser escrito na forma

T 1)IQ“)(X),Sendo Q" (x) definido de acordo

com a Proposicdo 4.3 (para ver isso, basta derivar P na forma ndo fatorada, conforme
Proposicéo 4.4). Dai, P (k), para i > p é um inteiro divisivel por p.

Portanto, F(k) fica resumida ao somatério dos P®™(k), onde i>p, os quais sdo
inteiros e divisiveis por p.

Para F (0)consideramos também que:
4. P(0)=0.

5. Do Corolério 4.2, temos que P (0)=(n!)?e P®(0)=0, i< p-1.
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6. (n!)?ndo é divisivel por ppoispé primoe p<n=>n ndo é divisivel por p=>n! ndo é
divisivel por p = (n!)” também ndo é divisivel por p .

Portanto, F(0) é um somatério de nameros inteiros, em que um dos termos
(P(p’l)(o):(n!)p) ndo é divisivel por p e os demais sdo divisivel por p. Logo F(O) é um
inteiro ndo divisivel por p . 0

Considerando a igualdade 4.2 da Proposicdo 4.5, podemos estabelecer o seguinte

corolario.
Corolério 4.3 O nimero ¢,F(0)+c,F(1)+...+c,F(n) é um inteiro ndo divisivel por p,

sendo0<c, < p.

Demonstracao:

Como p>c,, entdo c, ndo é divisivel por p, e da Proposicéo 4.6, temos que F(O)
tambem néo é divisivel por p . Portanto, c,F (O) ndo é divisivel por p, pois p é primo.

Se supusermos que p divide ¢,F (0)+c,F(1)+...+c,F(n), entdo p dividira todos os
termos do somatdrio, o que ndo é verdade, pois cOF(O) ndo é divisivel por p.Logo, p ndo
divide c,F (0)+c,F(1)+...+c,F(n). 0

Para as duas proximas proposicdes, utilizaremos a constante da definicéo 4.1.

e"n’(n1)?
(p-1!

calculado para o polindmio P(x) da proposicéo 4.5.

Proposicdo 4.7 Para k <n inteiro positivo, |gk|s Sendo ¢, da Defini¢do 4.1,

Demonstracéao:

g, =—ke®% %(kak)“(l— k@,)"...(n—kb,)",

(p-1)
sendo 0< 6, <1 e k<n.Dai,
6] (p—1)!=|ke* ™ VKPP (1-k6,)P...(n—KE,)"|.
Como 0<6, <1= j—ké, < j; j=1,...,n. Entdo,

|| (p—1)1<|kPe %) (g,)"11°2"..n°|
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aindade 0< g, <1=k(@-6,)<k. Dai
l&] (p-D)1<|ke* (8,)"*(nY)’|
e mais umavez, de 0< 6, <1,

l&] (p—1)!< |kPe (W) (n1)°|.

kPe* (n1)P Pa"(n1)P
Assim, |gk|<w. Como k <n, entdo |gk|<m. Portanto,
(p-1)! (p-1)!
NAP (TP
kdgiﬂliln 0
(p-D!

Proposicdo 4.8 Existe p primo tal que |c151+...+cngn|<1, sendo ¢&,...,&, da Proposicdo

anterior.
Demonstracéao:
Temos & +..+ e <|ea |+ H|e,&|
=lc)[|&|+-..+[c,||&n]-
NAP p
Como ¢, | < M, entdo
Y

nPe"(n!)? :Cnpe”(n!)p
(p-1!  (p-D!

e+ + e, < (o +-..+]c,])

sendo C =|c,|+...+|c,|.

. . - Cnfe"(nh)®

Vamos mostrar que existe p primo, suficientemente grande, tal que Wd
p-1)!

Cnfe"(nh)P

(p-D!

Tomemos [XMJ _cntle"(n)™ (p-1)!  CnPne"(nh)P(n!)(p-1)! nln
X
p

Para isso, vamos fazer x, = e mostrar que essa seqliéncia converge para 0.

[(p+1)-1]! "CnPe"(n1)*  p(p-1)!CnPe"(n!)’ p

. Xpi1 nl.n L . A
Logo, lim =——=0, Portanto, a série ZXp converge, ou seja, a sequéncia do
p—x X p >
p p=n

termo geral x, converge para 0. Assim, para um primo p suficientemente grande, teremos

_ CnPe"(nh)”

<l=l|cg +...+C & |<1. [l
p (p_1)| |C1 1 n n|
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Teorema 4.1 e é transcendente.

Demonstracao:

Consideremos 0s seguintes resultados:
(1) Da Proposicéo 4.3, temos C,F (0)+¢,F (1)+...+¢,F(n)=c & +..+C.é&,.
(2) Do Corolario 4.3, temos que ¢,F (0)+¢,F(1)+...+c,F(n) é um inteiro ndo divisivel por
p.
(3) Da Proposicao 4.8, temos que para algum primo p, |c15l +...+cngn| <1.

Chegamos, assim, a uma contradigéo! Por (1), |c,F (0)+¢,F (1)+...+-¢,F(n)| é um
inteiro menor que um, ou seja, zero. Por (2), temos que esse inteiro ndo é divisivel por p.
Logo, ndo pode ser zero!

Essa contradicdo surgiu do fato de termos admitido que e fosse algébrico, ou seja,

que poderia ser raiz de uma equacdo polinomial com coeficientes inteiros. Logo, e ndo é

algébrico, sendo, portanto, transcendente. 0
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CONCLUSAO

Para propoésitos de medi¢bes nods ndo precisamos dos numeros irracionais, pois
sempre poderemos aproximar o numero irracional através de uma serie de aproximacdes
racionais, cuja precisdo pode ser td0 boa quanto desejarmos. E o aspecto tedrico dos
nUmeros irracionais que 0s tornam tao importantes para a matematica: eles sdo necessarios
para preencher os “buracos” deixados na linha dos numeros pela existéncia de pontos nao
racionais; e fazem do conjunto de ndmeros reais um sistema completo, um continuum
numérico. O primeiro ndmero transcendente s6 foi exibido em 1844 por Joseph Liouville
embora a teoria dos nimeros transcendentes tenha nascido na Grécia antiga com 0s trés
famosos problemas gregos de constru¢do com régua e compasso: a quadratura de um circulo,
a triseccdo de um angulo e a duplicacdo de um cubo. O estudo desses problemas recai na
construcdo (com régua sem escala e compasso) de um segmento com certa medida que nao é
“construtivel” a partir de um segmento dado como unidade. Temos ai a teoria dos NUmeros
Construtiveis que, hoje sabemos, sdo todos nimeros algébricos.

No congresso internacional de Matemaética, realizado em Paris, em 1900, um dos
maiores matematicos da época, David Hilbert (1892-1943), desafiou a comunidade
matematica com uma lista de vinte e trés problemas ndo resolvidos, cuja solucdo ele
considerava da maior importancia. O sétimo problema da lista de Hilbert era provar ou negar
a hipotese de que, para qualquer nimero algébrico a=0, 1 e para qualquer nimero

b

algébrico irracional b, a expressdo a" € sempre transcendente. Como exemplo especifico ele

deu o numero 2‘5. Hilbert previu que esse problema levaria mais tempo para ser resolvido
que o Ultimo Teorema de Fermat, mas foi excessivamente pessimista. Em 1930 o

matematico russo Alexandr Osipavich Gelfond (1906-1968) provou a sua transcendéncia. A

hipbtese geral de Hilbert, em relacdo a aP , foi demonstrada em 1934 por Gelfond e também,
independentemente, por T. Schneider na Alemanha.
Né&o é facil provar que um numero € transcendente: é preciso provar que 0 nimero

nado preenche certas exigéncias. Entre os numeros cuja condi¢cdo ainda nao foi

estabelecida temos 7°, 7" e e°®.

A descoberta dos nimeros transcendentes ndo provocou 0 mesmo choque intelectual
gue 0s numeros irracionais tinham causado, dois mil e quinhentos anos antes, mas suas
conseqliéncias foram igualmente significativas. Ela mostrou que, por trds da aparente

simplicidade do sistema de ndmeros reais, ocultam-se muitas sutilezas que ndo podem ser
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notadas simplesmente olhando-se a expansao decimal de um nimero. Mas a maior surpresa
ainda estava por vir. Em 1874 o matematico alemdo Georg Cantor (1845-1918) fez a
espantosa descoberta de que existem mais numeros irracionais do que racionais, e mais
nameros transcendentes do que algébricos. Em outras palavras, longe de serem
excentricidade, a maioria dos nimeros reais € irracional e, entre 0s numeros irracionais, a
maioria é transcendente!

E isso no leva a campos ainda mais elevados de abstragdo. Se nos concentrarmos em

apenas calcular os valores de z°e e”, descobriremos que eles sdo surpreendentemente
proximos: 22,459157... e 23,140692..., respectivamente. E claro que 7~ e e ndo estdo

demasiado separados numericamente. Pense nisso: entre a infinidade de numeros reais,

aqueles que sdo mais importantes para a matematica — 0,1,v2, e e 7z estio localizados
dentro de menos de quatro unidades na linha numérica. Uma coincidéncia extraordinaria? Ou

um mero detalhe de um projeto maior?
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Apéndice 1

Algoritmo da Diviséo de Euclides
Dados dois inteiros a e b, b=0 existe um Unico par de inteiros q e r taisque a=qgb+r
com 0<r<b.

Hé duas possibilidades:
(i) b é maltiplo de a e, portanto, b =aqg para um conveniente inteiro q.
(ii) b esta situado entre dois multiplos consecutivos de a, isto é, existe um inteiro g tal que
ag<b<a(q+1). Dai, 0<b—aqg<a. Entdo, fazendo b—aq =r, obtemos b=aq+r, em que
O<r<a.

Juntando as duas possibilidades, podemos garantir o seguinte: dados dois nimeros

inteiros, a e b, com a>0, entdo sempre se pode encontrar doi inteiros q e rtais que
b=aq+r, emque O<r<a.
Evidentemente, r =0 corresponde ao caso em que b é mdltiplo de a.

Vamos imaginar, por outro lado, que se pudesse determinar outro par de inteiros, g, e
r,, taisque b=ag,+r, com 0<r, <a.Entdo, ag+r =aq, +1, e, portanto. a(q—q,) =1, —T.
Suponhamos que r =1, digamos r>r,. Dai, 0 segundo membro da ultima igualdade seria
estritamente negativo e, como a>0, entdo gq—q, também seria estritamente negativo e,
portanto, ¢, —q >0, ou seja, g, —gq=1. Masde a(q—q,) =r, —r segue que:

r=r+a(q—q)

Levando-se em conta que a>0, r,>0 e g,—q>1, da ultima igualdade seguiria que
r >a, o que é absurdo.

Da mesma forma, prova-se que a desigualdade r, >r também é impossivel. De onde

r =r, e, consequentemente, ¢ =q,.
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Apéndice 2

Teorema Fundamental da Aritmética

Todo inteiro maior do que 1 pode ser representado de maneira Gnica (a menos de ordem)
como um produto de fatores primos.
Sendonum inteiro maior que 1, se né primo ndo ha nada a ser demonstrado,

suponhamos pois, n composto. Seja p,(p, >1) o menor dos divisores positivos de n.
Afirmamos que p, € primo. Isto é verdade, pois, caso contrario existiria p,1<p<p, com
p|n, contradizendo a escolha de p,. Logo, n= p,n,.

Se n, for primo a prova estd completa. Caso contréario, tomamos p, como 0 menor
fator de n,. Pelo argumento anterior, p, € primo e temos que n= p,p,n,.

Repetindo este procedimento, obtemos uma seqiéncia decrescente de inteiros
positivos n,n,,...,n,. Como todos eles sdo inteiros maiores do que 1, este procedimento deve
terminar. Como os primos na sequéncia p,, p,,..., P, ndo sdo, necessariamente distintos,
ntera em geral, a forma:

n= p{*pse..pit.

Para mostrarmos a unicidade usamos inducdo em n. Para n=2 a afirmacdo é

verdadeira. Assumimos, entdo, que ela se verifica para todos os inteiros maiores do que 1 e

menores do que n. Vamos provar que ela também é verdadeira para n. Se né primo, ndo ha

nada a provar. Vamos supor, entdo, que nseja composto e que tenha duas fatoracdes, isto é,
n=pp,..p, =0¢0d,..0,-

Vamos provar que r =se que cada p,é igual a algum g;. Como p;divide o produto
0,0,---0, ele divide pelo menos um dos fatores g;. Sem perda de generalidade podemos
supor que p,|g,. Como sdo ambos primos, isto implica p =q,. Logo
nlp,=p,.p,=0,.49. Como 1<n|p <n, a hipétese de indugdo nos diz que as duas
fatoragOes séo idénticas, isto € s=r e, a menos de ordem, as fatoragdes p,p,...p, € ¢,d,...q,

sdo iguais.
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