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INTRODUCAO

No exercicio da profissdo de professor do ensino médio, constatei em
sala de aula e ao preparar minhas aulas consultando livros didaticos, n&o
somente a dificuldade dos alunos em estudar, mas, eu enquanto professor
sentia dificuldade em ensinar as fungdes trigonométricas, principalmente o que

diz respeito ao dominio das fungdes trigonométricas.

Fato este que fica evidenciado, uma vez que é pratico a determinagao
dos valores do seno e cosseno quando estudamos no circulo trigonométrico e

estamos falando de angulos medidos em graus.

Ao fazermos esbogos de graficos marcamos sobre o eixo real medidas
em radianos, e entdo estamos trabalhando no conjunto dos reais. Fica a nosso
ver identificada ai uma ruptura. Para o estudante nado fica claro que este

dominio e conjunto dos reais.

Uma primeira questao que se coloca é:
Como levar o aluno a entender a medida dos angulos para medida em

radianos?

A resposta a esta questdo nos parece nao ser muito problematica. A
nosso ver entender que ao medir os angulos em radianos, temos medidas de
comprimento de arco e entao expressarmos estas medidas por numeros reais
€ que estar a dificuldade. Note que no contexto ja esta embicada a questao da
periodicidade da fungdo. Entdo neste trabalho buscamos estudar elementos de

resposta a questio:

Como é feita, como fazer a abordagem para ensinar que o dominio das

funcdes seno e cosseno € os reais?
Para isto, desenvolvemos este trabalhamos em 3 capitulos:

No capitulo 1, primeiramente buscamos estudar o conceito de fungdes
ao longo da histéria e o conceito de fungao formal, aceito pelos matematicos.
Nesse estudo identificamos como foi dificil e lento o processo para se chegar

ao conceito atual de fungdes em que f: D — Y uma lei que associa elementos
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de um conjunto D, chamado o dominio da funcdo, a elementos de um outro
conjunto Y, chamado o contradominio da fun¢do. Descrevemos a contribuigéo
que cada matematico deu para formular esse conceito, seguido da

apresentada da funcao de Euler E: R — C que formula o conceito de funcéo

seno e de fungdo cosseno no circulo trigopnométrico objeto de estudo deste

trabalho.

No capitulo 2 usamos a Teoria Antropolégica do Didatico elaborada por
Chevallard para estudar os livros didaticos “Aula por Aula” — 12 série, Xavier
e Barreto — 2005 ¢ “MATEMATICA CONTEXTOS & APLICAGOES” - 2°
ANO, DANTE 2003, e através dos elementos praxeoldgicos: Organizagdo
Didatica e Organizagdo Matematica, procuramos mostrar como as fungdes
trigonométricas sdo abordadas em cada livro didatico. Os momentos que
formula a Organizagéo Didatica nos ajudou a conhecer a Organizagao Didatica
de cada livro e busca respostas de como o objeto de estudo é ensinado e
estudado. Ja a Organizagdo Matematica nos mostrou que tipos de tecnologia e

de técnica sdo abordadas nas resolucdes das tarefas encontradas nos livro.

Apresentamos no capitulo 3 elementos da teoria da Engenharia Didatica
de Regina Dudy e elaboramos uma Sequéncia Didatica composta de trés
exercicios que foram elaborados e resolvidos de varias maneiras. O objetivo é

de propde uma melhor compreensao do dominio das fungdes seno e cosseno.

Nao fizemos a analise a posteriori deste trabalho por falta de tempo, mas
faremos a sua aplicagdo ao longo do exercicio de nossa profissdo de

professor.

Apés a sequéncia, apresentamos as consideragoes finais.
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CAPITULO -1

1. Elementos da Evolugao Histérica de Funcgoes

Nestes paragrafos apresentamos alguns elementos da histéria sobre o

conceito de fungéo.

Dificuldades encontradas pelos matematicos de cada época e suas
contribui¢cdes para o avango da matematica, mesmo que em alguns momentos
a passos lentos, e a evolugao até chegarmos a atualidade, pois, este conceito
como conhecemos hoje e as notagdes como usamos na atualidade s&do muito
recentes para falarmos em dados histéricos.

Somente no século XIX, a idéia de fungdo ganhou a forma matematica

conhecida e usada hoje.

1.1 Oresme e as primeiras evolugoes

Oresme (1323-1382) generalizou a teoria da proporcdo de

Bradwardine, aqui ele se esforgcava por exprimir, por exemplo, o que

, 7. . . o
escreveriamos como X" “ e isso pode ser a primeira sugestédo na histéria da

matematica de wuma funcdo transcendente. As discussbées eram
interminavelmente prolixas, pois os instrumentos de analise disponiveis eram
inadequados. Apesar dessa falta, os I6gicos em Merton College tinham obtido
um importante teorema quanto ao valor médio de uma forma “uniformemente
diforme”. Oresme conhecia bem esse resultado, e ocorreu-lhe em algum
momento antes de 1361 um pensamento brilhante — por que nao tracar uma
figura ou grafico da maneira pela qual variam as coisas? Vemos aqui, € claro,
uma sugestdo antiga daquilo que agora chamamos representagao grafica de
funcdes. (Boyer, 1974, p. 192)

1.1.2 Leibniz

Leibniz (1646-1716) ndo é responsavel pela moderna notagcdo para
funcdo, mas é a ele que se deve a palavra “funcdo”, praticamente o mesmo

sentido em que é usada hoje. Jean (1667-1748) e Jacques Bernoulli (1654 —
11



1705) redescobriram as séries para sennf e cosnf, em termos de
sen 8 e cos 8, que Viéte conhecia, e estenderam tais séries, sem exame,
incluindo valores fracionarios de 71. Jean percebeu também a relagdo entre as

fungdes trigonométricas inversas e os logaritmos imaginarios, descobrindo em

1702, através de equacdes diferenciais, a relagao:

Jean inclinava-se a desenvolver a trigonometria e a teoria dos logaritmos

de um ponto de vista analitico, e experimentou varias notagdes para a funcao
de X , das quais a mais proxima da moderna foi @{x). Seu vago conceito de

funcdo era expresso como “uma quantidade composta de qualquer modo de

uma variavel, e constantes quaisquer”. (Boyer, 1974, p. 311)

1.1.3 Idade de Euler

Pode ser dito com justica que Euler (1707-1783) fez pela analise infinita
de Newton e Leibniz o que Euclides fizera pela geometria de Eudoxo e
Teaetetus,

Euler tomou o calculo diferencial e o método dos fluxos e tornou-os parte
de um ramo mais geral da matematica que a partir dai € chamado “analise”,
entdo a Introductio in analysin infinitorum de Euler pode ser considerada como
a chave de abdbada da analise. Esse importante tratado em dois volumes de
1748 serviu como fonte para os florescentes desenvolvimentos da matematica
durante toda a segunda metade do século dezoito. Dessa época em diante a
idéia de “fun¢do” tornou-se fundamental na analise. E estava implicita na
geometria analitica de Fermat e Descartes, bem como no Calculo de Newton e
Leibniz.

O quarto paragrafo da Introductio define fungdo de uma quantidade
variavel como “qualquer expressdao analitica formada daquela quantidade
variavel e de nimeros ou quantidades constantes”. (As vezes Euler pensava

em fungcdo menos formalmente e mais geralmente como a relagdo entre as
12



duas coordenadas de pontos sobre uma curva tragcada a mao livre sobre um
plano). Hoje tal definicdo € inaceitavel, pois ndo explica o que é “expressao
analitica”. Euler presumivelmente tinha em mente primariamente as funcgdes
algébricas e as fungdes transcendentes elementares; o tratamento estritamente
analitico das fungdes trigonométricas foi, na verdade, em larga medida
estabelecido pela Introductio. O seno, por exemplo, ja ndo era um segmento de
reta; era simplesmente um numero ou uma raz&o — a ordenada de um ponto
sobre um circulo unitario, ou o numero definido pela série:
Z : Z 2
z— ? + E —
Para um valor de Z. Dessas séries infinitas para e*, sen x e cos x

passavam-se facilmente as “identidades de Euler”.

| |
eﬂ.,f—l:r: o e—-l.,n'—lx
senx —
2V —1
e-u.f—l:r: 1 e—-u'—lx
COS5X —

2

eV *¥ = cosx+vV—1senx

Relagdes que em esséncia eram conhecidas por Cotes e De Moivre,
mas que nas maos de Euler tornaram-se instrumentos familiares da analise.
Euler usara expoentes imaginarios em 1740 numa carta a Jean Bernoulli em

que escreveu:
eVl L eVl =2 cosx

As familiares identidades de Euler apareceram na influente Introductio
de 1748. As fungbes transcendentes elementares — trigonométricas,
logaritmica, trigonométricas inversas e exponenciais — eram escritas e

pensadas praticamente na forma em que séo tratadas hoje. As abreviagdes
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sen, cos, tang, col, sec e cosec, que foram usadas por Euler nas

Introductio em latim, sdo mais proximas das formas atuais em inglés do que as

abreviagdes correspondentes das linguas latinas. (Boyer, 1794, p. 327)

1.2 A aritmetizagao da analise

Bolzano (1781-1848) tentou dar provas puramente aritmética de
preposi¢oes, tais como o teorema de locagdo na algebra elementar, que
pareciam depender de propriedades de fung¢des continuas. O século dezenove
foi de fato um periodo de correlacdo na matematica, e a aritmetizacdo da
analise, frase cunhada por Klein em 1895, era um aspecto dessa tendéncia.

A palavra chave na andlise, é claro, é “fung¢ao”, e foi especialmente no
esclarecimento desse termo que surgiu a tendéncia a aritmetizagdo. Ja antes
do meio do século dezoito tinham surgido diferencas de opinido quanto a
representacio de funcgdes, quando d’Alembert e Euler tinham dado solucgdes do
problema de uma corda vibrante em “forma fechada”. Usando duas fungdes
arbitrarias, ao passo que Daniel Bernoulli achara uma solugdo em termos de
uma série infinita de fung¢des trigonomeétricas. Como essa ultima solugdo
parecia implicar periodicidade, ao passo que as fung¢des arbitrarias de
d’Alembert e Euler ndo eram necessariamente periddicas, parecia que a
solugcado de Bernoulli era menos geral. Que isso ndo era assim mostrado em
1824 por J. B. J. Fourier (1768-1830).

Joseph Fourier mais conhecido hoje por seu célebre Théorie analytique
de La chaleur de 1822. Esse livro, descrito por Kelvin como “um grande poema
matematico”, a principal contribuicdo de Fourier e seu livro classico a
matematica foram a idéia, vagamente percebida por Daniel Bernoulli, de que

qualquer funcdo y = f (x) pode ser representada por uma série da forma:

1
y = Eaﬂ + a,cos x+ a,cos2x + ..+ a,cosnx+...

+ bysen x + bysen 2x+ ..+ bysen nx +

14



Foi H. C. R. (Charles) Meray (1835-1911) da Borgonha, Karl
Weierstrass (1845-1918), da Universidade de Berlim, seu aluno H. E. Heine
(1821-1881) de Halle, Georg Cantor (1845-1918), também de Halle, e J. W. R.
Dedekind (1831-1916) de Braunschweig, num certo sentido representaram o
climax de meio século de investigacao sobre a natureza da funcdo e do
numero que comegara em 1822 com a teoria do calor de Fourier e com uma
tentativa feita naquele mesmo ano por Martin Ohm (1792-1872).

Havia duas causas principais de inquietacdo, uma era a falta de
confianga nas operagdes executadas sobe séries infinitas. Nao era sequer
claro se ou ndo uma série infinita de fungcdes — de poténcias, ou de senos e co-
senos, por exemplo, sempre converge a fungdo de que provém. A outra era a
falta de qualquer definigdo da expressdo “numero real’. Mesmo a funcgao
continua e nao derivavel de Bolzano de cerca de 1830 foi esquecida pelos
sucessores, e 0 exemplo de uma tal fungdo dado por Weierstrass (em aulas
dadas em 1861 e num artigo para a Academia de Berlin de 1872) em geral foi

considerado como a primeira ilustragéo do fato. (Boyer, 1974, pp. 404, 408)

1.3 Um inicio — listagem de valores: as tabuas

Na Antiguidade a idéia de fungdo aparece embrionariamente, como,
por exemplo, entre os babilénios na producdo de tabuas. Efetivamente, os

babildnios foram eximios produtores de tabuas matematicas. Uma das
remanescentes traz os valores de n® + 112, para n =1, 2,3,..., 20, 30,40 e
50. Obviamente, ndo seria forgado associa-la a fungdo f cujo dominio & {1, 2,
3,..., 29, 30, 40, 50} e que esta definida por f(x) = x* + x*. Mas, como
possivelmente essa tabua foi construida para permitir a resolugcao de equacgdes
do tipo: X3+ xt = ¢, pode-se ver nela o germe da idéia de fungéo inversa.
De fato, ao se resolver a equacéao X2+ xF = 80, por exemplo, o que se

procura € o numero n tal que f(n) = 80, ou seja, a “imagem” de 80 pela

“funcéo inversa” de f.

15



Claudio Ptolomeu (século Il d.C.) em sua obra-prima, O almagesto

(composta de 13 livros), deu um grande passo nessa matéria. Em seu livro | ha

o 10
uma tdbua com as cordas dos arcos S @ 180° em intervalos de g (A Tabua

= =

nao encontramos, por isto ndo apresentamos aqui).

Essas cordas s&o, na verdade, os ancestrais mais remotos de nossos
senos. Como Ptolomeu usou também suas tabuas em sentido contrario, para
achar, por exemplo, o arco de uma dada corda, € aplausivel dizer que a idéia
de funcéao inversa também esta presente em sua obra. Mas o grande passo de
Ptolomeu consistiu em mostrar como interpolar linhas em sua tabua, para
qualquer valor da “variavel independente” (o arco), o que sugeria um caminho
para um estudo computacional de fenbmenos continuos. Identificamos nestes
ensaios, um germe do conceito de fungdo e de manipulagao de fungao inversa.

(Hygino Domingues, 2003, p. 92)

1.4 A evolugao da formulagao do conceito de fungao

Na segunda metade do século XVII, o matematico alemdo G. W.
Leibniz (1646—1716) usaria pela primeira vez a palavra “fungdo”. Também se

deve a Leibniz a introdugao das palavras “variavel”’, “constante” e “parametro”,

hoje corriqueiras na linguagem matematica. Mas a notagdo f{x) para indicar

uma fungdo so seria introduzida em 1734 pelo matematico suigco L. Euler
(1707-1783). SO, aos poucos é que o conceito foi-se tornando independente de
curvas particulares e passando a significar a dependéncia de uma variavel em
termos de outras. Mas, mesmo assim, por todo o século XVIII, o conceito de
funcdo permaneceu quase sO restrito a idéia de uma variavel (dependente)
expressa por alguma formula em termos de outra, ou outras variaveis

(independente). (Hygino Domingues, 2003, pp. 92, 93).

1.5 Uma definigao formal do conceito de fungao

A definicdo mais geral de fungao que utilizamos hoje e que € dada logo
a seguir evoluiu principalmente dos trabalhos de Fourier e Dirichlet no século
XIX.

16



Sejam A e B dois conjuntos, chamamos de fun¢cdo do conjunto A no
conjunto B a uma regra que cada elemento de A associa um unico elemento de
B e denotamos simbolicamente por:

f:A—=F
a » £(a)

Onde para cada a € A esta associado um unico b = f(a) € B, através
da regra que defini f. Chamamos A de dominio da fungdo f e E de
contradominio da fungdo f. (Adilson Gongalves, Introdugdo a algebra, 2007,

5.ed. pp. 3,4)
Nés queremos olhar agora para as fungbes trigonométricas que séo
nosso objeto de estudo sem: R— R e cos: R— R, a qual usaremos para

apresentacao a relacdo fundamental de Euler: cos’ @ + sen *a = 1. Essa

equacgao sugere que para todo angulo ¢, temos que O cos @ e semn @, Sao

coordenadas de um ponto da circunferéncia de raio 1, e o centro na origem de

-

12

No circulo unitario, temos € = {(x,¥) € R?%; x* + y* = 1}

Figura-1, A Matematica do Ensino Médio, volume 1, p. 217

17



E légico observar que, para todo ponto (x,V) pertencente a €, tem-se:
—-1=x=1e —1=y =1 A maneira natural de definir as fungées
trigonométricas tem como ponto de partida a fungdo de Euler E: B — C,
que faz corresponder a cada numero real t o ponto E(t) = {(x,y) da

circunferéncia unitaria. A fungdo de Euler E: TR — C pode ser imaginada

como o processo de enrolar a reta, identificada a um fio inextensivel, sobre

a circunferéncia C (pensando como um carretel) de modo que o ponto

0 € R caia sobre o ponto (1,0) € C. (LIMA, E. A Matemética do Ensino

Médio, Volume 1, pp. 218 - 219)

YA A

E(t)

4
o

0] (1,0)

Figura-2, A Matematica do Ensino Médio, volume 1, p. 219

Assim, sempre que t € descrito na reta como um intervalo na reta,
E(t) também descreve na circunferéncia £ um arco de igual comprimento .
Como o comprimento da circunferéncia C € de 2m, E(t) ao descrever esse
percurso de 2m , volta sempre ao inicio da mesma, logo E(t + 2m) = E(t).
De forma geral temos que E(t) = E(t) se, e somente se, t =t + 2km, com
k = T, levando em consideracdo que se t =1t , vale k € N quando t = t,
tem-se k < 0, pois o comprimento percorrido por E(s) €, por definicdo, igual
a distancia percorrida por § sobre a reta R.

18



Figura-3, A Matematica do Ensino Médio, volume 1, p. 220
Ao visto pode-se ter B = E(t) com t < o, 0 que nos leva a dizer que

€ permitido a um angulo ter medida negativa, logo, o angulo de 1 radiano é

também um angulo de 1 — 2m radianos, assim temos de forma geral que:
B = E(t — 2m), pois existem dois arcos que vdao de 4 = (1,0) até B, um de

comprimento |t|e outro de comprimento |t — 27|.
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O mesmo pode-se definir para os arcos em graus levando em conta

que 2m = 360°, assim teremos angulos com valores reais positivos (no

sentido anti-horario) e negativos (no sentido horario) da circunferéncia. Sempre

visando nosso objeto de estudo que € o dominio das fungdes seno e cosseno.

Agora apresentaremos os estudos realizados nos livros didaticos, e a

representacdo do dominio das fungées como os reais.
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CAPITULO -2

2. Saber a Ensinar

Neste estudo, buscamos conhecer o que e quais 0s saberes estao
propostos nos livros didaticos do Ensino Médio no contexto da abordagem do

conceito de fungdo trigonométrica.

Consideramos em nosso estudo que o saber disponivel nos livros
didaticos do Ensino Médio € um saber a ensinar, visto que, os professores, em
geral, usam o livro didatico para prepararem as aulas. Os professores
escolhem os exercicios, os topicos, enfim, planejam a abordagem em sala de

aula, definindo o saber ensinado.

Tratamos aqui “saber a ensinar”, conforme a designacdo dada por
Chevallard no contexto da “Transposicdo Didatica”. “Saber sabio — saber a
ensinar — saber ensinado”. (Chevallard, 1992; Apud MAIA-KUERTEN, C;

2008.)
2.1. Referencial tedérico para estudo dos livros didaticos

Para a realizacdo de nosso estudo do saber a ensinar, usaremos como
referéncia alguns conceitos da Teoria Antropoldgica do Saber, também

conhecida por Teoria Antropolégica do Didatico, o qual apresentara a seguir.
2.1.2 Elementos da teoria antropoldgica:

Chevallard ao elaborar a “Teoria Antropologica” considera como
postulado de base que toda atividade humana regularmente realizada pode ser
descrita por um modelo que Chevallard designa como uma praxeologia.
(Chevallard — 1991).

2.1.3 Conceito de “praxeologia didatica”

A praxeologia didatica tem lugar quando buscamos resposta a questao:
Como ensinar tal saber matematico?
Por exemplo, em nosso trabalho, nosso objetivo € buscar resposta a

questado: como ensinar as fungdes:
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o ffR - R

f(x) = senx, e

o ffR =R
f(x) = cosx.
Identificar no livro didatico os elementos de resposta a esta questao, nos

leva a formulagdo da Organizacdo didatica do conceito destas funcgdes,

enquanto saber a ensinar.

2.1.4 Organizagao Didatica:

Segundo Chevallard, as organizagdes didaticas € a busca por respostas
de questbes do tipo: “Como estudar um objeto?”, “como ensinar o objeto
matematico?”. Chevallard diz que no processo aprendizagem surgem situagdes
diferentes chamadas de momentos didaticos, tais momentos se apresentam

em seis tipos diferentes.

No Primeiro momento o encontro pode se da através do tipo de tarefa

e nesse momento deve surgir um tipo de técnica que resolve a tarefa.

No segundo momento € a exploragdo da tarefa e elaboragdo da
técnica voltada ao tipo do objeto matematico.

No terceiro momento € a construcdo do bloco tecnoldgico-teodrico
destinado a técnica escolhida.

No quarto momento se institucionaliza a organizacdo matematica
desejada.

No quinto momento a organizacdo matematica é trabalhada e a
aplicacdo das técnicas é estabelecida para o objeto matematico. Nesse
momento se verifica as limitacdes e a confiabilidade das técnicas.

No sexto momento uma avaliagdo permite se a organizagao

matematica foi aprendida junto com as competéncias desenvolvidas.

2.1.5 Conceito de “praxeologia matematica” ou “Organizagdao

Matematica.”
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Em uma Organizacdo Matematica identificamos: tarefas, técnicas,
tecnologias e teorias.
* Tarefa

A nocao de tarefa, ou mais precisamente do tipo de tarefa, supde um
objetivo relativamente preciso. Por exemplo: “subir uma escada” € um tipo de
tarefa, porém somente “subir’, € um género de tarefa.

Segundo Chevallard, “concretamente um género de tarefa somente
existe sobre a forma de diferentes tipos de tarefas”. “Enfim, tarefas, tipos de
tarefas, géneros de tarefas, ndo sdo dados pela natureza: elas sdo “artefatos”,
“obras”, que sao reconstruidas em cada instituicao especifica...”. (Chevallard —
1991).

Segundo Chevallard, uma tarefa pode ser problematica ou ndo. Ela néo

€ problematica quando o aluno tem o dominio de uma técnica para resolvé-la.

* Técnica:
Técnica é uma maneira de realizar certo tipo de tarefa. Toda técnica tem
uma “competéncia” limitada. Ainda, uma técnica nao € necessariamente

algoritmica ou quase algoritmica.

* Tecnologia:

A tecnologia se compde dos elementos da teoria que validam a técnica
utilizada na realizagcdo de determinada tarefa. Compdem a tecnologia:
proposi¢des, propriedades, definicbes, teoremas etc. Os elementos da
tecnologia podem modificar a técnica e ampliar seu alcance, dando, assim, a
producao de uma nova técnica.

Chevallard diz que: “[...] uma segunda fungcdo da tecnologia é de
explicar, de tornar a técnica entendivel, de esclarecer a técnica.” (Chevallard —
1991).

* Teoria:
Segundo Chevallard a teoria é o discurso suficientemente amplo que
serve para interpretar e justificar a tecnologia. Podemos dizer que a teoria é a

tecnologia de sua tecnologia. De alguma maneira, é o fundamento ultimo da
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atividade que vai além do que parece 6Obvio e natural, sem necessidade de

nenhuma justificativa.

2.2. Estudos da Organizagao Praxeolégica referente ao objeto matematico

fungoes trigonométricas nos livros didaticos.

Nosso objetivo, ao estudar livros didaticos da 12 e 22 série do ensino
meédio é identificar como é feita a abordagem das fung¢des trigonomeétricas seno
e cosseno com atencio especial a definicdo do dominio destas fungdes, nos
conjuntos dos reais.

Para tanto, estudamos a organizagdo praxeologica, ou seja, a
organizagdo didatica e a organizagcdo matematica relativa a este objeto
matematico.

Assim nos livros de 12 e 22 série do ensino médio estaremos buscando
elementos de resposta a questdo: como ensinar o conjunto definicdo destas
funcdes?

Neste trabalho estudamos dois livros didaticos um da 12 e outro da 2°
série do ensino médio.

Restringimos nosso estudo, aos capitulos onde as sessdes tratam das
fungdes trigonométricas seno e cosseno enquanto objeto de ensino. Assim,
partindo da organizagdo didatica identificamos a organizagdo matematica que
emerge no contexto das tarefas propostas pelo autor para mobilizar as técnicas
e o tedrico do objeto de estudo naquela organizagao.

Em nosso trabalho nos restringimos a estudar os seguintes livros

didaticos:
. “Matematica, aula por aula” — 12 série, Xavier e Barreto 2005.
) “Matematica, contexto e aplicagbes” — 22 série, Dante 2003.

Estes livros foram escolhidos para estudos pelo fato de terem sido
aprovados pelo MEC' (PNLD 2006 e 2009) e por serem muitos utilizados nas
escolas de todo Brasil. Destas colegdes, ja dissemos, escolhemos a da 12 série
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e 0 da 22 série do ensino médio, pois, em uma colegao o objeto de estudo

encontra-se no livro de 12 série e na outra colegéo no livro de 22 série.

2.3. Estudo do livro didatico: “Aula por Aula” — 12 série, Xavier
e Barreto — 2005.

Apresentamos neste estudo a Organizagdo Didatica e a Organizagao
Matematica sobre a abordagem do dominio de fun¢des trigonomeétricas no livro
citado acima.

Este livro é organizado em 10 unidades e bibliografia.

Destas 10 unidades, apenas uma aborda as fungdes trigonométricas. A

saber:

Unidade 9 — Trigonometria

Especificamente sobre a fungdo seno e cosseno no ciclo
trigonométrico, neste livro vamos estudar a Organizacdo Praxeoldgica da
unidade 9, paginas 327 a 337.

2.3.1 Organizagao Didatica — elementos gerais

De maneira geral, a unidade que trata de trigonometria comega com um
texto que conta a origem da trigonometria, seguida de demonstragbes que
apresentam as razdes trigonometrias: seno, cosseno e tangente no triangulo
retdngulo. Depois de uma serie de exercicios resolvidos e outra de exercicios
propostos, o autor apresenta o ciclo trigonométrico com as medidas dos
angulos em graus e radianos, seguidos das fungdes trigonométricas, objeto de
estudo deste trabalho. Especificamente sobre as fungbes seno e cosseno o
autor expde o objeto de maneira muito resumida com énfase apenas sobre o
sinal das funcbes seno e cosseno, seno e cosseno dos arcos notaveis e
graficos das fungbes seno e cosseno onde de maneira muito vaga diz que o
dominio destas funcdes sdo os numeros reais. Sobre as fungdes seno e
cosseno, apenas dezesseis exercicios resolvidos e propostos sdo apresentado
no livro, o que nos levou a supor que o autor vai retomar este assunto nas
préximas séries, contemplando assim um estudo em espiral. O estudo das
“Instrugcdes e Orientagdes Tedrico - metodoldgicas — consideragdes sobre os
objetivos relacionados ao conteudo tematico” vemos que € feita esta
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abordagem do ensino em espiral quando o autor descreve “procuramos
explorar o conteudo de trigonometria, compatibilizando-o as
necessidades do Ensino Médio. No volume dois, retomamos este
assunto, abordando topicos que o complementam”. A forma de
apresentacao do livro didatico também nos levou a supor que, para o autor, a
construgdo do conhecimento se realiza por intermédio do professor que na
apresentacdo de exercicios ja resolvidos ira formular a compreensdo dos
conceitos a ser aprendido pelos alunos, para em seguida observar se os
conceitos realmente foram compreendidos com a acao direta dos alunos pela
resolugcdes de problemas propostos. Este principio embasa a organizagao
didatica deste livro. Nas “Instrugdes e Orientagdes Tedrico-metodoldgicas —
Apresentagdo - caro professor’ confirmamos esta visdo quando o autor

descreve: “Neste cenario, o professor é o principal artifice do processo de

ensino e aprendizagem - atuando como mediador entre o possivel

conhecimento trazido pelo estudante e o conhecimento gue a escola

pretende transmitir.” (pag. 2, grifo nosso).

2.3.2 Organizagao Didatica e Organizacao Matematica relativa a uma
tarefa.
Tarefas: “Como ensinar as fungdes trigonométricas”? Mais particularmente ao

como ensinar que o dominio da fungdo seno e cosseno € o conjunto dos reais?
a) Unidade 9 — Trigonometria

O estudo da unidade 9 - “Trigonometria” identificamos oito tarefas da

Organizacao Didatica sobre “Como ensinar conceitos e dominio das fungdes

trigonométricas seno e cosseno.” As tarefas sao representadas por “Tgy,” onde

9 representa a unidade do livro e u varia de acordo com a funcao estudada.
-Tok1: Ensinar a fungao seno.
-Tok2: Ensinar o sinal da fungéo seno.
-Toks: Ensinar o Dominio e a Imagem da fung&o seno.

-Toka: Ensinar a fungao cosseno.
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-Toks: Ensinar o sinal da fungcéo cosseno.
-Toks: Ensinar o Dominio e a Imagem da fungéo cosseno.

Apresentamos a organizacao didatica pontual, referente a cada tarefa
citada para isto, usaremos os “momentos didaticos”.

TarefaTok1: Ensinar a fungao seno.

O momento do primeiro encontro ocorre quando o autor apresenta o
subtitulo: “Funcéo seno”, seguido do texto, afirmando que a medida de um arco
AP é um ndmero real x e € denominado seno do arco AF o valor da ordenada
no ciclo trigopnométrico.

A apresentagdo do sen x como ordenada, representando o valor da

medida do arco AP de comprimento x constitui 0 momento da exploragdo da

tarefa.

y=senx Considerando um arcoAP, cuja medida € o nimero real x,denominamos seno do
arco AP o valor da ordenada do ponto P.
No ciclo trigonométrico: ?
. Uma nova medida
Javimos que podemos associar a cada pon-
to de um eixo um tnico nimero real e vice-
P S— versa. Considere dois por,:tos, Re S, deum
eixo e, associados a0s numeros # € §, res-

pectivamente.
P
i S :

X i ]

€

Chamamos de medida algébrica de um
A segmento RS, indicada por RS, o nimero
dadoporRS=s —r

Exemplos:
AL EBN GO TG D
— : + f €
-6 —4 0 8

5
M= 0 6 2
BC=5—-(C9H=9

senx = OM

27



Na demonstragdo que é feita dentro do ciclo trigonométrico com os
valores dos arcos de 30° e 210°, que tem valore reais de 2 e -2 nos exemplos

que vemos logo abaixo constréi o bloco tecnolégico-tedrico.

Exemplo:

Veja no ciclo trigonométrico:

5

’ 1 : . 1
O seno do arco de 30° € igual a — O seno do arco de 210° € igual a (ﬁ;].

4 eixo dos senos s eixo dos senos
’

A Organizagdo Matematica associada a tarefa T € composta de uma
unica tarefa:
T4- Indicar os valores do seno:

A tarefa T4 é composta de um exercicio na pagina 333 em “Elabore as

resolucdes”.
abore as resolucoes
ndique o valor de:
3) sen %t W e) sen 0° 0
D) sen T o f) sen 1 530° 1
-) sen % 1 g) sen (—90°)
3) sen 11975 —1 h) sen 810° 1
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Para resolver os exercicios a, b, e e g da tarefa, basta que o aluno
observe no ciclo trigonométrico unitario, os valores na ordenada

correspondentes aos arcos indicados.

4 T
90° | sen 2_ sen
Y
‘/.—" N‘\\ \
/ | 1\ 1
0°) 1 0
_— e — i - —_— - — .’ - o
180°\ DF / 360° % 0 | 2
\ il =¥ /;_.-'r \ 1 -1
. / \
\.\""m.h__ il S 3_ _J
270° 5
Resolucdes:
a)sen3dn/2 = — 1, pois 0 arco de 3m/2 corresponde o valor na ordenada

de —1.
b)senw = 0, pois 0 arco de = vale 0 no eixo das ordenadas.

e) sen 0° = 0, observando no ciclo trigonométrico o arco de 0° corresponde ao

arco de 180° e ambos tém valor 0 na ordenada.

g) ser (—90°) = —1, percorrendo o ciclo trigonométrico no sentido horario

(sentido negativo), vemos que o arco de - 90° corresponde ao arco de 270° o
qual tem valor de -1 na ordenada.

A tecnologia mobilizada na resolugdo desta tarefa consiste na
propriedade “Seno dos arcos notaveis”, e a técnica identificada para resolver
esses exercicios é a aplicacdo dessa propriedade.

Na resolugdo dos exercicios ¢, d, f e h o aluno precisa aplicar um
conhecimento ja adquirido anteriormente que € a propriedade dos “Arcos
cbngruos” que vai permitir ao aluno conhecer o arco de 12 volta e entao aplicar

o valor do seno no arco encontrado.
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Vejamos as resolugoes:
c) sensm/2 = 1
Convertendo 5x/2 rad em graus, temos 5 . 180°/2 = 450°, como o arco

tem mais de uma volta, dividimos por 360° e considere o resto da divisao:
450° / 360, logo o sen 5m/2 é igual ao sen 90°. Entdo sen 5w/2 = 1

90° 1

d) senllm/2 = —1

Fazendo a conversao de 11n/2 rad em graus, temos 11 - 180°/2 = 990°,
como o arco tem mais de uma volta, dividimos por 360° e consideramos o resto
da divis&o:
990° /360° , entdo o sen 11w /2 é igual ao sen 270° que vale — 1.

270° 2

f) sen1530° = 1

Como o arco ja estar em graus e possui mais de uma volta no ciclo
trigonométrico é so dividir por 360° e considerar o resto da diviséo:

1530° /360° entdo o arco de 1 530°, possui 4 voltas completas e um
90° 4 angulo 90°, logo 0 sen 1 530° = sen90° = 1.

h) sen810° = 1
Veja que o arco também ja estar em graus e possui mais de uma volta,

entdo vamos novamente dividir por 360° e considerar o resto da divisao:

810° /360° , logo o sen 810° é igual ao sen 90° que é igual a 1.
90° 2

Tarefa Tok2: Ensinar o sinal da fungao seno.

O primeiro encontro com a tarefa Tex2 acontece com o subtitulo “Sinais”.
O momento da institucionalizagdo acontece quando autor demonstra dentro do
ciclo trigonométrico e depois numa tabela ao lado os quadrantes onde os

valores da fung&o seno séo positivos e negativos, como vemos na figura.
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quadrante

Sinais

4 €ixo dos senos

+

T
quadrante
O

B8
quadrante

4o
quadrante

positivo no 1¢ e 22 quadrantes e negativo no 3° e 4° quadrantes:

Sinais

Quadrantes

Seno

1@

Como os valores do seno sio marcados no eixo das ordenadas Oy, entdo o seno sers

O momento da construgdo do bloco tecnoldgico-teérico acontece por
meio de uma demonstragao feita por um desenho de um carretel. Onde o autor
sugere que seja desenhado um circulo quadriculado de 1dm de raio e colado
sobre uma cartolina, e a este circulo seja fixado: um ponto O (origem do ciclo)
com uma tachinha presa a um palito de picolé que representa o raio do ciclo,
ao qual tera um peso preso na sua extremidade e uma fita que representara o

sen x. Fazendo tal demonstracdo observa-se que o sen x vaivariarde 1 a

-1.

A
B B
- — ‘\-\
b 2
/
. @ c[Q @ c[ o Qf |
apoio| @ . ————+—» # || apoio apoio @774::-4 = i
T \ O A 1 \
arame ‘
P y arame
peso D ‘D t PEsD

Sobre a tarefa Tgx2 N0 encontramos nenhum exercicio que contemple a
Organizagdo Matematica associada a tarefa, ficando no nosso entendimento
que o autor deva explorar melhor essa questdo no préoximo volume de sua
colegcdo e que o professor deva explicar e expde alguns exemplos que

desenvolva tal conhecimento.
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Tarefa -Tok3: Ensinar o Dominio e a Imagem da fungao seno.

O primeiro encontro com a tarefa Tgks ocorre na apresentagao do grafico
da funcéo seno, onde fica demonstrado que o dominio da fungdo seno sao os
reais e a imagem estar no intervalo de -1 a +1, veja figura abaixo:

Como podemos observar a institucionalizagdo ocorre nas conclusées
que o autor demonstrar, e coloca em destaque que o dominio da fungao seno é

os reais f(x)= R e a imagem €& o intervalo [-1, 1], ou seja,

m(fl={ye R/ —1=y < 1).

Conclusoes

+ O dominio da funcio seno € o conjunto dos numeros reais; portanto,a curva continua

a direita de 21 e a esquerda de 0:

D@ =R

+ O conjunto imagem da funcio € o intervalo [—1, 1]; portanto, a func¢io seno assume
como valor minimo — 1 e como valor maximo +1:

Im@ ={yeR|-1sys1}

A aplicagdo da técnica ocorre por meio da tarefa T4

T4 — Construir o grafico da fung&o e identificar o conjunto imagem.

¥
ﬂ\
~3
2 STT 77TT
\1::::::.—.'_::__7____,_- %4 o7t
EISSEE et fE e RS GRS E e T - AR = BT S 117
e =P He ' a5y 54 GiiigpiesREnsy 6 53
= 3+ e+ +—+—+++—*
. (I TC ST b b TG o ST = DI G s oy b . 3t = 27T
—17 1 _6-3 -2-"3  6-—-———wita-_j-—1ig
Rt e A e 31t:::::::fj;A1,,J.*
S e T e
Tl
=

Sobre a tarefa T4 encontramos dois exercicios propostos e um resolvido.
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No exercicio resolvido logo a cima a técnica identificada para resolve-lo
foi a construgdo do grafico da fungéo seno e a propriedade (tecnologia) usada
para resolver a tarefa € “Grafico da fun¢do seno ( y = sen x )”. Logo para
resolver os dois exercicios propostos € s6 usar a mesma técnica e tecnologia

que foi usada no exercicio resolvido.

Tarefa-Toys: Ensinar a fungao cosseno.

Do mesmo modo que o autor apresenta a fungdo seno, acontece o
mesmo com a fungdo cosseno, logo o momento do primeiro encontro ocorre
quando o autor apresenta o subtitulo: “Fungdo cosseno”, seguido do texto,

afirmando que a medida de um arco AP é um numero real x e € denominado

cosseno do arco AP o valor da Abscissa do ponto P no ciclo trigonométrico.

Considerandy umarcoAP cuja medida o nmero el enominamos o
do atco AP o vlorda bscissa do ponto

=C05%

i

A construcdo do bloco tecnolégico-tedrico acontece na demonstragao

que é feita no ciclo trigopnométrico com os valores dos arcos de 30° e 150°, que
*\"I_ .IE
tem valore reais de B e- B como mostram os exemplos abaixo:
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Exemplo:

Veja no ciclo trigonométrico:

o V3
O cosseno do arco de 30° € igual a 2

>

|
b V3 i
O cosseno do arco de 150° é igual a —— | : eixo
EAAAA . -

'\j_‘/—% O A COSSer

O momento da aplicagdo da técnica e o momento da avaliagdo dao lugar
a Organizagdo Matematica associada a tarefa: Tgks: Ensinar a fungdo cosseno,
que é composta de uma unica tarefa:

T+4- Indicar os valores dos cossenos:

A tarefa T1 é composta de um exercicio na pagina 342 em “Elabore as
resolucdes”.

Elabore as resolucoes

42 Indique o valor de:

n 5
a) Cos 0 C) Cos ?n e) cos 630° g) cos (—180°
b) cos In d) cos%rt f) cos 1 080° h) cos 54(°
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Do mesmo modo que foi feito para resolver os exercicios da fungao
seno, faremos na fungao cosseno a diferenga € que os valores sao trabalhados
no eixo das abscissas. Os exercicios a, b, e g da tarefa, sdo resolvidos
observando no ciclo trigonométrico unitario, os valores na abscissa

correspondente aos angulos indicados.

{ x|
~ ™ o "
__/ ™ 4 \\
/ R\\ / ' \
| \
j &l 1 0°| cos
180°\ 0 | 360°
'\.\ .‘—."' A\ 4
" > ., ”
M+J o’ e M
270¢ | %’1 |

Resolugdes:

a) cos /2 = 0, pois o arco de =/2 corresponde ao valor na abscissa 0.
b) ces 2w = 1, pois 0 arco de 2m vale 1 no eixo da abscissa.

g) cos (—180%) = —1, percorrendo o ciclo trigonométrico no sentido horario

(sentido negativo), vemos que o arco de -180° corresponde ao arco de 180°

positivo o qual tem valor de -1 na abscissa o mesmo valor do arco de 180°.

A tecnologia mobilizada na resolugdo deste tarefa consiste na
propriedade “Cosseno dos arcos notaveis”, e a técnica identificada para
resolver esses exercicios é a aplicagao dessa propriedade.

Na resolugao dos exercicios ¢, d, e, f e h também deve ser aplicado a
propriedade dos “Arcos congruos” que vai permitir ao aluno conhecer o arco de

12 volta e entdo aplicar o valor do cosseno no angulo encontrado.

Vejamos as resolugdes de alguns exercicios:
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C)cosSm/2 = 0
Convertendo 5m/2 rad em graus, temos 5:180°/2 = 450°, como o arco
tem mais de uma volta, dividimos por 360° e consideramos o resto da divisao:
450° /360° , logo o cos 5m/2 é igual ao cos 90° . Entdo cos 57/2 = 0.
90° 1
Veja que para o seno do mesmo angulo o valor encontrado foi 1,
enquanto que para o cosseno o valor é 0, pois se encontra no eixo da abscissa.

f)cos1080° = 1

Como o arco ja estar em graus e possui mais de uma volta € so dividir
por 360° e considerar o resto da divisao:
1080° /360°
0° 3
Entao o arco de 1 080°, possui 3 voltas completas e para na origem da

circunferéncia com arco de 0°,logoo cos51080° = cos0° = 1.

Tarefa -Toys: Ensinar o sinal da fungao cosseno.

O momento do primeiro encontro com a tarefa Teks acontece com o
subtitulo “Sinais”. Acompanhado do paragrafo onde o autor descreve que o0s
valores do cosseno estdo no eixo das abscissas e que o cosseno sera positivo

no 1° e 4° quadrante e negativo no 2° e 3° quadrante.

Como 0s valotes do cosseno sio marcados no eixo das abscissas 05, entao 0 cosseno sera
positivo no 1° ¢ 4 quadrantes e negativo, no 2° ¢ 3° quadrantes,

A figura abaixo mostrar que 0 momento da institucionalizagdo acontece
quando autor demonstra no ciclo trigonométrico e depois numa tabela ao lado
os quadrantes onde os valores da fungdo cosseno assumem valores positivos

e negativos.
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Sinais
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Sobre a tarefa Toks também ndo encontramos nenhum exercicio que

contemple a Organizagdo Matematica associada a tarefa, nos levando a supor
que o mesmo entendimento feito na abordagem da func&o seno sera feito na

funcao cosseno.
Tarefa -Toke: Ensinar o Dominio e a Imagem da fungao cosseno.

O momento do primeiro encontro com a tarefa Tgg acontece na
apresentacdo do grafico da fungdo cosseno, onde fica demonstrado que o

dominio da fungdo cosseno sdo os reais e a imagem estar no intervalo de -1 a

+1, veja figura abaixo:

N3
2 b iasiitcaaaisitics Fo e R
S3usas :E*—:-!\;; ______ P et i e eta bt i &
T ek i R oD T by b1 by e LR
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e R e  —— ! & 7
PRt e s DS .
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O momento da institucionalizagdo ocorre nas conclusdes que o autor
demonstrar, e coloca em destaque que o dominio da fungcdo € os reais
D(f)=R e a imagem ¢é o ntervalo [-1, 1], ou se€ja,

Im(f)=yeR/-1<x <1}

onclusoes

' dominio da funciio cosseno é o conjunto dos numeros reais; portanto, a curva conti-
nua a direita de 27 e a esquerda de 0:

D) =R

conjunto imagem da funcio ¢ o intervalo [—1, 1]; portanto,a funcio cosseno assume
como valor minimo —1 e como valor maximo. +1:

Imf)={yeR|-1sy=<1)

A aplicagcdo da técnica ocorre por meio da tarefa T

T4 — Construir o grafico da fungéo e identificar o conjunto imagem.
Sobre a tarefa T1 encontramos dois exercicios propostos e um resolvido.

B Cchy 3fi ®
® =s00gar o grafico das funcdes e identificar o conjunto imagem e o periodo:

1) ¥ =92cosx b}thOSQ)( C)Y:{COSXJ
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No exercicio resolvido logo a cima a técnica identificada para resolvé-lo
foi a construgdo do grafico da fungdo cosseno e a propriedade (tecnologia)

usada para resolver a tarefa € “Grafico da fun¢do cosseno (y = cas x)”.

Logo para resolver os dois exercicios propostos € s6 usar a mesma técnica e
tecnologia que foi usada no exercicio resolvido.

Observagoes:

O modo como o autor apresenta a fungdo seno e a fungdo cosseno no
livro didatico é praticamente a mesma, ele faz uso dos mesmos exemplos s6

diferenciando aspectos relacionados com o seno e 0 cosseno.
Em conclusao:

Nesta unidade 9 do livro didatico, identificamos uma Organizagéo
Didatica composta de 6 tarefas que visam ensinar propriedades das fungdes
sSeno e cosseno, sao elas:

- Ensinar a fungao seno.

- Ensinar o sinal da funcao seno.
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- Ensinar o Dominio e a Imagem da fung¢ao seno.

- Ensinar a fungao cosseno.

- Ensinar o sinal da funcéo cosseno.

- Ensinar o Dominio e a Imagem da fung¢ao cosseno.

Estas tarefas da Organizacdo Didatica dédo lugar a Organizagao
Matematica que € composta de 4 tarefas:
- Indicar os valores dos senos.

- Construir o grafico da fungdo seno e identificar o conjunto imagem.
- Indicar os valores dos cossenos.
- Construir o grafico da funcdo e identificar o conjunto imagem.

As tarefas da Organizagdo Matematica estdo representadas em 11

exercicios sendo 3 exercicios resolvidos e 8 exercicios propostos.

2.4 ESTUDOS DO LIVRO DIDATICO: “MATEMATICA CONTEXTOS &
APLICAGOES” — 2° ANO, DANTE 2003.

Este livro é organizado em quinze capitulos, além das seg¢bes: questbes
do Enem, questdes de vestibular, referéncias bibliograficas e conferindo
respostas.

Dos quinze capitulos, seis capitulos desenvolvem conteudos da area de
trigonometria. A saber:

Capitulo 1 — Trigonometria: resolugéo de triangulos quaisquer.

Capitulo 2 — Conceitos trigopnométricos basicos.

Capitulo 3 — Seno, cosseno e tangente na circunferéncia trigonométrica.
Capitulo 4 — As fungdes trigonométricas

Capitulo 5 — Relagdes trigonométricas.

Capitulo 6 — Transformagdes trigonométricas.
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Especificamente sobre o objeto de estudo fungbes trigonométricas seno

e cosseno temos:
Capitulo 4 — As fungdes trigonométricas:

- Estudo da fungéo seno;

- Estudo da fungédo cosseno.

Como estamos interessados em nosso trabalho no estudo da
abordagem das fungdes trigonométricas, iniciaremos analisando o livro a partir

dos conceitos trigonométricos basicos.

2.4.1 Organizacao Didatica — Elementos Gerais
De maneira geral, identificamos no capitulo 2 - “Conceitos
trigonométricos basicos” no item 5 Arcos trigonométricos (pag. 33) é a

primeira vez que o autor apresenta a funcdo sen: R — RKe cos:i R — R

Neste capitulo ele faz uma intuicdo da relacdo de cada numero real t a um

angulo, onde t é a medida do arco do angulo a em um circulo de raio 1.

No capitulo 3 - “Seno, cosseno e tangente na circunferéncia
trigonométrica” (pag. 42), temos um complemento ao primeiro momento de
reconhecimento das fung¢des trigonométricas. Entretanto, o objetivo é o estudo
no ciclo trigonométrico do conceito de seno, cosseno e tangente de um numero
real e os valores notaveis do seno e cosseno. Tendo inicio com um breve
comentario sobre os conteudos ja assimilados, fazendo uma énfase as formas
aplicadas para resolucdo das funcbes do seno e cosseno, porém sem a
justificativa desses valores, ao qual neste capitulo seriam vistas com suas
justificativas e suas respectivas aplicagdes. Neste capitulo é dada grande
importéncia a teoria seguida de uma serie variada de atividades resolvidas e

mais uma quantidade de exercicios propostos.

No capitulo 4 “As fungdes trigonométricas” (pag. 58), tém inicio com uma
breve apresentagdo dos objetos ja estudados (e que servirdo de apoio para
estudo deste novo capitulo), relata o que sera estudado neste capitulo e um

pouco da histéria das fungdes trigonométricas. Neste capitulo a parte teorica &
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reduzida e tem uma maior abordagem pratica com n atividades para que o

aluno fique apto a resolver problemas variados.

A experiéncia significa que se recorre a experiéncia, ou seja, 0S
fatos e acontecimentos s&o apreendidos em um contexto de normas
constantes e, por isso, podem ser sistematicamente observados,
deliberadamente organizados e sujeitos a uma intervengdo
planificada para permitir inferéncias e previsées sobre os fatos que
se déem nas mesmas condi¢des (Chizzotti, 1991, pag. 26.)

Esta forma de apresentacao do livro didatico nos levou a supor que, para
o autor, a produgao do conhecimento se realiza pela conciliagdo da teoria com
a pratica, assim pelo educando ja construido, o aluno tenta assimilar mais as
novas formas e conteudos para aplica-las no dia-a-dia e nas resolugdes de
atividades variadas.

Temos assim, segundo os principios de Organizagdo Didatica do livro,
um ensino que contempla a énfase em trabalhar os conteudos via a resolugao

de problemas, por meio de outros ja resolvidos.

Faremos a seguir, um estudo mais detalhado identificando elementos da
Organizacédo Didatica de cada tipo de tarefa “ensinar um objeto matematico”
que envolva uma intengdo de ensinar conceitos relativos a fungdes

trigonométricas, bem como sua Organizagdo Matematica.

2.4.2 Organizagao Didatica e Organizacao Matematica relativa a uma

tarefa “Como ensinar...”
a) Capitulo 2 - Conceitos trigonométricos basicos.

O estudo do capitulo 2 — “Conceitos trigonométricos basicos — Arcos
trigonométricos”, que tem formacao trigonométrica apresentando arcos e
angulos, teoricamente, algumas unidades para medir arcos de circunferéncia,
nos permitiu identificar um exercicio teérico ao qual o autor usa para definir o

seno e o cosseno como funcdes reais de variaveis reais: sen: R — R e
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cos: R — R.Neste contexto temos uma explicacédo da funcédo de Euler: E: R —
C, que faz corresponder a cada numero real t o ponto E(f) = (ces t, sennt ) da

circunferéncia unitaria. (ver mais detalhes em A matematica do Ensino Médio,
vol. 1, de Elon Lages Lima e outros — Cole¢cdo do Professor de Matematica —
SBM).

O autor sugere que a fungdo E pode ser imaginada como um carretel

onde IR sdo enrolados como mostra o enunciado abaixo:

Intuitivamente essa funcéo E pode ser visualizada imaginando-se C como um carretel onde se enrola a reta R,
com E(0) = A(1, 0).
Imagine que a reta real € um longo fio, que devera ser enrolado num carretel. Cada nimero real & um fio de

tamanho correspondente ao seu valor. O “1" & um fio de comprimento 1, 0 “5" & um fio de comprimento 5, 0 “n" é
um fio de comprimento #. O “carretel” & a circunferéncia trigonométrica, e ao “enrolar o fio no carretel”, o fio coin-

cidira com algum arco da circunferéncia, Se sempre tomarmos o cuidado de coincidlir o zero da reta real com o inicio
do 12 quadrante (ponto A da figura anterior) e enrolarmos o fio no sentido anti-horario quando ele representar um
niimero positivo (portanto, no sentido horario quando o fio representar um nimero negativo), estaremos associando
0 niimero real “1" (fio de comprimento 1) a0 arco de comprimento 1 e também ao angulo que subtende esse arco
de comprimento 1. Como o raio da circunferéncia & unitdrio (vale 1 também), entdo cada arco de comprimento |
mede 1 radiano, assim como o angulo que o subtende.

Desta forma, conseguimos associar cada namero real a um angulo da circunfergncia. O nimero 1 associa-se
a0 angulo de 1 rad, o nimero 2 associa-se a0 angulo de 2 rad, 0 nimero = associa-se ao angulo de = rad, e assim
por diante. O niimero 2 associa-se ao angulo de comprimento 2z que coincide com o ponto inicial (lembre-se de
que o comprimento da circunferéncia unitaria é 2n).

De um modo geral, podemos dizer que cada vez que o ponto t descreve na reta um intervalo de comprimento
¢, sua imagem E(t) percorre sobre a circunfergncia C um arco de igual comprimento £,

Suponhamos que a reta real represente o fio e a circunferéncia
trigonométrica o carretel, e na reta destacamos alguns arcos em radianos.
Comecgando a enrolar a reta real na circunferéncia notamos que depois de uma
volta completa os valores reais comegam a coincidir com alguns arcos da
primeira volta. Se continuarmos enrolando a reta no circulo trigonométrico
sempre iremos associar cada numero real a um angulo da circunferéncia. Veja
a demonstragéo:
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T 1

Em conclusao:

Neste capitulo identificamos uma abordagem da explicagdo que

buscamos em nosso estudo.

Temos a fungédo E: R — €, x — E(x) € o comprimento de x sobre o

circulo.

I’ |
| _._}{
— E s
10
R
b) Capitulo 3 - Seno, cosseno e tangente na circunferéncia

trigonométrica.
O estudo do capitulo 3 — “Seno, cosseno e tangente na circunferéncia
trigonométrica”, nos permite identificar duas tarefas da Organizagdo Didatica

sobre “como ensinar os valores notaveis do seno e cosseno”. Cada tarefa é
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denotada por “T3x’, onde 3 é o capitulo do livro didatico e t varia de acordo com
a funcéo estudada.
- T3k1 — Ensinar valores notaveis do seno;

- Tako — Ensinar valores notaveis do cosseno.

Apresentamos a organizagao didatica pontual referente a cada tarefa

citada para isto, usaremos os “Momentos Didaticos”.

Tarefa T3k — Ensinar valores notaveis do seno;

O momento do primeiro encontro da tarefa Tsky, da Organizagéo
Didatica, ocorre quando o autor apresenta no livro didatico: “Valores notaveis
do seno”, acompanhado do paragrafo. “Considerando x como a medida do arco

AP, os valores de semx sd3o chamados valores notaveis quando:

x=mn/6, x=n/4 x=n/3, x=0, x=n/2, x=mn, x=3n/2 ou x=2m.”

‘=lores notaveis do seno

{erando X como a medida de um arco AP os valores de sen X sao chama-

, T It I ;
s notdvels quando X = —, X= —, X =i A
3] 4 3

Ux=2mn

O momento da exploragcéo da tarefa ocorre no paragrafo abaixo, onde

vemos que o autor apresenta os valores de x como sendo numeros reais.

Considerando x como a medida de um arco AP, os valores de sen X sao chama:-

5 g n m _ R oy
dos valores notdveis quando X = —, X = 7 X = 7 x=0X= 5 N=x,

oA

an
= Sl X =21,
X 20 s
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Também vemos que neste paragrafo acontece a institucionalizagdo
quando o autor descreve que 0 sen x Sao chamados valores notaveis,
quando x assume determinados valores.

A construgdo do bloco tecnoldgico-tedrico acontece quando o autor

apresenta no ciclo trigopnométrico os valores de cada arco na ordenada.

b i % (30°) X = % (45°)
2
TN 1 m J2
Lt | E] son b = fenty = Ao
'Mf’[ﬁ,é i x ?
0 | 2r
3n
2
y =T (60° y x =0 (0°)
Tl FILJ Xz 1607) /_.-L o
o U3
V3 x o 03
N A P,
Q . : /
| 3=
2
x = x (180°)

y = & (90° y
X 3 (90°)

/\ senmt = 0
1

\ ' 1

\ \ J

X = 2m (360°)

5 '
/.- sen2n = 0
o x sen 3L = - _ .\AEQ

B'=pP |

A organizagdo matematica associada a tarefa Tz € composta por uma

tarefa:
T1 — Usar os valores notaveis do seno para calcular.

Da tarefa T4 encontramos no capitulo dois exercicios, um na pagina 49 e

outro na pagina 51 com onze atividades propostas.
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Exercicio 5 (pag. 49): “Use os valores notaveis do seno para calcular pela
reducgao ao 1° quadrante:”

a ) sen 5m/6 b ) sen 4mw/3 C) sen330°

Exercicio 12 (pag. 51): “Use os valores do seno e calcule:”

a)sen 37m/6 b ) sen (—225°) C ) sen 6w
d) sen 197 /4 e ) sen 630° f) sen (—n/3)
g ) sen 131w /2 h ) sen 930°

Resolug¢des de algumas atividades:

Exercicio 5, (pdg. 49) atividade b) sen 41 /3 = - 1'?
Resolucao:
4n A
sen ——
3
3 3 3
An T 3
sen — = —sen — = — A2
3 3 2 = -

Exercicio 5, (pdg. 49) atividade c) sen 330° == ¥2

Resolucio:

Reduzindo o arco 330° ao 19 quadrante,
teremos 360° - 330° = 30°. Veja que o arco
330° corresponde ao arco 30°, como vemos
no circulo trigonométrico.

Como o valor notavel do se 30°= %, o
sen 330°= -¥%, pois estar abaixo da origem
da ordenada onde os valore de seno sdao ne-
gativos.
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V2

Exercicio 12, (pdg. 51) atividade b) sen (—225%) = -

_270%€N Fazendo a reducdo ao 12 quadrantes
, temos:
225° - 180° = 45°.
Como o arco € negativo ele percorre o
circulo trigonométrico no sentido horario
» COMo vemos ne exemplo ao lado. Neste
caso o valor do sen (-225°) = sen 45° = 2/2
positivo pois encontra-se acima do 0 da
ordenada.

1-90°

As atividades b e ¢, os angulos estdo representados em graus sendo
melhor a visualizagdo dos valores notaveis do seno, ja na outra atividade b o
angulo encontra-se em radianos podendo dificultar o reconhecimento do

angulo.

Optamos em resolver a atividade b como o autor apresenta no livro
didatico resolvendo a expressdo com os valores em radianos, mas a atividade
também pode ser resolvida transformando radianos em graus facilitando a

visualizacdo dos valores notaveis do seno.

A tecnologia mobilizada na resolugdo desta tarefa consiste na
propriedade “Reducdo ao primeiro quadrante”, e a técnica identificada para

resolver esses exercicios é a aplicagao dos valores notaveis do seno.

Tarefa Tsk2 — Ensinar valores notaveis do cosseno.

O momento do primeiro encontro, exploragdo da tarefa e construcao do bloco
tecnologico-tedrico acontecem simultaneamente com a medida dos arcos em

radianos como vemos a seguir:
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Valores notaveis do cosseno

I A ’ z
X -l ‘ X =4
[ P[l) i Sl ';P[E] cos — 3
p AL
= | o | A ou
W iE
7 cos 30° = —“2£ 2 P 52
VY LY
-  ASene | |
& P[% 5 R ) 5 cos0 = 1
: o q x ou
iy L
IE 1 cos0® = 1
. cos 60° = 5 ‘
' Ly
- i gy
O = EE T
cos > 0 / e
. 1| A x ou
ou P A 0 e
cos 90° 0 cos =
iy
1 cos 3% =0 ah cos2n = 1
2 r/’
- ou | 1 X ou
0 p PR
cos270° = 0 \ / cos 360

Vemos que o autor define para cada arco os valores reais, como sendo

positivos ou negativos.

No momento da aplicagdo da técnica e no momento da avaliagéo

identificamos uma tarefa.

T1 — Usar os valores notaveis do cosseno para calcular.

Esta tarefa € composta por dois exercicios que apresentam quatorze

atividades para serem resolvidas.

fazendo reducg¢ao ao 1° quadrante:”

Exercicio 9 (pag. 49): “Use os valores notaveis do cosseno e calcule
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a ) cos 5mj6 c)cos 2m/3 e ) cos 5Sm/4
b) cos 315° d ) cos 330° f) cos 240°

Exercicio 15 (pag. 51): “Calcule usando arcos céngruos:”

a ) cos 94 b ) cos (—330°) C ) cos 9m/2
d)cos 1140° e ) cos 25m/6 f) cos (—15n/4)
g)coslin h) cas 570°

Observacgao: as atividades relacionadas ao cosseno sao resolvidas da
mesma maneira que resolvemos o seno, a diferengca € que os valores do

cosseno se encontram no eixo da abscissa e tem valores opostos ao seno.

Para resolver o primeiro exercicio a tecnologia usada é “Reducgao ao 1°
quadrante da 12 volta positiva” e na resolugdo do segundo exercicio a

propriedade (tecnologia) para resolvé-la &€ “Arcos cbngruos”, em ambos a

7

técnica identificada para resolver as atividades € a aplicacdo dos valores

notaveis do cosseno.
Em conclusao:

Neste capitulo identificamos uma Organizagdo Didatica composta de

duas tarefas, que visam ensinar os valores notaveis do seno e do cosseno:
— Ensinar valores notaveis do seno;
— Ensinar valores notaveis do cosseno.
A Organizacdo Matematica € composta de duas tarefas.
— Usar os valores notaveis do seno para calcular.
— Usar os valores notaveis do cosseno para calcular.
Estas tarefas estdo presentes em quatro exercicios do livro didatico.

- “Use os valores notaveis do seno para calcular pela redug¢ao ao 1°
quadrante:”
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a) sen 5m/e b) sen 4w /3 c) sen 330°

- “Use os valores do seno e calcule:”

a) sen 37m/€ b) sen (—225%) C) sen 6m
d) sen 197/4 e) sen 630° f) sen (—m/3)
g) sen 13m /2 h) sen 930°

“Use os valores notaveis do cosseno e calcule fazendo redugao ao 1°

quadrante:”
a) cos 5n/6 c) cos 2w /3 e) cos 5w /4
b) cos 315° d) cos 330° f) cos 240°

- “Calcule usando arcos céngruos:”

a) cos 9m/4 b) cos (—330°) C) cos 9m/2
d) cos 1140° e) cos 25n,/6 f) cos (—15u/4)
g) cos 11n h) cas 570°

b) Capitulo 4 — As fung6es trigonométricas.

O estudo do Capitulo 4 — “As fungbes trigonométricas”, nos permitiu
identificar 6 tarefas da Organizagao Didatica, a saber:

-T4m1 — Ensinar que sen x € uma fungcdo de R — R;
-T4m2 — Ensinar o dominio e a imagem da fungéo seno;
-T4m3 — Ensinar o sinal da fungao seno;

-T4ma — Ensinar que cos x € um numero real;

-T4ns — Ensinar o dominio e a imagem da fung&o cosseno;

-T4me — Ensinar o sinal da fungao cosseno.
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Apresentamos a seguir a Organizagao Didatica pontual relativa a cada
uma das tarefas acima citadas, usamos como referéncia os “momentos

didaticos”.
Tarefa T4n1: Ensinar que a relagdo de x a senn x € uma fungdode R — R

Vemos na figura abaixo que o momento do primeiro encontro e a

exploragdo da técnica ocorre simultaneamente, pois o autor descreve que

‘dado um numero real x é associado a ele o valor do seno de um angulo (ou
arco) de x radianos. Logo abaixo o autor apresenta a fungdo seno no diagrama

de Venn onde mostra que para cada valor de x existe um numero real.

Dado um numero real x, podemos associar a ele o valor do seno de um
angulo (ou arco) de x radianos:

R R

,f/ﬂ\\\ y = senx u \eletl

! AN - .
;-/ ,_m,k\-ww»—— — Para cada valor real de x
[ %t existe sempre um unico va-
1 ) lor real para sen x.
\ Eer-vqP— :

\ ¢/

\ /

\ /

\"\ /)

A institucionalizagdo de que a fungcdo seno €& uma funcdo cujo

contradominio é os B, acontece quando o autor apresenta a forma:

Assim, definimos a fungdio seno como a funcdo real de varidveis reais que associa a cada nimero real x o valor

5520 X, 0l Seja,
FR-R

X=1lx) = sen x
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O autor sugere que o aluno ja sabe associar um numero real x a medida

x de um angulo (ou arcos) para a obtencdo do valor do sen x ou para

quaisquer valores de x .

tarefa:

A organizagdo matematica associada a tarefa T4, € composta pela

T1— Determinar f(x) para as funges definidas como f(x) = sen x.

Desta tarefa identificamos dois exercicios, veja:

“1. Sendo f: R — R a funcéao definida por f(x) = sen x:”

a) calcule

f(m/2), £(0), f(3m/4), f(3m), f(—m), f(—m/3), fF(15m/2), f(—3m/4)

“6. Dada a func¢do seno indicada por f{x) = sen x, determine:”

a) f(m/3) b) f () c) f(7m/6)

Vejamos algumas resolugdes:

a) f(m/2)
f(x) = senx — f(w/2Z) = senmw/2 =1
b) f(3m)
f(x) = senx — f(3m) = sen3m = 0
c) f(—m/4)
V2

f(x) = senx - f(—m/4) = sen (—m/4 =-?

d) f(—m/4)

Observamos nesta tarefa que a medida que novos conceitos sao

apresentados, o uso de saberes adquiridos anteriormente sao manipulados na

resolucdo das novas atividades. Logo a tecnologia identificada na resolugéo

das ati

vidades s&o as propriedades ja conhecidas.

Tarefa - T42: Ensinar o dominio e a imagem da fun¢ao seno

O primeiro encontro com a tarefa T4;2 ocorre quando o autor faz a

demonstragcdo do grafico da fungdo seno de x destacando que o dominio da

funcdo sen x sdo os reais e a imagem varia no intervalo de -1 a +1, veja figura

abaixo
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A institucionalizagdo do dominio e imagem de f(x)} = sen x ocorre no

subtitulo "Observagdes sobre a fungcédo sen x”.

Olservagdes sobre o o
190 dominnde ) = en €, o para gl valorreal e X eise um & Um s vl para k.

2) 0 corjuno mge defy) =51 €0 e 1)

N
y. ¢! | ¢nh-AJnm||AIA

Ja os momentos da exploragdo da tarefa como saber que o dominio da
funcdo seno é o conjunto dos numeros reais e da construgdo do bloco

tecnologico-tedrico, acontece quando o autor apresenta o paragrafo seguido do

grafico explicando que a curva pode ser estendida para valores de x menores

do que zero e maiores do que 2.

Como a fungao f(x) = sen x & definida no conjunto dos nimeros reais, ou seja, seu dominio & IR, a curva pode

ser estendida para valores de x menores do que zero e maiores do que 2. Assim, o grafico da funcao f: R — R

definida por f(x) = sen x, & a curva chamada sendide, que tem o seguinte aspecto:
VY
g
______ S l
s " 7l O ol o oL kg & N R LR LTS
i T[/'. 5 — ‘/ —_
s 7 OO . 2 4 " ,2 — . s A
/ 3r A AN ™ "
,,,,,,,,,,,, ST N - S 4 ‘
R —" SO
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O momento da avaliagédo se realiza por meio de trés exercicios, sob a

tarefa T4, citada abaixo.

T1 — Determinar a expressao geral de x tal que sen x = a:

Desta tarefa identificamos dois exercicios resolvidos e um exercicio

proposto, veja:

Exercicios resolvidos

3. Escreva a expressio que representa todos os valores reais de x tal que sen x = g
Resolugao:

Sabemos que sen % = % Observe a figura ao lado:

Na 12 volta positiva, ainda temos %t— cujo seno é @

Como a fungdo seno é periddica, de periodo 2, a expressio geral de x tal que

semx=4f2i é:

xERIx= _g-+2knoux:2—;+2kn,comkEZ

4. Se sen %t = a, determine a expressio geral de x tal que sen x = a.

Resolugao:
Sn corresponde a 216°, portanto é do 3? quadrante.
5
Na 12 volta positiva ainda temos = com seno igual ao numero a. )
A expressao geral de x é: 6n O

G —
xERIx= an + 2km ou x = i;[ + 2kn, comk € Z

Exercicio proposto

4. Dé a expressao geral para x nos casos:

=
a) senx = —;

2

n
b) sen x = a, sabendo que sen 5 = 3,

Na tarefa acima quando o autor pede que sejam encontrados valores
reais para x tal que senx=a, e apresenta a expresséo
x € B/x =a—+2knr com k € T, vemos que o dominio da fungéo seno

sd0 0s numeros reais. Pois sempre havera um angulo x infinito maior que 2.
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Tarefa -T4n3: Ensinar o sinal da fungao seno.

O primeiro encontro com a tarefa T4n3 ocorre no subtitulo: “sinal da
funcdo seno” seguido do enunciado mostrar em quais quadrantes a fungao
seno € positiva e negativa.

Ja o momento da institucionalizagdo e surgimento do bloco tecnolégico

tedrico, ocorre simultaneamente:

sinal da fungao seng

Observando o sinal da funcao Seno, vemos que a funcdo & positiva para valores do 1° ¢ 2° quadrantss &
Negativa para valores do 3° & 4 quadrantes.

-211:

A Organizagdo Matematica referente a tarefa Tins: Ensinar o sinal da

fungao seno, se dar por meio da tarefa:
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T4 — Verificar se sen x € positivo, negativo ou nulo.

A tarefa T1 é composta de um exercicio proposto com doze atividades

Exercicio.proposto

5. Verifique se os valores abaixo s&o positivos, negativos ou nulos:

a) sen 3n d) sen 72’”' g) senl j) sen (—280°)
4
5 on o
b) sen (f%) e) sen [—,_4“_] h) sen = ) sen 900
c) senm f) sen8m i) sen 280° m) sen 200°

Resolugdes das atividades:
Para resolver esta tarefa vamos observar em quais quadrantes se

encontram os angulos no circulo trigopnométrico abaixo:

3n | 280°
2
a) sen 3w /4 positivo b) sen (—m/3) negativo
c)senm nulo e) sen (—5m/4) positivo
i) sen 280° negativo J) sen (—280°) positivo
m) sen 2007 negativo
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A tecnologia usada na resolucao da tarefa € “Sinal da fungdo seno”

Tarefa - T4ns: Ensinar que a fungcao cos x € uma funcgao real, isto é, cos:

E— R

O momento do primeiro encontro e a exploracdo da técnica ocorre

simultaneamente, como vemos na figura abaixo:

Dado um nimero real x, podemos associar a ele o valor do cosseno de um angulo (ou arco) de x radianos:

A

Para cada valor real de x
existe sempre um (nico va-
lor real para cos x.

A institucionalizacdo de que a funcdo cosseno € uma funcio real

acontece quando o autor apresenta a forma:

Assim, definimos a fungdo cosseno como a funcdo real de variaveis reais que associa a cada nimero real x 0
valor real cosseno x, ou seja,

f.R=R
X = f{x) = cos X

A Organizagao Matematica relativa a tarefa T4ns: Ensinar que a fungao

cos x @ uma fungao real, é composta pela tarefa:
T1— Determinar os valores do cos x, x € R.

Esta tarefa € composta de um unico exercicio.

¢) Qual é o valor de f(%), fir) f(—%n—), f(——z-], f(2_12n_) e f[0) na fungo flx) = cos x?
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Tarefa -T4ns5: Ensinar o dominio e a imagem da fung¢ao cosseno

O primeiro encontro com a tarefa T4ys ocorre quando o autor faz a
demonstragdo do grafico da fungédo cosseno onde fica claro que o dominio da
funcdo cosseno séo os reais e a imagem varia no intervalo de -1 a +1, veja

figura abaixo:

¥

O autor mostra que os aspectos relevantes da fungao cosseno séo as
mesmas da fung&o seno. Por isso o dominio e a imagem da fungcado cosseno
sao 0 mesmo da funcao seno.

A institucionalizacdo ocorre no subtitulo: “Observacdo sob a fungao

cosseno”.

L1 domino €0 esmo:f R+ Rta quef) = s xtemD = R
¥ A megem e R~ R e = st =[]

Os momentos da exploragcdo da tarefa como saber que o dominio da
funcdo cosseno é o conjunto dos numeros reais e da construgdo do bloco

tecnologico-tedrico, acontece quando o autor apresenta o paragrafo seguido do
grafico explicando que a curva pode ser estendida para valores de X menores

do que zero e maiores do que 2.
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Como a funcao f(x) = cos x é definida no conjunto dos nimeros reais, ou seja, seu dominio é R, a curva pode

ser estendida pa_ra valores menores do que zero e maiores do que 2n. Assim, o grafico da funcéo f: R — IR definida
por f(x) = cos x & a curva chamada cossendide, que tem o seguinte aspecto:

O Momento da exploragdo da técnica e o momento da avaliagdo se

realizam por meio de um exercicio, sob a tarefa T1:
T4 — Determinar a expressao geral de x tal que cos x = a:

Desta tarefa foi proposto um unico exercicio com quatro atividades na
pagina 67.

“Determinar a expressao que indica todos os valores reais de x tal que:”

3

a) cosx=\r? b) cosx =0

Cc) cosx =1 d) cos x = a, sabendo que cos 57/8 = a
V2

a) cosx =—
2

Resolucéo:
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V2

Sabendo que cos 45° = EX Observe a figura acima:

i . . , W2
Na 12 volta positiva, ainda temos 315° cujo cosseno é 1*?

Como a fungdo cosseno é periodica, de periodo 2Zmr, a expressao geral

Z
de x tal que cos x = \’? é:

=

x € R/x =45° + 360°%k ou x = 315° + 360°k,comk

b)cosx = 0
Na 12 volta positiva, temos o cos /2 = 0 e ainda cos 3m/2 = 0.

Como a fungdo cosseno é periodica, de periodo 2mr, a expressao geral

de x talque cos m/2 = 0 é€:

x € R/x =m/2+2kmrou x =3m/2 +2kmr,comk € L.

c) cosx =1
Na 12 volta positiva, 0 ces x = 1 para os angulos 0 e 2.

Como a fungado cosseno é periodica, de periodo 2m, a expressao geral

de x talque cosx= 1é:

L]

x € R/x =04+ 2kmroux =2m + 2kmr,comk ¢ 1.

Tarefa -T4n6: Ensinar o sinal da fungao cosseno

O primeiro encontro com a tarefa T4z o0ocorre no subtitulo: “Sinal da

funcdo cosseno”

Sinal da fungao cosseno

O surgimento do bloco tecnoldgico tedrico ocorre na apresentacdo no
circulo trigonométrico dos quadrantes em que o0 cosseno assume valores

positivos e negativos, como vemos na apresentagao:
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A institucionalizagcédo aparece no paragrafo abaixo:

Observando o sinal da funcdo f(x) = cos X, vemos que a funcdo cosseno & posi-
tiva para valores do 1 ¢ 4 quadrantes e negativa para valores do 2*¢ 5 (uadrantes.

A Organizagdo Matematica referente a tarefa Tine: Ensinar o sinal da

funcao cosseno, se dar por meio da tarefa:
T4 — Verificar se a fungéao cos x é positivo, negativo ou nulo.

A tarefa T1 é composta de um exercicio proposto com onze atividades
na pagina 67.

“13. Localize x na circunferéncia trigonomeétrica e verifique se cos x €

positivo, negativo ou nulo:”

a) cos 7m/9 e) cos (—7m) i) cos 3
b) cos 12m f) cos 40m/9 j) cos 4
c)cos 11m/2 g)cos 1 ) cos 23m/10
d) cos (—m/9) h) cos 2
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Veremos logo abaixo as resolugdes de algumas atividades:

T 2w , .
a) cos S - T3 do 2° quadrante onde o cosseno é negativo;

b)cos12dmr =62 — %ﬂ cos 12w = 1 é positivo;

11w 8 3w 3w 11w 3w
c)cos—= —+ —=4mw+ — —= cos— = cos —=0;
2 2 2 z 2 2
m o, , s
d) cos — 5 € do 4° quadrante onde o cosseno é positivo;
e)cos (—7m) = —6mw—m — cos(—7m) = cos(—m)=cosm=—-1¢

negativo.

g)cosi=1rad = g ~ 57° - 1rad é do 1° quadrante onde o

cosseno é positivo.

h) cos 2 = 2rad = %z 115° — 2rad é do 2° quadrante onde o

cosseno é negativo;
. 4180 .
j)cos4 = 4rad = S 229° — 4rad é do 3° quadrante e o cos 4

é negativo.

Veja a apresentagao no circulo trigonométrico:

11m/2 3«
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Em conclusao:

Neste capitulo do livro didatico, identificamos uma Organizagao Didatica
composta de 6 tarefas que visam ensinar propriedades das fungbes seno e
cosseno, sao elas:

— Ensinar que sen x € uma funcédo de R — R,

— Ensinar o dominio e a imagem da fung&o seno;
— Ensinar o sinal da fung¢ao seno;

— Ensinar que cos x € um numero real;

— Ensinar o dominio e a imagem da fung&o cosseno;
— Ensinar o sinal da fungao cosseno;

Estas tarefas da Organizacdo Didatica ddo lugar a Organizagao

Matematica que € composta de 6 tarefas:

— Determinar f{x) para as fungbes definidas como f{x) = sen x.
— Determinar a expressao geral de x tal que sen ¥ = a:

— Verificar se sen x é positivo, negativo ou nulo.

— Determinar os valoresdo cos x, x € R.

— Determinar a expressao geral de x tal que cos x = a:

— Verificar se a fungdo ces x € positivo, negativo ou nulo.

As tarefas da Organizacdo Matematica estdo representadas em 9
exercicios sendo 2 exercicios resolvidos e 7 exercicios propostos.

—“1. Sendo f: R — R a func¢do definida por f(x) = sen x”

a) calcule f(r/2),£(0),f(3n/4), f(31), f(—m), f (—m/3), F(151/2), f (— 31/ 4);

— “6. Dada a fungéo seno indicada por f(x)} = sen x, determine:”
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a) f(m/3) b)f (), c) f(7m/6) d) f(—m/4)
— “3. Escrever a expressao que representa todos os valores reais de x

V2,

tal que sen x = K3

—‘4. Se sen 6m /5 = a, determine a expressdo geral de x tal que
senx =a.

—“4. Dé a expressao geral para x nos casos:”
a) senx=-~ Va

b) sen x = a, sabendo que sen 7T /9 = a

—“5. Verifique se os valores abaixo s&o positivos, negativos ou nulos:”

a) sen 3m/4 b) sen (—m/3) C)sen m

d) sen 7m/2 e) sen (—5m/4) f) sen 8n

g) sen 1 h) sen 9m/5 i) sen 280°
j) sen (—280°) ) sen 900° m) sen 200°

—*c) Qual ¢ o valor de f(m/3),f(m),f(=3m/4),f(—7/6).f(21n/2) e £(0)

nafuncdo f(x) = cos x?”

—“Determinar a expressao que indica todos os valores reais de x tal

”

que:
VZ
a) cos x =~ b) cosx = 0
C) cosx =1 d) cos x = @, sabendo que cos5n/8 = @

—“13. Localize x na circunferéncia trigonométrica e verifique se cos x &
positivo, negativo ou nulo:”

a) cos 7m/9 e) cos (—7m) i) cos 3

b) cos 12n f) cos 40m/9 j) cos 4

c) cos 11m/2 g) cos 1 l) cos 23m/10
d) cos — /9 h) cos 2
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2.5. CONCLUSAO DO CAPITULO - 2

a) Livro: “Aula por Aula” — 12 série, Xavier e Barreto — 2005.

Estudamos do livro “Aula por Aula” uma unidade: Unidade 9 -
Trigonometria.

No estudo desta unidade identificamos 6 tarefas relativas a Organizagao
Didatica do ensino das fungbes seno e cosseno, as quais buscam dar uma
abordagem sobre como ensinar:

e Funcéo seno.

¢ Sinais da funcio seno.

¢ Dominio e imagem da fungao seno.

e Funcéao cosseno.

¢ Sinal da fungao cosseno.

e Dominio e imagem da fungao cosseno.

Esta Organizacgao Didatica da lugar cada uma delas a uma Organizagao
Matematica. Buscamos identificar as organizagées matematicas no estudo dos
exercicios propostos onde identificamos 11 exercicios sobre o ensino das
funcbes seno e cosseno, mas especificamente sobre o dominio das funcdes

sen x e cos x ndo identificamos nenhum exercicio. Os exercicios compdem 4

tarefas da Organizagdo Matematica:

Indicar os valores dos senos.

Construir o grafico da fung&o seno e identificar o conjunto imagem.

Indicar os valores dos cossenos.

Construir o grafico da fungao e identificar o conjunto imagem.

No estudo percebemos que os saberes estudados na Organizagao
Didatica passam a ser ferramentas para a resolucdo das tarefas da
Organizagdao Matematica.

Observamos também, que o autor prioriza o ensino em espiral. Visto que
analisando o volume 2 desta cole¢gdao encontramos o conteudo retomado e

aprofundado.
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b) Livro: “Matematica Contextos & Aplicagées” — 2° ano, Dante 2003.

Estudamos do livro “Matematica Contextos & Aplicagdes” trés capitulos:

Capitulo 2 - Conceitos trigonométricos basicos.

Capitulo 3 — Seno, cosseno e tangente na circunferéncia trigonométrica.

Capitulo 4 — As fungdes trigonométricas.

Nos capitulos estudados identificamos 8 tarefas que compdem a
Organizagéao Didatica, as quais tem por finalidade apresentar uma proposta de
como ensinar:

e Os valores notaveis do seno.

e Os valores notaveis do cosseno.

e Mostrar que sen x € uma fungcdo de R — R.

e O dominio e a imagem da fungéo seno.

¢ O sinal da fungao seno.

e Mostrar que 0 cos x € um numero real.

e O dominio e a imagem da fung&o cosseno.

¢ O sinal da fungao cosseno.

Nos exercicios propostos identificamos 13 exercicios relativo a 6 tarefas,
que sao:

e Determinar f{x) para as fungbes definidas como f(x) = sen x.
e Determinar a expressao geral de x tal que senx =a:

e \Verificar se sen x é positivo, negativo ou nulo.

e Determinaros valoresdocosx, x € K.

e Determinar a expressao geral de x tal que cos x = a

e Verificar se a fungéo ros x é positivo, negativo ou nulo.

Observamos também, que na medida em que o autor do livro apresenta
novas propriedades relativas as funcgdes trigonométricas, as propriedades
anteriormente ensinadas sao articuladas de maneira que 0 ensino se

transforme em espiral dentro do proprio livro didatico.
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Capitulo -3
3. Sequéncia didatica — estudo do dominio da fungao cosseno.

Neste capitulo apresentamos alguns elementos da teoria da Engenharia
Didatica e uma sequéncia didatica que tem por objetivo a abordagem do
dominio da fungdo cosseno. Optamos por este objeto de estudo, por
considerarmos problematico a compreensdo de que o conjunto dos reais € o
dominio da fungdo cosseno. No estudo das fungbdes trigonométricas nos
deparamos com o uso de dois parametros de medida de angulos o grau e o
radiano. Em geral a leitura dos valores de cosseno no ciclo trigopnométrico, €
feita olhando para elemento do dominio, o angulo, com sua medida em graus.
Nés consideramos que este fato, vem a ser um obstaculo para a compreenséao
do dominio das fungdes trigonométricas, os reais.

Antes de apresentarmos uma sequéncia didatica, fizemos um resumo de
alguns elementos da Engenharia didatica, que usaremos como referéncia
tedrica para elaboragao da sequéncia didatica.

3.1 Elementos tedricos da “Engenharia didatica”

Apresentamos aqui um breve resumo sobre Engenharia didatica,
baseado no artigo escrito por Artigue (1990).

Segundo Artigue a “Engenharia Didatica” se caracteriza por um
esquema (pode-se pensar em um método) que fornece um procedimento para
realizar uma experiéncia de uma pesquisa, referente a realizagdes didaticas em
classe. Podemos entender uma Engenharia Didatica como um método que

pode ser realizado em cinco fases, que sao:
a) Analises (estudos) preliminares,
b) Concepcgéao da sequéncia didatica
c) Analise a priori
d) Aplicagdo da sequéncia e observagéo

e) Analise a posteriori e validagao
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Na fase de “Analises preliminares” o pesquisador busca desvendar
pesquisas realizadas sobre o tema escolhido, estuda estas pesquisas, busca,
além disto, conhecer a classe onde o saber, objeto da pesquisa é trabalhado,
realidade da classe, corpo docente, escola etc.. Nesta fase o pesquisador
busca todos os elementos que possam o auxiliar na concepg¢ao da sequéncia
didatica e ou elaboragdo da engenharia didatica propriamente dita.

A fase da concepcéo da sequéncia didatica é a fase da elaboracédo dos
problemas que serdao submetidos aos alunos para observagao dos fendmenos
que ocorrem ou coleta de dados para serem estudados.

Anadlise a priore € a etapa em que o pesquisador estuda a sequéncia
didatica elaborada. Nesta fase o pesquisador resolve os problemas, buscando
identificar se a sequéncia atende ao que ela estd sendo proposta. O
pesquisador analisa para ver se por meio desta sequéncia, via a resolugéo dos
exercicios propostos, as intengcbes do pesquisador, tem chance de se
concretizar, propiciando assim material para o estudo de interesse do
pesquisador.

A fase da aplicagdo da sequéncia € o momento em que os problemas
sdo submetidos aos estudantes para resolugdo. E neste momento em que
acontece a observacdo, é quando se registra tudo o que acontece nas
realizagdes dos alunos, produzindo todo material, de onde se extrai os dados
para estudo e produgao de resultados.

Do material recolhido da fase de aplicacéo, faz-se a analise a posteriori.
Neste momento confronta os dados obtidos nestas produgdes com o previsto
na analise a priori e assim resultados de pesquisa sao produzidos os quais
serao validados pelo pesquisador.

Baseados nestes elementos da Engenharia Didatica apresentamos aqui
uma sequéncia didatica e apresentamos a analise a priori da mesma. Estamos
considerando que o estudo dos livros didaticos compde nossos estudos
preliminares. Veja, nao realizamos em nossa monografia o estudo de
pesquisas ja realizadas sobre o tema objeto de nossa monografia.
Esclarecemos que tal etapa nao foi realizada pelo pouco tempo disponivel o

que nao permitiu que fizéssemos um trabalho completo. Entendemos que
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nosso estudo € um ensaio de aprendizagem de elaboragdo de uma pesquisa
na area da educagao matematica.

A seguir apresentamos a sequéncia didatica.

3.2 A sequéncia didatica.

A sequéncia € composta de 3 exercicios e tem por objetivo levar o aluno

a compreender que o dominio da fungédo cosseno € o conjunto dos reais.

Exercicio 1:

a) Com o compasso, trace um circulo e considere o raio uma unidade de
comprimento.

b) Usando o transferidor, marque os seguintes angulos: 150°, 315°, 30°,
70°, 270°, 45°, 1020°, 480°, 360°, 120°, 540°, 90°, 60°, 0°, -60°, -90°, -110°.

c)Transforme as medidas dos angulos dados em a) para radianos.

d) Responda, quando vocé usa como unidade de medida radianos, em
que conjunto pertencem o0s numeros que expressam os tamanhos dos

angulos? Justifique sua resposta.

Exercicio 2:
a) Desenhe um circulo de raio 10 cm em papel milimetrado (considere
esta medida uma unidade de comprimento). Com apoio do desenho,

determinar os valores de cos x, com x, assumindo os valores dos angulos

cujas medidas vocé obteve em radiano no exercicio 1. Como indica a seguinte

tabela:
Medida do | Valor do | Medida do éngulo | Valor do
angulo em | cosseno em radianos cosseno
graus

COS5 X r=0°

x = 30°
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b) Observe os dados da tabela. Quais os angulos possuem mesmo valor
do cosseno? Liste as medidas dos &angulos cujo valor do cosseno destes
angulos sao iguais. Explique porque isto acontece. Determine uma expresséo
que caracterize estes angulos.

c) Represente na reta numérica as medidas dos angulos obtidas em

radianos no exercicio 1.

Exercicio 3:

Trace um esbog¢o do grafico da fungdo cos x usando para x as
medidas dos angulos em radianos. Diga qual o dominio da fungdo cos x ?

Qual a imagem? Justifique sua resposta.

Exercicio 4 (de avaliagdo):
Trace um esbogo do grafico da fungdo f(x) = cos 2x e dé o dominio e

a imagem.
3.2.1 Analise a priori

Queremos ver se, resolvendo estes exercicios o aluno entende o
conceito de dominio de fungédo trigonométrica e se consegue formular o
dominio da func&o cosseno.

Apresentamos aqui as resolugdes possiveis que pensamos nos, pode

fazer um aluno da primeira série do ensino médio.

Exercicio 1:

a) Com o compasso, trace um circulo e considere o raio uma unidade
de comprimento.

b) Usando o transferidor, marque os seguintes angulos: 150°, 315°, 30°,
70°, 270°, 45°, 1020°, 480°, 360°, 120°, 540°, 90°, 60°, 0°, -60°, -90°, -110°.

c) Transforme as medidas dos angulos dados em a) para radianos.
d) Responda, quando vocé usa como unidade de medida radianos, em
que conjunto pertencem o0s numeros que expressam os tamanhos dos

angulos? Justifique sua resposta.
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Resolugao do Exercicio 1:

Com o compasso, tracemos um circulo. Consideremos o raio deste
circulo 1. Marquemos os angulos 150°, 315°, 30°, 70°, 270°, 45°, 1020°, 480°,
360°, 120°, 540°, 90°, 60°, 0° -60° -90° -110° com auxilio do transferidor.
Vejamos na figura abaixo:

c) Transforme as medidas dos angulos dados em a) para radianos.
Resolugéo (1):

a) 150° b) 315° c) 30°
T — 180° T — 180° T — 180°
x — 150° x — 315° x — 30°
180°x = 150°x 180%x = 315%% 180°x = 30°n
_150%m _ 315%x Y = 30%T
180° 1809 1809
ST 7 _
¥ = — ¥ = — x = -
6 4 6
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180°x = 70°m

70%

1809

g) 1020°
T — 180°

x — 1020°

180°x = 1020°m

1020m

x:
18079

17m
X = —
3

j) 120°
T — 180°
x — 120°

180% = 120°=m

120w
x:

1807

2T
X = —

3

e)270°
T — 180°

x — 270°

180°x = 270°xw

270%

1809

3w
X = —
2

h) 480°

T — 180°

x — 480°
180°x = 480%n

_ 480%m
180"

J) 540°

T — 180°

x — 540°
180°x = 540°n

s40%m

1809

x =30

f) 45°

x — 45°

T — 180°
180°x = 45°n

45%

1809

T
X = -
4

i) 360°

T — 180°

x — 360°
180°x = 360°n

3607w

1809

x =2m

m) 90°

T — 180°

x — 90°
180°x = 90w

20%

1809

ta |
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n) —aQg° o) —110°

T — 180° T — 180°
x — —90° ¥ — —110°
180°x = —90°w 180°x = —=110%n
x = 01 110%n
1800 X == 1800
T
x = = Y = _ 117
2
18

Resolugéo (l1):
Supomos que os alunos do ensino médio, poderiam também usar a

relacdo 360° e 2pi, mas nao faremos aqui todas as contas.

d) Responda, quando vocé usa como unidade de medida radianos, em
que conjunto pertencem o0s numeros que expressam o0s tamanhos dos

angulos? Justifique sua resposta.

Resposta: Quando determinamos as medidas dos angulos em radianos temos
medida de arcos de circunferéncia, ou seja, comprimento de cordas e os
numeros para representar as medidas destes comprimentos sao numeros

reais, entao estes valores, pertencem ao conjunto dos reais. Vejamos algumas

{T?.' —11mx 3?1}
medidas: \2° 18 ' 2

Exercicio 2:

a) Desenhe um circulo de raio 10 ¢ em papel milimetrado. Com apoio
do desenho, determinar os valores de cos x, com x assumindo os valores dos

angulos cujas medidas vocé obteve em radiano no exercicio 1. Como indica a

seguinte tabela:

b) Observe os dados da tabela. Quais os angulos possuem mesmo valor

do cosseno? Liste as medidas dos angulos cujo valor do cosseno destes
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angulos sao iguais. Explique porque isto acontece. Determine uma expressao

que caracterize estes angulos.

c) Represente na reta numérica as medidas dos angulos obtidas em

radianos no exercicio 1.
Resolugao do Exercicio 2:

Em um papel milimetrado desenhamos o circulo trigonométrico como

mostra a figura abaixo.

1 cm 50
480+ ~J70
 A207 ~
/ Nl
15p° / A o
// N \ v
\ /S ¥ L
/ AN \
N\ YL~
-1/ |-0.366 ~ 0747 _1}0° |
540° -0.5 40,342 ; D.342 0.5 0,866] 36u°
\ F 1N /
A h
\ AN /
/ NN
N /
315
. g0°
D — -900 ’/’ HAhAC
_1]_0‘- 2? Ju LUy

Com o auxilio do desenho vamos determinar os valores do cos x na

tabela.
Medida do | Valor do | Medida do éangulo | Valor do cosseno
angulo em | cosseno em radianos
graus
Cosx x=0° 1 0 1
Cosx x = 30° 0,866 /6 0,866
Cosx x = 45° 0,707 /4 0,707
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Cosx x = 60° 0,50 /3 0,50
Cosx | x= —60° 0,50 —m/3 0,50
Cosx x = 70° 0,342 7w /18 0,342
Cosx x = 90° 0 w2 0
Cosx | x= —90° 0 —m/2 0
Cosx | x=—110° —0,342 —11ix /18 —0,342
Cosx x = 120° —0,50 2nf3 —0,50
Cosx x = 150° —0,866 5n/f6 —0,866
Cos x x= 270° 0 3m/2 0
Cosx x = 315° 0,707 Tn/f4 0,707
Cosx | x=360° 1,00 2w 1,00
Cosx | x=480° —0,50 8m/3 —0,50
Cosx | x= 5407 —1,00 3w —1,00
Cosx | x= 1020° 0,50 17w/3 0,50

cos 0° = 1 cos 90° = 0 cos 315° = —0,707

cos 30° = 0,866 cos 120° = —0.5 cos360°= 1

cos45 %= 0,707 cos 150° = —0,866 cos 480° = —0,5

cos 60° = 0,5 cos 270° = 0O cos 540° = —1

cos 70° = 0,342 cos 1020° = 0,5 cos —60° = 0,5

cos — 90 =40 cos —110° = —0,342

b) Observe os dados da tabela. Quais os angulos possuem mesmo valor
do cosseno? Liste as medidas dos &angulos cujo valor do cosseno destes
angulos sao iguais. Explique porque isto acontece. Determine uma expresséo
que caracterize estes angulos.

i) 90° —90° g 270°

i) 45° ¢ 315°
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jij) 60°, .60° ¢ 1020°

iv) 120° ¢ 480°
Notemos que o angulo de 480°, faz uma volta de 360° mais 120°
O angulo de 1020° faz duas volta de 360° mais 300°;
O angulo de 315° é uma volta de 360° menos 45°;

E o angulo de 270° é uma volta de 360° menos 90°.

Assim temos que os éangulos de certa medida y, com y = x + nm,
temos que cos(x + nm) = cos x. Com isto os valores que o cosseno pode
assumir podem ser muito grandes, pode-se dar n voltas na circunferéncia e
sobrar um pedaco, o valor do x , e € com este que vou determinar o valor do

cosseno.

C) Represente na reta numérica as medidas dos angulos obtidas em
radianos no exercicio 1. O que vocé conclui?

Os valores na reta estao representando as medidas dos arcos em

radianos:
| 7
i
PR A a.i:ﬁ:.: . —s a s Y P
At 0n nmn 2N 3 Tn oy 81 3n 17n
18 2 3 6 3236 2 4 3 3 |R

Abaixo representamos na reta por numeros reais onde m foi substituido

por 3, 14, usaremos uma casa decimal para representagao na reta:
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Concluimos que o dominio da fungédo cosseno € o conjunto dos numeros

reais, pois os angulos podem se estender infinitamente na reta real para direita

e para esquerda de 0.

Exercicio 3:

Trace um esbogo do grafico da fungado cos x, usando para x as medidas

dos angulos em radianos. Diga qual o dominio da fungdo cos x? Qual a

imagem? Justifique sua resposta.

Resolucgao do Exercicio 3:

Vamos construir uma tabela com os

respectivos valores.

angulos em radianos com seus

o | 2| 2| 2| 2 | 2| 3 | or
X : 6 11 3 2 3 4 6 I
l i _v_?__ 4 0 i J2 ____’Z |
oS X 7 7 7 7 ) 7
cosx| ! {09 |07 {05 | 0 |-05|-07[-09 ] -1
NN ENE
X 6 4 3 2 3 4 6
A3 J2 l 0 1 A2 3 1
CoS X 2 5, 2 7 7 7
wosx | 09 | -07 | -05 | O 05 | 07 | 09 1
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Agora vamos esbogar o grafico da fungdo cos x com alguns valores da

tabela:
"?winlwfﬂm@ """ T
N SN Y
o\ 1/ e/ e\ § g\ )k
........... ;64‘“00;44;
_1‘
|

Olhando para o grafico da funcdo cos x vemos que os angulos podem
se estender para a direita e para esquerda de 0, assim seu dominio é o

conjunto dos nimeros reais e sua imagem varia no intervalo de [—1.1]
flx)=cosxtemD=R e
f(x) = cos x tem Im = [—1,1]

Exercicio 4 (de avaliagdo): Trace um esbog¢o do grafico da fungao

f(x) = cos 2x e dé o dominio e a imagem.

Resolugéao I:

f(x)= cos 2x
vamos usar o seguinte artificio:
2x =Y
f(x)=cos Y
y
Y Y=Y/2 f(x)=cos Y
0 0 1
/2 /4 0
n /2 -1 X
3n/2 3n/4 0
om o 1 D=1IR
Im=[-1,1]
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Resolugéo II:

Vamos agora atribuir valores para x em
graus e ver o que acontece com 2x.
y
X 2Xx cos 2x |valor do cos 2X
° 0° cos 0° 1
45° | 90" | cos 90° 0 /’f*’iﬂ""“% AN
U
° 0 o 45° 90°_ f135% °
90 180" | cos 180 1 7 1o ’
135°] 270° | cos 270° 0 ] -_\E\Si///
1809 360° | cos 360° 1
D= IR
Im=[ -1,1]

A nosso ver, apos os alunos resolverem esses exercicios dando suas
conjecturas, construindo seu conhecimento, por meio de diversas atividades
com resolugdes variadas, terao amplamente argumentos e diversidade para
aplica-los nos trabalhos requeridos, que sdo o dominio das funcbes seno e

cosseno.

Observacgao:
Esta sequéncia didatica ndo era aplicada neste momento. Assim nao
temos material para realizarmos a analise a posteriore. Este trabalho faremos

ao longo do exercicio de nossa profissdo de professor.
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Consideracgoes finais

No capitulo 1, procuramos mostrar através da histéria como foi dificil e
lento o processo para se chegar ao conceito atual de fungdes em que
f:D =Y yma lei que associa elementos de um conjunto D, chamado o
dominio da fungdo, a elementos de um outro conjunto Y, chamado o
contradominio da fungdo. Esse conceito que é aceito hoje na matematica foi
formulado por alguns matematicos os quais descrevemos a contribuicdo que
cada um deu para formular o conceito. Ao final do capitulo apresentada a

funcdo de Euler E = R — ( que é usada para formular o conceito de fungao

seno e de fungao cosseno no circulo trigopnométrico.

No capitulo 2 tratamos do estudo dos livros didaticos. Usamos como
referencia a Teoria Antropolégica do Didatico, que nos permitiu realizar um
estudo pontual do objeto fungdes trigopnométricas nos livros de 12 e 22 série do
ensino médio. Identificamos a Organizagdo Praxeoldgica nos livros didaticos,
que sdo as Organizagdes Didaticas e Matematicas na abordagem do estudo
das fungdes trigonométricas em especial do dominio das fungbes seno e
cosseno.

Na Organizagao Didatica do livro “Aula por Aula” — 12 série, Xavier e

Barreto — 2005, identificamos tarefas do tipo:

eEnsinar a funcao seno.

eEnsinar o sinal da fungao seno.

eEnsinar o Dominio e a Imagem da fung¢ado seno.

eEnsinar a funcao cosseno.

eEnsinar o sinal da fungao cosseno.

eEnsinar o Dominio e a Imagem da fung&o cosseno.

No livro “Matematica Contextos e Aplicagcdes” — 2° ano, Dante 2003,

foram identificadas oito tarefas didaticas:

° Ensinar valores notaveis do seno;
° Ensinar valores notaveis do cosseno.
o Ensinar que sen x € uma funcédo de R — E;

o Ensinar o dominio e a imagem da fungéo seno;
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o Ensinar o sinal da fungao seno;

Ensinar que cos x € um numero real;

o Ensinar o dominio e a imagem da fung&o cosseno;

° Ensinar o sinal da fungao cosseno;

Estas tarefas da Organizagdo Didatica dao lugar a tarefas da
Organizagcao Matematica:

Do livro “Aula por Aula” — 12 série, Xavier e Barreto — 2005,
encontramos as tarefas:

e Indicar os valores dos senos.

e Construir o grafico da fungao seno e identificar o conjunto imagem.

e Indicar os valores dos cossenos.

e Construir o grafico da fungéo e identificar o conjunto imagem.

Ja do livro “Matematica Contextos e Aplicagdes” — 2° ano, Dante 2003,

identificamos as seguintes tarefas que contempla a Organizagdo Matematica:

Determinar f{x) para as fungdes definidas como f(x) = sen x.
° Determinar a expressao geral de x tal que sen x = a

e  Verificar se sen x € positivo, negativo ou nulo.

° Determinar os valores do cos x, x € &,

° Determinar a expressao geral de x tal que cos x = a:

° Verificar se a fungado cas x € positivo, negativo ou nulo.

Ao realizar o estudo dos livros didaticos, identificamos que a
abordagem do dominio das fungdes trigonométricas n&o fica clara para os
alunos que é o conjunto dos numeros reais.

Por isso no capitulo 3 apresentamos uma sequéncia didatica baseada
na teoria da Engenharia Didatica composta de 4 exercicios que foram
resolvidos ao nosso entender de maneira que seria resolvido pelos alunos do
ensino médio. Os exercicios propostos na sequéncia didatica tém por objetivo
fazer com que os alunos compreendam que o dominio da funcdo cosseno € o
conjunto dos numeros reais.

Ao final de nosso trabalho nos perguntamos:
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Com a apresentacédo da sequéncia didatica a abordagem do dominio
das fungdes trigonométricas fica mais facil de ser compreendida? O que
deveria ser feito de melhor para ajudar nessa compreensao?

Somente a aplicagcdo da sequéncia podera nos dar respostas e
elementos para aprimorar a sequéncia.

Por fim, este estudo permitiu que fizéssemos uma reflexdo sobre o
papel do professor ao preparar sua aula. Mostrou-nos que conhecer o que os
livros propoem é fundamental para definirmos nossas ag¢des e o quanto
podemos interferir ao planejar as aulas. Também fizemos a hipdtese que o
estudo via resolugdo de problemas, levando o aluno a fazer conjecturas, a

formular, a testar, pode ser um bom caminho para a aprendizagem.
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