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RESUMO

Neste trabalho s&o estudados alguns conceitos da Algebra Linear, para entdo desenvolver um
breve estudo de matrizes ortogonais. Tais matrizes apresentam propriedades de conservar
angulos e modulos, produtos escalares e além disso do ponto de vista numérico, preservam a
ordem de grandeza de nimeros durante operacdes numéricas. No decorrer do trabalho foram
contemplados além da fatoragdo QR, o problema de minimos quadrados calculados através da
equacdo normal e via fatoracdo QR. Durante a pesquisa fez-se uma abordagem da reta de

melhor ajustes, em que a tal reta é y=ax +b que minimiza a soma dos quadrados dos residuos.

Palavras-chave: Matrizes ortogonais. Fatoracdo QR. Método dos Minimos Quadrados.
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INTRODUCAO

Ao se falar em matriz ortogonal, segundo Poole (2006), tal nomenclatura ndo é muito
adequada, um termo melhor seria “matriz ortonormal”, o qual ndo é utilizado, até porque nao
tem termo algum para designar uma matriz ndo quadrada com colunas ortonormais.

Para construir uma base ortogonal (ou ortonormal) para qualquer subespago de R"é
utilizado um método simples (O Processo de Gram-Schmidt) que nos leva a uma das mais
Uteis fatoracdes de Matrizes. Se A é uma matriz mxn com colunas linearmente independentes
(exigindo m>n), o processo de Gram-Schmidt produz uma fatoracdo da matriz A em um
produto de uma matriz ortogonal Q por uma matriz triangular superior R, conhecida como a
fatoracdo QR. A fatoracdo QR tem aplicagbes em programas de computador para encontrar 0s
autovalores de uma matriz, para resolver sistemas lineares e para encontrar as aproximagoes
por minimos quadrados,
que discutiremos neste trabalho.

Sistemas impossiveis aparecem muitas vezes em aplicacdes, embora nem sempre com
uma matriz de coeficientes tdo grande. Quando o sistema ndo possui solucdo, o melhor que

podemos fazer é encontrar um x que faca com que Ax fique o mais proximo possivel de b. O

problema geral de minimos quadrados é encontrar um x que torne ||b— Ax|| 0 menor possivel.

O termo minimos quadrados vem do fato de que ||o— Ax| é a raiz quadrada de uma soma de

quadrados.

O presente trabalho tem por objetivo fazer um breve estudo a respeito de matrizes
ortogonais, visando aplicacbes em problemas que envolvem o método dos minimos
quadrados. Sua elaboracéo constitui-se de 4 capitulos e est4 organizado da seguinte maneira:

No capitulo | sdo mencionados os conceitos preliminares que serdo utilizados nos
capitulos seguintes.

No capitulo Il apresentamos os conjuntos de propriedades das matrizes ortogonais e
dois exemplos tipicos de matrizes ortogonais: a matriz reflexdo e a matriz rotagéo.

No capitulo 111 utilizamos a propriedade do processo de Gram-Schmidt para provar a
fatoracéo QR.

No capitulo IV mostramos o problema de minimos quadrados, onde o sistema linear

Ax =b néo possui solugéo, porque o vetor do lado direito ndo pertence ao espago coluna da
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matriz. Nesses casos, podemos recorrer de b, para isso podemos utilizar as equagdes normais
para x ou fatoragdo QR.
Finalmente procuramos uma reta de melhor ajuste que se aproxime a0 maximo dos

pontos dados, ou seja, que possui 0 minimo possivel de erro.
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CAPITULO 1
CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos de &lgebra linear que serdo necessarios
para a compreensdo dos proximos topicos. Para maiores detalhes em relagcdo aos conceitos
indicamos os livros KOLMAN & HILL (2006),LAY( 2007), CALLIOLI ET AL (1990) e
BOLDRINI ET AL (1980).

1.1 Definigdo de Matrizes
Uma matriz Anxn € um arranjo retangular de mn nimeros reais (ou complexos) distribuidos

em m linhas horizontais e n colunas verticais:

_llr‘\ )z 1 “l;‘ # El,r;"

dry  dxn . oahs - Ay,

G @y s gl el «— i-¢sima linha

Lt Am2 't ' gy v dmn
1 :
L— J-ésima coluna

Figura 1

Ai-ésima linha de A é
[a,a,---a-,]  (I<i<m);
e a j-ésima coluna de A é

&

Dizemos que A é m por n (representado por mxn).

1.2 Operagdes com Matrizes

1.2.1Adicdo de Matrizes
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Se A= a; |e B=[b; | sao matrizes mxn, entéo a soma de A e B é a matriz C=|c, |,

mxn, definida por Cij= ajj+bj (I<i<ml<j<n).
Logo, C é obtida pela adi¢do dos elementos correspondentes de A e B.
Se A e B sdo matrizes mxn, escrevemos A + (-1)B como A — B e chamamos isto de diferenca
entre Ae B.
Observamos que pela maneira com que foi definida, a adicdo de matrizes tem as mesmas
propriedades que a adicdo de nimeros reais.
Propriedades: Dadas as matrizes A, B e C de mesma ordem mxn, temos:

i) A+B=B+A (comutatividade)

i) A+ (B+C)=(A+B)+ C (associatividade)

iii) A+ 0= A, onde 0 denota a matriz nula mxn.
1.2.2 Produtos

1.2.2.1 Multiplicagéo por um escalar

Se A:[aij]é uma matriz mxn e r € um ndmero real, entdo a multiplicacdo por um

escalar de A porr, rA, é a matriz B= [bij] , mxn, onde bj; = ra (13 i<ml<j< n).

Logo, B é obtida pela multiplicagdo de cada elemento de A por r.
Propriedades: Dadas as matrizes A e B de mesma ordem mxn e nimeros r, ry € r,, temos:
i) r(A+B)=rA+rB
i) (n+r)A=nA+nA
iii) 0. A =0, isto é se multiplicarmos o nimero zero por qualquer matriz A, teremos a
matriz nula.
iv) ri(r2A) = (rir)A

1.2.2.2 Multiplicagéo de Matrizes

Se A:[aij] é uma matriz mxp e B= [bij] é uma matriz pxn, entdo o produto de A e B,

representado por AB, é a matriz mxn C = [Cij], definida por ¢; = a,b; +a,b,; +...+a;, b, =

pa.b. 1<i<m,1< j<n).
k™kj
k=1
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Propriedades da multiplicacdo de matrizes
a. Se A, B e C tém os tamanhos apropriados, entdo A(BC) = (AB)C  (propriedade
associativa da multiplicacéo);
b. Se A, B e C tém os tamanhos apropriados, entdo A(B+C) = AB+AC (propriedade
distributiva a esquerda);
c. Se A, B e C tém os tamanhos apropriados, entdo (A+B)C = AC+BC (propriedade

distributiva a direita)

1.3 Alguns Tipos Especiais de Matrizes

1.3.1 Defini¢do de Matriz Quadrada
E aquela cujo nimero de linhas é igual ao nimero de colunas (m=n). Quando nos

referimos a uma matriz quadrada nxn, podemos dizer que a sua ordem é nao inves de nxn.
1.3.2 Defini¢do de Matriz Identidade

E aquelaem que a, =1 e a; =0, para i # J. Isto €, é a matriz quadrada de ordem n,

em que todos os elementos da diagonal principal séo iguais a 1 e os demais elementos sdo

iguais a zero. Representa-se a matriz identidade por 1.

1.3.3 Definicdo de Matriz Triangular Superior
E uma matriz quadrada onde todos os elementos abaixo da diagonal sdo nulos, isto é, se

a; =0 ,parai> j.

1.3.4 Defini¢do de Matriz Simétrica
Uma matriz quadrada A é dita simétrica, se A=A equivalentemente, A é simétrica se

os elementos simétricos com relacdo & diagonal principal sdo iguais, ou seja, aquela onde

a‘ij = ajl

Exemplo:
a b c
b d e
c e f
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Podemos observar que a parte superior é uma “reflexdo” da parte inferior, em relagdo a

diagonal.

1.3.5 Matriz Transposta
Definicdo: Dada uma matriz mxn A, a transposta de A é a matriz nxm, denotada por A", cujas
colunas séo formadas com as linhas correspondentes de A. Note que a transposta de um vetor
coluna é um vetor linha e vice-versa.
A operacdo de matriz transposta satisfaz as seguintes propriedades:

Sejam A e B matrizes cujos tipos sdo apropriados para as seguintes somas e produtos.

a. (AN'=A

b. (A+B)'=AT+B"

c. Paraqualquer escalar r, (rA)'=rA"
. (AB)'=B'A"

o

1.4 Produto Interno
Definigéo: Seja V um espago vetorial de dimensdo finita sobre IR*. Entende-se por produto
interno sobre V uma aplicagdo que transforma cada par ordenado (u,v) € VxV em um nimero
real, (que indicaremos por (u,V)) obedecendo as seguinte condices:
a) (U+v,w)=U,wy+{v,w),vu,v,weV,;
b) (au,v) =a{u,v)Va € IReVu,veV;
C) <u,v>=<v,u>, paratodo u,ve V,
d) (u,u)é um niimero real maior que zero para todo vetor u=0.

Um espaco vetorial V onde estd definido um produto interno é chamado espaco com
produto interno (real). Como exemplo de um espago com produto interno temos 0 R", com

UV) =XY, + XY, +..+ X Y, ,onde u= (X, Xa,..., Xn) € V= (Y1, Y2,..., Yn).

1.5 Propriedades do produto Escalar

Se u, v, e w sdo vetores em R"e ¢ é um escalar, entéo:
a) uu>0;uu=0se, esomentese, u=0
b) uv=vu
c) (U+v).w=uw+v.w

d) (cu).v=u.(cv)=c(u.v)
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1.6 Normaem R"

O comprimento (ou norma) de v ¢ o escalar ndo-negativo ||v|| definido por

vl = Jvy = \/V12 +V, v ? e ||\/||2 —VV

1.7 Ortogonalidade

Seja V um espaco euclidiano. Dizemos que dois vetores u,v €V sdo ortogonais se, e somente

se, (u,v)=0. Um conjunto S={uy, ...,utcV se diz ortonormal se, e somente se, (I)

lu;| =1 (i=1, 2,....r) e (11) dois vetores quaisquer de S, distintos entre si, sio ortogonais.
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CAPITULO 2

MATRIZES ORTOGONAIS

No capitulo Il apresentamos o conjunto de propriedades das matrizes ortogonais e dois
exemplos tipicos: matrizes de reflex&o e matrizes de rotacéo.

Segundo Poole (2006), a nomenclatura Matriz Ortogonal ndo é muito adequada, pois
um termo melhor seria “matriz ortonormal”, o qual ndo é utilizado, até porque ndo tem
nenhum termo para designar uma matriz ndo quadrada com colunas ortonormais. Para este
capitulo nos baseamos nos trabalhos de POOLE (2006), LIPSCHUTZ (1994), STEINBRUCH
(2009).

Defini¢do: Uma matriz real Q é ortogonal se QQ' =Q'Q =1 .
Observe que uma matriz ortogonal Q € necessariamente quadrada e invertivel, e sua inversa

coincide com a transposta isto ¢, Q' =Q" .

Exemplo:
1 8 4
Seja Qzé 4 -4 -7|.Entdo
8 1 4
1 8 4 1 4 8
QQT=é4 -4 7= 8 -4 1|=
8 1 4 -4 -7 4

1+64+16 4-32+28 8+8-16
QQ"=—|4-32+28 16+16+49 32-4-28

81
8+8-16 32-4-28 64+1+16
81 0 0) (1 0 0
QQT=%O 81 0|=|0 1 0=
0o 0 81/ (0 0 1

Definigéo: Se det|A| = 1, a matriz ortogonal A é chamada matriz ortogonal prépria e se detA

= -1, a matriz ortogonal A é chamada matriz ortogonal impropria.
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Existem matrizes ortogonais que produzem efeitos especiais quando aplicados num
vetor. Duas dessas sdo a Matriz de Reflexdo e Matriz de Rotagdo. As matrizes de
transformacdo que representam rotagdes do plano sobre a origem sdo exemplos de matrizes
ortogonais proprias e as reflexdes do plano com respeito a uma reta pela origem séo exemplos
de matrizes ortogonais improprias. Além disso, tanto os vetores linha quanto os vetores
coluna de uma matriz de rotacdo e de uma matriz de reflexdo podem ser considerados como

um par de vetores unitarios ortogonais.

2.1 Matriz Reflexdo

Figura 2
u: unitario

S = u' (complemento ortogonal)

St=u
V=S®S*
veV;v=v+Vv,;v,eSev,eS;v Ly,
Uma reflexdo de Householder é uma matriz da forma H=1-2uu’.
Temos que

y—x=-2P, X

= y=x-2uu"x

= (1 —2uu")x

Ao multiplicar uma matriz de Householder por um vetor x é equivalente a refletir o

vetor x através do plano perpendicular a u .
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As matrizes de Householder sdo simétricas e ortogonais, como veremos no teorema a

seguir:

Teorema: A matriz de Householder é uma Matriz ortogonal.
Demonstracéo:

Vamos provarque H'H=1e HH' =

Observamos que H é simétrica, de fato,

H' =(-2uu")’
= 1" -2(uu")’
=1-2u")'u’
=|-2uw'=H

Assim, temos

H'H= HH =H’

= (1-2uu")’

= (I-2uu")(1 -2uu")
= 17-2luu" —2uu’ I +4(uu")(uu")

=1-2uu" —2uu" +4uu" =1

Exemplo:

Suponha u" = %(3, 4)" calcular a reflexdo de Householder.

Seja H =1 —2uu’ entéo,
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18 24

o[l 0)_|25 25

01)124 32

25 25
A

Ho| 2 25 (15
LA 7
25 25
7 -24

H=t Det (H) = -1

25\ 24 -7

2.2 Matriz Rotagao

Em duas dimensfes, a rotacdo pode ser definida por um Unico angulo «,0. Por

convengéo, angulos positivos representam rotagéo no sentido anti-horario.

Rotacdo é uma operacgdo bésica muito usada em aplicacOes graficas. Ela faz parte de
um grupo maior de transformacBes chamadas isométricas, que tem a caracteristica de
preservarem o comprimento do vetor. Para construir a matriz de rotagdo considere a figura

abaixo:

Vi

Figura 3
J& sabemos que o tamanho do vetor ndo se altera. Aqui chamado de r.

X
COS¢p =L — X, =rCOS¢
r

seng = %, X, = Iseng
r
cos(¢ +0) =% — Yy, =rcos(¢+06)

sen(¢ +0) =%—> Yy, =rsen(¢ +06)
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X1 Xy

y, =rcos(¢+0) — Yy, =rcos¢cos e —rseng send

Yy, =rsen(¢+6) — y, =rcos¢send + rseng cos o ou,
%{_J T
Y1 |_|cos 0 -—send || X ou,
Y, sen@ cosO || X,
Y= R . X

Onde, R é ortogonal.
Para verificar se esta matriz rotacdo é ortogonal basta multiplicar pela sua transposta, obtendo

assim a matriz identidade.

cos@ -—senf || cos@ send cos® 0 +sen’0 0 10 .
= = e determinante
send cosé || —send cosO 0 sen6+cos’6| [0 1
igual a 1.

cos® —send . X Xcos@ -—ysend
D= Sejam v = e u=D.v=
senf  cosé y xsenf ycosé

Ml =" +y7

lul| = \/(xcose — ysend)” +(xsend + y cos6)’

lul = X c0s? 0 — 2xy cos send + y?sen’d + x’sen’0 + 2xysend cos 0 + y° cos’ 0

ul = \/xz (cos® 6 + sen’d) + y* (sen’d + cos® O)

V| = v/x* + y* — Preserva a norma do vetor.

Exemplol: qual a rotagdo do vetor
U= (1,0), e 6 =30°no sentido anti-horario. T : R* — R?

Multiplicando a matriz rotagdo pelo vetor coluna obtemos:

{cos 30° —sen30°} {1

- 2 que é as coordenadas do vetor que é rotacdo do vetor
sen30° cos30° || O

2
u =(1,0)de angulo 30°.
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Exemplo 2:
R
- 9 1
Com 0="rad D= coso —send =| 2 2 V=
4 sen@ coso V2 2 0
2 2
V2o N2 N2
=2 2 H: 2
V2 y2 0] |42
2 2 2

O vetor u é uma rotacéo de v, com 45 graus para a direita , ttm a mesma norma e as colunas
de D s&o ortogonais.

¥Y<
i

Figura 4

As rotacOes planas apresentadas anteriormente podem ser generalizadas para dimensdes
maiores. Para R®, por exemplo, podemos definir:

1 0 0

R, ()| 0 cos@ send | Neste caso a rotacdo é feita apenas no plano YZ, mantendo o eixo
0 -senf cosé

X fixado.
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Figura 5

cosd 0 -—send
R,(@) 0 1 0 Neste caso a rotagdo é feita apenas no plano XZ, mantendo o eixo
send 0 cosé

Y fixado.

cosf senf O
R;(0)| —send cosO 0| Neste caso a rotacdo é feita apenas no plano XY, mantendo o eixo
0 0 1

Z fixado.

2.3 Propriedades das Matrizes Ortogonais
As matrizes ortogonais,satisfazem o conjunto das propriedades enunciadas nos
teoremas a seguir:

Proposicdo 2.3.1 Seja Q uma matriz mxn. Suas colunas formam um conjunto ortonormal se,
e somente se, Q'Q =1.

Demonstracao:

Seja g,a i—ésimacoluna de Q (consequentemente a i—ésimalinha de Q"). Como o
elemento (i, j) de Q'Q¢é produto escalar da i—ésima linha de Q" pela j—ésima colunade Q,

temos que,

Q'Q);= (a.q;) *)
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devido a definicdo de multiplicacdo de matrizes. De fato, as colunas de Q formam um

lsei=j

conjunto ortonormal se e somente se <qi,qj>={ logo, da equacdo (*), vale se e

0sei#j

Lseic i
somente se (Q'Q), ; Z{ et

Osei#j
Proposicdo 2.3.2 Uma matriz quadrada Qé ortogonal se e somente se Q' =Q".

Demonstracéo:
Segundo POOLE (2006), no teorema anterior vimos que Q é ortogonal se e somente se

Q'Q=1. Isso ¢ verdade se e somente se, Q é invertivel. Assim, se multiplicarmos ambos 0s
lados de Q"Q =1 por Q" pela direita obtemos Q".QQ*'=1Q" = Q"I =Q '=Q' =Q™

Nesse caso, as colunas de Q sdo ortogonais entre si e formam uma base ortonormal de R".

Proposicéo 2.3.3 Seja Q uma matriz nxn. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

a. Q éortogonal.

b. |Qx|=x| paratodo x em R" .

c. OQxQy=x.y paratodoR".

Demonstragdo: Como as afirmagbes sdo equivalentes temos que provar que

(a) = (c) = (b) = (a) . Para provar tais equivaléncias POOLE (2006) utilizou o fato de que,

se X e y sdo vetores (coluna) em R", entdo x.y=x"y.
(@)= (c) Se Q é ortogonal = <Qx,Qy>=<x, y)isto & o produto das imagens é igual ao
produto do dominio.

Seja  Q  ortogonal, entio  Q'Q=1. De fato,(Qx,Qy)=(Qx)"Qyentdo
(Qx,Qy)=x"Q"Qycomo Q'Q = I temos que (Qx,Qy) =x"ly e portanto

(Qx,Qy)=x"y logo,

(Qx.Qy)=(xy).

(c) = (b)Se (Qx,Qy) =(x, y)vx,y = Qx| =|x|

Suponha que (Qx,Qy)=(x,y) vx,yeR". Tomando x=y, por hipétese temos que

(Qx,Qx) = (x, x)assim, Qx| = /(Qx, Q1) = {x,x) = [x].

(b) = (a) Considere vélida a propriedade (b) e que g, denota a i—ésima coluna de Q. Entéo:




) [QUx+ ) =[x+
= (X+y,Xx+Y)
= (%, x)+2(x,y)+(y,y)

= X +200 y)+ Iyl

b) QU= )| = x=y[" = (x-y,x=y)

=[x -2(xy) + Iyl

) (a)-(b)
[QCc+ NI -lRe- =

I +20x ) +yIF- (I =20 y) +yI )= 4(xy)
o) JRx+y)I =[x+ Qy[f

= (Qx+Qy,Qx+Qy)

= Qx| +2{Qx.Qy)+[Qy[

d) |Q(x—y)| = (Qx-Qy,Qx-Qy)
| —2(Qx,Qy)+[Qy|’

i) (c)-(d)

Qx° +2(Qx, Qy)+[Qy - (x| - 2(Qx. Qy)+ [yl )= 4(Qx.Qy)

4(x,y) = 4(Qx,Qy)multiplicando ambos os lados por % logo teremos
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(x,y)=(Qx,Qy) ¥x e yem R". [Isso mostra que (b) = (c)]. Analisando esta propriedade

percebemos que preserva o angulo dos vetores.
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Agora, (X, Y)=(Qx,Qy)se x=q,e y=(; entdo, <qi,qj>=<Qei,er>: <ei,ej>={zs:;i;jj

colunas de Q formam, portanto, um conjunto ortonormal, e Q € uma matriz ortogonal.

Analisando esta propriedade percebemos que preserva o angulo dos vetores.

Proposicdo 2.3.4 Se Q é uma matriz ortogonal, entdo suas linhas formam um conjunto
ortonormal.
Demonstracgdo: Assuma que Q é uma matriz ortogonal, entdo Q" =Q". Assim,
(Q )_1 = (Q‘l)_lz Q=(Q' )T , logo Q' é uma matriz ortogonal. Entéo, as colunas de Q' que
séo exatamente as linhas de Q formam um conjunto ortonormal.
Proposicdo 2.3.5 Seja Q uma matriz ortogonal.
a. Q' éortogonal.
Demonstracdo: LIPSCHUTZ (1994)

Temos Q" =Q*, pois, Q é ortogonal. Assim, como Q é ortogonal se e somente se Q'é

ortogonal logo Q' ¢é ortogonal.

b. det |Q|= +1
Demonstracao: STEINBRUCH (2009)
Para provar esta propriedade ¢ suficiente lembrar que Q' e Q tém o mesmo determinante e
gue o determinante da identidade €é igual a 1. Sendo Q ortogonal, Q"Q =I. Logo, det(Q'Q)=
detl = det(Q") det(Q) =1
Como det(Q) =det(Q"), vem: (detQ)* =1 ou seja, det(Q) =+1 ou det(Q) =-1

c. Se A éumautovalorde Q, |A|=1.

Demonstracdo: POOLE (2006) prova esta propriedade utilizando o fato de que uma matriz
ortogonal conserva o tamanho do vetor.

Seja A um autovalor e v um autovetor associado a Q, entdo Qv = Avlogo,

[Vl =llvl = |2v]| = [4][v] & como [ = 0,}av] =1.

d. Se Q, e Q, sdo matrizes ortogonais nxn, QQ, também é.
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Esta propriedade nos mostra que o produto de duas matrizes ortogonais é ortogonal, e para
demonstra-la utilizamos a idéia de LIPSCHUTZ (1994).
Demonstracéo :

Para provar esta propriedade, lembremos que (AB)' =BTA". Sejam agora Qe Q,
ortogonais, isto é, Q" =Q, " e Q,' =Q,™. Assim, (QQ,)(QQ,)" =QQ,Q,'Q," =

Utilizando o fato de Q' =Q'e Q, =Q," temos que QQ,Q,'Q, " =Q(Q,Q, Q™
logoQ1Q ' =QQ " =1 Assim, (QQ,)" =(QQ,)™", e, portanto, QQ, € ortogonal.
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CAPITULO 3

O PROCESSO DE GRAM-SCHMIDT E A FATORACAO QR

No capitulo Il descrevemos o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmid e

mostramos sua relagédo com a fatoragdo QR.

3.1 Projecéo Ortogonal

Definigdo: Seja W um subespacgo de R" e seja {ulv...uk} uma base ortogonal de W. Para um

vetor vem R", a proje¢do ortogonal de v em W é definida por

. u,.v u, v x .
prOjW(V)z[ - ju1+---+[ — lu, A componente ortogonal de v em relagdo a W é o
u,.u, U, .U,

vetor perp, (V) =v— proj, (V).
Como os vetores u,sdo ortogonais, a projecdo de vsobre W é a soma de suas projecoes

ortogonais sobre subespacos unidimensionais que s&o mutuamente ortogonais.

v,scV
Ex: v=R®
S =Span{v}
i
|
: > r=(x-Pax}
]
]
I
]
i
a igoo
Psx - s
’ v
Figura 6
P=?

Seja Px=tv, algum para te R

Para determinar t, exigimos que



Conclusao

X = <X’V>v
)

Se (.,.): produto interno em R", (x,v)=x"v = v'x

AY,
H_J

matriz
projecéo

=P

S

Exemplo numérico

S =Span{v,v,}

. 1
v,=—1 P,
\/5—1
. 1
v,=—=|0
\/El

Note que ||v,[|=1 e |v,|=2
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1
1 1)[|-—=(1 1 -1
11 1 J§( )
S I Il 1 B
-1 1)|| —=(1 0 1

R
Bo2[Lo1 1
_| 2 V3 V3 VB3|
P=| = 0 =
B g
BENNE N B 2
L V3 V2]
—+—= 1+O ——4—=
3
P= l+O l+O —£+O
3 3 3
_E_i_l —l+0 4=
1 3 2 3 |
5 1 1]
6 3 ©6
po|l L 1
3 3 3
15
16 3 6 |

3.2 O PROCESSO GRAM SCHMIDT
Teorema:

Seja {X,,..., X } uma base para um subespaco W de R"e defina o seguinte:

Vi =X W1 = span(xl)
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<
N
Il
x
N
|
77\
<
x

L Zjvl, W, = span(x,, X,)

V, - X V, - X
V3=X3_[Vl Sjvl_[ . Vsjvzi W, = span(x;, X, X;)

V, -V,

V, =X, —(Vl‘x" jvl —[VZ X jvz —---[ijk_l, W, = span(x,,...,x,) Entdo para cada
1

Vi-Vy V-V, Vieer Vi
i=1..,k, {v,...,v,} ¢ uma base ortogonal de W,. Em particular {v,,...,v, } é uma base de W .
Em suma, todo subespago de R" tem uma base ortogonal e fornece um algoritmo para

construir uma base dessas. Para normalizarmos os vetores do processo de Gram-Schmidt,

basta a cada isubstituir v, pelo vetor unitario g, = (HJ .
V.

Demonstracéo: veja POOLE [2006], pagina 343
Exemplo: Considere a base S:{xl,xzvxg}para R®, onde x =(111), x,=(-10,-1) e

X; =(-1,2,3) utilizaremos o processo de Gram schmidt para transformar S em uma base

ortonormal para R®.
Passol: Seja v, =x, = (1,11).

Passo 2: calculando agora v,e v, :

X, -V,
V, =X2—[V v, JVI

(-1,0,-1)-(1,1,2) L)
(1L11)-(11,2)

al
=103 jm
S

101

v, =(-1,0,-1) -




(-123)-(L1Y)
v3=(‘1’2’3)_( (L11)-(112) j (11’1){(

v, =(-2,0,2)

Assim, uma base ortogonal para R*¢é {(1 11), (

Agora normalizando a base ortogonal

v (11 (111){
R Y I TN

q :i: (_2’0’2) :{__ziij: (__1 Oij
ol Je2rr0r+22 \VB'VB'VB) (V2! T2
Logo obteremos base ortonormal

(a3l a5 e

3.3 FATORACAO QR

para

33
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Teorema: Seja A uma matriz mxn com colunas linearmente independentes. Entdo A pode ser

escrita como: A=QR, onde Qé uma matriz mxncom colunas ortonormais € R € uma matriz
triangular superior invertivel.

Demonstracdo: Ao aplicar o processo de Gram schimdt (com normalizagdes) a X,,..., X,
corresponde a fatorar A.

As colunas de A formam uma base {x,,...,x, } para coluna de A. Utilizando o processo
de Gram schmidt, podemos obter um base ortonormal {q,,...,q, } para o espaco coluna de A.
Seja Q=[a, 0, .. 0q,]para K=1,..,n, x.estaem Span{x,,..., X } = Span{q,....q,}

Agora, cada um dos vetores x; pode ser escrito como uma combinacdo linear dos
vetores q. isto e, existem constantes Fir Vs omr T RIS que
X, =60 + 0, +...+ 6, q +0-9,,, +...+0-q,. Podemos supor que os elementos da diagonal
de R sdo positivos. Se r, <0, basta substituirmos g, por —q.e r, por —r,, ou entdo
simplesmente multiplicar tanto ¢, como r, por -1. Assim, como foi dito anteriormente, x, é

uma combinagéo linear das colunas de Q usando como coeficientes as coordenadas do vetor

r-lk
,
rk — kk
0
- O -~
ou  seja, x, =Qr, para k=1..,n. Seja R=[r - r]. Entéo
r11 r12 rln
O r22 r2n

A=[x - x]=[Qr -+ Qr]=QR,onde R=|0 0

0 0 -1,

Mostraremos agora que R € invertivel. Seja y uma solucdo para o sistema linear Ry =0.
Multiplicando esta equacdo por Qa esquerda, temos

Q(Ry)=Q0

(QR)y =0usando o fato de A=QR

Ay =0
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Escrevendo Ay =0como
YiX + Y, % +---+Yy,x =0, onde y,,Y,,...,y, sdo as componentes do vetor y. Como as
colunas de A sdo linearmente independentes, y, =y, =---=Yy, =0, portanto ytem que ser o

vetor nulo. Logo R ¢é invertivel.

Exemplo:
1 -1 -1
Encontre a fatoracdo QRde A=|1 0 2
1 -1 3

As colunas de A sdo os vetores X, X, X,do exemplo anterior. Aplicando o processo de Gram
Schmidt para essa base iniciando com X, encontramos a seguinte base ortonormal para o

espago coluna de A ja calculados ainda no exemplo anterior:

1 1 R
N ol
=== | = - ] = O
ql \/§ q2 \/6 q3 1
1 1 —
—_ ——= 2
B w) WA
Utilizando estes vetores ortonormais como colunas de Q temos;
11 1]
B k2
Q:[(h g, %]: i i 0
B
111
NN

Por construgdo, as k primeiras colunas de Q formam uma base ortonormal para
Span{x,,...x} . Pela demonstracéo do teorema anterior A=QR para algum R. Para encontrar
R, note que Q'Q =1, ja que as colunas de Qsdo ortonormais. Logo, multiplicando esta
equacio por QT a esquerda, temos

A=QR

Q"A=Q'QR
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(Q'Q)R

Q'A

Q"A=IR

Q"A=R

calculamos

btemos

1 -1 -1
1 0 2 |eentdoo
1 -1 3

|

2 =S e

l_ﬁ?___% o _4_@2__%4__&_
SRR e e o
_3_ﬁ o o

I
o

1
<C
—
o

I
o
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CAPITULO 4

METODO DOS MINIMOS QUADRADOS

No capitulo IV estudamos o problema de minimos quadrados, onde o sistema linear
ndo possui solugdo porque o vetor do lado direito ndo pertence ao espago coluna da matriz, e
mostramos que a solugdo do problema pode ser encontrado pelas equagdes normais ou pela
fatoracéo QR.

Para ilustrar a teoria e 0s métodos estudados, procuramos uma reta de melhor ajuste de

um conjunto de pontos dados, e finalizamos com o problema do melhor ajuste quadratico.

b

Figura 7
b esta mais proximo de Ax do que de Ax1 e Ax2, isto é para outro qualquer X, .

4.1 O Teorema da Melhor Aproximagao
Se W € um subespaco de dimens&o finita de um espago V com produto interno e se v é

um vetor em V, entdo proj, (v) € a melhor aproximacéo para vem W.

Denotaremos proj,, (v) como v

Figura 8

Se v = proj, (v), entdo Hv —\_/H <|v-w| paratodo w=v



38

Demonstracdo: seja w um vetor em W diferente da projecdo de v no subespago W, isto é

diferente de v. Como w e v estdo ambos em W, v -w esté também em W, e v—v = perp,, (v) é
ortogonal a v-w. Aplicando o0 teorema de Pitdgoras  temos  que
— — 2 —12 — 2
6 ] o
- = 2 —12 — 2
EEREE N
) -2 - 2
ey o
= P a -2 =R —2 .
Como w=V, entdo HV—WH é positivo e HV—VH +HV—WH >Hv—v” 0 que equivale a
2 =112 . = L 2
v —w| >HV—VH . Assim, segue que vé o vetor em W que minimiza |v-w| e portanto
minimiza |v—wj|.
O teorema acima diz que a distancia entre v e w, dada por |v—w|, pode ser vista como o

“erro” em usar w no lugar de v, e que o erro é minimizado quando w=v, assim, o vetor v é

chamado de projecdo ortogonal de v sobre w, e v é chamado de melhor aproximagdo por

elementos de W.

O problema geral de minimos quadraticos é: determinar x e R" tal que a diferenca

entre b e Ax, isto é, |b— Ax|é minima.

4.2 Teorema dos Minimos Quadrados
Seja A uma matriz mxn e seja b em R™. Entdo, Ax=b sempre tem pelo menos uma
solucdo por minimos quadrados x. Além disso,

a) X é uma solucdo por minimos quadrados de Ax=b se, e somente se, x é uma solucdo da
equacio normal A"Ax=A"b.
b) Apossui colunas linearmente independentes se, e somente se, AT Aé invertivel. Nesse caso,
a solugdo por minimos quadrados de Ax =bé Unica e é dada por x = (A" A)"A'b.
Demonstracéo:

a) r=Db— Ax(residuo)
Para que ||b— Ax|| seja 0 menor possivel, o vetor residuo deve ser ortogonal ao espaco coluna.

Se a, é uma coluna de A, entdo
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a'r=0
- a,’ r=0
a, r=0

Como cada aiT é uma linha de A", temos

< A'r=0

A"(b—Ax)=0

A'b—A"Ax=0

< ATAx=A"b

Logo, uma solucdo por minimos quadrados para um sistema de equacOes lineares Ax=b €
um vetor X que minimiza o comprimento do vetor Ax-b, isto é que satisfaz as equacdes
AT Ax = ATb conhecido como equagdes normais para X.

b) Note que as n colunas de A séo linearmente independentes se, e somente se, posto de A=n.
Mas isso € verdade se, e somente se, A"Aé invertivel. Podemos provar sua invertibilidade
mostrando que o sistema linear AT Ax =0tem apenas a solugdo trivial. Multiplicando ambos

os lados de A" Ax=0por x', temos

ATAx=0

X' ATAx=x"0
(AX)" (AX) =0
(Ax).(Ax)=0

De acordo com a propriedade 1.5 dos conceitos preliminares temos que Ax=0. Isso implica

que temos uma combinacdo linear de colunas de A linearmente independentes que é nula.
Logo, x=0. Assim, A'Aé invertivel e a equagio A"Ax=A'btem uma Unica solugio
x=(A"TA)"A'Db.

Neste método de resolugéo o procedimento para encontrar a aproximagdo por minimos
quadrados é primeiramente formar a matriz A'A e A'b e em seguida resolver o sistema
normal A"Ax= A'b por escalonamento, isto €, pelo método de Gauss-Jordan.

Exemplo de um aplicagéo:

Encontre uma solucéo por minimos quadraticos do sistema impossivel Ax =b, onde



4 0 2
A=|0 2|,b=(0

11 11
Solugéo:

Formaremos as matrizes A" Ae A'b
4 0 1 40 17 1
ATA= 0 2|=
0 21 1 5
1 1

2
4 01 19
A'b= 0=
0 21 11
11
Agora formamos o sistema normal A" Ax = A'b
17 1 19
X =
1 5 11
17 1][x ] [19
1 5|x| |11

Aplicando o método de Gauss-Jordan, e usando o fato de A" Aé invertivel temos:

2 17 1] 17 181 0 L.L, [17 1 11 0
(ATA) "= = . S t _ ~
15 1 5:0 1] L,=L,-17L,|0 -84 i 1 -17

: : 1
I_”lziL'1 1 i : i 0 ..o 1 .11 0 : i -
17 17 17 e T 84 84
L,=—21,00 1 ¢ -2 ¥ o, o1 o2 Y
84 84 84 84 84

4 1|15 -1

Logo (A"A) =—
GG

Resolvendo AT Ax = A'bdiretamente:

x=(ATA)ATD

5 -1 84
g
_|84 84190 )84 o
-1 1rj[il] j168
84 84 84
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Pelo teorema dos minimos quadrados (b), o sistema normal tem uma unica solucéo, devido as
colunas de A serem independentes.

Os componentes de x sdo os coeficientes da combinacdo linear das colunas de A

Ax=D

(4 0 2

0 2 H: 0
2
11 11

que ocasionam a melhor aproximagao para b.

4.3 Utilizando Fatoracao QR Para o Problema de Minimos Quadrados
Seja A uma matriz mxn com colunas linearmente independentes, e sejab em R™. Se

A=QRé uma fatoracdo QRde A, entdo a unica solugdo por minimos quadrados x de
Ax=b é x=R'Q"b.

Demonstracéo:

Seja uma fatoragdo QR de A, A=QR . Substituindo A nas equag¢des normais temos:

ATAx=A"b

(QR)"(QR)x=(QR)"b

R'Q'QRx=R'Q'b

R'(Q'Q)Rx=R'Q’b

como as colunas de Q formam um conjunto ortonormal, Q'Q = |

RTIRx=R'Q"b

R'Rx=R"'Q"b devido R ser invertivel, R" também ¢é uma matriz invertivel e logo temos
Rx=Q"b o que € equivalente a x =R™"Q"b. (Sistema alternativo para resolver o problema de

minimos quadrados).

Pelo fato de R ser triangular superior € muito mais rapido e facil resolver Rx =Q"b do que

usar substituices ou operacdes elementares para calcular R™ e depois calcular x =R™'Q'b.



42

Exemplo: Encontre uma solugdo por minimos quadraticos do sistema impossivel Ax = b, onde

Utilizando a fatoracdo QR para o problema de minimos quadrados temos:

v, =X, =(4,0,1)

(0,2,1).(4,0,1)

v. =0 2’1)_[(4,0,1).(4,0,1)

j.(4,0,1)

v, = (0,2,1)-(%}.(4,0,1)

4 1
v, =(0,2,1)+ (—E ,0, ——j

17
Vv, = —i,Z,E
17 17

Base ortogonal {(4 O,l)(—%, 2%)}

Normalizando a base ortogonal:

) T etz T 7T
(_412116J (_412116j (_412116j
q =V—2—>q _ 17 17 _ 17 17 _ 17 17 -
C ol 4V 16V \/16 256 1428
- 4274 = A+ —
( 17) (17} 289 289 289

_ 4,16
17" 717 _( 4 34 16 j

1428 1428 1428 ' 1428
17

- .

A7 J1428

34 .
Q=[q, q,]=| O N matriz ortogonal
1 16
V17 1428 |
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Calculando R=Q"A

[ 4 1
—_— 0 — ||4 0
R= 17 V17 10 2
4 34 L
| V1428 1428 1428
71
NN
84
/1428
A solucdo de minimos quadraticos x satisfaz Rx=Q'b , isto €,
17 L] 4 o L
NN R I NV N
o 84 %] | 4 34 16
| V1428 | | V1428 1428 1428
(17 1] 19
VT i |[x) | 1T
0 84 X, 168
L 1428 | V1428

. . 1
Essa equacdo é resolvida facilmente e obtemos x = {2} .

Talvez o fato mais importante do uso da fatoracdo QR é evitar o célculo da matriz
AT A. Tal calculo pode produzir dificuldades no célculo da solucdo do problema. Isto pode ser

1+¢ 1

. . . ;& 11
ilustrado com a seguinte matrizz @ A=| 1 1+¢& e A = ;
L L 1 1+¢& 1

ATa|3t2HET 3v2s }
3428 3+2L+&7

Na prética, (na utilizagdo do computador) se & é muito pequeno, &£ é representado no

3+2& 3428

que é singular. Nesse caso,
3+2& 3+2

computador como nulo, e A" A torna-se ATAz{

perde-se a unicidade da solugdo do problema. Isso pode ser evitado calculando QR de A.

4.4 Reta de Melhor Ajuste
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Geralmente medimos o valor de y conforme o valor de x dado, e entdo marcamos no
plano cartesiano os pontos (X,y), tentamos relacionar as varidveis x e y que pode ser utilizada
para prever valores de y para determinados valores de x. Quando os pontos marcados no
gréfico ndo pertencem exatamente a uma reta, ou seja, quando dados experimentais fornecem
pontos que ao serem colocados em um grafico parecem estar proximo de uma reta
costumamos usar o método dos minimos quadrados para obter a reta que melhor se ajuste aos
dados. Calcular a solu¢do de minimos quadréaticos de Ax=b é equivalente a encontrar o vetor
X que determina a reta de minimos quadraticos. Iremos determinar os coeficientes a e b que
tornam a reta mais proxima possivel dos pontos. A reta de melhor ajustes é a reta y=ax +b que

minimiza a soma dos quadrados dos residuos.

4.5 Erro Quadratico (residuo)

A diferencga entre um valor de y observado e um previsto é chamada de residuo. Para
medir o0 quanto a reta est4 proxima dos dados utilizamos somar os quadrados dos residuos,
isto €, 0 quadrado da distancia entre os vetores Ax e b é precisamente a soma dos quadrados
dos residuos. Uma vez calculados e encontrados a e b o objetivo € minimizar o comprimento

do residuo (e), o que é equivalente a encontrar a solu¢do de minimos quadraticos de Ax=b.

Assim, a solucdo de minimos quadraticos x ¢é a solucdo das equagdes normais. (A" A)x= A"b

Sendo
X Y1 €
X a e
A=| "2 ,bzyz,x={}ee=2
b
X, 1 Y e,
entdo,
ATAx=A"b
X 1
A X Xo || X L] [ X2+ X2+ X2 X A+ X+ X,
1 1 1 : - X+ X+ X, m
X, 1
B/

ATb:|:X1 X, .. xm} Y :{xl.y1+x2y2+...+xmym}
1 : Yo+ Y, oY

Ym
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Se porventura 0s pontos estiverem exatamente sobre a reta de minimos quadrados a
equacdo estaria da forma y=ax+b. Porém, como alguns dos pontos podem ndo pertencer
exatamente a reta, entdo a equacdo se apresenta da forma y=Ax+b+e ,ou e =y-(Ax+b) em que

e € o desvio vertical do ponto dado até a reta de minimos quadrados (representando 0s erros

na direcéo y). Para que e seja o menor possivel o ||e| deve estar o mais préximo possivel de

zero. O vetor erro é apenas b-Ax, devido a forma matricial com que € representada a equagao

da reta onde os pontos ndo sdo colineares, no qual o sistema é indeterminado.Para calcular o

residuo utilizamos e =|jo— Ax|.

Fonto de dada
Gxj 4l

xj ax +b]
Parta na peta

Residua
Residuo

v=ax+h

Figura 9

Quando os pontos de dados (X1,Y1), ..., (Xn,Yn), €m um grafico, ndo parecem estar
proximos de nenhuma reta, pode ser conveniente escolher uma outra relacdo funcional entre x
ey, e entdo podemos utilizar o método de minimos quadrados para aproximar pontos dados

por outras curvas, além de retas. A solucdo de minimos quadrados x € a solucéo das equacdes
normais: (A" A)x = A'b

Suponha que queremos aproximar os dados por uma equagdo da forma
y =ax’ +bx+c, entdo as coordenadas do primeiro ponto (x;,y;1) satisfazem uma equagdo da
forma : y, =ax?+bx +c+e,, onde e €é o erro residual entre o valor observado y,e o valor
previsto para y, y, =ax+bx +c. Vamos formar uma equagdo analoga para cada ponto dos

dados.

y, =ax’+bx +c+e
y, =ax,’+bx,+c+e,

2
y, ax,~+bx +c+e,



Escrevendo este sistema na forma y = Ax+e

Y, x12><11a &

al | e Ly
.2 R
Y X,” X, 1l|== |€&,
=
Temos:
(ATA)x=A"b
X' % 1
X7 X X, 2 1
X X
ATA= X X, e X, 2 .2 =
1 1 .. 1 .2 Do
X,© X, 1

4 3 3 3 2 2 2
XK X XX XD XX X

3 3 2 2 2
XXX XXX X X e X

X2HXS XD X Xy e X m
2 2 2 yl 2 2 2
X X X y XYt X Y e H XY,
Ab=ATb=| x X - X || |2 YKy, ot Xy,
1 1 -1 ' Vit Yo+ 1Y,
Ya

Exemplos:
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1) Encontre a reta de minimos quadrados e o erro quadratico minimo para os pontos (1,1),

(2,2), (3,2), (4,3)

Seja y=ax +b a reta procurada. Substituindo os quatros pontos nessa equagéo, obtemos:

1=a+b
2=2a+h ou
2=3atb
3=4atb

R

w NN
A W DN B

1

a
1 {b} Assim, queremos a solugéo por minimos quadrados de Ax=b, onde
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A W N B
[ R e =

Calculando a equagéo normal (A" A)x = A'b
2 2 2 2

AT A= 1°+2°+3°+4° 1+2+3+4
1+2+3+4 4

. [30 10
ATA=
10 4

1+2+2+3
23
Arb{ }
8

o 4l 5]

{30 10 : 23}~ L,=L, {30 10 : 23} |_"1=|_'1—5|_'{30 0 : 18}
=

ATh = {1.1+ 2.2+3.2+4.3}

~

I

10 4 : 8 ,=3L-L,[0 2 i1 L,=L, [0 2 : 1
L"'lzioL'1 10 3 3

3 S logo x= S e portanto uma equagdo para a reta de minimos
- 1. 1 1
L,==-L,|0 1 = =

2 2 2

1 L ]
= que minimiza a soma dos quadrados dos residuos

quadrados com coeficientes azg eb

é: y—§x+l
: Xt
Como e =h— Ax temos
_E_ __i_
10 10
Ll sy (1 |7 3
e=2—21 EZZ_E:E
2 3 1'3 2 § _3
3 4 1|12 3 10 10
2] |1
1101 L 10 |




Calculando a norma do residuo temos | = \/(—

\/i =0.447
5

|
—# <

h

7

]
°

Figura 10

1
10

J

3
10

J

3
10

J

1
10

jzz
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2) Encontre a pardbola que tem a melhor aproximacéo por minimos quadrados para 0s pontos

(-1,1), (0,-1), (1,0) e (2,2).

Solucdo: A equacdo de uma pardbola é y=ax®+bx+c, substituindo os pontos dados nessa
¢ quag p y p

equacéo, obtemos o sistema linear:

l=a-b+c
-1=+c
ou
O=a+b+c
2=4a+2b+c
1 1 -11
1l Jo o 1/
= b
0 1 1 1
c
2 4 2 1

Assim, queremos a solugdo por minimos quadrados de Ax=b, onde



[ = S =
|

Calculando a equagéo normal (A" A)x = A'b

(1) +0° +1° +2  (~1)°+0%+1+2° (-1)2+02+12+27
ATA=| (-1’ +0°+2°+2° (-1)*+0*°+2°+2° (=) +0+1+2
(-1)*+0*+1°+2*>  (-)+0+1+2 4

[18 8 6
ATA=|8 6 2
6 2 4
[(~1)2.1+0%(-1) +12.0+ 222
Ab=| (-1).1+0.(-1)+1.0+2.2
1+(-1)+0+2
9
Ab=|3
[18 8 6][a
8 2||b|=|3
16 2 4]c
L=b [ 401 1
18 8 6 L, 9 3 2
8 6 2 i 3|=L'=6L,-8L[0 20 —20 : 2|=
6 2 4 2| L'=L-3L|0 2 -6 i 3
N R A U R
L"=L 9 3 2 | LU=LgLY 10
L' 1
L"=—2 |0 1 -1 ! — |=L"=40L"+L,"|0 40
* 20 0| Lf =
L"=L-10L70 0 40 28| LU=l |00

O Ol

41 |

90
~24

10 |

I
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IlII_ m 7 Ill_ i
L™=k _§L3 100 1
1 3
=—L" |01 0 ——
- 40L2 5
LT=hY o0 1 L
L 10 |
1
_| 3 . . - < , 3.7
Logo x = o assim, a parabola de minimo quadrado tem equagéo y = x —EX—E.
_
L 10|

Como e =b— Ax temos

9 1

. 10 | | 10

171 11 1 1 7 3
o |10 0 1) 3| -1 |T0|| 10
o [1 1 1] 5 3] |3
2| |4 2 1| 71 |2 10| | 10
L 10 21 1

0] 10

1 2 3 2 3 2 1 2
Calculando a norma do residuo temos ||e||=\/(5j J{_Ej J{Ej J{—Ej =

(Ej =0.447
5



\

(LX’

A

bt
!
T

(1,0>/

t
=3

f
) i

1

-

=14, -1

Figura 11

o1
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CAPITULO5

CONCLUSOES

A presente pesquisa foi de grande beneficio para meu conhecimento, pois tive a
oportunidade de aprender que matrizes ortogonais apresentam propriedades de conservar
angulos e modulos, além de preservar produtos escalares. Ao se calcular o problema de
minimos quadrados em muitos casos, torna—se mais eficiente utilizar a fatoracdo QR de A (se
as colunas de A forem linearmente independentes) pois as equagdes normais podem algumas

vezes introduzir pequenos erros nos calculos dos elementos de A" A que podem causar erros

1+¢ 1
relativamente grandes na solugdo. Um exemplo disso estd na matriz A = | 1 1+& .
1 1

3+2E+E2 3428

Quando se calcula ATA =
3428 3+28+&7

} num programa de computador, se & é

3+2& 342
muito pequeno, £ é representado como nulo, e A"A torna-se ATA:{ d 5}sendo

3+2& 3428

singular, o que ocasiona a perda da unicidade da solugdo do problema garantida no teorema
dos minimos quadrados (item 4.2). Na reta de melhor ajuste, os dados experimentais
fornecem muitas vezes, pontos que, ao serem colocados em um grafico, parecem estar
proximos de uma reta, temos entdo de determinar os pardmetros a e b que tornam a reta mais
proxima possivel dos pontos e para medir o qudo proxima estd a reta dos dados a melhor
escolha é somar os quadrados dos residuos. Quando os pontos colocados num gréafico ndo
parecem estar proximos de nenhuma reta, pode ser apropriado escolher uma outra relacdo
funcional, tornando-se necessario ajustar os dados a uma curva diferente de uma reta. Assim,

propde-se para futuros trabalhos aprofundar o estudo de matrizes ortogonais e suas aplicagoes.
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