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Introducao

Nesta monografia de especializagao, apresentamos o estudo das séries numeéricas
do ponto de vista da convergéncia absoluta e incondicional. Os assuntos abordados foram

divididos em trés capitulos.

No capitulo 1, estabelecemos os conceitos basicos para compreensao do capitulo 2.

As sequéncias de ntmeros reais sao estudadas visando a este objetivo.

O capitulo 2 é todo dedicado a convergéncia de séries numéricas. De inicio, defini-
mos convergéncia de uma série e estabelecemos os principais critérios usados para decidir
a respeito de sua convergéncia. Em seguida, demonstramos a equivaléncia entre conver-
géncia incondicional e convergéncia absoluta para séries numéricas. Esta demonstragao é

tida o “ponto dureo” deste capitulo.

No capitulo 3, ultimo desta monografia, citamos algumas aplicagoes de séries nu-
méricas. E por fim, analisamos estimativas de soma para algumas séries convergentes

estabelecidas no capitulo 2.

O trabalho é finalizado com algumas consideragoes finais e as bibliografias utiliza-

das.



Capitulo 1

Sequéncias Numéricas

As ferramentas primordiais de que necessitamos para o desenvolvimento dos capi-
tulos 2 e 3 sao apresentadas neste capitulo. Basicamente exibimos resultados de interesse
das sequéncias numéricas. Para um estudo completo destes fatos indicamos as referéncias

2] e [5].

1.1 Limite de uma Sequéncia em R

Definigao 1.1 Uma sequéncia de ntmeros reais ¢ uma aplicacao v : N — R que associa

a cada n € N um nimero real x,, denominado o enésimo termo da sequéncia.
Notagao. (z1,Z2,...), (Tn)nen Ou simplesmente (z,,).

Definicao 1.2 Dada uma sequéncia x = (T,)nen, uma subsequéncia de x € uma restrigao
da fun¢ao x a um subconjunto infinito: N' = {ny,na, ..., ng, ...} C N com a propriedade:

n<ng < -+ <MNg....
Notacao. (z,)nen, (Tn, )ken ou simplesmente (zy, ).

Definicao 1.3 Dizemos que o nimero real | € o limite da sequéncia (z,) se dado € > 0,



eriste N € N tal que |z, — | < € sempre que n > N. Nesse caso, escrevemos lim z, =1
n—-400

ou stmplesmente limx,, = [.

Uma sequéncia que possui limite é denominada convergente e dizemos que (z,,)
converge para [ ou que [ é o limite de (z,,). Em caso contrario, afirmamos que a sequéncia

¢ divergente (ou diverge).

Teorema 1.1 (Unicidade do limite) Uma sequéncia nao pode convergir para dois limites

distintos, isto €, se lim x, =a e lim x, =0b, entao a = b.
n——+o00 n—-—+o0o

Demonstracgao: Suponhamos, por absurdo, que lim z, =a, lim z, =b com a # b.
n—-+o00 n—-—+00
b —al

Seja ¢ = > (0. Como x, converge para a e x, converge para b, garantimos a

existéncia de Ny, Ny € N tais que |z,, —a| < € para todon > Ny e |z, —b| < esen > Ns.
Escolhemos N = max{N, No}. Como consequéncia, se n > N, temos n > Ny, n > Ny e
ocorre |b—a| = |b—z, +x, —a| < |b—x,| + |z, — a| < 26 =1|b—al, o que é absurdo.

Logo, a = b. [

Teorema 1.2 Se lirf x, =, entdo qualquer subsequéncia de (x,) converge para [.

Demonstracao: Seja (z,, ) uma subsequéncia de (z,). Como (x,) converge para [, dado
e > 0, existe N € N tal que se n > N, temos |x,, — | < &. Tomemos kq tal que ng, > N.
Como consequéncia, se k > ko, temos ny > ng, > N e entao |z, — | < e. Logo, (z,,)

converge para [. [

Em geral, o teorema acima é bastante usado em sua forma contra-positiva, con-

forme veremos no Exemplo 1.1.

Teorema 1.3 Qualquer sequéncia convergente € limitada.

Demonstragao: Seja (z,,) uma sequéncia tal que lir}rrl xn, = l. Logo, existe N € N tal
que |z, —1| < 1 sempre que n > N. Segue dai que |z,| = |z, —{+1| < |z, = +]|l] < 14|
sempre que n > N. Escolhemos M = max{|z1],...,|zy|,1+ |l|}. Portanto, |z,| < M

para todo n € N, ou seja, (x,) é limitada. n



Exemplo 1.1 Seja (x,) uma sequéncia dada por x, = 1+(—1)" = (2,0,2,0,...). Obser-
vamos que (x,) € limitada, porém nao converge via Teorema 1.2, pois possui subsequéncias:

(xon—1) € (z2n) que convergem para limites distintos (2 e 0 respectivamente).

Exemplo 1.2 A sequéncia (1,2,3,4,...) € divergente, pois nao é limitada (devido ao

Teorema 1.3).

Definicao 1.4 Uma sequéncia (x,) € denominda mondtona se x,, < x,41 para todon € N
ou Tpi1 < x, qualquer que seja n € N. No primeiro caso, dizemos que a sequéncia €
monotona nao-decrescente e no sequndo caso, (x,) € mondtona ndo-crescente. Se tivermos
Tp < Tpy1 para todo n € N (respectivamente x,, > x,.1) dizemos que a sequéncia é

monoétona crescente (respectivamente monotona decrescente ).

Teorema 1.4 Toda sequéncia monotona limitada € convergente.

Demonstragao: Seja (x,) uma sequéncia monotona limitada. Faremos a prova para o
caso em que (z,) é ndo-decrescente, isto é, x, < x,,1 para todo n € N. Consideremos
o conjunto: X = {xy,zy,...}. Observamos que X C R é um subconjunto nao-vazio e

limitado superiormente. Logo, existe o = sup X. Mostraremos que lim =z, = .
n—-—+o0o

Dado € > 0, existe N € N tal que a« —e < x, pois a é a menor cota superior para
X. Sen> N, temos xy <z, eassima—ec <y <z, <a<a+e Logo, |z, —a|] <e

quando n > N, isto é, lim =z, = a.
n—-400

Omitiremos a prova no caso em que (x,) é ndo-crescente, pois esta é semelhante a

que foi feita. [

Lema 1.1 Qualquer sequéncia (x,) contém uma subsequéncia mondtona.

Demonstracao: Para provarmos este lema, usaremos a definicao: um ntmero natural n

¢ denominado ponto de pico da sequéncia (x,,) se x,, < x, para todo m > n.

Estudaremos, entao, os seguintes casos:



Caso 1. A sequéncia (x,) possui uma infinidade de pontos de pico.

Nesse caso, suponhamos que n; < ng < --- < n, < ... sejam os pontos de pico.
Entdo, temos x,, > x,, > --+ > x,, > .... Construimos dai uma subsequéncia (z,,)

monoétona decrescente.
Caso 2. A sequéncia (z,) tem uma quantidade finita de pontos de pico.

Escolhemos n; € N tal que n; > m para todo ponto de pico m. Como n; nao é
ponto de pico, existe ny > n, tal que x,, > x,,. Também ns nao é ponto de pico, logo
existe ng > ny tal que x,, > x,,. Prosseguindo desse modo, obtemos uma subsequéncia

mondétona nao-decrescente. m

Teorema 1.5 (Teorema de Bolzano-Weiertrass) Qualquer sequéncia limitada de nimeros

reais possui uma subsequéncia convergente.

Demonstragao: Seja (z,) uma sequéncia limitada. Decorre do Lema 1.1 que (x,,) possui
uma subsequéncia (x,, ) monétona. Observamos que (x,, ) é limitada, visto que (x,,) o é.

Logo, garantimos via Teorema 1.4 que (x,,) é convergente. m

Exemplo 1.3 A sequéncia (l € mondtona limitada e portanto convergente. Além

n>n€N
disso, lim 1 = inf {1; n € N} = 0.

1.2 Limites e Desigualdades

Teorema 1.6 Seja (x,) uma sequéncia de numeros reais tal que lir}rrl r, =1. Seb<l,

entao existe N € N tal que b < x,, sempre que n > N. Sel < b, entao existe M € N tal

que T, < b qualquer que sejan > M.

Demonstracao: Provaremos a primeira afirmacao. Escolhemos ¢ = [ —b > 0. Da

convergéncia de (z,), garantimos a existéncia de N € N tal que |z, — | < £ sempre que



n > N. Dali, se n > N, obtemos:
|z, —l|<esol—c<z,<l+esb<z,<20—0.

Logo, b < z, toda vez que n > N.

Para provarmos a segunda afirmacao, basta tomar ¢ = b —1[ > 0. [

Corolario 1.1 Sejam (z,) e (yn) sequéncias de nimeros reais tais que lim z, =k e
n— 400

lim y, =1. Se existe N € N tal que para todo n > N temos x, < y,, entao k <.

n—-+o0o

Demonstragao: Por absurdo, suponhamos & > [. Escolha ¢ € R tal que [ < ¢ < k (por
exemplo, ¢ = (I 4+ k)/2). Pelo Teorema 1.6, existe N € N tal que y,, < ¢ < z,, sempre que

n > N, o que contradiz a hipotese dada. Logo, devemos ter k£ < [. [

Observamos que se existe N € N tal que z, < y, para todo n > N, entao nao

podemos concluir que lim z,, < limy,.

De fato, tomemos, por exemplo, as sequéncias (z,) e (y,) definidas por: z, = 0
e Yo = % qualquer que seja n € N. Observamos que x, < y, para todo n € N, mas

limz, = limy,. O correto (usando o Corolario 1.1) é inferir que lim z,, < limy,,.

Teorema 1.7 (Teorema do Confronto) Sejam (), (yn) € (2,) sequéncias de nimeros
reats. Se existe N € N tal que x, < z, <y, para todon > N e selimz, = [ = limy,,

entao lim z,, = L.

Demonstragao: Seja € > 0. Decorre da convergéncia de (z,) e (y,), a existéncia de Ny,

N, € N tais que
n>N=>l—c<x,<l+ecen>Ny=>l—ec<y,<l+e.

Consideremos Ny = max{N;, Ny, N}. Logo, temos | — ¢ < z,, < z, < y, < | + € sempre

que n > Ny. Portanto, lim z,, = [. [



1.3 Operacoes com Limites

Teorema 1.8 Selimz, =0 e (y,) € uma sequéncia limitada, entao lim(x,y,) = 0.

Demonstragao: Como (y,,) ¢ uma sequéncia limitada, existe ¢ > 0 tal que |y,| < ¢ para

g

todo n € N. Fixemos ¢ > 0. Uma vez que limxz, = 0, existe N € N tal que |z,| < £

sempre que n > N. Dessa forma, se n > N, temos |z,y, — 0| = |z,||ya] < |zn|c < €.
Logo, lim(z,y,) = 0. "

sen(n)

Exemplo 1.4 Via Teorema 1.8, concluimos que a sequéncia ( ) converge para 0.

n
Observagao. Na demonstragao do teorema seguinte, uaremos que se (z,) uma sequéncia
de nimeros reais, entao

limz, =1 < lim(z, — ) =0 < lim|z, — | = 0.

Teorema 1.9 Se limz, = a elimy, = b, entao:

(i) lim(z, +yn) = a + b;
(ii) lim(z, — yn) = a — b;
(iii) lim(z,y,) = ab;

(iv) lim (&) = % seb#0 ey, #0 (pelo menos a partir de um certo N € N),
Yn

Demonstracao:

(i) Seja € > 0. Logo, por hipdtese, existem Np, Ny € N tais que

€

£
5 :

n> N, = |z, —a| < 5

en> Ny = |y, — bl <

Definimos N = max{N;, No}. Logo, para todo n > N, temos:

13 13
(zn 4+ yn) — (a+0)| < |zp, — a| + |y, — V| <§+§:e.

Logo, lim(z,, + y,) = a + .
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(ii) A demonstracdo deste item serd omitida, visto que é semelhante a do item (i).
(iii) Para todo n € N, observamos que
TpYn — ab = XYy — Tpb + .0 — ab = x,(y, — b) + b(z, — a).

Como (z,,) é convergente, segue do Teorema 1.3 que (x,,) é limitada. Além disso, do
item (ii) acima, temos lim(y,, —b) = limy, —b =0 e lim(z,, — a) = limz,, —a = 0.

Usando (i) e o Teorema 1.8, concluimos que

lim(z,y, — ab) = lim[z, (y, — b)] + lim[b(x,, — a)] = 0.
Logo, lim(z,y,) = ab (via observacdo anterior).

1
p
b
7.

Ty 1 . 1
(iv) Para todo n € N, — = x,—. Mostraremos que lim <—) =
yn yn n

Fixemos ¢ > 0. Como lim y,, = b, existe N; € N tal que |y, | >

Desta convergén-
cia, também garantimos a existéncia de Ny € N tal que para todo n > Ns, temos

|y — b < 5|b%. Escolhemos M = max{Ny, Ny}. Desse modo, se n > M, vemos que

_ _ < |pl2
R TR )

1 1‘_'()—%

i = < =¢
Yo D by 0] |yn| o] 6] o o]
) 1 1
Dai, concluimos que lim (—) =7
Yn

1
Portanto, decorre do item (iii) que lim (ﬁ) = (limz,,) {lim (—)] = %.
Yn Yn

Proposigao 1.1 (Teste da Razao para sequéncias) Seja (z,,) uma sequéncia de nimeros
Tnt1
Tn

reats. Se x, > 0 para todon € N e lim ( ) =1l coml <1, entao limzx, = 0.
Demonstracao: Como [ < 1, existe ¢ € R tal que [ < ¢ < 1. Seja ¢ = ¢ — [ > 0. Entao,

. T
existe N € N tal que |[=22 —

< e. Dai, segue que

n

Tn+1
T

n>N= <l+e=c istoé, n>N=0<z,1 <cxy,.
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n—k+1

Desse modo, para todo n > N, temos 0 < 7,4 < cTp < Ty < -+ < C Tk,

ou seja, se n > N + 1, temos 0 < x,, < ;¢ *. Fixemos &k = N + 1. Vemos que

TN+1
eN+1°

0 <z, <y VD para todon > N +1. Definimos M = Como consequéncia,

escrevemos 0 < x, < Mc" sempre que n > N + 1. Visto que 0 < ¢ < 1, lim "™ = 0.

Portanto, segue do Teorema do Confronto que limx,, = 0. [

k
Exemplo 1.5 Sejam a € R, a > 1 e k € N. Entao lim "o,

n—+oo q"
k

. " n
Para cada n € N, definimos a sequéncia: x, = —. Observamos que
a

" (nt1)k 1 k T
ntl _ “”Zl = (1 + —) cate entdolim( n+1) =a <.
n

n
Tn pery Tn

Via Teste da Razao para sequéncias garantimos que lim x, = 0.

1.4 Limites Infinitos

Defini¢ao 1.5 Seja (x,) uma sequéncia de nimeros reais. Dizemos que “o limite de x,
¢ mais infinito” quando dado L > 0, existe N € N tal que x, > L sempre que n > N.

Quando isso ocorre, escrevemos lim x,, = +00.

Analogamente, limx, = —oo’ significa que para todo L > 0, existe N € N tal que

sen > N, temos x, < —L.

Observacao.

(i) Em qualquer um dos casos da Definicao 1.5, dizemos que (z,) nao converge ou

diverge.
(ii) limz, = 400 < lim(—=z,) = —oo (via defini¢do de limites infinitos).

(iii) Por defini¢ao, se lim x,, = +00, entao (z,) nao é limitada superiormente.
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A reciproca da afirmacao em (iii) é falsa. Para provar isso, consideremos a sequén-
cia (x,,) definida assim x,, = n+(—1)".n. Esta ¢ ilimitada superiormente, porém nao temos

lim x,, = +00 pois x5,_1 = 0 para todo n € N.

No entanto, se (z,,) é nao-decrescente, entao (z,) ilimitada superiormente implica
limz, = +o00. De fato, dado L > 0, existe N € N tal que xny > L. Para todon > N,

temos x, > xry > L. Dai, por definicao, garantimos que lim z,, = +oc.

Exemplo 1.6 Seja a > 1 e definimos a sequéncia (a™)nen. FEsta sequéncia € ilimitada

superiormente e crescente. Em decorréncia da observacao anterior, lim a" = +oo.
n—-+o00

Teorema 1.10 Sejam (x,,) e (y,) sequéncias de nimeros reais.

(i) selimz, = +oo e (y,) € limitada inferiormente, entio lim(z, + y,) = +00;

(ii) se limx, = +oo e existe ¢ > 0 tal que y, > ¢ para todo n € N, entdo temos

lim(z,y,) = +o0o;

(iii) se existe ¢ > 0 tal que z,, > ¢ e y, > 0 para todo n € N e limy, = 0, entdo

(iv) se (x,) € limitada e limy, = +o0, entdo lim (&) = 0.
Yn

Demonstracao:

(i) Como (y,) é limitada inferiormente, existe ¢ € R tal que y,, > ¢ qualquer que seja
n € N. Do fato de limx,, = +o0, dado L > 0 existe N € N tal que se n > N,
verificamos x,, > L — ¢. Logo, para todo n > N, obtemos =, +y, > (L—c)+c=1L

e portanto lim(z, + y,) = +oc.

(ii) Fixemos L > 0. Uma vez que limz, = 400, garantimos a existéncia de N € N

tal que x, > % sempre que n > N. Dali, segue que z,y, > (L)c = L. Logo,

[

lim(z,y,) = +oo.
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(iii) Seja L > 0. Visto que limy, = 0, existe N € N tal que 3, < £ quando n > N.

- Tn, 1 o
Entao, para todo n > N, ficamos com — = x,— > c% = L. Em consequéncia,

Yn Yn
. Tn
lim (—) = +00.
Yn

(iv) Existe ¢ > 0 tal que |z,| < ¢ para todo n € N, pois (z,) é limitada. Fixemos

[

e > 0. Como limy, = +oo, existe N € N tal que se n > N, obtemos y, > <.

£

Yn

Assim, qualquer que seja n > N, temos

= |xn|ﬁ < ¢ = ¢, uma vez que
Yn

Ty
[Yn| > yn > £ sempre que n > N. Portanto, lim (y_ =0.

1.5 Sequéncias de Cauchy

Definigao 1.6 Seja (z,) uma sequéncia de nimeros reais. Dizemos que (x,) € uma
sequéncia de Cauchy quando para todo € > 0, existir N € N tal que |z, — x| < &, sempre

que m,n > N.

Lema 1.2 Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstragao: Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy. Consequentemente, existe N € N
tal que |z, — x| < 1 se m,n > N. Em particular, |z, — zy.1| < 1. Para todo n > N,
|en] < |zp — xni1| + |2ne] < 14 |zyaa]- Seja 8 = max{|z|, |22, ..., |zn|, 1 + |xNi1]}-

Dai, fica garantido que |z,| < # para todo n € N. Portanto, (x,) é limitada. n

Lema 1.3 Se uma subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy converge, entao a sequéncia

de Cauchy converge para o mesmo limite.

Demonstracao: Seja L = limz,, em que (z,,) ¢ uma subsequéncia da sequéncia de
Cauchy (x,). Mostraremos que limz, = L.

Fixemos ¢ > 0. Existe N; € N tal que |z, — x,,| < § sempre que m,n > N,

m,n € N ((z,) é de Cauchy). Segue da convergéncia de (z,, ) a existéncia de k; € N com
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nk, > Ny tal que k > k; implica |z,, — L| < 5. Desse modo, para todo n > Ni, temos

|n — L| < |2n — 2, | + |2, — L] < § + § = €. Portanto, limx,, = L. -

Teorema 1.11 Seja (x,) uma sequéncia de nimeros reais. Entao, (x,) converge se e

somente se (x,) € de Cauchy.

Demonstragao: Suponhamos lim z,, = L. Dado € > 0, existe N € N tal que |z, — L| < §
se n > N. Como consequéncia, se m > N e n > N, obtemos

€

226.

|xn—xm|:|xn—L+L—xm\§|xn—L\—|—|xm—L\<%+

Dai, concluimos que (x,,) é de Cauchy.

Reciprocamente, suponhamos que (z,) é de Cauchy. Decorre do Lema 1.2 que (z,,)
¢ limitada. O Teorema de Bolzano-Weiertrass garante que (z,,) admite uma subsequéncia

convergente. Em consequéncia ao Lema 1.3, (z,) é convergente. [



Capitulo 2

Séries Numeéricas

Neste capitulo, estudaremos as séries numeéricas. Iniciaremos definindo o conceito
de série de nimeros reais e alguns exemplos. Em seguida, estabelecemos os principais
critérios de convergéncia de séries. Na tltima se¢ao, demonstraremos a equivaléncia entre

as nocgoes de convergéncia absoluta e incondicional de séries numeéricas.

2.1 Definicao e Exemplos

n

Definigao 2.1 Uma série numérica € uma sequéncia (S,)nen dada por s, = g ay, isto

k=1
é, (a1,a1 + ag, a1+ ag+as, . ..), em que (a,)nen € uma sequéncia de nimeros reais dada.
+00
Denotaremos esta série por E an. Os elementos sy, S, ..., Sp, ... sao chamados de
n=1

somas parciais da série. A parcela a, € chamado o n-ésimo termo ou termo geral da série.

+oo
Definicao 2.2 A série numérica E a, € dita convergente se a sequéncia das somas

n=1
+oo

parciais (Sp)nen for convergente. Dizemos que a série g a, € divergente quando sua

n=1
sequéncia das somas parciais for divergente. Se a série for convergente e a sequéncia das

somas parciais (Sy)nen convergir para s, entao s € chamada a soma da série e escrevemos

—+00
E a, = S.
n=1

15
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+00
Proposigao 2.1 Se uma série g a, converge, entao sua soma € unica.

n=1
“+oo “+oo
Demonstragao: Suponhamos que existam r,s € R tais que E a, =T € E a, = S.
n=1 n=1

n

Como consequéncia: lim E ar = r e lim E ar = s. Da unicidade do limite de
n—-+o0o

1 n—-400
sequéncias, garantimos que 7 = s. [
“+oo “+oo +0o0
Proposicao 2.2 Sejam g ay € g b, séries convergentes. Entao, a série E (an + by)
n=1 n=1 n=1
+0o0o +oo +0o0
converge e g (an +by) = g a, + E b,,.
n=1 n=1 n=1
n
Demonstracao: Sejam r, s € R tais que E an =T7e€ E b, = s. Assim, hm E ap =,
n—-4o0o
n=1 n=1 k=1

n
lim Z b, = s e entao

n—-+o0o
n n
lim ax + by) hm a lim b, =1+ s.
+00 +00 “+oo
Portanto, Z a, + b,) converge e vale Z an + by) = Z a, + Z b,,. n
n=1 n=1 n=1 n=1
“+00 “+00
Proposicao 2.3 Se a série Z a, converge, entao a S€rie Z(can) também converge para
n=1 n=1
“+00 “+o00
todo ceR e Z(can) = cZan.
n=1 n=1
Demonstracgao: Seja s € R tal que Z a, = s. Logo, hm Z ap = s. Qualquer que seja
n=1
n n n
ceR,t i = i — ; — ¢s.
€ R, temos nEIJIrloo Z(cak) nl_l)I_’I_looc Z ay, anIJIrloo Z ar = cs. Consequentemente,
k=1 k=1 k=1
“+o00
> (o) = CZ 0. .

“+oo
Exemplo 2.1 Uma série geométrica € uma série da forma E ar”, em que a,vr € R e
n=0
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n n
a # 0. Observe que s, = E ar® ers, = E ar®*. Como consequéncia
k=0 k=0

n n
(1—r)s, = g ar® — E ar*™ = q — ar™*,
k=0

k=0

a — ar"tl 1 — pntl
Considerando r # 1, escrevemos s, = —— =a- | ——— | .

1—r 1—17r
+o0 a
Selrl <1, lim "' =0 e dai lim s, = . Desse modo ar® =
2 J
n—-+00 n—-+00 1—7r 0 1—7r
n=

se |r| < 1.

Supondo |r| > 1, (r"*1) tende ao infinito (em mddulo). Com isso, (s,) nio con-

+00
verge. Logo, E ar™ diverge quando |r| > 1.
n=1
Consideremos agora |r| = 1. Ser =1, temos s, = (n+1)a e entéo lim s, = 400
n—-—+o0o
e a série diverge. Caso r = —1, (a,0,a,0,a,0,...) € a sequéncia das somas parciais da

+oo
série g ar". FEsta sequéncia diverge, pois admite duas subsequéncias (a saber, (so,) €
n=0

(s2n—1)) convergindo para limites distintos, visto que a # 0. Logo, a série € divergente, se

r=—1.
+oo
Portanto, uma série geométrica da forma: Zar”, com a # 0, converge se e
n=0
+oo
somente se |r| < 1. Nesse caso, Zar" S
~ 1—r
= 1 1 11

€ convergente, uma vez que ————— = — —

Exemplo 2.2 A série Z (n+1) +1
n(n n.on

n=1

n(n+ 1)

& 1 Al 1 1
para todo n € N, temos s, = ;m = ;(E_k——i—l) = 1_n+1 e vale

“+oo
. . 1 . 1
i o= i (1 ) =1 Gom o 3ty

2.2 Critérios de Convergéncia

—+00

Teorema 2.1 (Condigdo de anulamento) Se E a, converge, entdo lim a, = 0.
n—-+4o0o
n=1
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“+00 n

Demonstracgao: Seja s € R tal que E a, = s e consideremos s,, = E ai. Com isso,
n=1 k=1

lim s, = setambém lim s, ; = s (uma vez que (s,_;) é subsequéncia de (s,)). Da

n—-+o0o n—-+00

igualdade s,, = s,_1 + a,, obtemos

lim a,= lim (s, —$,1)= lim s,— lim s, 1=s—s=0.
n—-4o00 n—-+o0o n—-+o0o n—-+o00o

+0o0
Exemplo 2.3 O Teorema 2.1 garante que Z % diverge, pois lim =1=#0.
n

n—+oon + 1 N

n

n=1
A condicao de anulamento é uma condicao necessaria, mas nao suficiente para a

convergéncia de séries, conforme constatamos no exemplo a seguir:

+00
Exemplo 2.4 A série Z — € denominada série harmonica. Qualquer que seja n € N,
n
n=1
1 1 1 1 1 1 ,
observamos que s, = 1+—-4+---+— €S9, =14+—-+---+—4+ ——+---+—. Assim,
2 n 2 n n+1 2n
sen > 1, podemos escrever
1 N 1 P 1 - 1 N 1 P 1 1 1
Son — Sp = N - - - .« _:n_:_’
? n+1 ' n+2 on " 2n 2n o 2n 2

0U Seja, Son — Sp > E para todo n € N, n > 1. Como consequéncia, (s,) nao é uma
2 .
sequéncia de Cauchy em R e assim nao converge. Portanto, Z — € divergente.
n=1 n
+00
Teorema 2.2 (Critério de Cauchy) A série Zan € convergente se e somente se para

n=1
todo € > 0, existir ng € N tal que |amy1 + amao + -+ - + a,| < € sempre que n > m > ng.

+oo
Demonstragao: (=) Como Zan converge, a sequéncia (s,) de suas somas parciais
n=1
converge em R e assim (s,) é de Cauchy. Por defini¢do, dado ¢ > 0 qualquer, existe
no € N tal que |s, — s,,| < € sempre que n > m > ng, ou seja, |ami1+ Gmio+---+ay| < e

para todo n > m > ny.

(<) Suponhamos que para todo & > 0, exista ng € N tal que |11+ Gmyo+---+a,| <e

sempre que n > m > ng. Isto equivale a afirmar que (s,) é uma sequéncia de Cauchy.
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+00
Logo, (s,) converge e portanto E a, ¢ convergente. m

n=1

Teorema 2.3 (Critério da limitacdo) Seja (a,) uma sequéncia tal que a, > 0 para todo

+00
n>p, peN. A série E a, € convergente se e somente se o conjunto de suas somas
. . . . n:1
parciais for limitado.
Demonstragao: (=) Seja {si,S2,...,8n,... 0 conjunto das somas parciais da série

+oo
Zan. Sendo esta série convergente (por hipotese), (s,) converge e portanto, existe

n=1

M > 0 tal que s, < |s,| < M para todo n € N, ou seja, {s1,S2,...,8n,...} é limitado.
+0o0

(<) Como o conjunto da somas parciais de Z a, ¢ limitado, a sequéncia (s,) é limitada.
n=1

Além disso, a, > 0 para todo n > p o que garante que s, < s,.1 para todo n > p, isto é,

(Sn)n>p € uma sequéncia nao-decrescente. Decorre do Teorema 1.4 que (s,,) é convergente.

+00
Logo, E a, converge. [

n=1
Teorema 2.4 (Critério da comparagio) Seja p € N e sejam (a,,), (b,) sequéncias tais

que a, >0, b, >0 e a, <b, para todo n > p.

+oo +o0o
(i) Se g b, converge, entao E a, converge.
n=1 n=1

+oo +oo
(i) Se Zan diverge, entao an diverge.

n=1 n=1

“+o00

Demonstragao: Sejam (s,) e (t,) as sequéncias das somas parciais da séries g an €
n=1

+oo

E b,, respectivamente.

n=1

(i) Para n > p, temos

Sp, = a1 +ax+---+ap1+a,+---+a,

= Spitaptta, <sp g Fby o+ by =501+t — o,
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+oo
ou seja, s, < S,_1+1t,—t,—1 paratodon > p. Como Z b, converge, (t,) é limitada.
n=1
Logo, segue da desigualdade anterior que (s,) também é limitada. Decorre do
+00

critério da limitacao que Z a, converge.
n=1
+o0o +o0o
(ii) Suponhamos Z b, convergente. Segue de (i) que Z a,, converge, o que é absurdo.

n=1 n=1

+oo 1

Exemplo 2.5 O Teorema 2./ garante que a série g (7 € convergente, uma vez
n
=1

T 1)
1 1 R |

< tod N —
CESIEA ey para todo n € enz::ln(n+1)

é convergente (Exemplo

que 0 <

1 1
Exemplo 2.6 Seja p € R com p < 1. Temos - > — > 0 para todo n € N. O
n n
+0o0

critério da comparagao implica a divergéncia da série g — visto que a série harmonica
n

n=1

¢ divergente (Exemplo 2.4).

Teorema 2.5 Se a, > 0, b, > 0 para todo n € N e lim Z—" = [ finito, | # 0, entao

n—-4o00 n
—+00 —+o00
E ap CONVETGE SE € somente se E bn CONVETgeE.
n=1 n=1

~ . a .
Demonstragio: (<) Notemos que [ = lim — > 0, pois a, > 0 e b, > 0 para todo

n—-4o00 bn

n € N. Escolhendo ¢ = [ > 0, garantimos a existéncia de N; € N tal que se n > Ny,

temos

% — l‘ < l. Logo, para todo n > Ny,

n

In

2 <l:>—l<a—"—l<l:>0<a—"<2l=>0<an<2lbn. (2.1)

b, b,

“+oo +00

Como Z b, converge, Zlen também converge (Proposi¢ao 2.3). Do critério da com-
n=1 n=1

paragao aplicado em (2.1), obtemos o resultado.
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l
< — sempre que n > Ny,

a
L
2

[
(=) Tomemos € = 5> 0. Logo, existe N; € N tal que 3

isto é, se n > Ny, temos

[ ay, b, 2 2
O<§<E:>O<a_n<7:>0<b"<<7)a"'

“+oo +0o0
2

Como Z a, converge, Z (7) a, converge (Proposi¢ao 2.3) e pelo critério da compara-

n=1 n=1

+00
¢ao, concluimos que Z b, é convergente. |
n=1
<= n+1 n+1 1

Exemplo 2.7 A série diverge. De fato, —— > 0 e — > 0 para todo n € N.

P nz:; n?+1 J J n?+1 n b

n2+1 7’L2 +n +oo 1
Além disso, nEIJIrloo "gl = nl_l)I_iI_loo 1 1 # 0. Como ;5 é divergente, seque do
+00
n+1
Teorema 2.5 que diverge.
1 ; n?+1 J
<1 1
Exemplo 2.8 O Teorema 2.5 implica a convergéncia da série 2—2, pois — > 0,
—n n
+00
_ > 0 para todo n € N Z b ¢ convergente (Ezemplo 2.5) e wvale
(n+1)2 b "= (n+1)? J pro- =
1
. n+1)2 . n? , n \°
1 7( =1 — =1 =12 #£0.
n—1>r-iI-1<>o 1 n—lgloo (n+1)2 n—l>r-|I-100 n+1 7
n?
+00

Definicao 2.3 Uma série Zan € denominada absolutamente convergente quando

n=1
—+00

E la,| € convergente. Dizemos que uma série é condicionalmente convergente quando

n=1
for convergente, mas nao for absolutamente convergente.

Teorema 2.6 Toda série absolutamente convergente € convergente.

+00 +oo
Demonstracao: Seja g a, uma série absolutamente convergente. Logo, g |a,| con-
n=1 n=1
+oo

verge. Para todon € N, 0 < a,, + |a,| < 2|a,|. Como Z(Q\an\) converge (Proposicao

n=1



22

+00
2.3), segue do critério da comparacao que Z(an + |ay|) é convergente. Usando a Propo-
=1
400 !
si¢ao 2.3 com ¢ = —1, temos que — Z |a,| converge. Como a,, = (a, + |a,|) — |a,| para
=1
n oo
todo n € N, via Proposicao 2.2, garantimos que Z a, converge. [
n=1
<X senn
Exemplo 2.9 A série Z € convergente. Inicialmente, observamos que para todo
n=1
senn =1 senn
neN, 0L ‘ < Q_n Como 22—n converge (Ezemplo 2.1), Z’ ’ também
n=1

€ absolu-

converge
n=1
tamente convergente e portanto convergente (Teorema 2.6).

“+oo

Teorema 2.7 (de Dirichlet) Seja Zan uma série (nao necessariamente convergente)

n=1
n

com a sequéncia das somas parciais S, = g ay limitada. Se (b,) for uma sequéncia

k=1
+oo
nao-crescente tal que lim b, =0, entao g anb, € convergente.
n—-+o00 1
n=

+00
Demonstracao: Observamos que a sequéncia das somas parciais da série E anb, é dada

n=1
por aib; + asbs + - - - + a,b,. Iremos mostrar que

albl + -+ anbn = Sl(bl — bg) + 4 Sn—l(bn—l - bn) + Snbn,v n € N. (22)
Para isso, aplicaremos o Primeiro Principio de Indugao sobre n € N.
Consideremos n = 1. Logo s; = ay e entao ayb; = s1b;.

Suponhamos que (2.2) seja valida para algum n > 1. Como consequéncia

arby + -+ app1bpyr = Ss1(by —b2) + -+ Sp_1(by1 — by) + by + anr1bpia
= s51(by = b2) + -+ Su_1(bu_1 — bp) + Suby + @ni1bpy1 + Spbpi1 —
= 51(by —b2) + -+ Sn—1(bn—1 — b)) + S (b — bys1) + (Sn + Ans1)brsa
= s1(b1 —ba) + -+ Sp_1(bn—1 — bn) + $n (b — bpt1) + Snt1bnsa-

Snbn—i-l
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Logo, (2.2) é verificada para todo n € N.

Observamos que lim s,b, = 0, pois (s,) é limitada e lim b, = 0 por hipotese.

n—-+4o0o n—-+4o0o
“+o00
Afirmamos que a série E Sn—1(bn_1 — b,) é convergente.
n=1

De fato, (s,) é limitada, logo existe M > 0 tal que |s,| < M qualquer que seja

n € N. Com isso
|$n—1(bn—1 - bn)‘ = |$n—1an—1 - bn‘ S M|bn—1 - bn‘a Vne N, n Z 2.

Sendo (b,,) nao-crescente, ficamos com |s,,—1(b,—1 — b,)| < M(b,_1 —b,) para todon € N,
“+00

n > 2. Além disso, a série Z(bn—l — b,) é convergente pois
n=1

n

lim Z(bk_l —by) = lim [(by —b2) + -+ (by—1 — by)] = lim (by —by,) = by,

n—-+o00 n—-+00 n—+00
k=1
“+oo
ja que ligl_l b, = 0. Consequentemente, ZM(bn—l — by,) converge e pelo Critério da
n=1
+oo +oo
Comparacao, Z |Sn—1(bn—1 — b,,)| também converge. Portanto, Z Sp—1(bn—1 — by,) con-
n=1 n=1
verge devido ao Teorema 2.6.
De (2.2), temos
lim (@) + oo tagh,) = lim (kz_; sk_1<bk_1—bk>+snbn>

n—-4o00

= lim Z Sk—l(bk—l - bk)
k=2

Como consequéncia de nossa afirmagao, garantimos que existe lim (a;by + -+ ayby,) e

n—-400

“+00
este é finito. Portanto, E anb, & convergente. n

n=1

+oo
Teorema 2.8 (de Abel) Se g a, € uma série convergente e (b,) € uma sequéncia nao-
n=1

crescente com b, > 0 para todo n € N (nao necessariamente com limite nulo), entdo
+oo

E anb, converge.

n=1
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Demonstragao: Como (b,) é uma sequéncia mondtona e limitada, existe b € R tal que

lim b, = b (devido ao Teorema 1.4). Logo, lim (b,—b) = 0 e a sequéncia (b, —b) é nao-
n—-+00 n——400

+00
crescente. Além disso, sendo E a, convergente, garantimos que a sequéncia de suas somas

n=1
—+00

parciais é limitada (Teorema 2.3). Pelo Teorema de Dirichlet, Zan(bn — b) converge.

n=1

“+00 “+00
Como Z ba,, converge (pois Z a,, converge), a igualdade: a,b, = a, (b, — b) + ba,, para

n=1 n=1
“+00
cada n € N, permite-nos concluir que E a,b, converge. [
n=1

Teorema 2.9 (de Leibniz) Se (b,) é uma sequéncia nao-crescente e lim b, = 0, entdo

n—+00
+oo +0o0
as séries g (=1)"b, e g (—=1)"*'b, sdo convergentes.
n=1 n=1

+o0o +o00
Demonstragao: As séries E (=)™ e E (—=1)™"! possuem suas sequéncias das so-
n=1

n=1
00

mas parciais limitadas. Desse modo, segue do Teorema de Dirichlet que Z(—l)"bn e

n=1
—+00

Z(—l)”“bn convergem. o

n=1

Definigao 2.4 Seja (a,) uma sequéncia tal que a, > 0 para todo n € N. As séries

+oo +oo
E (—1)"a, e E (—=1)"*'a,, sio chamadas séries alternadas.
n=1 n=1

O Teorema de Leibniz é bastante usado para estabelecer a convergéncia de séries
alternadas. Uma aplicagao simples é a seguinte
+oo (_1 n

Exemplo 2.10 A série alternada Z

n=1

é convergente pelo Teorema de Leibniz, uma
n

1 . 1
vez que <— e uma sequéncza nao-crescente com lim — = 0. Também vemos que
n n—+oo N
=

n

—+00

D

n=1 n=1
mostra que nem toda série convergente € absolutamente convergente (nao valendo assim

+00
1 . L
= g —, isto €, esta série nao € absolutamente convergente. FEsse exemplo
n

a reciproca do Teorema 2.6).
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Teorema 2.10 (Comparacao de razoes) Seja p € N e sejam (ay,), (b,) sequéncias tais

a b
ol < Z—H para todo n > p.

an n

que a, >0, b, >0 e

+oo +o0o
(i) Se g b, converge, entao E a, converge.
n=1 n=1

+oo +oo
(i) Se Zan diverge, entao an diverge.

n=1 n=1

~ a b . a a
Demonstragio: Para todo n > p, temos ——= < 2L ou seja, == < -2, Com
Qp, bn bn+1 bn

a

. . N . n , ~ .
isso, garantimos que a sequéncia (b—) é nao-crescente para todo n > p. Em particular,
n

Z—: < Z—z se n > p, ou seja, a, < <Z—§) b, para cada n > p. Usando o critério da
comparacao (Teorema 2.4), obtemos (i) e (ii). n
= 135.....2n—1)

Exemplo 2.11 A série nz_:l Qp, EM qQUE G, = 516 on diverge.

1
De fato, escolhendo a sequéncia b, = — para todo n € N, verificamos que
n

1.35.....(2n+1)
Ant1  246..02n+2)  2n+1 - 2n n by
an, 1.3554..6.(2721—1) on 4+ 2 om + 2 n+ 1 bn .

—+00

“+oo
1.35.....2n—1
Como g — diverge, seque do Teorema 2.10 que (2n )
n
n=1

24.6.....2n

diverge.

n=1

Teorema 2.11 (Critério da razao) Sejam (a,) uma sequéncia e p € N.

(2) Sean>0eez’istirk‘ERtalqueO<k<1ewgk‘pamtodonzp, entao

n

+oo
Zan € convergente.
n=1
+oo
(it) Sea, >0 e GZH > 1 para todo n > p, entao Zan diverge.
n n=1

Demonstragao:
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(i) Seja k € R tal que 0 < k& < 1. Consideremos a sequéncia b, = k™. Dado n > p,

+oo
a b
temos — < k = = Como Zk‘" converge (Exemplo 2.1), o Teorema 2.10
a’TL n
=1
+00 !
garante que Z a, é convergente.
n=1

(ii) Escolhemos a sequéncia b, = 1 para todo n € N. Assim, qualquer que seja n > p,

+0o0
Ap41 bn+1 , . . .
>1= . Decorre do Teorema 2.10 que a série E a, diverge, visto que
tn bn n=1
+oo
E 1 é divergente.
n=1

No Teorema 2.11, item (i), ndo podemos simplesmente considerar que para todo

“+oo
ay, ) ) 1 ) . .
n>p, o 1, pois a sequéncia (—) satisfaz essa hipotese, porém Z — é divergente.
a, n “—~n
Qp,
Teorema 2.12 (Critério de D’Alembert) Seja (a,) uma sequéncia tal que a, >0 ¢ —=*
G,
tem limite | € R finito ou infinito.
+00
(i) Sel <1, entao Zan converge.
n=1
+00
(i2) Sel > 1, entao Zan diverge.
n=1
Demonstracao:
anp, . (7%
(i) Como ligl_l 1 — 1, dado £ > 0 qualquer, existe N; € N tal que [—== — | < ¢
n—+00  Qp An
sempre que n > N;. Sendo [ < 1, escolhemos € = % > (0. Assim, se n > Ny,
obtemos
an, an, 1—1 an, 1-—-1 an, 141
ne R I TS S _ Gnt1 _ L
ap (07% 2 Ap 2 an, 2
: N o an
Além disso, [ < 1 implica < 1. Logo, se n > Njp, temos oo l+e< 1
an,

“+oo
Segue do critério da razao que E a, ¢ convergente.

n=1
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(ii) Da defini¢do de limite, dado arbitrariamente ¢ > 0, existe Ny € N tal que

[—-1

a
"t Jl < esen > No. Tomemos e = 5 > 0 (pois, por hipotese, [ > 1).

Qp
Como consequéncia, para todo n > Ns,

a -1 l+1 a 3l—1
< = << :
Qp, 2 2 Qp 2
a
Como > 1, temos mtlS sempre que n. > Ny. Assim, concluimos do critério
a
+o0 "
da razao que E a, ¢ divergente.
n=1

Qp+1

Suponhamos agora que lim = +o00. Por definicao, existe N € N tal que

n—-400 (07
“+00

> 1 para todo n > N. Logo, pelo critério da razao, Z a, € divergente.

n=1

Qp+1

n

Observacao 2.1 No Teorema 2.12, se | = 1, entao nao asseguramos a convergéncia e

1 1
nem a divergéncia da série dada. Por exemplo, tomando as sequéncias: (—) e ( ),

n n?
1 _2_5 +00
vemos que lim "TH =1¢e¢ lim (ntl) = 1. Entretanto, a série Z— € divergente,
n—+oo = n—+oo  — n
n n n=1
+0o0
enquanto que a série Z — € convergente (Ezemplo 2.8).
n:171
+oo
Exemplo 2.12 O critério de D’Alembert assequra a convergéncia da série Z 5 visto
“—~ nl
1
|
que lim (ntl)' = lim =0<1.
n—-4o00 o n——+oo 1, +
“+oo
Exemplo 2.13 Sejar € R com 0 <r < 1. A série Zm’” € convergente via critério de
L n=1
. n+ 1)r"t , n+1
D’Alembert, uma vez que lim # = lim r =r <l
n—-+o00 nrm n—-+00 n

Teorema 2.13 (Critério da raiz) Seja p € N e seja (a,,) tal que a,, > 0 para todo n € N.

+o00o
(1) Se /a, <k, com 0 <k <1 para todo n > p, entio Zan converge.

n=1
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+o0o
(it) Se /a, > 1 para todo n > p, entao Zan ¢ divergente.

n=1
Demonstragao:

+oo
(i) Para todo n > p, temos a, < k = a, < k™. Como Zk" converge (pois

n=1
+oo

0 < k < 1), garantimos pelo critério da comparagao que Z a, também converge.

n=1

(ii) Uma vez que {/a, > 1, temos a, > 1 para todo n > p. Como consequéncia,

+00
lim a, # 0. Decorre da condi¢do de anulamento que E a, diverge.
n—-400
n=1

Teorema 2.14 (Critério da raiz de Cauchy) Seja (a,,) tal que a,, > 0 para todo n € N.

Suponhamos que {/a, tem limite | € R finito ou infinito.

+oo

(i) Sel <1, entao Zan converge.
n=1
+oo

(i2) Sel > 1, entao Zan diverge.

n=1

Demonstracao:

1—-1
(i) Como [ < 1, tomemos € = —5 > 0. Da definigao de lirf {/a, =, garantimos a

existéncia de Ny € N tal que |{/a, — 1] < sempre que n > Np. Assim, para
+1

1—1 1 [+1
todo n > Ny, temos a, < 5 + [, ou seja, {/a, < 5 Além disso, i < 1.

. [+1 . .
Com isso, {/a, < 5 < 1 para todo n > N;. Segue do critério da raiz (Teorema
+oo

2.13) que Zan converge.

n=1

(ii) Suponhamos que nl_l)gl_loo a, =1 > 1. Logo, existe N, € N tal que {/a, > 1 para todo
n > N,. Equivalentemente, a, > 1 qualquer que seja n > N,. Logo, nl_l)IJ’I_loo a, #0e
“+oo
decorre da condicao de anulamento que Z a, diverge.

n=1
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Caso tenhamos lim /a, = +00, garantimos, via defini¢ao, a existéncia de N3 € N

n—-400
+oo
tal que se n > N3, temos {/a,, > 1. Pelo critério da raiz, Z a, € divergente.
n=1

Teorema 2.15 (critério da integral) Seja f : [1,+00) — R uma fun¢ao nao-crescente e

tal que f(x) > 0 para todo x € [1,400). Suponhamos que f(n) = a, para todo n € N.

400 +o00 t
Entao Zan converge se e somente se existe 1 f(z)dz = tliinoo/l f(z)dz.
n=1

Demonstragao: (<) Como f é positiva e ndo-crescente em [1,+00), garantimos que
f(n) < / f(z)dx para todo n € N, n > 2 (visulizamos esta desigualdade na Figura
n—1

2.1).

g

a =fn-1
n-1

a, = f(n)

1 2 n-1n X

Figura 2.1: A area destacada tem valor f(n). Vemos que f(n) < / f(z)dx.
n—1

Assim, para todo n > 2,

f(2)+"'+f(n)§/1 f(x)dx—|—~--—|—/:f(x)da::>a2+---+an§/lnf(a:)da:< 1+}O(9:)d9:.

o0

+
Ou seja, s, —a; < | f(x)dx, em que (s,) denota a sequéncia das somas parciais da série
1

—+o00 “+00
Zan. Como, por hipotese, existe [ f(z)dz, temos (s,) limitada.
n=1 1

“+oo
Portanto, pelo critério da limitacao, concluimos que E a, converge.

n=1
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(=) Dado n € N, temos/ f(z)dz < f(n) = a,. Com isso
Jdx = )d ' d et g, Y > 2. 2.3
/f v = /f o+ /n_lf($)$§a1+ Fap Ynz2 (23)

Como Zan é convergente, a sequéncia (Z ak) é convergente e portanto limitada.

n=1 k=1

Desse modo, segue de (2.3) que a sequéncia </ f(x)dx) é limitada. Além disso,
1

(/ f(x)dx) ¢ nao-decrescente, visto que f(z) > 0 para todo z € [1,+00). Pelo Teorema
1

n

1.4, existe b € R tal que lim / f(z)dz =b.

n—-+o0o 1

Observe que f Jdz = lim /f

t——+oo

De fato, fixe ¢ > 0. Como lim / f(z)dz = b, existe ng € N tal que se n > ny,

/1 " o)z — b .

Escolhemos n € N tal que ng + 1 <t < n. Como consequéncia

/1 " fle)dr — b

pois n > ng + 1 > ng. Sendo f positiva, garantimos que

anH dx</f dx</f

Logo, para todo t € R, t > ng, temos

temos <e. Sejate R, t>ng+ 1.

no+1

f(x)dx—b‘ <ce <e,

1

n0+1
—e< x—b</f x—b</f Ydxr —b < e = Ydx — b| < €.
1
Portanto, ex1steth£rn f( Ydx = f( )dx e vale f = hr}rrl / f(z .m
—+o0 [y n—100

Na demonstracao do critério da integral, observamos que a existéncia da integral:

f(z)dz & equivalente a convergéncia da série

—+00

"+1 n+1
d:c_/f dx+/f )z + f(z)dz+ -
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+o0o
1
Exemplo 2.14 (Série harmoénica de ordem p) Seja p € R com p > 0. A série v
n
n=1
converge se p > 1 e € divergente quando p < 1.
1
Para mostrar esse resultado, definimos a fungao f : [1,4+00) — R, f(x) = —-
x
Notemos que f(x) > 0 para todo x € [1,400) e além disso, se 1 < x; < xg, temos
1 1 . .
x—zlj > x_g’ 0 que garante que f € nao-crescente em seu dominio.
+o0o +o0 1 t 1
Consideremos a integral | f(z)dx = / —dr = lim —dz. Quando p =1,
1 1 xP t—+oo Jy xP
+o0 t 1
obtemos | f(x)dr = lim —dx = lim Int= +o00. Se p# 1, temos
1 t——4o0 1T t——+o0
+o0 t —p+1 1—
1 P tr 1
f(z)dz = lim “dr= lim = ‘t: lim - .
1 t—+oo [; xP t—otoo —p+ 11 t—oto\1—p 1—1p
Logo
] ti-p 1 400, se p<1
T, =)
— 100 — — 1
p p 5 S¢ P> 1
o0 1
Como consequéncia do critério da integral, inferimos que a série Z - ¢ convergente
n
n=1

quando p > 1 e diverge quando 0 < p < 1. Finalmente, seque do Exemplo 2.6 que a série
“+oo

1
Z — converge se e somente se p > 1.

n

n=1

2.3 Reordenacao de Séries

+00 +o0
Definicao 2.5 Uma série g b, € dita uma reordenac¢ao da série E a, se eriste uma

n=1

n=1
aplicagio ¢ : N — N bijetiva tal que b, = ayn) para todo n € N.
Em geral, dada uma série convergente com soma s € R, uma reordenacao desta
série pode convergir para r € R com r # s. Este fato é ilustrado abaixo:
+00 (_1 n+1

Exemplo 2.15 A série alternada Z —
n

n=1

converge' (devido ao Teorema de Leibniz).

(_1)77,+1
n

=1n 2.

—+o0
LA titulo de informacao, Z
n=1
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+oo (_1)n+1
Seja s € R tal que E ~———— = 5. Consideremos (s,) a sequéncia das somas parciais
n
n=1
desta série. Observamos que

X 1+1 1+ N 1 1
S?’L — [ - — — e -
2 23 4 m—1 2n

_ (4 1 N 1 1 N 1 1 -0
N 2 3 4 n—1 2n)
1

visto que as parcelas em parénteses sao todas positivas. Como sy = 1 —% = 3, garantimos

. . 1 :
que So, > % para todo n € N e assim s = lim sy, > —, ou seja, s > 0.
n—-+4oo 2

+oo
-1 n+1
Consideremos agora a série Z L Devido a Proposicao 2.3, sua soma € f.
— 2n 2
Como consequéncia destes resultados, escrevemos
] 1+1 1+1 1+1 1+ (2.4)
S = — = - — — - — — - — — N .
2 3 4 5 6 7 8
s 1 1 1 1
—=0+=-4+0—-—-4+04+=40—=+--- 2.5
5=0+5+0- 7 +0+2+0—c+ (2.5)

Decorre da Proposicao 2.2 que podemos somar termo a termo das séries convergentes

acima. Desse modo, seque de (2.4) e (2.5) que

38_1+1 1+1+1 1+1+1 1+
2 3 2 5 7 4 9 11 6
Notemos que os termos da série descrita acima, cuja soma € 378, exceto pela ordem, sao

+00 (_1)n+1

0s mesmos da série g . Além disso, 355 £ s, haja visto que s > 0.

n
n=1
+00 —1)nt1
Logo, exibimos uma reordenacao da série Z ———— cuja soma nao € S.
n=1 n
+-00 +oo
Teorema 2.16 (de Dirichlet) Seja Z b, uma reordenac¢ao qualquer da série Zan.
n=1 n=1
+0o0 +00
(i) Se a, >0 para todo n € N, entao Zan = an.
n=1 n=1
+oo +oo
(ii) Se Zan ¢ absolutamente convergente, entao an também € absolutamente con-
n=1 n=1

—+o0 —+o0
vergente e E b, = E Ay,
n=1 n=1
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Demonstracao:

(1)

(ii)

+00 +0o0
Seja E b, uma reordenacao qualquer da série E an, ou seja, existe uma aplicagao

n=1

n=1
¢ : N — N bijetiva tal que b, = ayn) para todon € N.

+o00 +o0o
Afirmamos que Z b, < Z Q.

n=1 n=1

Com efeito, fixemos n € N. Escolhemos N = max{#(1), #(2),...,¢(n)}. Com isso
{6(1),0(2),...,6(n)} C {1,2,...,N} e vale

b1+b2+"'+bn = CL¢(1)+CL¢(2)+"'+CL¢(n)

< ag+ay+---+ay (poisa, >0, VneN).

Assim, para cada n € N, existe NV € N tal que

n N 400
Zbk S Zan S Zan-
k=1 n=1 n=1

“+oo “+oo
Como a desigualdade anterior é valida para todo n € N, Z b, < Z .-
n=1 n=1
+00 +oo

+oo +oo
Além disso, Zan < Z b,, pois Z a, ¢ uma reordenacao de Z b, sempre que

n=1 n=1 n=1 n=1
+o0o +00

Z b, for uma reordenagao de Z a, (basta considerarmos a aplicagao ¢~ 1).

n=1 n=1

+oo +oo
Portanto, g ap = g b,.
n=1 n=1
+0o0 +0o0 +00
Seja E b, uma reordenacao da série E a,. Logo, E |b,| € uma reordenagao da
n=1 n=1 n=1
+oo +oo +00
série g |a,|. Decorre do item (i) que g |b,,| = E la,|, visto que |a,| > 0 para
n=1 n=1 n=1
+oo +oo
todo n € N. Como E a, é absolutamente convergente, g la,,| converge e assim
n=1 n=1

+o0o
E |b,,| também converge.

n=1
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+00 +oo
Portanto, an é absolutamente convergente. Do Teorema 2.6 segue que an

n=1 n=1
converge.
+0o0 +00
Observamos que E b, = E G-
n=1 n=1
. rt = max{z, 0}
De fato, para todo z € R, definimos . Segue que zt > 0,
x~ = max{—z,0}
z~ >0 e vale
esecx >0, entao xt =z eax” =0;
esexr <0, temos: 2t =0ex” = —=.
Ou seja, para cada z € R, z = 27 —2™.
“+oo “+oo +0o0 “+oo
Sendo E b uma reordenagao da série E al e E b, uma reordenagao de E a,,
n=1 n=1 n=1 n=1

garantimos, via item (i), que

+o0o +o0o +o0o +o0o
Za::Zb:{e Za;:Zb;. (2.6)
n=1 n=1 n=1 n=1

Além disso, para todo n € N, temos 0 < af < |a,| e 0 < a; < |a,|. Como

+oo +oo +o00o
E |a,| converge, inferimos do Critério da Comparacao que E al e E a, sao
n=1 n=1 n=1
+00 +o0o
convergentes. Decorre de (2.6) que E bh e E b, também convergem.
n=1 n=1
Portanto,
+oo +oo +o0o +oo +oo +o0o +o0o +o0
E: _§:+ —_§:+§:—_§:+§:—_§:+ —_E:
bn - (bn __bn) - bn'_ bn - an — an, = (an __an) - Qp.
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
"
+o0o

Definicao 2.6 Uma série E a, € dita incondicionalmente convergente se, para qualquer

n=1
+oo
aplicacao ¢ : N — N bijetiva, a série Z ag(n) € convergente.
n=1

O item (ii) do teorema de Dirichlet (Teorema 2.16) afirma que toda série absolu-
tamente convergente é incondicionalmente convergente. A reciproca desta implicacao é

verdadeira e serd provada no Teorema 2.18. Antes, estudaremos o seguinte lema:
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“+00
Lema 2.1 Dada uma série E a, condicionalmente convergente com p, = a e q, = a,,

n=1

(pn € a parte positiva de a, e q, € a parte negativa de a,) de modo que p, > 0, ¢, > 0,
+00 +0o0

Do+ @n = |an| € Pn — @ = an, para todo n € N. Entao anz—i-oo eanz—l—oo

n=1
Demonstragao: Suponhamos que apenas uma dessas séries convirja (a primeira, por

o o
exemplo). Logo, existe s € R tal que an = s. Como Z Gn = +00, dado L > 0, existe

n=1 n=1

“+oo
M € N tal que n > M implica qu > 2L + s. Visto que an = s, existe N € N tal
k=1 n=1

n
Zpk—s

k=1

que < L sempre que n > N.

Escolhemos ng = max{M, N}. Como consequéncia, para todo n > ng, temos
n

Zak = Zpk—qu < (L+s)—(2L+s)=—L,isto é, Zan = —00, 0 que é absurdo,

uma vez que esta série converge.

O caso em que tornamos g ¢n convergente e E Pn = +00 é similar. Sob essas

n=1 n=1
+00
hipoteses, obteremos a contradicao Z a, = +00.
n=1
+0o0 “+oo
Se an e Z ¢» fossem ambas convergentes, segue da Proposicao 2.2 que a série
n=1 n=1

+oo +oo +o0o
Z |a,,| converge, pois Z la,| = Z P+ Gn) = an + an. Logo, Zan seria
n=1 n=1 n=1 n=1

absolutamente convergente o que é absurdo.

Portanto, an =+tooe Z qn = +00. [
n=1 =
+o0o
Teorema 2.17 (de Riemann) Seja Z an, uma série condicionalmente convergente. Dado
n=1

+o0o +o0o +o0o
c € R, existe uma reordenac¢ao Z b, da série Z a, tal que Z b, = c.

n=1
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+oo
Demonstragao: Sejam (p,) e (g,) conforme o Lema 2.1. Como Z a,, converge condici-
n=1
onalmente, liT a, = 0 (condigao de anulamento). Além disso
im p, = lim ¢, =0, 2.7
LR 27)

uma vez que 0 < p, < |a,|, 0 < ¢, < l|a,|, para todon € Ne lim |a,| = 0. Entretanto,

n——+0o0

+00 +oo
de acordo com o Lema 2.1, E Dn = +00 e E Gn = +00.
n=1 n=1
+00
Reordenemos os termos da série E a, tomando como os primeiros termos: pq,
n=1
D2, - ., Dn,, €scolhidos na ordem com que aparecem na série, em que n; € N é o menor
indice tal que

p1+p2+---+pu >c

Em seguida, escolhemos os termos negativos: —¢qi, —@a, ..., —(n, (primeiro termo
negativo da série, segundo termo negativo da série, etc), em que ny € N é o menor indice

tal que

Prrpet -+ Pp =@ — G2 = (py < C

+oo
Observamos que as escolhas para n; e nog sao possiveis, ja que g Pn = +00 €

n=1
+oo
>+
n=1

Continuamos assim: escolhemos o menor indice n3 € N tal que

Prt P — @i = =Gy F Pt Py > C

e depois o menor indice ny € N tal que

p1+...+pnl_ql_..._qn2+pn1+1+...+pn3_qn2+1_---—qn4<C.

+00
Prosseguindo dessa maneira, obtemos uma reordenacao da série g a, em que a

n=1
sequéncia das somas parciais da nova série, que denotaremos por (t,), converge para c.

De fato, para qualquer ¢« € N, i impar, temos:
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(i) tn,, <c <ty (devido ao procedimento estabelecido acima);
(ii) tn, — pn, < ¢ (devido a escolha de n; € N) Q< R

(iii) tn,,,) + @ngys, = ¢ (devido a escolha de n(1q) € N) Bo<em by < Qg -

Decorre de (2.7) que lim p,, = lim g, ,, = 0. Aplicando o teorema do confronto em
1——+00 1——+00

(ii) e (iii), obtemos:

= = 29
Assim, dado n € N, temos:
(iv) se i € N for impar e n; < n < n41), entao gy <t <t

(v) sei € N for par e n; <n < ngq1), entdo t,, < t, < tig).

Portanto, usando (2.8) em (iv) e em (v), concluimos que lirJIrl tn = c. n
n—-—+0o0o

De posse do teorema de Riemann, estabelecemos a equivaléncia entre convergéncia
absoluta e convergéncia incondicional para séries numéricas. Este fato é apresentado no

teorema a seguir:

“+00 “+o00
Teorema 2.18 Uma série E a, € absolutamente convergente se e somente se E a, €
n=1 n=1

incondicionalmente convergente.

Demonstragao: (=) Decorre do item (ii) do teorema de Dirichlet (Teorema 2.16).

+00 +oo
(<) Suponhamos que E a, nao convirja absolutamente. Entao, E a, é condicional-
n=1 n=1

mente convergente e pelo teorema de Riemann, dado qualquer ¢ € R, existe uma reor-

+00 +00 +oo
denacao E b, da série E a, tal que E b, = c. Ou seja, é possivel encontrarmos uma

n=1 n=1 n=1
—+o0 —+o0 —+o0 —+o0
reordenacao E b, de E a, tal que E b, # E a,. Essa afirmacao leva-nos a uma con-
n=1 n=1 n=1 n=1
“+o00 —+o0

tradicao, visto que E a, € incondicionalmente convergente. Portanto, g a, converge

n=1 n=1
absolutamente. -



Capitulo 3
Aplicacoes de Séries

Nas secoes seguintes, estudaremos algumas aplicacoes de séries numéricas em ma-
tematica. Na ultima delas, voltaremos nossa atengao em estimar a soma de algumas séries

convergentes obtidas a partir dos critérios de convergéncia do capitulo 2.

3.1 Representacao Decimal

Definicao 3.1 (Representagao decimal). Seja (ax)refoyun = (a0, a1, as, . ..) uma sequén-
cia de numeros reais em que ag € um inteiro qualquer e ar € {0,1,2,...,9} para todo

k > 0. Um nimero real na forma decimal, representado por ag, aiasas. .., € dado por

+oo

kzmk_ 0+210’f

Mostraremos que a série que define a representacao decimal de um ntmero real

sempre converge.

Proposicao 3.1 Cada representacao decimal denota um dnico nimero real.

~ a .
Demonstracgao: Para todo k£ > 0, temos a; < 9 e dai 0 < 1—(; < ToF" Além disso,
o0 9 +o00
; oF = = 1. Do critério da comparagao, a série kz% ToF é convergente. Logo, concluimos

38
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ue ag, a1 —fﬂ—c em que ¢ é um nimero real
q 0, 4102 = 0~ © q .
k=0
Via Proposicao 2.1, o niimero real que ag, ajasas ... representa ¢ tnico. [
Exemplo 3.1 Seque da definicao de representacao decimal que 0,999--- = 1. De fato,
+o0
9
0,99--- =0+ Z T0F = 1. Nesse caso, mostramos que uma representacao decimal para
k=1
1 pode ser dada por ag = 0 e a, = 9 para todo k > 0, ou seja, associamos 0,999 ... ao

numero 1. Observamos também que 1 tem pelo menos duas representacoes decimais, pois

+oo
0
podemos escrever: 1 =1,000--- =1+ ; Tk
Exemplo 3.2 a(,000--- = (ap —1),999 - - = ay.
o0 9
Com efeito, (ag —1),999 -+ = (ag — 1)+,§1—0’“ =(ap—1)+ 1= ay.

Concluimos entao que todo numero inteiro ag admite pelo menos duas representa-

¢oes decimais, a saber: ag,000... e (ag—1),999....

3.2 Sobre a Série Harmonica

Uma aplicacao interessante da divergéncia da série hamonica é apresentada na

Proposicao 3.2 Qualquer nimero racional positivo x pode ser escrito como soma de

1
nimeros distintos da forma — (fragdes egipcias).
n

Demonstracgao: Inicialmente, consideremos 0 < x < 1 com z € Q. Entao, podemos ter:

(i) z = % ou (ii)

1 . ~ .
1 < x < — para algum n € N. Se (i) ocorrer, entao o resultado esta
n n

.e p ~ . . .- .
provado. No caso (ii), suponhamos x = =, em que p e ¢ sdo inteiros positivos. Definimos
q

1 pln+1)—q _p .

=T — = = —, em que 0 < =p+ (np — < p, visto que
y e ey o q pm=p+mp—q <p q
p 1 ) 1 1 1 1 1 )
— < —. Dal, observamos que y = r — —— < — — = < e assim
qg n n+l n n+l nn+1l) = n+l

1
I<y< — <1
Y +1
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Apliquemos agora o procedimento anterior para o nimero y. Para isso, definimos

1 1 1 P2 . . .-
Z=Yy— — =0T — — = — para certos e m 1ntelros positivos com
Y n+l m+1 @b b2, & p

m >n+1e py < p;. Procedendo dessa maneira, obtemos uma sequéncia decrescente

de nimeros positivos com py = 1 para algum k£ € N. Como consequéncia, = sera escrito

1
como soma de fragoes distintas da forma —.

n
+0o0
Suponhamos agora x > 1. Como a série Z — diverge, deve existir n € N tal que
n
n=1

1 1 . .
r<l4+-+-4 -4 . Consideremos m € N o menor ntumero natural com essa

2 3 n+1
propriedade. Entao, podemos escrever

TR SINUUPIE A R ST PP S
J— — .. RN x p— p— .« .. —_— _—
2 3 m 2 3 m m+1
1
Sex =1+ 5 + .-+ + —, o resultado esta provado. Consideremos
m
IR R I S
— J— “ .. RN l’ — — . .. —_— _—
2 3 m 2 3 m m-+1

1 1 1
Definimos w = x — (1 + -4+ —). Segue que 0 < w < < 1. Aplicamos entao
m m+1

2
o procedimento anterior para w, escrevendo-o como soma de numeros distintos da forma

1 1 1
—com n >m+ 1. Logo, v = <1 + 5 + -+ —) + w e o resultado esta demonstrado. m
n n

29

L 1
Exemplo 3.3 Iremos escrever o nimero 50 como soma de fracoes distintas da forma —
n

comn € N.

Aplicaremos o procedimento descrito na demonstragcao da proposi¢ao anterior. Ini-

cialmente, notemos que % < 2—0 < 1. Definimos: y; = 2—2—% = % Vemos que
% <y < % Definimos assim ys = y; — % = 6% =350 Notemos que % <Yy < 3" Seja
entao ys = yo — E = 1 e o processo estd finalizado.
7 140
Logo, 5—9:l—l—yl:1+1+y2=1+1+1+y3=1+1+1+i.
60 2 2 3 2 3 7 2 3 7 140

Observamos que esta representac¢ao nao € unica, pois também podemos escrever
59 1 1 1 1

60 2175 30
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Exemplo 3.4 Aplicaremos a Proposicao 3.2 para escrever o numero real 5 como soma

1
de fragoes distintas da forma —, n € N.
n

Inicialmente, vemos que 1 < % <1+ % Definimos w = % -1 = I Dat,
0 <w <1 ecomo na observacao anterior, escrevemos
1 1
w = 5 + I
Portanto, garantimos que 9 =1+ ! + i
15 5 15

3.3 Soma de Séries por Translacao

Nesta secao, apresentamos o método da translagao para obtermos a soma de algu-

mas séries numeéricas.

“+oo
Exemplo 3.5 Sejap € R. A série kaak converge quando |a| < 1 e diverge se |a| > 1.
k=1
De fato, observamos que klim Vkpak = |a\[klim (VE)P = |al, pois klim VE =1.
— 400 — 400 — 400

O resultado decorre do critério da raiz de Cauchy.

+0o0
Exemplo 3.6 Sejam g(k) um polinémio e |a| < 1. Entéo Zg(k)a

k=1
efeito, suponhamos g(k) um polinémio de graun, ou seja, g(k) = bo+bik+bok>+- - -+b, k™.

k¢ convergente. Com

Dai, temos
+00 +00 +o0 +oo +o00
D glk)at = (b + bk + -4 buk")at =by > af + b1y kd* - b, Y k"
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
As séries no membro direito da igualdade acima convergem devido ao Exemplo 3.5. Por-
+oo
tanto, Zg(k‘)ak converge.
k=1
+0o0
Seja s = Zg(k)ak em que b € NU {0}, g(k) é um polinémio de grau n e |a| < 1.

k=b
Como consequéncia, escrevemos

“+oo
S:Zg(k) Cl—i‘Zg a+ng+1) s
ke=b

k=b+1 k=b
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+oo
Além disso, sa = Z g(k)a™™. Logo
k=b

400 +00 +0oo
s — sa = g(b)a’ + Zg(k: + 1)a"tt — Z:g(k)a"“rl = g(b)a® + Z Ag(k)a* T,
k=b k=b k=b

onde Ag(k) = g(k + 1) — g(k). Notemos que Ag(k) ¢ um polindomio de grau n — 1 na

variavel k. Definimos ¢;(k) = Ag(k). Apliquemos entdao o método descrito acima para
+o00o

calcular a soma da série convergente Z g1(k)
k=b
ao final um polinoémio ¢, (k) = Ag,_1(k) com grau zero, isto é, g.(k) = ¢, com ¢ € R, para

a*!. Prosseguindo desse modo, obteremos

todo k > b, k € N. Usando as expressoes encontradas, determinaremos a soma da série
+00
inicial s = E g(k)a”.
k=b
Aplicamos esse método nos exemplos abaixo.

+o0o
1
Exemplo 3.7 Suponhamos — > 1. Vimos que a série E a® € convergente. Iremos obter
a

k=0
sua soma.

Fagamos ¢ = — e apliquemos o método da translagao com b = 0, g(k) = 1 para
a

todo k>0 e Ag(k) = 0. Logo,

+o0o
1
s—sc:g(0)00+20:1:>3: =7
k=0

como esperdvamos.

“+oo
Exemplo 3.8 Determinaremos a soma da série E
k=0

E+1

ok usando o método da transla-

1
cao. Para isso, notemos que a = X b=0, g(k) =k+1eAg(k) =1. Dai, concluimos

que
0 400 k+1 +o0 k
S 1 1 1
—=—=9(0). (= 1. (= =1 -] =2
5= (5) <X (z) -2 ()
S .
Portanto, s — 3= 2, isto €, s = 4.
400 k
Exemplo 3.9 Seja a < 1. Consideremos a série Z a®. Iremos mostrar via

k=s S
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+oo k s

a
Principio de Indugao sobre s € NUA{0} que at = .
p ¢ {0} ¢ kz:: S T—a
+o0 k i +o0o i 1 CLO
Para s =0, temos a” = = = confirmada pelo
Z 0 Z 1—a (1_a)0+1( fi p
k=0 k=0
Ezemplo 2.1).
o0 k s
- . , i a
Suponhamos vdlida para s € N, isto €, Z a® = — . Mostraremos
P s (1 _ a)s—i—l
+oo k s+1 +oo k
k@ _ k ~
que Z a® = A=)y Facamos p = Z a”. Entao
k=s+1 \ S+ 1 k=s+1 \ s+1
R k I k+1 2 k
p= astiy Z aF = ast4 Z aFtt epa = Z aF L.
k=s+2 \ S+ 1 k=s+1 \ S+ 1 k=s+1 \ S+1
Como consequéncia,
X[ k+1 & k
p—pa = as+1+z ak+1_z
k=s+1 \ S+1 k=s+1 \ s+ 1
2 k+1 k
= _ ak
k=s+1 s+1 s+1
400 k
— gty Z gkt
k=s+1 \ S
400 k
— as-l—l 4 az ak . as—i—l
k=s S
as as-l—l
Usando a hipotese de inducao, escrevemos p — pa = a————— e entao p = ————
p ¢ p=p (1—a)y+ p (1—a) 2

o que completa a prova.

3.4 Estimativa de Erro no Calculo de Séries

No capitulo 2, estudamos a questao da convergéncia ou divergéncia de séries numé-

ricas. Mesmo que saibamos que uma determinada série converge, resta ainda o problema
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de achar sua soma. Em geral, é sempre possivel determinar a soma da série convergente
“+oo

E a, até o grau de precisao desejado somando-se um niimero suficiente de termos da série,
n=1

ou seja, calculando-se a soma parcial (s,) para um n suficientemente grande. Entretanto,
para séries diferentes, “suficientemente grande” pode significar coisas muito diferentes. Se
queremos tornar preciso o procedimento, temos que saber, para cada série, até que ponto

o valor de n deve ser grande para assegurar a precisao desejada. Isso equivale a dizer que

devemos determinar, para cada série, uma fungao N(e) tal que
|sp — s| < e paran > N(e).

Em outras palavras, os primeiros N(g) termos serao suficientes para produzir a soma s

procurada com um erro inferior a ¢.

Podemos enunciar isso de outra maneira, escrevendo s = s, + r,, onde r, é o

“resto”. Em seguida, procuramos N (¢) de modo que

|rn| < e paran > N(eg).

Veremos que, para certas séries convergentes, podemos encontrar uma estimativa
superior para r,. Mais precisamente, podemos encontrar uma sequéncia (t,) convergindo
para 0 tal que

|rn| < t,, para todon > Ny, Ny € N.

Caso a sequéncia (,) seja monotona nao-crescente, escolhemos para N(g) o menor
inteiro n tal que ¢, < €, pois se escolhermos N(g) desse modo e n > max{N(e), N1},
teremos

[rnl <t <ty <e.

Veremos a seguir como encontrar uma tal sequéncia mondtona nao-crescente (t,)
quando a série converge em decorréncia de um dos critérios estudados no capitulo anterior:
o critério da comparacao, o critério da razao, o critério da raiz e o teorema de Leibniz

para séries alternadas.
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+oo
Teorema 3.1 Sejam (a,) e (b,) sequéncias de nimeros reais e a série E a, convergente

n=1
+oo

para s como anteriormente. Se existir Ny € N tal que |a,| < b, para todon > N; e an

n=1
“+o00
convergir, entao |r,| < g by, = tn, para n > Ny e a sequéncia (t,) € mondtona nao-
m=n+1
crescente e convergente para 0.
Demonstracao: Como s = s,, + r,, para todo n € N, escrevemos
n+p
Tn:S_Sn:an+1+an+2+"'an+p+"': lim E A -
p—too
m=n+1
Assim, se n > Nj, temos
|an+1 + QAn2 + o+ CLn+p| S |an+1‘ + ‘an+2‘ + o+ ‘an+p‘
S bn+1 + bn+2 + o+ bn+p
—+o00
< E b
m=n+1
Portanto, para todo n > Ny, obtemos:
n+p +o0
|rn| = lim E | < g by, = tn,.
p—-+oo
m=n+1 m=n+1
—+00
Além disso, vemos que (t,,) é o resto da série de termos positivos g b,. Segue dai
n=1
“+00 “+oo n
que (t,) € mondtona ndo-crescente. Por defini¢ao, t,, = E by, = E by — g b,,. Como
m=n+1 m=1 m=1
“+00 “+00 n
a série g b, € convergente, garantimos que g by, = lim b,,. Como sequéncia
n—-4o00
'mzl . m=1 m=1
dessas igualdades, lim¢,, = 0. [

Em outras palavras, o teorema afirma que se uma série convergir pelo critério da
comparagao, entao o valor absoluto do resto serd no maximo igual ao resto da série de
€cOmparagao.

“+oo “+oo
Exemplo 3.10 A série E —on converge via COmMparacao com a Série geomeétrica g on”
n

n=1 n=1
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+oo
Entao o resto da série E on apds 5 termos €, no mdximo,
n

n=1
t—1+1+1 1 1—|—1+1+ 1 1 1
ST T T8 T e 2 22 T \1-1) 32
Assi d N L L d
sstm, para todo n € N, temos t, = 2n+1+2n+2+--- = on Dado ¢ > 0

tal que t, < ¢, devemos ter = < ¢ e entio 2" > é Logo, nlog2 > log (é), ou seja,

2TL
loge
log2’
essa desigualdade.

Portanto, podemos escolher N(g) como sendo o menor inteiro que satisfaga

+oo
Teorema 3.2 Se a série Zan convergir pelo critério da integral com a fun¢ao f(x)

n=1
decrescente para x > 1, entao

+0o0
ral < [ fl@)de =

paran > 1 e a sequéncia (t,) serd mondtona decrescente e convergente para (.

Demonstracao: Observamos que, para todo n € N, podemos escrever:

Z by, em que b, /f

m=n+1
+00 n+p n+p
Como consequéncia, [ f(x)dr = lim f (x)dx = lim E b,
p——+00 p——+00
n m=n+1

Da demonstragao do critério da integral, obtemos |a,| < [ f(z)dx = b,. Logo,

“+oo “+00
concluimos que |r,| < Z b = | f(z)dz
m=n+1 n
A sequéncia (t,) dadapor t, = | f(z)dx é mondtona ndo-crescente, pois f(x) >0

para todo z € [1,+00). Agora, como a série dada converge, existe f(z)dz e portanto

(t,) converge para 0. "
+00
Exemplo 3.11 Vimos que a série Z -z converge se & > 1. Decorre do Teorema 3.2
n=1
= 1 0 1
que 0 < r, = Z s < /n gdas = W Esse resultado poderd ser utilizado

m=n+1
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para toda série cuja convergéncia seque do teste da comparag¢ao com uma série harmonica

de ordem &.

Se, por exemplo, p = 6 entao t, = ’—5 Dai, podemos escolher para N(g) o menor
n
0,2 . .
inteiro n tal que n® > ——. Supondo ¢ = 107*, serdo suficientes somar 5 termos para
€

calcular a série harmonica de ordem 6 com um erro inferior a €, isto €,

+00
1 1 1 1 1
Y w4 oo o o = = 10173,

nb 260 36 © 46 56
n=1
a <%
Teorema 3.3 Se || < r < 1 para n > Ny, N; € N, de modo que a série Zan
Qp,
n=1

converge pelo critério da razao, entao

e a sequéncia (t,) € mondtona decrescente e convergente para 0.

. Ap+1 ~ . L. .
Se lim = L < 1, entao r serd no minimo igual a L.
n—-+o0o an,
Ap+2 An+3 ~
Se 1> > para n > Ny, entao
Qp+1 Ap+2
2
[
n+1 *
| < =t, n> N,

‘an+1‘ - |an+2|

em que (1)) € mondtona decrescente e convergente para 0.

Demonstracao: Como na demonstracao do Teorema 3.1, escrevemos

QAn 42 QAp+3
7] < ansa] + |ange| + -+ = |ansa] (1 + | = ey RN ) sempre que n > Nj.
a'n-l—l a'n-l—l
., a _ N
Por hipotese, itk < r*=! para todo k € N. Como consequéncia, para todo n > N,
Ap+1
i 2 _ ‘an-i-l‘ _
garantimos que |r,| < |a,1|(L+r+r+---) = T, = b
—r

Também por hipotese, vemos que t,,1 < t, para todo n > N;. Além disso, como
“+oo

Z a, € convergente, limt¢, = 0.

n=1
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Para provarmos a segunda afirmagao, suponhamos por absurdo que » < L. Como

Ap41
Qp

<r < L, o que é absurdo. Logo, L <r.

An+1 .
< r, teremos lim

Qn

Finalmente, fazendo r =
[

1 a?
70| < J@pq] = @51 = ¢ sempre que n > Ny,
| |anr2] ans] = fanse|
Ap41
n

o que estabelece a ultima desigualdade.
n+1 . .
. Observamos que esta série converge via

+00

Exemplo 3.12 Consideremos a série ; om
critério de D’Alembert e Gntl| _ L n* +2n . Como M < 1 para todon € N,

ay, 2n2 +2n+1 n2+2n+1
garantimos que aZH < l < 1. Logo, podemos usarr = % e pelo teorema anterior temos,
por exemplo, "
r5=6f726+ﬁ+---< 1|Ci6|% :%2:0,037.
+00

Teorema 3.4 Se {/|a,| <r <1 paran > Ny, de modo que a série Zan converge pelo
n=1

critério da raiz, entao
n+1
r

=t,, sempre que n > Nj.

[l < 77

Se lim {/|a,| = R < 1, entdo r serd no minimo igual a R.

n—-—+00
Se 1> |an1|Y™H) > |an 0|/ ™+ para n > Ny, entdo

‘an+1‘
|Tn| S 1 — ‘an+1‘1/(n+1) = t:;, n > Nl.

As sequéncias (t,) e (t) sao mondtonas nao-crescentes e convergentes para 0.

Demonstracao: Para n > Nj, temos
n+1 2
=r"(l+r+ri+--)=
( ) =1

‘TTL| < |an+1‘ + |an+2| + < T”+1 +Tn+2 4.

Supondo r < R, obteremos a contradi¢ao lim {/|a,| < r < R.
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Para finalizar, facamos r = |a,41|"/™*Y. Dai, para todo n > Ni, obtemos

o gntl 2 ntl 2,y |1 ok
7ol < lapsr|+|anse|+ - =" 4r" oo =" (T4r 4+ )—1_‘%“‘1/(”“) =t

Da defini¢ao de (t,) e (), garantimos que estas sequéncias sado moénotonas nao-
+o0o

crescentes. Além disso, convergem para 0, pois E a, € convergente, por hipotese. [

n=1

+0o0
1
Exemplo 3.13 A série E W € convergente pelo critério da raiz. Além disso, para
ogn
n=2

todo n > 3, vemos que

V ‘an‘ =

logn
e entdo "N/|ani1| < /an| < 1.

Por exemplo, usando o teorema anterior, inferimos que

1

1 1 (log 6)6
rs = + +--- < — = 0,06.
* 7 (log6)® ' (log7)" T 1- 10;6
+00
Teorema 3.5 Se a sérieca; —as+az —ag+-+- = Z(—l)"“an, a, > 0 para todon € N,
n=1

convergir pelo teorema de Leibniz, entao
0 <|rp| < aps1 = ty.
Consequentemente, poderemos escolher N(g) como o menor inteiro n tal que a,1 < €.

Demonstracao: Por indugao, temos so < s4 < ++- 89 < -+ < Sgp_1 < - -+ < S3 < §1, em
“+o00

que (s,) € a sequéncia das somas parciais da série alternada dada. Seja s = Z(—l)

n=1
Entao, devemos ter s;, < s < Sg,i1 € S9, < § < S9,_1 para todo n € N. Com isso,

n+1an.

0 <72 =5— 59, < Sopg1 — Son = Qg1 € 0> Top 1 = 85— Sap1 > Sop — Sop—1 = —Uay,
ou seja, 0 < 79, < agpy1 € —ag, < Top—1 < 0 (visto que a,, > 0) para todo n € N. Assim,

mostramos que para cada n € N, temos 0 < |r,| < ap1- n

Do teorema acima, também podemos concluir que r, é positivo se n é par e r, é

negativo caso n seja impar.
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+o0o
—1)»
Exemplo 3.14 A série g ( ‘) converge pelo teorema de Leibniz. Encontraremos sua
n!
n=0

soma com precisao de trés casas decimais. Observamos que

1-1+ L 1 + L L + L ! +
S — - — — R - e
2 6 24 120 720 5040
e além disso a; = 501W < ﬁ = 0,0002. Do Teorema 3.5, |s — sg| < ay < 0,0002.

Esse erro menor que 0,0002 nao afeta a terceira casa decimal. Portanto, s ~ 0,368 com

precisao de 3 casas decimais (uma vez que sg ~ 0,368056).



Consideracoes Finais

Neste trabalho, que iniciou-se em julho de 2010, destacamos diversos pontos posi-

tivos.

Inicialmente, procuramos apesenta-lo da maneira mais didatica possivel. Para
tanto, preparamos o capitulo “Sequéncias Numéricas” cujo objetivo foi introduzir as ferra-
mentas necessarias ao desenvolvimento dos capitulos seguintes. Além disso, durante todo
o trabalho, insistimos na formulacao de véarios exemplos de forma a elucidar toda a teoria

desenvolvida.

No que tange ao capitulo 2, preocupamo-nos, sobretudo, com o rigor matematico na
apresentacao das séries numéricas e em seus critérios de convergéncia, buscando sempre
torné-lo o mais acessivel que possivel. Com este intuito, recorremos a varios livros da

bibliografia.

No capitulo 3, selecionamos algumas aplicacoes possiveis das séries numeéricas.
Além disso, procuramos calcular a soma de algumas séries e finalizamos construindo

estimativas para esta soma, visto que nem sempre é possivel estabelecé-la.

Finalmente, gostariamos de enfatizar que a equivaléncia entre séries incondicio-
nalmente convergentes e absolutamente convergentes nao ocorre em espagos mais gerais.
Em 1950, Dvoretzky e Rogers provaram que em espacos de Banach de dimensao infinita
existem séries incondicionalmente convergentes, mas nao absolutamente. Uma de nossas
metas seria o estudo deste espaco, com as correspondentes definicoes de séries. Entretanto,

para este proposito, é necessario o estudo da teoria de espacos de Banach, que tornaria este

ol
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trabalho demasiadamente extenso. O estudo do Teorema de Rogers-Dvoretzky (conforme

referéncia [3]) é tido como objetivo futuro do autor.
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