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Introdução
Nesta monogra�a de espeialização, apresentamos o estudo das séries numériasdo ponto de vista da onvergênia absoluta e inondiional. Os assuntos abordados foramdivididos em três apítulos.No apítulo 1, estabeleemos os oneitos básios para ompreensão do apítulo 2.As sequênias de números reais são estudadas visando a este objetivo.O apítulo 2 é todo dediado a onvergênia de séries numérias. De iníio, de�ni-mos onvergênia de uma série e estabeleemos os prinipais ritérios usados para deidira respeito de sua onvergênia. Em seguida, demonstramos a equivalênia entre onver-gênia inondiional e onvergênia absoluta para séries numérias. Esta demonstração étida o �ponto áureo� deste apítulo.No apítulo 3, último desta monogra�a, itamos algumas apliações de séries nu-mérias. E por �m, analisamos estimativas de soma para algumas séries onvergentesestabeleidas no apítulo 2.O trabalho é �nalizado om algumas onsiderações �nais e as bibliogra�as utiliza-das.
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Capítulo 1
Sequênias Numérias

As ferramentas primordiais de que neessitamos para o desenvolvimento dos apí-tulos 2 e 3 são apresentadas neste apítulo. Basiamente exibimos resultados de interessedas sequênias numérias. Para um estudo ompleto destes fatos indiamos as referênias[2℄ e [5℄.1.1 Limite de uma Sequênia em RDe�nição 1.1 Uma sequênia de números reais é uma apliação x : N → R que assoiaa ada n ∈ N um número real xn, denominado o enésimo termo da sequênia.Notação. (x1, x2, . . . ), (xn)n∈N ou simplesmente (xn).De�nição 1.2 Dada uma sequênia x = (xn)n∈N, uma subsequênia de x é uma restriçãoda função x a um subonjunto in�nito: N′ = {n1, n2, . . . , nk, . . . } ⊂ N om a propriedade:
n1 < n2 < · · · < nk . . . .Notação. (xn)n∈N′, (xnk

)k∈N ou simplesmente (xnk
).De�nição 1.3 Dizemos que o número real l é o limite da sequênia (xn) se dado ε > 0,4



5existe N ∈ N tal que |xn − l| < ε sempre que n > N . Nesse aso, esrevemos lim
n→+∞

xn = lou simplesmente lim xn = l.Uma sequênia que possui limite é denominada onvergente e dizemos que (xn)onverge para l ou que l é o limite de (xn). Em aso ontrário, a�rmamos que a sequêniaé divergente (ou diverge).Teorema 1.1 (Uniidade do limite) Uma sequênia não pode onvergir para dois limitesdistintos, isto é, se lim
n→+∞

xn = a e lim
n→+∞

xn = b, então a = b.Demonstração: Suponhamos, por absurdo, que lim
n→+∞

xn = a, lim
n→+∞

xn = b om a 6= b.Seja ε =
|b − a|

2
> 0. Como xn onverge para a e xn onverge para b, garantimos aexistênia de N1, N2 ∈ N tais que |xn − a| < ε para todo n > N1 e |xn − b| < ε se n > N2.Esolhemos N = max{N1, N2}. Como onsequênia, se n > N , temos n > N1, n > N2 eoorre |b − a| = |b − xn + xn − a| ≤ |b − xn| + |xn − a| < 2ε = |b − a|, o que é absurdo.Logo, a = b.Teorema 1.2 Se lim
n→+∞

xn = l, então qualquer subsequênia de (xn) onverge para l.Demonstração: Seja (xnk
) uma subsequênia de (xn). Como (xn) onverge para l, dado

ε > 0, existe N ∈ N tal que se n > N , temos |xn − l| < ε. Tomemos k0 tal que nk0 > N .Como onsequênia, se k > k0, temos nk > nk0 > N e então |xnk
− l| < ε. Logo, (xnk

)onverge para l.Em geral, o teorema aima é bastante usado em sua forma ontra-positiva, on-forme veremos no Exemplo 1.1.Teorema 1.3 Qualquer sequênia onvergente é limitada.Demonstração: Seja (xn) uma sequênia tal que lim
n→+∞

xn = l. Logo, existe N ∈ N talque |xn− l| < 1 sempre que n > N . Segue daí que |xn| = |xn− l+ l| ≤ |xn− l|+ |l| < 1+ |l|sempre que n > N . Esolhemos M = max{|x1|, . . . , |xN |, 1 + |l|}. Portanto, |xn| ≤ Mpara todo n ∈ N, ou seja, (xn) é limitada.



6Exemplo 1.1 Seja (xn) uma sequênia dada por xn = 1+(−1)n = (2, 0, 2, 0, . . . ). Obser-vamos que (xn) é limitada, porém não onverge via Teorema 1.2, pois possui subsequênias:
(x2n−1) e (x2n) que onvergem para limites distintos (2 e 0 respetivamente).Exemplo 1.2 A sequênia (1, 2, 3, 4, . . . ) é divergente, pois não é limitada (devido aoTeorema 1.3).De�nição 1.4 Uma sequênia (xn) é denominda monótona se xn ≤ xn+1 para todo n ∈ Nou xn+1 ≤ xn qualquer que seja n ∈ N. No primeiro aso, dizemos que a sequênia émonótona não-deresente e no segundo aso, (xn) é monótona não-resente. Se tivermos
xn < xn+1 para todo n ∈ N (respetivamente xn > xn+1) dizemos que a sequênia émonótona resente (respetivamente monótona deresente).Teorema 1.4 Toda sequênia monótona limitada é onvergente.Demonstração: Seja (xn) uma sequênia monótona limitada. Faremos a prova para oaso em que (xn) é não-deresente, isto é, xn ≤ xn+1 para todo n ∈ N. Consideremoso onjunto: X = {x1, x2, . . . }. Observamos que X ⊂ R é um subonjunto não-vazio elimitado superiormente. Logo, existe α = sup X. Mostraremos que lim

n→+∞
xn = α.Dado ε > 0, existe N ∈ N tal que α− ε < xN , pois α é a menor ota superior para

X. Se n > N , temos xN ≤ xn e assim α − ε < xN ≤ xn ≤ α < α + ε. Logo, |xn − α| < εquando n > N , isto é, lim
n→+∞

xn = α.Omitiremos a prova no aso em que (xn) é não-resente, pois esta é semelhante aque foi feita.Lema 1.1 Qualquer sequênia (xn) ontém uma subsequênia monótona.Demonstração: Para provarmos este lema, usaremos a de�nição: um número natural né denominado ponto de pio da sequênia (xn) se xm < xn para todo m > n.Estudaremos, então, os seguintes asos:



7Caso 1. A sequênia (xn) possui uma in�nidade de pontos de pio.Nesse aso, suponhamos que n1 < n2 < · · · < nk < . . . sejam os pontos de pio.Então, temos xn1 > xn2 > · · · > xnk
> . . . . Construímos daí uma subsequênia (xnk

)monótona deresente.Caso 2. A sequênia (xn) tem uma quantidade �nita de pontos de pio.Esolhemos n1 ∈ N tal que n1 > m para todo ponto de pio m. Como n1 não éponto de pio, existe n2 > n1 tal que xn2 ≥ xn1 . Também n2 não é ponto de pio, logoexiste n3 > n2 tal que xn3 ≥ xn2 . Prosseguindo desse modo, obtemos uma subsequêniamonótona não-deresente.Teorema 1.5 (Teorema de Bolzano-Weiertrass) Qualquer sequênia limitada de númerosreais possui uma subsequênia onvergente.Demonstração: Seja (xn) uma sequênia limitada. Deorre do Lema 1.1 que (xn) possuiuma subsequênia (xnk
) monótona. Observamos que (xnk

) é limitada, visto que (xn) o é.Logo, garantimos via Teorema 1.4 que (xnk
) é onvergente.Exemplo 1.3 A sequênia ( 1

n

)

n∈N
é monótona limitada e portanto onvergente. Alémdisso, lim 1

n
= inf

{

1
n
; n ∈ N

}

= 0.1.2 Limites e DesigualdadesTeorema 1.6 Seja (xn) uma sequênia de números reais tal que lim
n→+∞

xn = l. Se b < l,então existe N ∈ N tal que b < xn sempre que n > N . Se l < b, então existe M ∈ N talque xn < b qualquer que seja n > M .Demonstração: Provaremos a primeira a�rmação. Esolhemos ε = l − b > 0. Daonvergênia de (xn), garantimos a existênia de N ∈ N tal que |xn − l| < ε sempre que



8
n > N . Daí, se n > N , obtemos:

|xn − l| < ε ⇔ l − ε < xn < l + ε ⇔ b < xn < 2l − b.Logo, b < xn toda vez que n > N .Para provarmos a segunda a�rmação, basta tomar ε = b − l > 0.Corolário 1.1 Sejam (xn) e (yn) sequênias de números reais tais que lim
n→+∞

xn = k e
lim

n→+∞
yn = l. Se existe N ∈ N tal que para todo n > N temos xn ≤ yn, então k ≤ l.Demonstração: Por absurdo, suponhamos k > l. Esolha c ∈ R tal que l < c < k (porexemplo, c = (l + k)/2). Pelo Teorema 1.6, existe N ∈ N tal que yn < c < xn sempre que

n > N , o que ontradiz a hipótese dada. Logo, devemos ter k ≤ l.Observamos que se existe N ∈ N tal que xn < yn para todo n > N , então nãopodemos onluir que lim xn < lim yn.De fato, tomemos, por exemplo, as sequênias (xn) e (yn) de�nidas por: xn = 0e yn = 1
n
qualquer que seja n ∈ N. Observamos que xn < yn para todo n ∈ N, mas

lim xn = lim yn. O orreto (usando o Corolário 1.1) é inferir que lim xn ≤ lim yn.Teorema 1.7 (Teorema do Confronto) Sejam (xn), (yn) e (zn) sequênias de númerosreais. Se existe N ∈ N tal que xn ≤ zn ≤ yn para todo n > N e se lim xn = l = lim yn,então lim zn = l.Demonstração: Seja ε > 0. Deorre da onvergênia de (xn) e (yn), a existênia de N1,
N2 ∈ N tais que

n > N1 ⇒ l − ε < xn < l + ε e n > N2 ⇒ l − ε < yn < l + ε.Consideremos N0 = max{N1, N2, N}. Logo, temos l − ε < xn ≤ zn ≤ yn < l + ε sempreque n > N0. Portanto, lim zn = l.



91.3 Operações om LimitesTeorema 1.8 Se lim xn = 0 e (yn) é uma sequênia limitada, então lim(xnyn) = 0.Demonstração: Como (yn) é uma sequênia limitada, existe c > 0 tal que |yn| < c paratodo n ∈ N. Fixemos ε > 0. Uma vez que lim xn = 0, existe N ∈ N tal que |xn| < ε
csempre que n > N . Dessa forma, se n > N , temos |xnyn − 0| = |xn||yn| < |xn|c < ε.Logo, lim(xnyn) = 0.Exemplo 1.4 Via Teorema 1.8, onluímos que a sequênia (sen(n)

n

) onverge para 0.Observação. Na demonstração do teorema seguinte, uaremos que se (xn) uma sequêniade números reais, então
lim xn = l ⇔ lim(xn − l) = 0 ⇔ lim |xn − l| = 0.Teorema 1.9 Se lim xn = a e lim yn = b, então:(i) lim(xn + yn) = a + b;(ii) lim(xn − yn) = a − b;(iii) lim(xnyn) = ab;(iv) lim

(

xn

yn

)

=
a

b
se b 6= 0 e yn 6= 0 (pelo menos a partir de um erto N ∈ N).Demonstração:(i) Seja ε > 0. Logo, por hipótese, existem N1, N2 ∈ N tais que
n > N1 ⇒ |xn − a| <

ε

2
e n > N2 ⇒ |yn − b| <

ε

2
.De�nimos N = max{N1, N2}. Logo, para todo n > N , temos:

|(xn + yn) − (a + b)| ≤ |xn − a| + |yn − b| <
ε

2
+

ε

2
= ε.Logo, lim(xn + yn) = a + b.



10(ii) A demonstração deste item será omitida, visto que é semelhante a do item (i).(iii) Para todo n ∈ N, observamos que
xnyn − ab = xnyn − xnb + xn.b − ab = xn(yn − b) + b(xn − a).Como (xn) é onvergente, segue do Teorema 1.3 que (xn) é limitada. Além disso, doitem (ii) aima, temos lim(yn − b) = lim yn − b = 0 e lim(xn − a) = lim xn − a = 0.Usando (i) e o Teorema 1.8, onluímos que

lim(xnyn − ab) = lim[xn(yn − b)] + lim[b(xn − a)] = 0.Logo, lim(xnyn) = ab (via observação anterior).(iv) Para todo n ∈ N, xn

yn
= xn

1

yn
. Mostraremos que lim

(

1

yn

)

=
1

b
.Fixemos ε > 0. Como lim yn = b, existe N1 ∈ N tal que |yn| ≥ |b|
2
. Desta onvergên-ia, também garantimos a existênia de N2 ∈ N tal que para todo n > N2, temos

|yn − b| < ε
2
|b|2. Esolhemos M = max{N1, N2}. Desse modo, se n > M , vemos que
∣

∣

∣

∣

1

yn
− 1

b

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

b − yn

byn

∣

∣

∣

∣

=
|yn − b|
|b||yn|

≤ |yn − b|
|b|

2

|b| <
ε
2
|b|2
|b|

2

|b| = ε.Daí, onluímos que lim

(

1

yn

)

=
1

b
.Portanto, deorre do item (iii) que lim

(

xn

yn

)

= (lim xn)

[

lim

(

1

yn

)]

=
a

b
.

Proposição 1.1 (Teste da Razão para sequênias) Seja (xn) uma sequênia de númerosreais. Se xn > 0 para todo n ∈ N e lim

(

xn+1

xn

)

= l om l < 1, então lim xn = 0.Demonstração: Como l < 1, existe c ∈ R tal que l < c < 1. Seja ε = c − l > 0. Então,existe N ∈ N tal que ∣∣∣
∣

xn+1

xn
− l

∣

∣

∣

∣

< ε. Daí, segue que
n > N ⇒ xn+1

xn
< l + ε = c, isto é, n > N ⇒ 0 < xn+1 < cxn.



11Desse modo, para todo n > N , temos 0 < xn+1 < cxn < c2xn−1 < · · · < cn−k+1xk,ou seja, se n > N + 1, temos 0 < xn < xkc
n−k. Fixemos k = N + 1. Vemos que

0 < xn < xN+1c
n−(N+1),para todo n > N +1. De�nimos M =

xN+1

cN+1
. Como onsequênia,esrevemos 0 < xn < Mcn sempre que n > N + 1. Visto que 0 < c < 1, lim cn = 0.Portanto, segue do Teorema do Confronto que lim xn = 0.Exemplo 1.5 Sejam a ∈ R, a > 1 e k ∈ N. Então lim

n→+∞

nk

an
= 0.Para ada n ∈ N, de�nimos a sequênia: xn =

nk

an
. Observamos que

xn+1

xn
=

(n+1)k

an+1

nk

an

=

(

1 +
1

n

)k

· a−1 e então lim

(

xn+1

xn

)

= a−1 < 1.Via Teste da Razão para sequênias garantimos que lim xn = 0.1.4 Limites In�nitosDe�nição 1.5 Seja (xn) uma sequênia de números reais. Dizemos que �o limite de xné mais in�nito� quando dado L > 0, existe N ∈ N tal que xn > L sempre que n > N .Quando isso oorre, esrevemos lim xn = +∞.Analogamente, `lim xn = −∞' signi�a que para todo L > 0, existe N ∈ N tal quese n > N , temos xn < −L.Observação.(i) Em qualquer um dos asos da De�nição 1.5, dizemos que (xn) não onverge oudiverge.(ii) lim xn = +∞ ⇔ lim(−xn) = −∞ (via de�nição de limites in�nitos).(iii) Por de�nição, se lim xn = +∞, então (xn) não é limitada superiormente.



12A reíproa da a�rmação em (iii) é falsa. Para provar isso, onsideremos a sequên-ia (xn) de�nida assim xn = n+(−1)n.n. Esta é ilimitada superiormente, porém não temos
lim xn = +∞ pois x2n−1 = 0 para todo n ∈ N.No entanto, se (xn) é não-deresente, então (xn) ilimitada superiormente implia
lim xn = +∞. De fato, dado L > 0, existe N ∈ N tal que xN > L. Para todo n > N ,temos xn ≥ xN > L. Daí, por de�nição, garantimos que lim xn = +∞.Exemplo 1.6 Seja a > 1 e de�nimos a sequênia (an)n∈N. Esta sequênia é ilimitadasuperiormente e resente. Em deorrênia da observação anterior, lim

n→+∞
an = +∞.Teorema 1.10 Sejam (xn) e (yn) sequênias de números reais.(i) se lim xn = +∞ e (yn) é limitada inferiormente, então lim(xn + yn) = +∞;(ii) se lim xn = +∞ e existe c > 0 tal que yn > c para todo n ∈ N, então temos

lim(xnyn) = +∞;(iii) se existe c > 0 tal que xn > c e yn > 0 para todo n ∈ N e lim yn = 0, então
lim

(

xn

yn

)

= +∞;(iv) se (xn) é limitada e lim yn = +∞, então lim

(

xn

yn

)

= 0.Demonstração:(i) Como (yn) é limitada inferiormente, existe c ∈ R tal que yn ≥ c qualquer que seja
n ∈ N. Do fato de lim xn = +∞, dado L > 0 existe N ∈ N tal que se n > N ,veri�amos xn > L− c. Logo, para todo n > N , obtemos xn + yn > (L− c)+ c = Le portanto lim(xn + yn) = +∞.(ii) Fixemos L > 0. Uma vez que lim xn = +∞, garantimos a existênia de N ∈ Ntal que xn > L

c
sempre que n > N . Daí, segue que xnyn >

(

L
c

)

c = L. Logo,
lim(xnyn) = +∞.



13(iii) Seja L > 0. Visto que lim yn = 0, existe N ∈ N tal que yn < c
L
quando n > N .Então, para todo n > N , �amos om xn

yn
= xn

1

yn
> cL

c
= L. Em onsequênia,

lim

(

xn

yn

)

= +∞.(iv) Existe c > 0 tal que |xn| ≤ c para todo n ∈ N, pois (xn) é limitada. Fixemos
ε > 0. Como lim yn = +∞, existe N ∈ N tal que se n > N , obtemos yn > c

ε
.Assim, qualquer que seja n > N , temos ∣∣∣

∣

xn

yn

∣

∣

∣

∣

= |xn|
1

|yn|
< c ε

c
= ε, uma vez que

|yn| ≥ yn > c
ε
sempre que n > N . Portanto, lim

(

xn

yn

)

= 0.
1.5 Sequênias de CauhyDe�nição 1.6 Seja (xn) uma sequênia de números reais. Dizemos que (xn) é umasequênia de Cauhy quando para todo ε > 0, existir N ∈ N tal que |xn−xm| < ε, sempreque m, n > N .Lema 1.2 Toda sequênia de Cauhy é limitada.Demonstração: Seja (xn) uma sequênia de Cauhy. Consequentemente, existe N ∈ Ntal que |xn − xm| < 1 se m, n > N . Em partiular, |xn − xN+1| < 1. Para todo n > N ,
|xn| ≤ |xn − xN+1| + |xN+1| < 1 + |xN+1|. Seja β = max{|x1|, |x2|, . . . , |xN |, 1 + |xN+1|}.Daí, �a garantido que |xn| ≤ β para todo n ∈ N. Portanto, (xn) é limitada.Lema 1.3 Se uma subsequênia de uma sequênia de Cauhy onverge, então a sequêniade Cauhy onverge para o mesmo limite.Demonstração: Seja L = lim xnk

em que (xnk
) é uma subsequênia da sequênia deCauhy (xn). Mostraremos que lim xn = L.Fixemos ε > 0. Existe N1 ∈ N tal que |xn − xm| < ε

2
sempre que m, n > N1,

m, n ∈ N ((xn) é de Cauhy). Segue da onvergênia de (xnk
) a existênia de k1 ∈ N om
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nk1 > N1 tal que k > k1 implia |xnk

− L| < ε
2
. Desse modo, para todo n > N1, temos

|xn − L| ≤ |xn − xnk
| + |xnk

− L| < ε
2

+ ε
2

= ε. Portanto, lim xn = L.Teorema 1.11 Seja (xn) uma sequênia de números reais. Então, (xn) onverge se esomente se (xn) é de Cauhy.Demonstração: Suponhamos lim xn = L. Dado ε > 0, existe N ∈ N tal que |xn−L| < ε
2se n > N . Como onsequênia, se m > N e n > N , obtemos

|xn − xm| = |xn − L + L − xm| ≤ |xn − L| + |xm − L| <
ε

2
+

ε

2
= ε.Daí, onluímos que (xn) é de Cauhy.Reiproamente, suponhamos que (xn) é de Cauhy. Deorre do Lema 1.2 que (xn)é limitada. O Teorema de Bolzano-Weiertrass garante que (xn) admite uma subsequêniaonvergente. Em onsequênia ao Lema 1.3, (xn) é onvergente.



Capítulo 2
Séries Numérias

Neste apítulo, estudaremos as séries numérias. Iniiaremos de�nindo o oneitode série de números reais e alguns exemplos. Em seguida, estabeleemos os prinipaisritérios de onvergênia de séries. Na última seção, demonstraremos a equivalênia entreas noções de onvergênia absoluta e inondiional de séries numérias.2.1 De�nição e ExemplosDe�nição 2.1 Uma série numéria é uma sequênia (sn)n∈N dada por sn =

n
∑

k=1

ak, istoé, (a1, a1 + a2, a1 + a2 + a3, . . . ), em que (an)n∈N é uma sequênia de números reais dada.Denotaremos esta série por +∞
∑

n=1

an. Os elementos s1, s2, . . . , sn, . . . são hamados desomas pariais da série. A parela an é hamado o n-ésimo termo ou termo geral da série.De�nição 2.2 A série numéria +∞
∑

n=1

an é dita onvergente se a sequênia das somaspariais (sn)n∈N for onvergente. Dizemos que a série +∞
∑

n=1

an é divergente quando suasequênia das somas pariais for divergente. Se a série for onvergente e a sequênia dassomas pariais (sn)n∈N onvergir para s, então s é hamada a soma da série e esrevemos
+∞
∑

n=1

an = s. 15



16Proposição 2.1 Se uma série +∞
∑

n=1

an onverge, então sua soma é únia.Demonstração: Suponhamos que existam r, s ∈ R tais que +∞
∑

n=1

an = r e +∞
∑

n=1

an = s.Como onsequênia: lim
n→+∞

n
∑

k=1

ak = r e lim
n→+∞

n
∑

k=1

ak = s. Da uniidade do limite desequênias, garantimos que r = s.Proposição 2.2 Sejam +∞
∑

n=1

an e +∞
∑

n=1

bn séries onvergentes. Então, a série +∞
∑

n=1

(an + bn)onverge e +∞
∑

n=1

(an + bn) =

+∞
∑

n=1

an +

+∞
∑

n=1

bn.Demonstração: Sejam r, s ∈ R tais que +∞
∑

n=1

an = r e +∞
∑

n=1

bn = s. Assim, lim
n→+∞

n
∑

k=1

ak = r,
lim

n→+∞

n
∑

k=1

bk = s e então
lim

n→+∞

n
∑

k=1

(ak + bk) = lim
n→+∞

n
∑

k=1

ak + lim
n→+∞

n
∑

k=1

bk = r + s.Portanto, +∞
∑

n=1

(an + bn) onverge e vale +∞
∑

n=1

(an + bn) =
+∞
∑

n=1

an +
+∞
∑

n=1

bn.Proposição 2.3 Se a série +∞
∑

n=1

an onverge, então a série +∞
∑

n=1

(can) também onverge paratodo c ∈ R e +∞
∑

n=1

(can) = c
+∞
∑

n=1

an.Demonstração: Seja s ∈ R tal que +∞
∑

n=1

an = s. Logo, lim
n→+∞

n
∑

k=1

ak = s. Qualquer que seja
c ∈ R, temos lim

n→+∞

n
∑

k=1

(cak) = lim
n→+∞

c
n
∑

k=1

ak = c lim
n→+∞

n
∑

k=1

ak = cs. Consequentemente,
+∞
∑

n=1

(can) = c

+∞
∑

n=1

an.Exemplo 2.1 Uma série geométria é uma série da forma +∞
∑

n=0

arn, em que a, r ∈ R e
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a 6= 0. Observe que sn =

n
∑

k=0

ark e rsn =

n
∑

k=0

ark+1. Como onsequênia
(1 − r)sn =

n
∑

k=0

ark −
n
∑

k=0

ark+1 = a − arn+1.Considerando r 6= 1, esrevemos sn =
a − arn+1

1 − r
= a ·

(

1 − rn+1

1 − r

)

.Se |r| < 1, lim
n→+∞

rn+1 = 0 e daí lim
n→+∞

sn =
a

1 − r
. Desse modo +∞

∑

n=0

arn =
a

1 − r
,se |r| < 1.Supondo |r| > 1, (rn+1) tende ao in�nito (em módulo). Com isso, (sn) não on-verge. Logo, +∞

∑

n=1

arn diverge quando |r| > 1.Consideremos agora |r| = 1. Se r = 1, temos sn = (n+1)a e então lim
n→+∞

sn = +∞e a série diverge. Caso r = −1, (a, 0, a, 0, a, 0, . . . ) é a sequênia das somas pariais dasérie +∞
∑

n=0

arn. Esta sequênia diverge, pois admite duas subsequênias (a saber, (s2n) e
(s2n−1)) onvergindo para limites distintos, visto que a 6= 0. Logo, a série é divergente, se
r = −1.Portanto, uma série geométria da forma: +∞

∑

n=0

arn, om a 6= 0, onverge se esomente se |r| < 1. Nesse aso, +∞
∑

n=0

arn =
a

1 − r
.Exemplo 2.2 A série +∞

∑

n=1

1

n(n + 1)
é onvergente, uma vez que 1

n(n + 1)
=

1

n
− 1

n + 1para todo n ∈ N, temos sn =

n
∑

k=1

1

k(k + 1)
=

n
∑

k=1

(

1

k
− 1

k + 1

)

= 1 − 1

n + 1
e vale

lim
n→+∞

sn = lim
n→+∞

(

1 − 1

n + 1

)

= 1. Com isso, +∞
∑

n=1

1

n(n + 1)
= 1.2.2 Critérios de ConvergêniaTeorema 2.1 (Condição de anulamento) Se +∞

∑

n=1

an onverge, então lim
n→+∞

an = 0.



18Demonstração: Seja s ∈ R tal que +∞
∑

n=1

an = s e onsideremos sn =
n
∑

k=1

ak. Com isso,
lim

n→+∞
sn = s e também lim

n→+∞
sn−1 = s (uma vez que (sn−1) é subsequênia de (sn)). Daigualdade sn = sn−1 + an, obtemos

lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

(sn − sn−1) = lim
n→+∞

sn − lim
n→+∞

sn−1 = s − s = 0.

Exemplo 2.3 O Teorema 2.1 garante que +∞
∑

n=1

n

n + 1
diverge, pois lim

n→+∞

n

n + 1
= 1 6= 0.A ondição de anulamento é uma ondição neessária, mas não su�iente para aonvergênia de séries, onforme onstatamos no exemplo a seguir:Exemplo 2.4 A série +∞

∑

n=1

1

n
é denominada série harm�nia. Qualquer que seja n ∈ N,observamos que sn = 1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
e s2n = 1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
+

1

n + 1
+ · · ·+ 1

2n
. Assim,se n > 1, podemos esrever

s2n − sn =
1

n + 1
+

1

n + 2
+ · · · + 1

2n
>

1

2n
+

1

2n
+ · · ·+ 1

2n
= n

1

2n
=

1

2
,ou seja, s2n − sn >

1

2
para todo n ∈ N, n > 1. Como onsequênia, (sn) não é umasequênia de Cauhy em R e assim não onverge. Portanto, +∞

∑

n=1

1

n
é divergente.Teorema 2.2 (Critério de Cauhy) A série +∞

∑

n=1

an é onvergente se e somente se paratodo ε > 0, existir n0 ∈ N tal que |am+1 + am+2 + · · · + an| < ε sempre que n > m > n0.Demonstração: (⇒) Como +∞
∑

n=1

an onverge, a sequênia (sn) de suas somas pariaisonverge em R e assim (sn) é de Cauhy. Por de�nição, dado ε > 0 qualquer, existe
n0 ∈ N tal que |sn−sm| < ε sempre que n > m > n0, ou seja, |am+1 +am+2 + · · ·+an| < εpara todo n > m > n0.(⇐) Suponhamos que para todo ε > 0, exista n0 ∈ N tal que |am+1 + am+2 + · · ·+ an| < εsempre que n > m > n0. Isto equivale a a�rmar que (sn) é uma sequênia de Cauhy.



19Logo, (sn) onverge e portanto +∞
∑

n=1

an é onvergente.Teorema 2.3 (Critério da limitação) Seja (an) uma sequênia tal que an ≥ 0 para todo
n ≥ p, p ∈ N. A série +∞

∑

n=1

an é onvergente se e somente se o onjunto de suas somaspariais for limitado.Demonstração: (⇒) Seja {s1, s2, . . . , sn, . . . } o onjunto das somas pariais da série
+∞
∑

n=1

an. Sendo esta série onvergente (por hipótese), (sn) onverge e portanto, existe
M > 0 tal que sn ≤ |sn| < M para todo n ∈ N, ou seja, {s1, s2, . . . , sn, . . . } é limitado.(⇐) Como o onjunto da somas pariais de +∞

∑

n=1

an é limitado, a sequênia (sn) é limitada.Além disso, an ≥ 0 para todo n ≥ p o que garante que sn ≤ sn+1 para todo n ≥ p, isto é,
(sn)n≥p é uma sequênia não-deresente. Deorre do Teorema 1.4 que (sn) é onvergente.Logo, +∞

∑

n=1

an onverge.Teorema 2.4 (Critério da omparação) Seja p ∈ N e sejam (an), (bn) sequênias taisque an ≥ 0, bn ≥ 0 e an ≤ bn para todo n ≥ p.(i) Se +∞
∑

n=1

bn onverge, então +∞
∑

n=1

an onverge.(ii) Se +∞
∑

n=1

an diverge, então +∞
∑

n=1

bn diverge.Demonstração: Sejam (sn) e (tn) as sequênias das somas pariais da séries +∞
∑

n=1

an e
+∞
∑

n=1

bn, respetivamente.(i) Para n ≥ p, temos
sn = a1 + a2 + · · ·+ ap−1 + ap + · · · + an

= sp−1 + ap + · · ·+ an ≤ sp−1 + bp + · · ·+ bn = sp−1 + tn − tp−1,



20ou seja, sn ≤ sp−1+tn−tp−1 para todo n ≥ p. Como +∞
∑

n=1

bn onverge, (tn) é limitada.Logo, segue da desigualdade anterior que (sn) também é limitada. Deorre doritério da limitação que +∞
∑

n=1

an onverge.(ii) Suponhamos +∞
∑

n=1

bn onvergente. Segue de (i) que +∞
∑

n=1

an onverge, o que é absurdo.
Exemplo 2.5 O Teorema 2.4 garante que a série +∞

∑

n=1

1

(n + 1)2
é onvergente, uma vezque 0 <

1

(n + 1)2
<

1

n(n + 1)
para todo n ∈ N e +∞

∑

n=1

1

n(n + 1)
é onvergente (Exemplo2.2).Exemplo 2.6 Seja p ∈ R om p ≤ 1. Temos 1

np
≥ 1

n
> 0 para todo n ∈ N. Oritério da omparação implia a divergênia da série +∞

∑

n=1

1

np
, visto que a série harm�niaé divergente (Exemplo 2.4).Teorema 2.5 Se an ≥ 0, bn > 0 para todo n ∈ N e lim

n→+∞

an

bn

= l �nito, l 6= 0, então
+∞
∑

n=1

an onverge se e somente se +∞
∑

n=1

bn onverge.Demonstração: (⇐) Notemos que l = lim
n→+∞

an

bn

> 0, pois an ≥ 0 e bn > 0 para todo
n ∈ N. Esolhendo ε = l > 0, garantimos a existênia de N1 ∈ N tal que se n > N1,temos ∣∣∣

∣

an

bn
− l

∣

∣

∣

∣

< l. Logo, para todo n > N1,
∣

∣

∣

∣

an

bn
− l

∣

∣

∣

∣

< l ⇒ −l <
an

bn
− l < l ⇒ 0 <

an

bn
< 2l ⇒ 0 < an < 2lbn. (2.1)Como +∞

∑

n=1

bn onverge, +∞
∑

n=1

2lbn também onverge (Proposição 2.3). Do ritério da om-paração apliado em (2.1), obtemos o resultado.



21(⇒) Tomemos ε =
l

2
> 0. Logo, existe N2 ∈ N tal que ∣∣∣

∣

an

bn
− l

∣

∣

∣

∣

<
l

2
sempre que n > N2,isto é, se n > N2, temos

0 <
l

2
<

an

bn
⇒ 0 <

bn

an
<

2

l
⇒ 0 < bn <

(

2

l

)

an.Como +∞
∑

n=1

an onverge, +∞
∑

n=1

(

2

l

)

an onverge (Proposição 2.3) e pelo ritério da ompara-ção, onluímos que +∞
∑

n=1

bn é onvergente.Exemplo 2.7 A série +∞
∑

n=1

n + 1

n2 + 1
diverge. De fato, n + 1

n2 + 1
> 0 e 1

n
> 0 para todo n ∈ N.Além disso, lim

n→+∞

n+1
n2+1

1
n

= lim
n→+∞

n2 + n

n2 + 1
= 1 6= 0. Como +∞

∑

n=1

1

n
é divergente, segue doTeorema 2.5 que +∞

∑

n=1

n + 1

n2 + 1
diverge.Exemplo 2.8 O Teorema 2.5 implia a onvergênia da série +∞

∑

n=1

1

n2
, pois 1

n2
> 0,

1

(n + 1)2
> 0 para todo n ∈ N, +∞

∑

n=1

1

(n + 1)2
é onvergente (Exemplo 2.5) e vale

lim
n→+∞

1

(n + 1)2

1

n2

= lim
n→+∞

n2

(n + 1)2
= lim

n→+∞

(

n

n + 1

)2

= 12 6= 0.De�nição 2.3 Uma série +∞
∑

n=1

an é denominada absolutamente onvergente quando
+∞
∑

n=1

|an| é onvergente. Dizemos que uma série é ondiionalmente onvergente quandofor onvergente, mas não for absolutamente onvergente.Teorema 2.6 Toda série absolutamente onvergente é onvergente.Demonstração: Seja +∞
∑

n=1

an uma série absolutamente onvergente. Logo, +∞
∑

n=1

|an| on-verge. Para todo n ∈ N, 0 ≤ an + |an| ≤ 2|an|. Como +∞
∑

n=1

(2|an|) onverge (Proposição



222.3), segue do ritério da omparação que +∞
∑

n=1

(an + |an|) é onvergente. Usando a Propo-sição 2.3 om c = −1, temos que −
+∞
∑

n=1

|an| onverge. Como an = (an + |an|) − |an| paratodo n ∈ N, via Proposição 2.2, garantimos que +∞
∑

n=1

an onverge.Exemplo 2.9 A série +∞
∑

n=1

sen n

2n
é onvergente. Iniialmente, observamos que para todo

n ∈ N, 0 ≤
∣

∣

∣

sen n

2n

∣

∣

∣
≤ 1

2n
. Como +∞

∑

n=1

1

2n
onverge (Exemplo 2.1), +∞

∑

n=1

∣

∣

∣

sen n

2n

∣

∣

∣
tambémonverge (devido ao ritério da omparação). Conluímos então que +∞

∑

n=1

sen n

2n
é absolu-tamente onvergente e portanto onvergente (Teorema 2.6).Teorema 2.7 (de Dirihlet) Seja +∞

∑

n=1

an uma série (não neessariamente onvergente)om a sequênia das somas pariais sn =
n
∑

k=1

ak limitada. Se (bn) for uma sequênianão-resente tal que lim
n→+∞

bn = 0, então +∞
∑

n=1

anbn é onvergente.Demonstração: Observamos que a sequênia das somas pariais da série +∞
∑

n=1

anbn é dadapor a1b1 + a2b2 + · · · + anbn. Iremos mostrar que
a1b1 + · · ·+ anbn = s1(b1 − b2) + · · ·+ sn−1(bn−1 − bn) + snbn, ∀ n ∈ N. (2.2)Para isso, apliaremos o Primeiro Prinípio de Indução sobre n ∈ N.Consideremos n = 1. Logo s1 = a1 e então a1b1 = s1b1.Suponhamos que (2.2) seja válida para algum n > 1. Como onsequênia

a1b1 + · · ·+ an+1bn+1 = s1(b1 − b2) + · · ·+ sn−1(bn−1 − bn) + snbn + an+1bn+1

= s1(b1 − b2) + · · ·+ sn−1(bn−1 − bn) + snbn + an+1bn+1 + snbn+1 − snbn+1

= s1(b1 − b2) + · · ·+ sn−1(bn−1 − bn) + sn(bn − bn+1) + (sn + an+1)bn+1

= s1(b1 − b2) + · · ·+ sn−1(bn−1 − bn) + sn(bn − bn+1) + sn+1bn+1.



23Logo, (2.2) é veri�ada para todo n ∈ N.Observamos que lim
n→+∞

snbn = 0, pois (sn) é limitada e lim
n→+∞

bn = 0 por hipótese.A�rmamos que a série +∞
∑

n=1

sn−1(bn−1 − bn) é onvergente.De fato, (sn) é limitada, logo existe M > 0 tal que |sn| ≤ M qualquer que seja
n ∈ N. Com isso

|sn−1(bn−1 − bn)| = |sn−1||bn−1 − bn| ≤ M |bn−1 − bn|, ∀ n ∈ N, n ≥ 2.Sendo (bn) não-resente, �amos om |sn−1(bn−1 − bn)| ≤ M(bn−1 − bn) para todo n ∈ N,
n ≥ 2. Além disso, a série +∞

∑

n=1

(bn−1 − bn) é onvergente pois
lim

n→+∞

n
∑

k=1

(bk−1 − bk) = lim
n→+∞

[(b1 − b2) + · · ·+ (bn−1 − bn)] = lim
n→+∞

(b1 − bn) = b1,já que lim
n→+∞

bn = 0. Consequentemente, +∞
∑

n=1

M(bn−1 − bn) onverge e pelo Critério daComparação, +∞
∑

n=1

|sn−1(bn−1 − bn)| também onverge. Portanto, +∞
∑

n=1

sn−1(bn−1 − bn) on-verge devido ao Teorema 2.6.De (2.2), temos
lim

n→+∞
(a1b1 + · · · + anbn) = lim

n→+∞

(

n
∑

k=2

sk−1(bk−1 − bk) + snbn

)

= lim
n→+∞

n
∑

k=2

sk−1(bk−1 − bk).Como onsequênia de nossa a�rmação, garantimos que existe lim
n→+∞

(a1b1 + · · ·+ anbn) eeste é �nito. Portanto, +∞
∑

n=1

anbn é onvergente.Teorema 2.8 (de Abel) Se +∞
∑

n=1

an é uma série onvergente e (bn) é uma sequênia não-resente om bn ≥ 0 para todo n ∈ N (não neessariamente om limite nulo), então
+∞
∑

n=1

anbn onverge.



24Demonstração: Como (bn) é uma sequênia monótona e limitada, existe b ∈ R tal que
lim

n→+∞
bn = b (devido ao Teorema 1.4). Logo, lim

n→+∞
(bn−b) = 0 e a sequênia (bn−b) é não-resente. Além disso, sendo +∞

∑

n=1

an onvergente, garantimos que a sequênia de suas somaspariais é limitada (Teorema 2.3). Pelo Teorema de Dirihlet, +∞
∑

n=1

an(bn − b) onverge.Como +∞
∑

n=1

ban onverge (pois +∞
∑

n=1

an onverge), a igualdade: anbn = an(bn − b) + ban paraada n ∈ N, permite-nos onluir que +∞
∑

n=1

anbn onverge.Teorema 2.9 (de Leibniz) Se (bn) é uma sequênia não-resente e lim
n→+∞

bn = 0, entãoas séries +∞
∑

n=1

(−1)nbn e +∞
∑

n=1

(−1)n+1bn são onvergentes.Demonstração: As séries +∞
∑

n=1

(−1)n e +∞
∑

n=1

(−1)n+1 possuem suas sequênias das so-mas pariais limitadas. Desse modo, segue do Teorema de Dirihlet que ∞
∑

n=1

(−1)nbn e
+∞
∑

n=1

(−1)n+1bn onvergem.De�nição 2.4 Seja (an) uma sequênia tal que an ≥ 0 para todo n ∈ N. As séries
+∞
∑

n=1

(−1)nan e +∞
∑

n=1

(−1)n+1an são hamadas séries alternadas.O Teorema de Leibniz é bastante usado para estabeleer a onvergênia de sériesalternadas. Uma apliação simples é a seguinteExemplo 2.10 A série alternada +∞
∑

n=1

(−1)n

n
é onvergente pelo Teorema de Leibniz, umavez que ( 1

n

) é uma sequênia não-resente om lim
n→+∞

1

n
= 0. Também vemos que

+∞
∑

n=1

∣

∣

∣

∣

(−1)n

n

∣

∣

∣

∣

=
+∞
∑

n=1

1

n
, isto é, esta série não é absolutamente onvergente. Esse exemplomostra que nem toda série onvergente é absolutamente onvergente (não valendo assima reíproa do Teorema 2.6).



25Teorema 2.10 (Comparação de razões) Seja p ∈ N e sejam (an), (bn) sequênias taisque an > 0, bn > 0 e an+1

an
≤ bn+1

bn
para todo n ≥ p.(i) Se +∞

∑

n=1

bn onverge, então +∞
∑

n=1

an onverge.(ii) Se +∞
∑

n=1

an diverge, então +∞
∑

n=1

bn diverge.Demonstração: Para todo n ≥ p, temos an+1

an

≤ bn+1

bn

, ou seja, an+1

bn+1

≤ an

bn

. Comisso, garantimos que a sequênia (an

bn

) é não-resente para todo n ≥ p. Em partiular,
an

bn
≤ ap

bp
se n ≥ p, ou seja, an ≤

(

ap

bp

)

bn para ada n ≥ p. Usando o ritério daomparação (Teorema 2.4), obtemos (i) e (ii).Exemplo 2.11 A série +∞
∑

n=1

an, em que an =
1.3.5. . . . .(2n − 1)

2.4.6. . . . .2n
, diverge.De fato, esolhendo a sequênia bn =

1

n
para todo n ∈ N, veri�amos que

an+1

an
=

1.3.5.....(2n+1)
2.4.6.....(2n+2)

1.3.5.....(2n−1)
2.4.6....2n

=
2n + 1

2n + 2
>

2n

2n + 2
=

n

n + 1
=

bn+1

bn
.Como +∞

∑

n=1

1

n
diverge, segue do Teorema 2.10 que +∞

∑

n=1

1.3.5. . . . .(2n − 1)

2.4.6. . . . .2n
diverge.Teorema 2.11 (Critério da razão) Sejam (an) uma sequênia e p ∈ N.(i) Se an > 0 e existir k ∈ R tal que 0 < k < 1 e an+1

an
≤ k para todo n ≥ p, então

+∞
∑

n=1

an é onvergente.(ii) Se an > 0 e an+1

an
≥ 1 para todo n ≥ p, então +∞

∑

n=1

an diverge.Demonstração:



26(i) Seja k ∈ R tal que 0 < k < 1. Consideremos a sequênia bn = kn. Dado n ≥ p,temos an+1

an
≤ k =

bn+1

bn
. Como +∞

∑

n=1

kn onverge (Exemplo 2.1), o Teorema 2.10garante que +∞
∑

n=1

an é onvergente.(ii) Esolhemos a sequênia bn = 1 para todo n ∈ N. Assim, qualquer que seja n ≥ p,
an+1

an

≥ 1 =
bn+1

bn

. Deorre do Teorema 2.10 que a série +∞
∑

n=1

an diverge, visto que
+∞
∑

n=1

1 é divergente.
No Teorema 2.11, item (i), não podemos simplesmente onsiderar que para todo

n ≥ p, an+1

an

< 1, pois a sequênia ( 1

n

) satisfaz essa hipótese, porém +∞
∑

n=1

1

n
é divergente.Teorema 2.12 (Critério de D'Alembert) Seja (an) uma sequênia tal que an > 0 e an+1

antem limite l ∈ R �nito ou in�nito.(i) Se l < 1, então +∞
∑

n=1

an onverge.(ii) Se l > 1, então +∞
∑

n=1

an diverge.Demonstração:(i) Como lim
n→+∞

an+1

an
= l, dado ε > 0 qualquer, existe N1 ∈ N tal que ∣∣∣

∣

an+1

an
− l

∣

∣

∣

∣

< εsempre que n > N1. Sendo l < 1, esolhemos ε =
1 − l

2
> 0. Assim, se n > N1,obtemos

an+1

an

− l ≤
∣

∣

∣

∣

an+1

an

− l

∣

∣

∣

∣

<
1 − l

2
⇒ an+1

an

<
1 − l

2
+ l ⇒ an+1

an

<
1 + l

2
.Além disso, l < 1 implia 1 + l

2
< 1. Logo, se n > N1, temos an+1

an
< l + ε < 1.Segue do ritério da razão que +∞

∑

n=1

an é onvergente.



27(ii) Da de�nição de limite, dado arbitrariamente ε > 0, existe N2 ∈ N tal que
∣

∣

∣

∣

an+1

an
− l

∣

∣

∣

∣

< ε se n > N2. Tomemos ε =
l − 1

2
> 0 (pois, por hipótese, l > 1).Como onsequênia, para todo n > N2,

∣

∣

∣

∣

an+1

an
− l

∣

∣

∣

∣

<
l − 1

2
⇒ l + 1

2
<

an+1

an
<

3l − 1

2
.Como l + 1

2
> 1, temos an+1

an
> 1 sempre que n > N2. Assim, onluímos do ritérioda razão que +∞

∑

n=1

an é divergente.Suponhamos agora que lim
n→+∞

an+1

an
= +∞. Por de�nição, existe N ∈ N tal que

an+1

an
> 1 para todo n > N . Logo, pelo ritério da razão, +∞

∑

n=1

an é divergente.
Observação 2.1 No Teorema 2.12, se l = 1, então não asseguramos a onvergênia enem a divergênia da série dada. Por exemplo, tomando as sequênias: ( 1

n

) e ( 1

n2

),vemos que lim
n→+∞

1
n+1

1
n

= 1 e lim
n→+∞

1
(n+1)2

1
n2

= 1. Entretanto, a série +∞
∑

n=1

1

n
é divergente,enquanto que a série +∞

∑

n=1

1

n2
é onvergente (Exemplo 2.8).Exemplo 2.12 O ritério de D'Alembert assegura a onvergênia da série +∞

∑

n=1

1

n!
, vistoque lim

n→+∞

1
(n+1)!

1
n!

= lim
n→+∞

1

n + 1
= 0 < 1.Exemplo 2.13 Seja r ∈ R om 0 < r < 1. A série +∞

∑

n=1

nrn é onvergente via ritério deD'Alembert, uma vez que lim
n→+∞

(n + 1)rn+1

nrn
= lim

n→+∞
r

(

n + 1

n

)

= r < 1.Teorema 2.13 (Critério da raiz) Seja p ∈ N e seja (an) tal que an ≥ 0 para todo n ∈ N.(i) Se n
√

an ≤ k, om 0 < k < 1 para todo n ≥ p, então +∞
∑

n=1

an onverge.



28(ii) Se n
√

an ≥ 1 para todo n ≥ p, então +∞
∑

n=1

an é divergente.Demonstração:(i) Para todo n ≥ p, temos n
√

an ≤ k ⇒ an ≤ kn. Como +∞
∑

n=1

kn onverge (pois
0 < k < 1), garantimos pelo ritério da omparação que +∞

∑

n=1

an também onverge.(ii) Uma vez que n
√

an ≥ 1, temos an ≥ 1 para todo n ≥ p. Como onsequênia,
lim

n→+∞
an 6= 0. Deorre da ondição de anulamento que +∞

∑

n=1

an diverge.
Teorema 2.14 (Critério da raiz de Cauhy) Seja (an) tal que an ≥ 0 para todo n ∈ N.Suponhamos que n

√
an tem limite l ∈ R �nito ou in�nito.(i) Se l < 1, então +∞
∑

n=1

an onverge.(ii) Se l > 1, então +∞
∑

n=1

an diverge.Demonstração:(i) Como l < 1, tomemos ε =
1 − l

2
> 0. Da de�nição de lim

n→+∞

n
√

an = l, garantimos aexistênia de N1 ∈ N tal que | n
√

an − l| <
1 − l

2
sempre que n > N1. Assim, paratodo n > N1, temos n

√
an <

1 − l

2
+ l, ou seja, n

√
an <

1 + l

2
. Além disso, l + 1

2
< 1.Com isso, n

√
an <

l + 1

2
< 1 para todo n > N1. Segue do ritério da raiz (Teorema2.13) que +∞

∑

n=1

an onverge.(ii) Suponhamos que lim
n→+∞

an = l > 1. Logo, existe N2 ∈ N tal que n
√

an ≥ 1 para todo
n > N2. Equivalentemente, an ≥ 1 qualquer que seja n > N2. Logo, lim

n→+∞
an 6= 0 edeorre da ondição de anulamento que +∞

∑

n=1

an diverge.



29Caso tenhamos lim
n→+∞

n
√

an = +∞, garantimos, via de�nição, a existênia de N3 ∈ Ntal que se n > N3, temos n
√

an ≥ 1. Pelo ritério da raiz, +∞
∑

n=1

an é divergente.
Teorema 2.15 (ritério da integral) Seja f : [1, +∞) → R uma função não-resente etal que f(x) ≥ 0 para todo x ∈ [1, +∞). Suponhamos que f(n) = an para todo n ∈ N.Então +∞

∑

n=1

an onverge se e somente se existe ∫ +∞

1

f(x)dx = lim
t→+∞

∫ t

1

f(x)dx.Demonstração: (⇐) Como f é positiva e não-resente em [1, +∞), garantimos que
f(n) ≤

∫ n

n−1

f(x)dx para todo n ∈ N, n ≥ 2 (visulizamos esta desigualdade na Figura2.1).

x

y=f(x)

y

1

2

n−1
a

a

1 2 n−1 n

a

an = f(n)

 = f(n−1)

Figura 2.1: A área destaada tem valor f(n). Vemos que f(n) ≤
∫ n

n−1

f(x)dx.Assim, para todo n ≥ 2,
f(2) + · · · + f(n) ≤

∫ 2

1

f(x)dx + · · ·+
∫ n

n−1

f(x)dx ⇒ a2 + · · ·+ an ≤
∫ n

1

f(x)dx <

∫ +∞

1

f(x)dx.Ou seja, sn −a1 <

∫ +∞

1

f(x)dx, em que (sn) denota a sequênia das somas pariais da série
+∞
∑

n=1

an. Como, por hipótese, existe ∫ +∞

1

f(x)dx, temos (sn) limitada.Portanto, pelo ritério da limitação, onluímos que +∞
∑

n=1

an onverge.



30(⇒) Dado n ∈ N, temos ∫ n+1

n

f(x)dx ≤ f(n) = an. Com isso
∫ n

1

f(x)dx =

∫ 2

1

f(x)dx + · · · +
∫ n

n−1

f(x)dx ≤ a1 + · · · + an−1, ∀ n ≥ 2. (2.3)Como +∞
∑

n=1

an é onvergente, a sequênia ( n
∑

k=1

ak

) é onvergente e portanto limitada.Desse modo, segue de (2.3) que a sequênia (∫ n

1

f(x)dx

) é limitada. Além disso,
(
∫ n

1

f(x)dx

) é não-deresente, visto que f(x) ≥ 0 para todo x ∈ [1, +∞). Pelo Teorema1.4, existe b ∈ R tal que lim
n→+∞

∫ n

1

f(x)dx = b.Observe que ∫ +∞

1

f(x)dx = lim
t→+∞

∫ t

1

f(x)dx = b.De fato, �xe ε > 0. Como lim
n→+∞

∫ n

1

f(x)dx = b, existe n0 ∈ N tal que se n > n0,temos ∣∣∣
∣

∫ n

1

f(x)dx − b

∣

∣

∣

∣

< ε. Seja t ∈ R, t ≥ n0 + 1.Esolhemos n ∈ N tal que n0 + 1 ≤ t ≤ n. Como onsequênia
∣

∣

∣

∣

∫ n0+1

1

f(x)dx − b

∣

∣

∣

∣

< ε e ∣∣∣
∣

∫ n

1

f(x)dx − b

∣

∣

∣

∣

< ε,pois n ≥ n0 + 1 > n0. Sendo f positiva, garantimos que
∫ n0+1

1

f(x)dx ≤
∫ t

1

f(x)dx ≤
∫ n

1

f(x)dx.Logo, para todo t ∈ R, t > n0, temos
−ε <

∫ n0+1

1

f(x)dx − b ≤
∫ t

1

f(x)dx − b ≤
∫ n

1

f(x)dx − b < ε ⇒
∣

∣

∣

∣

∫ t

1

f(x)dx − b

∣

∣

∣

∣

< ε.Portanto, existe lim
t→+∞

∫ t

1

f(x)dx =

∫ +∞

1

f(x)dx e vale ∫ +∞

1

f(x)dx = lim
n→+∞

∫ n

1

f(x)dx = b.Na demonstração do ritério da integral, observamos que a existênia da integral:
∫ +∞

1

f(x)dx é equivalente a onvergênia da série
+∞
∑

n=1

∫ n+1

n

f(x)dx =

∫ 2

1

f(x)dx +

∫ 3

2

f(x)dx + · · · +
∫ n+1

n

f(x)dx + · · · .



31Exemplo 2.14 (Série harm�nia de ordem p) Seja p ∈ R om p > 0. A série +∞
∑

n=1

1

nponverge se p > 1 e é divergente quando p ≤ 1.Para mostrar esse resultado, de�nimos a função f : [1, +∞) → R, f(x) =
1

xp
.Notemos que f(x) ≥ 0 para todo x ∈ [1, +∞) e além disso, se 1 ≤ x1 < x2, temos

1

xp
1

>
1

xp
2

, o que garante que f é não-resente em seu domínio.Consideremos a integral ∫ +∞

1

f(x)dx =

∫ +∞

1

1

xp
dx = lim

t→+∞

∫ t

1

1

xp
dx. Quando p = 1,obtemos ∫ +∞

1

f(x)dx = lim
t→+∞

∫ t

1

1

x
dx = lim

t→+∞
ln t = +∞. Se p 6= 1, temos

∫ +∞

1

f(x)dx = lim
t→+∞

∫ t

1

1

xp
dx = lim

t→+∞

x−p+1

−p + 1

∣

∣

t

1
= lim

t→+∞

(

t1−p

1 − p
− 1

1 − p

)

.Logo
lim

t→+∞

(

t1−p

1 − p
− 1

1 − p

)

=







+∞, se p < 1

1
1−p

, se p > 1
.Como onsequênia do ritério da integral, inferimos que a série +∞
∑

n=1

1

np
é onvergentequando p > 1 e diverge quando 0 < p ≤ 1. Finalmente, segue do Exemplo 2.6 que a série

+∞
∑

n=1

1

np
onverge se e somente se p > 1.2.3 Reordenação de SériesDe�nição 2.5 Uma série +∞

∑

n=1

bn é dita uma reordenação da série +∞
∑

n=1

an se existe umaapliação φ : N → N bijetiva tal que bn = aφ(n) para todo n ∈ N.Em geral, dada uma série onvergente om soma s ∈ R, uma reordenação destasérie pode onvergir para r ∈ R om r 6= s. Este fato é ilustrado abaixo:Exemplo 2.15 A série alternada +∞
∑

n=1

(−1)n+1

n
onverge1 (devido ao Teorema de Leibniz).1A título de informação, +∞

∑

n=1

(−1)n+1

n

= ln 2.



32Seja s ∈ R tal que +∞
∑

n=1

(−1)n+1

n
= s. Consideremos (sn) a sequênia das somas pariaisdesta série. Observamos que

s2n = 1 − 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · · + 1

2n − 1
− 1

2n

=

(

1 − 1

2

)

+

(

1

3
− 1

4

)

+ · · ·
(

1

2n − 1
− 1

2n

)

≥ 0,visto que as parelas em parênteses são todas positivas. Como s2 = 1− 1
2

= 1
2
, garantimosque s2n ≥ 1

2
para todo n ∈ N e assim s = lim

n→+∞
s2n ≥ 1

2
, ou seja, s > 0.Consideremos agora a série +∞

∑

n=1

(−1)n+1

2n
. Devido a Proposição 2.3, sua soma é s

2
.Como onsequênia destes resultados, esrevemos

s = 1 − 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+

1

7
− 1

8
+ · · · (2.4)

s

2
= 0 +

1

2
+ 0 − 1

4
+ 0 +

1

6
+ 0 − 1

8
+ · · · (2.5)Deorre da Proposição 2.2 que podemos somar termo a termo das séries onvergentesaima. Desse modo, segue de (2.4) e (2.5) que

3s

2
= 1 +

1

3
− 1

2
+

1

5
+

1

7
− 1

4
+

1

9
+

1

11
− 1

6
+ · · ·Notemos que os termos da série desrita aima, uja soma é 3s

2
, exeto pela ordem, sãoos mesmos da série +∞

∑

n=1

(−1)n+1

n
. Além disso, 3s

2
6= s, haja visto que s > 0.Logo, exibimos uma reordenação da série +∞
∑

n=1

(−1)n+1

n
uja soma não é s.Teorema 2.16 (de Dirihlet) Seja +∞

∑

n=1

bn uma reordenação qualquer da série +∞
∑

n=1

an.(i) Se an ≥ 0 para todo n ∈ N, então +∞
∑

n=1

an =

+∞
∑

n=1

bn.(ii) Se +∞
∑

n=1

an é absolutamente onvergente, então +∞
∑

n=1

bn também é absolutamente on-vergente e +∞
∑

n=1

bn =

+∞
∑

n=1

an.



33Demonstração:(i) Seja +∞
∑

n=1

bn uma reordenação qualquer da série +∞
∑

n=1

an, ou seja, existe uma apliação
φ : N → N bijetiva tal que bn = aφ(n) para todo n ∈ N.A�rmamos que +∞

∑

n=1

bn ≤
+∞
∑

n=1

an.Com efeito, �xemos n ∈ N. Esolhemos N = max{φ(1), φ(2), . . . , φ(n)}. Com isso
{φ(1), φ(2), . . . , φ(n)} ⊂ {1, 2, . . . , N} e vale

b1 + b2 + · · ·+ bn = aφ(1) + aφ(2) + · · · + aφ(n)

≤ a1 + a2 + · · ·+ aN (pois an ≥ 0, ∀ n ∈ N).Assim, para ada n ∈ N, existe N ∈ N tal que
n
∑

k=1

bk ≤
N
∑

n=1

an ≤
+∞
∑

n=1

an.Como a desigualdade anterior é válida para todo n ∈ N, +∞
∑

n=1

bn ≤
+∞
∑

n=1

an.Além disso, +∞
∑

n=1

an ≤
+∞
∑

n=1

bn, pois +∞
∑

n=1

an é uma reordenação de +∞
∑

n=1

bn sempre que
+∞
∑

n=1

bn for uma reordenação de +∞
∑

n=1

an (basta onsiderarmos a apliação φ−1).Portanto, +∞
∑

n=1

an =

+∞
∑

n=1

bn.(ii) Seja +∞
∑

n=1

bn uma reordenação da série +∞
∑

n=1

an. Logo, +∞
∑

n=1

|bn| é uma reordenação dasérie +∞
∑

n=1

|an|. Deorre do item (i) que +∞
∑

n=1

|bn| =

+∞
∑

n=1

|an|, visto que |an| ≥ 0 paratodo n ∈ N. Como +∞
∑

n=1

an é absolutamente onvergente, +∞
∑

n=1

|an| onverge e assim
+∞
∑

n=1

|bn| também onverge.



34Portanto, +∞
∑

n=1

bn é absolutamente onvergente. Do Teorema 2.6 segue que +∞
∑

n=1

bnonverge.Observamos que +∞
∑

n=1

bn =
+∞
∑

n=1

an.De fato, para todo x ∈ R, de�nimos 


x+ = max{x, 0}

x− = max{−x, 0}
. Segue que x+ ≥ 0,

x− ≥ 0 e vale
• se x ≥ 0, então x+ = x e x− = 0;
• se x < 0, temos: x+ = 0 e x− = −x.Ou seja, para ada x ∈ R, x = x+ − x−.Sendo +∞

∑

n=1

b+
n uma reordenação da série +∞

∑

n=1

a+
n e +∞

∑

n=1

b−n uma reordenação de +∞
∑

n=1

a−
n ,garantimos, via item (i), que

+∞
∑

n=1

a+
n =

+∞
∑

n=1

b+
n e +∞

∑

n=1

a−
n =

+∞
∑

n=1

b−n . (2.6)Além disso, para todo n ∈ N, temos 0 ≤ a+
n ≤ |an| e 0 ≤ a−

n ≤ |an|. Como
+∞
∑

n=1

|an| onverge, inferimos do Critério da Comparação que +∞
∑

n=1

a+
n e +∞

∑

n=1

a−
n sãoonvergentes. Deorre de (2.6) que +∞

∑

n=1

b+
n e +∞

∑

n=1

b−n também onvergem.Portanto,
+∞
∑

n=1

bn =

+∞
∑

n=1

(b+
n −b−n ) =

+∞
∑

n=1

b+
n −

+∞
∑

n=1

b−n =

+∞
∑

n=1

a+
n −

+∞
∑

n=1

a−
n =

+∞
∑

n=1

(a+
n −a−

n ) =

+∞
∑

n=1

an.

De�nição 2.6 Uma série +∞
∑

n=1

an é dita inondiionalmente onvergente se, para qualquerapliação φ : N → N bijetiva, a série +∞
∑

n=1

aφ(n) é onvergente.O item (ii) do teorema de Dirihlet (Teorema 2.16) a�rma que toda série absolu-tamente onvergente é inondiionalmente onvergente. A reíproa desta impliação éverdadeira e será provada no Teorema 2.18. Antes, estudaremos o seguinte lema:



35Lema 2.1 Dada uma série +∞
∑

n=1

an ondiionalmente onvergente om pn = a+
n e qn = a−

n(pn é a parte positiva de an e qn é a parte negativa de an) de modo que pn ≥ 0, qn ≥ 0,
pn + qn = |an| e pn − qn = an para todo n ∈ N. Então +∞

∑

n=1

pn = +∞ e +∞
∑

n=1

qn = +∞.Demonstração: Suponhamos que apenas uma dessas séries onvirja (a primeira, porexemplo). Logo, existe s ∈ R tal que +∞
∑

n=1

pn = s. Como +∞
∑

n=1

qn = +∞, dado L > 0, existe
M ∈ N tal que n > M implia n

∑

k=1

qk > 2L + s. Visto que +∞
∑

n=1

pn = s, existe N ∈ N talque ∣∣∣
∣

∣

n
∑

k=1

pk − s

∣

∣

∣

∣

∣

< L sempre que n > N .Esolhemos n0 = max{M, N}. Como onsequênia, para todo n > n0, temos
n
∑

k=1

ak =

n
∑

k=1

pk −
n
∑

k=1

qk < (L+ s)− (2L+ s) = −L, isto é, +∞
∑

n=1

an = −∞, o que é absurdo,uma vez que esta série onverge.O aso em que tornamos +∞
∑

n=1

qn onvergente e +∞
∑

n=1

pn = +∞ é similar. Sob essashipóteses, obteremos a ontradição +∞
∑

n=1

an = +∞.Se +∞
∑

n=1

pn e +∞
∑

n=1

qn fossem ambas onvergentes, segue da Proposição 2.2 que a série
+∞
∑

n=1

|an| onverge, pois +∞
∑

n=1

|an| =

+∞
∑

n=1

(pn + qn) =

+∞
∑

n=1

pn +

+∞
∑

n=1

qn. Logo, +∞
∑

n=1

an seriaabsolutamente onvergente, o que é absurdo.Portanto, +∞
∑

n=1

pn = +∞ e +∞
∑

n=1

qn = +∞.Teorema 2.17 (de Riemann) Seja +∞
∑

n=1

an uma série ondiionalmente onvergente. Dado
c ∈ R, existe uma reordenação +∞

∑

n=1

bn da série +∞
∑

n=1

an tal que +∞
∑

n=1

bn = c.



36Demonstração: Sejam (pn) e (qn) onforme o Lema 2.1. Como +∞
∑

n=1

an onverge ondii-onalmente, lim
n→+∞

an = 0 (ondição de anulamento). Além disso
lim

n→+∞
pn = lim

n→+∞
qn = 0, (2.7)uma vez que 0 ≤ pn ≤ |an|, 0 ≤ qn ≤ |an|, para todo n ∈ N e lim

n→+∞
|an| = 0. Entretanto,de aordo om o Lema 2.1, +∞

∑

n=1

pn = +∞ e +∞
∑

n=1

qn = +∞.Reordenemos os termos da série +∞
∑

n=1

an tomando omo os primeiros termos: p1,
p2,. . . , pn1, esolhidos na ordem om que apareem na série, em que n1 ∈ N é o menoríndie tal que

p1 + p2 + · · ·+ pn1 > c.Em seguida, esolhemos os termos negativos: −q1, −q2, . . . , −qn2 (primeiro termonegativo da série, segundo termo negativo da série, et), em que n2 ∈ N é o menor índietal que
p1 + p2 + · · ·+ pn1 − q1 − q2 − · · · − qn2 < c.Observamos que as esolhas para n1 e n2 são possíveis, já que +∞

∑

n=1

pn = +∞ e
+∞
∑

n=1

qn = +∞.Continuamos assim: esolhemos o menor índie n3 ∈ N tal que
p1 + · · ·+ pn1 − q1 − · · · − qn2 + pn1+1 + · · · + pn3 > ce depois o menor índie n4 ∈ N tal que

p1 + · · · + pn1 − q1 − · · · − qn2 + pn1+1 + · · · + pn3 − qn2+1 − · · · − qn4 < c.Prosseguindo dessa maneira, obtemos uma reordenação da série +∞
∑

n=1

an em que asequênia das somas pariais da nova série, que denotaremos por (tn), onverge para c.De fato, para qualquer i ∈ N, i ímpar, temos:



37(i) tn(i+1)
< c < tni

(devido ao proedimento estabeleido aima);(ii) tni
− pni

≤ c (devido a esolha de ni ∈ N) (i)⇒ 0 < tni
− c ≤ pni

;(iii) tn(i+1)
+ qn(i+1)

≥ c (devido a esolha de n(i+1) ∈ N) (i)⇒ 0 < c − tn(i+1)
≤ qn(i+1)

.Deorre de (2.7) que lim
i→+∞

pni
= lim

i→+∞
qn(i+1)

= 0. Apliando o teorema do onfronto em(ii) e (iii), obtemos:
lim

i→+∞
tni

= lim
i→+∞

tn(i+1)
= c. (2.8)Assim, dado n ∈ N, temos:(iv) se i ∈ N for ímpar e ni < n < n(i+1), então tn(i+1)

≤ tn ≤ tni
;(v) se i ∈ N for par e ni < n < n(i+1), então tni

≤ tn ≤ t(i+1).Portanto, usando (2.8) em (iv) e em (v), onluímos que lim
n→+∞

tn = c.De posse do teorema de Riemann, estabeleemos a equivalênia entre onvergêniaabsoluta e onvergênia inondiional para séries numérias. Este fato é apresentado noteorema a seguir:Teorema 2.18 Uma série +∞
∑

n=1

an é absolutamente onvergente se e somente se +∞
∑

n=1

an éinondiionalmente onvergente.Demonstração: (⇒) Deorre do item (ii) do teorema de Dirihlet (Teorema 2.16).(⇐) Suponhamos que +∞
∑

n=1

an não onvirja absolutamente. Então, +∞
∑

n=1

an é ondiional-mente onvergente e pelo teorema de Riemann, dado qualquer c ∈ R, existe uma reor-denação +∞
∑

n=1

bn da série +∞
∑

n=1

an tal que +∞
∑

n=1

bn = c. Ou seja, é possível enontrarmos umareordenação +∞
∑

n=1

bn de +∞
∑

n=1

an tal que +∞
∑

n=1

bn 6=
+∞
∑

n=1

an. Essa a�rmação leva-nos a uma on-tradição, visto que +∞
∑

n=1

an é inondiionalmente onvergente. Portanto, +∞
∑

n=1

an onvergeabsolutamente.



Capítulo 3
Apliações de Séries

Nas seções seguintes, estudaremos algumas apliações de séries numérias em ma-temátia. Na última delas, voltaremos nossa atenção em estimar a soma de algumas sériesonvergentes obtidas a partir dos ritérios de onvergênia do apítulo 2.3.1 Representação DeimalDe�nição 3.1 (Representação deimal). Seja (ak)k∈{0}∪N = (a0, a1, a2, . . . ) uma sequên-ia de números reais em que a0 é um inteiro qualquer e ak ∈ {0, 1, 2, . . . , 9} para todo
k > 0. Um número real na forma deimal, representado por a0, a1a2a3 . . . , é dado por

+∞
∑

k=0

ak

10k
= a0 +

+∞
∑

k=1

ak

10k
.Mostraremos que a série que de�ne a representação deimal de um número realsempre onverge.Proposição 3.1 Cada representação deimal denota um únio número real.Demonstração: Para todo k > 0, temos ak ≤ 9 e daí 0 ≤ ak

10k
≤ 9

10k
. Além disso,

+∞
∑

k=1

9

10k
= 1. Do ritério da omparação, a série +∞

∑

k=0

ak

10k
é onvergente. Logo, onluímos38



39que a0, a1a2 · · · =
+∞
∑

k=0

ak

10k
= c, em que c é um número real.Via Proposição 2.1, o número real que a0, a1a2a3 . . . representa é únio.Exemplo 3.1 Segue da de�nição de representação deimal que 0, 999 · · · = 1. De fato,

0, 99 · · · = 0 +
+∞
∑

k=1

9

10k
= 1. Nesse aso, mostramos que uma representação deimal para1 pode ser dada por a0 = 0 e ak = 9 para todo k > 0, ou seja, assoiamos 0, 999 . . . aonúmero 1. Observamos também que 1 tem pelo menos duas representações deimais, poispodemos esrever: 1 = 1, 000 · · · = 1 +

+∞
∑

k=1

0

10k
.Exemplo 3.2 a0, 000 · · · = (a0 − 1), 999 · · · = a0.Com efeito, (a0 − 1), 999 · · · = (a0 − 1) +

+∞
∑

k=1

9

10k
= (a0 − 1) + 1 = a0.Conluímos então que todo número inteiro a0 admite pelo menos duas representa-ções deimais, a saber: a0, 000 . . . e (a0 − 1), 999 . . . .3.2 Sobre a Série Harm�niaUma apliação interessante da divergênia da série ham�nia é apresentada naProposição 3.2 Qualquer número raional positivo x pode ser esrito omo soma denúmeros distintos da forma 1

n
(frações egípias).Demonstração: Iniialmente, onsideremos 0 < x ≤ 1 om x ∈ Q. Então, podemos ter:(i) x =

1

n
ou (ii) 1

n + 1
< x <

1

n
para algum n ∈ N. Se (i) oorrer, então o resultado estáprovado. No aso (ii), suponhamos x =

p

q
, em que p e q são inteiros positivos. De�nimos

y = x − 1

n + 1
=

p(n + 1) − q

q(n + 1)
=

p1

q1
, em que 0 < p1 = p + (np − q) < p, visto que

p

q
<

1

n
. Daí, observamos que y = x − 1

n + 1
<

1

n
− 1

n + 1
=

1

n(n + 1)
≤ 1

n + 1
e assim

0 < y <
1

n + 1
< 1.



40Apliquemos agora o proedimento anterior para o número y. Para isso, de�nimos
z = y − 1

m + 1
= x − 1

n + 1
− 1

m + 1
=

p2

q2
para ertos p2, q2 e m inteiros positivos om

m > n + 1 e p2 < p1. Proedendo dessa maneira, obtemos uma sequênia deresentede números positivos om pk = 1 para algum k ∈ N. Como onsequênia, x será esritoomo soma de frações distintas da forma 1

n
.Suponhamos agora x > 1. Como a série +∞

∑

n=1

1

n
diverge, deve existir n ∈ N tal que

x < 1 +
1

2
+

1

3
+ · · · + 1

n + 1
. Consideremos m ∈ N o menor número natural om essapropriedade. Entao, podemos esrever

1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

m
≤ x < 1 +

1

2
+

1

3
+ · · · + 1

m
+

1

m + 1
.Se x = 1 +

1

2
+ · · · + 1

m
, o resultado está provado. Consideremos

1 +
1

2
+

1

3
+ · · · + 1

m
< x < 1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

m
+

1

m + 1
.De�nimos w = x−

(

1 +
1

2
+ · · · + 1

m

). Segue que 0 < w <
1

m + 1
< 1. Apliamos entãoo proedimento anterior para w, esrevendo-o omo soma de números distintos da forma

1

n
om n > m + 1. Logo, x =

(

1 +
1

2
+ · · · + 1

n

)

+ w e o resultado está demonstrado.Exemplo 3.3 Iremos esrever o número 59

60
omo soma de frações distintas da forma 1

nom n ∈ N.Apliaremos o proedimento desrito na demonstração da proposição anterior. Ini-ialmente, notemos que 1

2
<

59

60
< 1. De�nimos: y1 =

59

60
− 1

2
=

29

60
. Vemos que

1

3
< y1 <

1

2
. De�nimos assim y2 = y1 −

1

3
=

9

60
=

3

20
. Notemos que 1

7
< y2 <

1

3
. Sejaentão y3 = y2 −

1

7
=

1

140
e o proesso está �nalizado.Logo, 59

60
=

1

2
+ y1 =

1

2
+

1

3
+ y2 =

1

2
+

1

3
+

1

7
+ y3 =

1

2
+

1

3
+

1

7
+

1

140
.Observamos que esta representação não é únia, pois também podemos esrever

59

60
=

1

2
+

1

4
+

1

5
+

1

30
.



41Exemplo 3.4 Apliaremos a Proposição 3.2 para esrever o número real 19

15
omo somade frações distintas da forma 1

n
, n ∈ N.Iniialmente, vemos que 1 <

19

15
< 1 +

1

2
. De�nimos w =

19

15
− 1 =

4

15
. Daí,

0 < w < 1 e omo na observação anterior, esrevemos
w =

1

5
+

1

15
.Portanto, garantimos que 19

15
= 1 +

1

5
+

1

15
.3.3 Soma de Séries por TranslaçãoNesta seção, apresentamos o método da translação para obtermos a soma de algu-mas séries numérias.Exemplo 3.5 Seja p ∈ R. A série +∞

∑

k=1

kpak onverge quando |a| < 1 e diverge se |a| > 1.De fato, observamos que lim
k→+∞

k
√

kpak = |a|[ lim
k→+∞

(
k
√

k)]p = |a|, pois lim
k→+∞

k
√

k = 1.O resultado deorre do ritério da raiz de Cauhy.Exemplo 3.6 Sejam g(k) um polin�mio e |a| < 1. Então +∞
∑

k=1

g(k)ak é onvergente. Comefeito, suponhamos g(k) um polin�mio de grau n, ou seja, g(k) = b0+b1k+b2k
2+· · ·+bnkn.Daí, temos

+∞
∑

k=1

g(k)ak =

+∞
∑

k=1

(b0 + b1k + · · ·+ bnkn)ak = b0

+∞
∑

k=1

ak + b1

+∞
∑

k=1

kak + · · · bn

+∞
∑

k=1

knak.As séries no membro direito da igualdade aima onvergem devido ao Exemplo 3.5. Por-tanto, +∞
∑

k=1

g(k)ak onverge.Seja s =

+∞
∑

k=b

g(k)ak em que b ∈ N ∪ {0}, g(k) é um polin�mio de grau n e |a| < 1.Como onsequênia, esrevemos
s =

+∞
∑

k=b

g(k)ak = g(b)ab +

+∞
∑

k=b+1

g(k)ak = g(b)ab +

+∞
∑

k=b

g(k + 1)ak+1.



42Além disso, sa =
+∞
∑

k=b

g(k)ak+1. Logo
s − sa = g(b)ab +

+∞
∑

k=b

g(k + 1)ak+1 −
+∞
∑

k=b

g(k)ak+1 = g(b)ab +

+∞
∑

k=b

∆g(k)ak+1,onde ∆g(k) = g(k + 1) − g(k). Notemos que ∆g(k) é um polin�mio de grau n − 1 navariável k. De�nimos g1(k) = ∆g(k). Apliquemos então o método desrito aima paraalular a soma da série onvergente +∞
∑

k=b

g1(k)ak+1. Prosseguindo desse modo, obteremosao �nal um polin�mio gr(k) = ∆gr−1(k) om grau zero, isto é, gr(k) = c, om c ∈ R, paratodo k ≥ b, k ∈ N. Usando as expressões enontradas, determinaremos a soma da sérieiniial s =

+∞
∑

k=b

g(k)ak.Apliamos esse método nos exemplos abaixo.Exemplo 3.7 Suponhamos 1

a
> 1. Vimos que a série +∞

∑

k=0

ak é onvergente. Iremos obtersua soma.Façamos c =
1

a
e apliquemos o método da translação om b = 0, g(k) = 1 paratodo k ≥ 0 e ∆g(k) = 0. Logo,

s − sc = g(0)c0 +

+∞
∑

k=0

0 = 1 ⇒ s =
1

1 − c
=

a

a − 1
,omo esperávamos.Exemplo 3.8 Determinaremos a soma da série +∞

∑

k=0

k + 1

2k
usando o método da transla-ção. Para isso, notemos que a =

1

2
, b = 0, g(k) = k + 1 e ∆g(k) = 1. Daí, onluímosque

s − s

2
= g(0).

(

1

2

)0

+

+∞
∑

k=0

1.

(

1

2

)k+1

= 1 +

+∞
∑

k=1

(

1

2

)k

= 2.Portanto, s − s

2
= 2, isto é, s = 4.Exemplo 3.9 Seja a < 1. Consideremos a série +∞

∑

k=s





k

s



 ak. Iremos mostrar via



43Prinípio de Indução sobre s ∈ N ∪ {0} que +∞
∑

k=s





k

s



 ak =
as

(1 − a)s+1
.Para s = 0, temos +∞

∑

k=0





k

0



 ak =

+∞
∑

k=0

ak =
1

1 − a
=

a0

(1 − a)0+1
(on�rmada peloExemplo 2.1).Suponhamos válida para s ∈ N, isto é, +∞

∑

k=s





k

s



 ak =
as

(1 − a)s+1
. Mostraremosque +∞

∑

k=s+1





k

s + 1



 ak =
as+1

(1 − a)s+2
. Façamos p =

+∞
∑

k=s+1





k

s + 1



 ak. Então
p = as+1+

+∞
∑

k=s+2





k

s + 1



 ak = as+1+
+∞
∑

k=s+1





k + 1

s + 1



 ak+1 e pa =
+∞
∑

k=s+1





k

s + 1



 ak+1.Como onsequênia,
p − pa = as+1 +

+∞
∑

k=s+1





k + 1

s + 1



 ak+1 −
+∞
∑

k=s+1





k

s + 1





=

+∞
∑

k=s+1









k + 1

s + 1



−





k

s + 1







 ak+1

= as+1 +
+∞
∑

k=s+1





k

s



 ak+1

= as+1 + a

+∞
∑

k=s





k

s



 ak − as+1Usando a hipótese de indução, esrevemos p − pa = a
as

(1 − a)s+1
e então p =

as+1

(1 − a)s+2o que ompleta a prova.3.4 Estimativa de Erro no Cálulo de SériesNo apítulo 2, estudamos a questão da onvergênia ou divergênia de séries numé-rias. Mesmo que saibamos que uma determinada série onverge, resta ainda o problema



44de ahar sua soma. Em geral, é sempre possível determinar a soma da série onvergente
+∞
∑

n=1

an até o grau de preisão desejado somando-se um número su�iente de termos da série,ou seja, alulando-se a soma parial (sn) para um n su�ientemente grande. Entretanto,para séries diferentes, �su�ientemente grande� pode signi�ar oisas muito diferentes. Sequeremos tornar preiso o proedimento, temos que saber, para ada série, até que pontoo valor de n deve ser grande para assegurar a preisão desejada. Isso equivale a dizer quedevemos determinar, para ada série, uma função N(ε) tal que
|sn − s| < ε para n ≥ N(ε).Em outras palavras, os primeiros N(ε) termos serão su�ientes para produzir a soma sprourada om um erro inferior a ε.Podemos enuniar isso de outra maneira, esrevendo s = sn + rn, onde rn é o�resto�. Em seguida, prouramos N(ε) de modo que
|rn| < ε para n ≥ N(ε).Veremos que, para ertas séries onvergentes, podemos enontrar uma estimativasuperior para rn. Mais preisamente, podemos enontrar uma sequênia (tn) onvergindopara 0 tal que

|rn| ≤ tn, para todo n > N1, N1 ∈ N.Caso a sequênia (tn) seja monótona não-resente, esolhemos para N(ε) o menorinteiro n tal que tn < ε, pois se esolhermos N(ε) desse modo e n > max{N(ε), N1},teremos
|rn| ≤ tn ≤ tN(ε) < ε.Veremos a seguir omo enontrar uma tal sequênia monótona não-resente (tn)quando a série onverge em deorrênia de um dos ritérios estudados no apítulo anterior:o ritério da omparação, o ritério da razão, o ritério da raiz e o teorema de Leibnizpara séries alternadas.



45Teorema 3.1 Sejam (an) e (bn) sequênias de números reais e a série +∞
∑

n=1

an onvergentepara s omo anteriormente. Se existir N1 ∈ N tal que |an| ≤ bn para todo n > N1 e +∞
∑

n=1

bnonvergir, então |rn| ≤
+∞
∑

m=n+1

bm = tn para n > N1 e a sequênia (tn) é monótona não-resente e onvergente para 0.Demonstração: Como s = sn + rn para todo n ∈ N, esrevemos
rn = s − sn = an+1 + an+2 + · · ·an+p + · · · = lim

p→+∞

n+p
∑

m=n+1

am.Assim, se n > N1, temos
|an+1 + an+2 + · · ·+ an+p| ≤ |an+1| + |an+2| + · · ·+ |an+p|

≤ bn+1 + bn+2 + · · ·+ bn+p

≤
+∞
∑

m=n+1

bm.Portanto, para todo n > N1, obtemos:
|rn| = lim

p→+∞

∣

∣

∣

∣

∣

n+p
∑

m=n+1

am

∣

∣

∣

∣

∣

≤
+∞
∑

m=n+1

bm = tn.Além disso, vemos que (tn) é o resto da série de termos positivos +∞
∑

n=1

bn. Segue daíque (tn) é monótona não-resente. Por de�nição, tn =

+∞
∑

m=n+1

bm =

+∞
∑

m=1

bm−
n
∑

m=1

bm. Comoa série +∞
∑

m=1

bm é onvergente, garantimos que +∞
∑

m=1

bm = lim
n→+∞

n
∑

m=1

bm. Como sequêniadessas igualdades, lim tn = 0.Em outras palavras, o teorema a�rma que se uma série onvergir pelo ritério daomparação, então o valor absoluto do resto será no máximo igual ao resto da série deomparação.Exemplo 3.10 A série +∞
∑

n=1

1

n2n
onverge via omparação om a série geométria +∞

∑

n=1

1

2n
.



46Então o resto da série +∞
∑

n=1

1

n2n
após 5 termos é, no máximo,

t5 =
1

26
+

1

27
+

1

28
· · · =

1

26

(

1 +
1

2
+

1

22
+ · · ·

)

=
1

26

(

1

1 − 1
2

)

=
1

32
.Assim, para todo n ∈ N, temos tn =

1

2n+1
+

1

2n+2
+ · · · =

1

2n
. Dado ε > 0tal que tn < ε, devemos ter 1

2n < ε e então 2n > 1
ε
. Logo, n log 2 > log

(

1
ε

), ou seja,
n > − log ε

log 2
. Portanto, podemos esolher N(ε) omo sendo o menor inteiro que satisfaçaessa desigualdade.Teorema 3.2 Se a série +∞

∑

n=1

an onvergir pelo ritério da integral om a função f(x)deresente para x ≥ 1, então
|rn| <

∫ +∞

n

f(x)dx = tnpara n ≥ 1 e a sequênia (tn) será monótona deresente e onvergente para 0.Demonstração: Observamos que, para todo n ∈ N, podemos esrever:
∫ +∞

n

f(x)dx =
+∞
∑

m=n+1

bm, em que bm =

∫ m

m−1

f(x)dx.Como onsequênia, ∫ +∞

n

f(x)dx = lim
p→+∞

∫ n+p

n

f(x)dx = lim
p→+∞

n+p
∑

m=n+1

bm.Da demonstração do ritério da integral, obtemos |an| <

∫ n

n−1

f(x)dx = bn. Logo,onluímos que |rn| <
+∞
∑

m=n+1

bm =

∫ +∞

n

f(x)dx.A sequênia (tn) dada por tn =

∫ +∞

n

f(x)dx é monótona não-resente, pois f(x) ≥ 0para todo x ∈ [1, +∞). Agora, omo a série dada onverge, existe ∫ +∞

1

f(x)dx e portanto
(tn) onverge para 0.Exemplo 3.11 Vimos que a série +∞

∑

n=1

1

nξ
onverge se ξ > 1. Deorre do Teorema 3.2que 0 < rn =

+∞
∑

m=n+1

1

mξ
<

∫ +∞

n

1

xξ
dx =

1

(ξ − 1)nξ−1
. Esse resultado poderá ser utilizado



47para toda série uja onvergênia segue do teste da omparação om uma série harm�niade ordem ξ.Se, por exemplo, p = 6 então tn =
0, 2

n5
. Daí, podemos esolher para N(ε) o menorinteiro n tal que n5 >

0, 2

ε
. Supondo ε = 10−4, serão su�ientes somar 5 termos paraalular a série harm�nia de ordem 6 om um erro inferior a ε, isto é,

+∞
∑

n=1

1

n6
≈ 1 +

1

26
+

1

36
+

1

46
+

1

56
= 1, 0173.Teorema 3.3 Se ∣∣∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

≤ r < 1 para n > N1, N1 ∈ N, de modo que a série +∞
∑

n=1

anonverge pelo ritério da razão, então
|rn| ≤

|an+1|
1 − r

= tn, n > N1e a sequênia (tn) é monótona deresente e onvergente para 0.Se lim
n→+∞

∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

= L < 1, então r será no mínimo igual a L.Se 1 >

∣

∣

∣

∣

an+2

an+1

∣

∣

∣

∣

≥
∣

∣

∣

∣

an+3

an+2

∣

∣

∣

∣

para n > N1, então
|rn| ≤

|a2
n+1|

|an+1| − |an+2|
= t∗n, n > N1,em que (t∗n) é monótona deresente e onvergente para 0.Demonstração: Como na demonstração do Teorema 3.1, esrevemos

|rn| ≤ |an+1| + |an+2| + · · · = |an+1|
(

1 +

∣

∣

∣

∣

an+2

an+1

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

an+3

an+1

∣

∣

∣

∣

+ · · ·
) sempre que n > N1.Por hipótese, ∣∣∣

∣

an+k

an+1

∣

∣

∣

∣

≤ rk−1 para todo k ∈ N. Como onsequênia, para todo n > N1,garantimos que |rn| ≤ |an+1|(1 + r + r2 + · · · ) =
|an+1|
1 − r

= tn.Também por hipótese, vemos que tn+1 < tn para todo n > N1. Além disso, omo
+∞
∑

n=1

an é onvergente, lim tn = 0.



48Para provarmos a segunda a�rmação, suponhamos por absurdo que r < L. Como
∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

≤ r, teremos lim

∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

≤ r < L, o que é absurdo. Logo, L ≤ r.Finalmente, fazendo r =
|an+2|
|an+1|

, obtemos
|rn| ≤ |an+1|

1

1 −
∣

∣

∣

∣

an+2

an+1

∣

∣

∣

∣

=
|a2

n+1|
|an+1| − |an+2|

= t∗n sempre que n > N1,o que estabelee a última desigualdade.Exemplo 3.12 Consideremos a série +∞
∑

n=1

n + 1

n2n
. Observamos que esta série onverge viaritério de D'Alembert e ∣∣∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

=
1

2

n2 + 2n

n2 + 2n + 1
. Como n2 + 2n

n2 + 2n + 1
< 1 para todo n ∈ N,garantimos que ∣∣∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

≤ 1

2
< 1. Logo, podemos usar r =

1

2
e pelo teorema anterior temos,por exemplo,

r5 =
7

6.26
+

8

7.27
+ · · · <

|a6|
1 − 1

2

=
7

192
= 0, 037.Teorema 3.4 Se n

√

|an| ≤ r < 1 para n > N1, de modo que a série +∞
∑

n=1

an onverge peloritério da raiz, então
|rn| ≤

rn+1

1 − r
= tn, sempre que n > N1.Se lim

n→+∞

n

√

|an| = R < 1, então r será no mínimo igual a R.Se 1 > |an+1|1/(n+1) ≥ |an+2|1/(n+2) para n > N1, então
|rn| ≤

|an+1|
1 − |an+1|1/(n+1)

= t∗n, n > N1.As sequênias (tn) e (t∗n) são monótonas não-resentes e onvergentes para 0.Demonstração: Para n > N1, temos
|rn| ≤ |an+1| + |an+2| + · · · ≤ rn+1 + rn+2 + · · · = rn+1(1 + r + r2 + · · · ) =

rn+1

1 − r
= tn.Supondo r < R, obteremos a ontradição lim n

√

|an| ≤ r < R.



49Para �nalizar, façamos r = |an+1|1/(n+1). Daí, para todo n > N1, obtemos
|rn| ≤ |an+1|+|an+2|+· · · = rn+1+rn+2+· · · = rn+1(1+r+r2+· · · ) =

|an+1|
1 − |an+1|1/(n+1)

= t∗n.Da de�nição de (tn) e (t∗n), garantimos que estas sequênias são mónotonas não-resentes. Além disso, onvergem para 0, pois +∞
∑

n=1

an é onvergente, por hipótese.Exemplo 3.13 A série +∞
∑

n=2

1

(log n)n
é onvergente pelo ritério da raiz. Além disso, paratodo n ≥ 3, vemos que
n

√

|an| =
1

log ne então n+1
√

|an+1| ≤ n

√

|an| < 1.Por exemplo, usando o teorema anterior, inferimos que
r5 =

1

(log 6)6
+

1

(log 7)7
+ · · · ≤

1
(log 6)6

1 − 1
log 6

≈ 0, 06.Teorema 3.5 Se a série a1 −a2 +a3 −a4 + · · · =
+∞
∑

n=1

(−1)n+1an, an > 0 para todo n ∈ N,onvergir pelo teorema de Leibniz, então
0 < |rn| < an+1 = tn.Consequentemente, poderemos esolher N(ε) omo o menor inteiro n tal que an+1 < ε.Demonstração: Por indução, temos s2 < s4 < · · · s2n < · · · < s2n−1 < · · · < s3 < s1, emque (sn) é a sequênia das somas pariais da série alternada dada. Seja s =

+∞
∑

n=1

(−1)n+1an.Então, devemos ter s2n < s < s2n+1 e s2n < s < s2n−1 para todo n ∈ N. Com isso,
0 < r2n = s − s2n < s2n+1 − s2n = an+1 e 0 > r2n−1 = s − s2n−1 > s2n − s2n−1 = −a2n,ou seja, 0 < r2n < a2n+1 e −a2n < r2n−1 < 0 (visto que an > 0) para todo n ∈ N. Assim,mostramos que para ada n ∈ N, temos 0 < |rn| < an+1.Do teorema aima, também podemos onluir que rn é positivo se n é par e rn énegativo aso n seja ímpar.



50Exemplo 3.14 A série +∞
∑

n=0

(−1)n

n!
onverge pelo teorema de Leibniz. Enontraremos suasoma om preisão de três asas deimais. Observamos que

s = 1 − 1 +
1

2
− 1

6
+

1

24
− 1

120
+

1

720
− 1

5040
+ · · ·e além disso a7 = 1

5040
< 1

5000
= 0, 0002. Do Teorema 3.5, |s − s6| < a7 < 0, 0002.Esse erro menor que 0, 0002 não afeta a tereira asa deimal. Portanto, s ≈ 0, 368 ompreisão de 3 asas deimais (uma vez que s6 ≈ 0, 368056).



Considerações Finais
Neste trabalho, que iniiou-se em julho de 2010, destaamos diversos pontos posi-tivos. Iniialmente, prouramos apesentá-lo da maneira mais didátia possível. Paratanto, preparamos o apítulo �Sequênias Numérias� ujo objetivo foi introduzir as ferra-mentas neessárias ao desenvolvimento dos apítulos seguintes. Além disso, durante todoo trabalho, insistimos na formulação de vários exemplos de forma a eluidar toda a teoriadesenvolvida.No que tange ao apítulo 2, preoupamo-nos, sobretudo, om o rigor matemátio naapresentação das séries numérias e em seus ritérios de onvergênia, busando sempretorná-lo o mais aessível que possível. Com este intuito, reorremos a vários livros dabibliogra�a.No apítulo 3, seleionamos algumas apliações possíveis das séries numérias.Além disso, prouramos alular a soma de algumas séries e �nalizamos onstruindoestimativas para esta soma, visto que nem sempre é possível estabeleê-la.Finalmente, gostaríamos de enfatizar que a equivalênia entre séries inondiio-nalmente onvergentes e absolutamente onvergentes não oorre em espaços mais gerais.Em 1950, Dvoretzky e Rogers provaram que em espaços de Banah de dimensão in�nitaexistem séries inondiionalmente onvergentes, mas não absolutamente. Uma de nossasmetas seria o estudo deste espaço, om as orrespondentes de�nições de séries. Entretanto,para este propósito, é neessário o estudo da teoria de espaços de Banah, que tornaria este51



52trabalho demasiadamente extenso. O estudo do Teorema de Rogers-Dvoretzky (onformereferênia [3℄) é tido omo objetivo futuro do autor.
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