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RESUMO

Este trabalho pretende abordar uma transformac@ecies do Calculo
Diferencial e Integral, denominada de Transformalda Laplace, apresentando,
inicialmente, sua definicdo formal que, para suterdd@nacdo, faz uso da integral
imprépria e de uma condicdo de existéncia. A Tmansida de Laplace € uma
ferramenta amplamente utilizada em areas que ezwofendmenos fisicos, como as
engenharias, pois as equacfes que modelam esggsefess sdo, com 0 uso da
transformada, resolvidas de forma algébrica e aptam a vantagem de nao ser
necessario a determinacdo de uma solucdo geralrebbemas de valor inicial.
Assim, considerando a Transformada de Laplace, pi@wiedades e funcdes que
fazem uso do seu conceito, tentar-se-a mostramtag@m do uso deste poderoso
artificio.

Esta evidente que nesta monografia ndo se cobce dodhaterial. Existem
muitos resultados mais sofisticados os quais posemencontrados em trabalhos
avangados, e ndo se encontram em nosso escopgagpar Bor exemplo, os conceitos
de espacos topologicos, que foram evitados, aparene estagios mais avancados da
teoria.

Concluindo, muito da teoria do método da transfolande Laplace, a parte
que muitos estudantes precisam conhecer, podeitesém os métodos avancados. E
este o principal objetivo desta monografia.

Palavras Chave: Transformada de Laplace; Transformacéao; Integngproprias.
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1. INTRODUCAO

O desenvolvimento da transformada de Laplace sgaedo conhecimento de alguns
assuntos abordados em Calculo Diferencial e Integnaplamente debatido nas literaturas
indicadas.

Assim sendo, planejamos este trabalho de forma sgjee autossuficiente. No primeiro
capitulo fazemos uma breve introducdo aos conceitas propriedades a serem utilizadas
sem fornecer uma demonstracao rigorosa. No segrapitulo discernimos sobre as distintas
formas de funcionamento da transformada de Laplasobre funcbes apropriadas e,
principalmente, ao tentar aplicar a transformadarse, pois para uma abordagem completa
teriamos que iniciar por uma definicdo que contenogl nimeros complexos. Finalmente, no
terceiro capitulo aplicamos a transformada paralves equacdes diferenciais ordinarias e
sistemas de equacdes diferenciais ordinarias cefic@mtes constantes.

No entanto, a eficiéncia da transformada de Laplacecaso de resolucdo de equagbes
diferenciais, esta no fato de que € possivel ldan elas quando possuem coeficientes

variaveis.

1.1. CONTINUIDADE DE FUNCOES REAIS

A idéia de continuidade pode ser relacionadajtimumente, como o tempo, pois ao
ser representado graficamente, ndo ha interrupgiesua linha, ja que o tempo néo péra, ou
seja, ndo ha quebras no seu grafico.

Matematicamente, a continuidade também serd reladeo a funcdes que néo
apresentam interrupcdes em seus graficos.

A titulo de ilustracdo, as funcdes representaddigynea 2 ndo sao fungbes continuas,
pois nos graficos (a) e (b) ha uma “quebra” naesgmtacdo grafica no ponto 1 e no gréfico
(c), no ponto 2.

Para que uma funcéo seja considerada continua @mnrttarvalo, esta deve satisfazer

a definicdo de continuidade.



Figura 1. Grafico da continuidade do tempo

x-2 1 sex#0 x’-x-2

(a) f(x) = sz;—Z— (b) f(x) = )ICZ (©) fx) :[ x-=2

Sex=0 1 Sex:2

sex #2

Figura 2. Graficos de fungfes descontinuas

DEFINICAO DE CONTINUIDADE

Uma funcdof é continua em um nimemose satisfaz as seguintes condigdes:
i) f(c) é definida; iilim f(x) existe; iii) lim (x) = f(c).
X-C X—-C
Se uma das trés condicbes apresentadas na defiantérior ndo for satisfeita, a

funcéo sera dita descontinua em
10



ILUSTRACOES DE CONTINUIDADE

Exemplo 1. Considere a funcdo real dada psekguinte lei de formacad (x):x+2.

Verifique a continuidade em todo seu dominio.

Solucgdo.A fungéo dada € continua, resulta de aplicar aidéfd, anterior. De fato, para todo

ponto c

Figura 3. Gréafico da funcéo f (X) =X+2

Exemplo 2.Verifique se a fungcédo dada por

X4 x-2
g(x)— Xx-1

é descontinua pam@a=1.

Solucéo.Observamos que o valay(l) € indefinido, ou sejag(x) nado satisfaz a condicao (i)

da definicdo de continuidade.

11



X2+ x-2

x-1

Figura 4 . Gréfico da funcdo g ( x) =

Exemplo 3. Considere a funcéo definida da seguinte maneira,

24y
LXZ se X;t]

h(x) = x—1
2 se x=1

Mostre que ndo é continua enx 1.

Solucdo. Aplicando a definigcdo de continuidade,
lim h(x) =3# h(1)

A figura 5, grafico da funga(x), mostra essa desigualdade.

Exemplo 4.Determine se &uncao p(x) == é descontinua pa@= 0.

X |~

Solug&o. Novamente aplicando a definigdo, temos di@) e também quelin”g)h(x) néo

existem. A figura 6, grafico da fungan(x), mostra nossa concluséao.
12



X

Figura 5. Grafico da funcdo h(X)

Figura 6. Gréfico da funcao p(X) =

13
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1.2. CONTINUIDADE EM UM INTERVALO FECHADO

Seja f uma funcdo definida em um interva[la,b]. A funcéo f sera continua em
[a,b] se é continua erfa,b) e, além disso,

lim £(x)=f(a) e lim f(x)= f(H (1.2)

Exemplo 1. Verifiqgue se a funcdo definida pof(x)= 9-x? ¢é continua no intervalo

fechado[ - 3,3].

Solugao.Calculando os dois limites exigidos na definicateraar, obtemos

lim f(x)= lim J9-x>=19-9=0= f(-3)

X - -3*% X -3
lim f(x)= lim 49-x?=49-9=0= f(3)
X-3" X -3

Assim, f é continua a direita em3 e continua a esquerda €3ne, portanto,f &

continua en{ - 3,3].

1.3. FUNCAO SECCIONALMENTE CONTINUA

Uma funcéof :[o,oo) - R é seccionalmente continua quando, em qualquawahte

[a,b] contido em[O,oo), f tem, no maximo, um namero finto de descontinuidadeestes

pontos, os limites laterais séo finitos.
ILUSTRAQC)ES DE FUNQC)ES SECCIONALMENTE CONTINUA

Exemplo 1.Quando uma funcad é seccionalmente continua num intervalo fechado?

Solugdo. Uma funcéo é seccionalmente continua, se tem unfireidade de pontos de
descontinuidade, mas em cada inter\{aldo] contido em[O,oo), s6 tem um numero finito de

descontinuidade.

O seguinte grafico ilustra a resposta anterior.

14



Figura 7. Grafico da funcao continua por intervalo
Exemplo 2. Esbocar o grafico de uma funcdoque nao seja seccionalmente continua.

Solugdo.Esbogar o gréfico de uma funcdo que ndo seja seccionalmente continua trata-se

de construir uma funcao que satisfaz o seguintiéeliniim f(t) =+o00. A figura 8 representa
t-1"

esta funcao.

1.4. INTEGRAIS IMPROPRIAS

Na avaliacdo da integral definida

[ (x) ax (1.2)
os limites de integragda e b s&o numeros reais e de for continua en{ a,b], f(x)=0
para todox em [a,b], a integral (1.2) representara a area sob o grdécf entrea eb.

H& muitos casos em que a integral definida (152) nepresenta a area de uma regiao,

pois sef (x) <0, para algunx em [a,b], a integral definida pode ser negativa ou zero

15



Se considerarmos os limites de integracdo inBnit integral definida (1.2) sera
denominada INTEGRAL IMPROPRIA.

f (x) ok
6.07
501
401
3071
207
107
: —r—— ; . : : :
-1.0 10 20 30 40 5.0 6.0 7.0 80 X
1ok
Figura 8. Gréfico da funcéo descontinua
DEFINICAO DE INTEGRAL IMPROPRIA
i) Se f écontinua ena, ) a valores reais, entdo
[ £ (x)ax= lim [ (x)ox (1.3)
desde que o limite exista;
i) Se f é continua enﬁ—oo,a], entéo
|7 f(x)dx= lim [*f (x)ax (1.4)

desde que o limite exista.

Se os limites apresentados em (1.3) e (1.4) eeasti diz-se que as integrais
impréprias séo CONVERGENTES; o limite € entdo @wdia propria integral impropria. Se

os limites nao existirem, as integrais serdo dMA4ERGENTES.

16



ILUSTRACOES DE INTEGRAIS IMPROPRIAS

Exemplo 1. Calcule a seguinte integral imprépria,

o 1
e &
Solucédo.Aplicando definicdo
"L ax=tim [L dx.
1 X t - o lX

Como a integral definida resulta em
[l
1x X

Aplicando limite ao infinito,

-1 dx:tlim{—%ﬂ} =1.

1 X2 — 00

© 1 . . o
Portanto, comqf1 — dx =1, a integral impropria é convergente.
X

Exemplo 2. Calcular a integral impropria

=1
L;dx

se for possivel.
Solucéo. Utilizando o teorema fundamental do calculo, obtemo
t1 _ ¢
L; dx=[Inx]; = Int.
Assim, pela definicdo de integral imprépria teremos
fl dx=limint =,

X too

Logo, a integral impropria € divergente.

A integral (1.2) pode ter os dois limites de imgggio infinitos e, para esse caso, a
integral seré avaliada conforme a defini¢cdo a segui

17



1.5. INTEGRAL IMPROPRIA NO INFINITO

Seja f continua para toda. Sea é um numero real arbitrario, entdo

j:o f(x)dx = j_am f (x)dx + j: f (x)dx (1.5)
desde que as integrais improprias a direita dddgda sejam convergentes.

Se uma das integrais de (1.5) diverge, entdo egriait .[_w f(x)dx sera dita

divergente, independentemente da escolha.de
ILUSTRACAO DE INTEGRAL IMPROPRIA.

Exemplo 1.Calcular a seguinte integrathprépria com limites de integragdo infinitos dada

por

= 1
I_m1+ v dx

Solucgéo.Utilizando a equacéo (1.5) com= 0, tem-se

@ 1 1 @ 1
j_wl+x2dx:j_oml+xzdx+jo 1+X2dx.

Em seguida, aplicando a equacéao (2.3), resulta

. t 1
I > dx=1lim 5
°01+X towd 01+ x

dx=lim [arctan )i;

= lim [arctart -arctar0|

t o

= E—O = E .
2 2
Analogamente, pode-se mostrar, por meio da equacgép que
IO 1 S dx= T
21+ X 2

Consequientemente, a integral imprépria € conveegetem o valor

o 1 T
j ——dx=—+—_-=7
=1+ X 2 2

18



1.6. FUNCOES DE ORDEM EXPONENCIAL

DEFINICAO DE FUNCAO DE ORDEM EXPONENCIAL.

Dizemos que uma funcdd € deordem exponencial c seexistem constantes,
chamada déabscissa de convergénciaM >0 e T >0 de forma que| f(t)| < Me® para

todot>T.
ILUSTRAQC)ES DA DEFINIC,‘AO DE ORDEM EXPONENCIAL

Exemplo 1. Considere a fungéo trigonométricat) =ser(at) . Mostre que é de ordem

exponencial.

Solugéo. Aplicando a definicao, temos

‘ser(at)‘s 1= " paratodo t> . (1.6)

Pelo mesmo raciocinio, qualquer funcao Iimitada[@mo) € de ordem exponencial.

Exemplo 2. Considere a funcao polinomial (t)=t”, para n um numero natural fixo.

Mostre que € de ordem exponencial.

Solucgédo.Aplicando a regra de L’'Hopital vezes no seguinte limite

. t"
||m—t:O
tooo @

Logo, existe unt, tal que

n

<1 onde [t"|< 18" paratodot=>t,

m

Exemplo 3. Seja a funcdo exponencial dada mﬂr) =¢&" Mostre quef (t) nao é de ordem

exponencial.

19



Solucéo. Para qualqueM >0 e c,

t2
im-& = fim T el = oo (1.7)
t-~Me I\

t2

. - 2 ] € )

Se existisset, tal que, para todd>t, tivéssemose” <Me”, terlamoswsl, 0 que é
€

2
. . . € , o
impossivel, p0|s—|vI - esta tendendo ao infinito.
€

20



2. TRANSFORMADA DE LAPLACE

Do Calculo Diferencial e Integral, podemos conside diferenciacdo e a integracéo
comotransformacdesisto €, essas operacdes transformam uma dad@ofent outra.
Uma transformacéo integral especial € a transfdana Laplace, onde a idéia basica

consiste em considerar um conjunto de fungéesidamo intervalo[O,+oo) onde, a cada
funcdo f deste conjunto, associamos uma fun€aalefinida no intervalc(a,+oo), ao qual

denominamos “Transformada de Laplacefdg representada poF = [,{f}. Esta associacdo
é construida de tal modo que as operactes “dif@ishcom as funcded , correspondem a

operacgOes “algébricas" com as fungdes Isso possibilita, por exemplo, transformar certas
equacoes diferenciais em equacdes algébricas, sestib a principal aplicacdo da
transformada de Laplace.

Como, em geral, estas equacOes diferenciais pralgimisica, adotamos contoa

variavel no intervalc[0,+ oo) e comos a variavel no intervalcﬁa,+oo). Assim, consideramos

A1) =F(s).

DEFINICAO. Seja f:[0,0) — R. Defini-se comatransformada de Laplacede f como

sendo a fungaé tal que
F(s)=[ e f(t)dt=c{f(t)}, (2.1)

desde que a integral impropria convirja.

— [at

Exemplo 1. Considere a seguinte funcdo definida pof(t)—e . Encontre a sua

transformada de Laplace.

Solucédo.Pela definicdo e a equacéo (2.1), temos que:

F(s)=[ eedt=["edt. (2.2)

Secs=a, aintegral imprépria resume-se em:

21



=["at=lim [ dt=lim ] =lim (T-0) =0 (2.3)

T o0 T T-oo0

ou seja, sera divergente.

Ses#a, temos:

— [P (sa)tqy — 1 T _(s-a)t
_jo e dt_mjoe dt (2.4)

= (2.5)
w, se s<a

. . . 1
Portanto, a mtegral SO sera convergente 3@ e, neste caso, converge para—.
s—a

Assim, concluimos que:
L{e’““}:i, ses>a. (2.6)

Exemplo 2. Considere a fungdo trigonométricaf(t)=cogat). Encontre a sua

transformada de Laplace.

Solucéo.Pela definicdo e equacéo (2.1), temos que:

i —S| — T —S
= jo e ‘cos(at)dt—ymjo e codat)dt . (2.7)

Utilizando método de integracdo por partes, rasult

F(s):lim{i(e‘s‘ser(at)‘ —j e sefiat) dt} , ¢ (2.8)

22



T

SET
_EIO e* cofat) dt}

:litrl[g(—%le‘s‘ cos(at)j

0

:E[(o+lj—fF (s)} =§—T§ F(9

a/ a

Assim sendo, temos

R

a a

IsolandoF (), obtemos,

S
2 s
Ep S
a2
Assim, concluimos que{codat)} = zf =
P +a

2.1. CONDICOES DE EXISTENCIA

, _ . . L T L .
Como £{f(t)} é definida pela integral |mpropr|f% e ' f (t)dt —p[rljo e *'f (t)dt, fica
claro que nem toda fungad :[0,) - R ter4, necessariamente, uma transformada de

Laplace. No minimo, é necessario qjéTee‘S‘f (t)dt exista para todd >0 e, além disso, que

o limite indicado seja finito. O teorema da exisianda condicdo suficiente para que uma
funcdo tenha transformada de Laplace. No entamigsade enuncia-lo, vejamos algumas

definicdes para sua compreensao.

DEFINICAO. A funcéo f:[O,oo) - R é seccionalmente continua quando, em qualquer

intervalo [a,b] contido em[0,), f tem, no maximo, um nimero finto de descontinuidade

e, nestes pontos, os limites laterais sao finitos.

Exemplo 1.Considere a funcdo dente quadrado. Discuta a sueema utilizando o seguinte

gréfico.

23



Figura 9. Grafico da funcao continua por intervalo

Solucdo. A funcédo f € seccionalmente continua, pois tem uma infiniddelgoontos de
descontinuidade, mas em cada inter\{aldo] contido em[O,oo), s6 tem um numero finito de

descontinuidade.
Exemplo 2. Discuta a natureza da funcao representada pela figu

Solugdo.A fungdo f néo é seccionalmente continua, pois,

lim f (t)=+oo

t-1"

Observagéo:Se f (t) for continua enf0,»), entéo sera seccionalmente continua.

24



6.01

501

401

3071

201

-1.0 10 20 30 40 5.0 6.0 70 8.0

Figura 10. Grafico da fun¢éo descontinua

CONDICOES DE DIRICHLET

DEFINICAO. Dizemos quef:[0,0) ~ R satisfaz as “condi¢Bes de Dirichlet” quando é

seccionalmente continua e[rﬁ,oo) e é de ordem exponencial.

ILUSTRACAO.
As funcdes constantes!, ¥t , e, ser(at), codat), senHat), cosHat), t?ser{t),

sdo exemplos de fungdes que satisfazem as condied@isichlet.

TEOREMA.

Se f:[0,) - R satisfaz as condi¢des de Dirichlet, com abscissaodvergéncia,
entdo f tem uma transformada de Lapla€edefinida paras>c.
Prova. Como f é seccionalmente continua e{m,oo), entdo para qualqudr>0, a integral

definidajot’e‘s‘f (t)dt existe.
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Deve ser mostrado qugm J':’e‘s‘f(t)dt é finito. Assim, comof € de ordem

ct

exponencial com abscissa de convergémgiaxistemt,, ¢ e M >0 tais que|f(t)| < Me™,

sempre quet=t,. Como o intervalo de integracdo pode ser subdividiou seja,
b to b . b _g 2 g
[ h(t)dt = [ *h(t)dt + LO h(t)dt, basta mostrar qumjtoe ' (t)dt é finito.
Considere f(t)=0, para todot>t, e continua. Fixandos>c e considerando
g(b):jtbe‘S‘f (t)dt, g(b) serd crescente quantbotambém o for, poisg(b) representa a area

abaixo da curva de*'f (t) conforme figura 11.

Figura 11. Grafico de€ ' f (t)

Por outro lado, comd (t) < M€", para todd >t,, temos que:

ft)e™ < Mee™ = Mt (2.9)
Portanto,
alb) = [ e f(t)dt < [ M=) (2.10)
No entanto,
b (st — M 1 1 M _
t Me - s—c e(s—c)t0 e(s—c)b < (S_C)e(s—c)t0 =k, (211)



sendok uma constante positiva para todo Entéo, g(b) é crescente e seus valores nunca

ultrapassank.

g(b)4

to/ b
/

Figura 12. Gréfico da fungéo g(b)

v

Assim, quandd - o, g(b), por ser crescente, tera um limite e este seita,fipodendo ser

menor ou igual &, isto &lim g(b) é finito.

2.2. LINEARIDADE DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Se f e g satisfazem as condi¢des de Dirichlet, podemodicarique f + g e cf ,

ondec é uma constante qualquer, também satisfazemte, cas0,
coft +g}=r{f}+c{g} (2.12)
r{cf}=c{f} (2.13)

Demonstracdo.Suponha quef e g satisfazem as condi¢cdes de Dirichlet eseja uma

constante qualquer, entdo pela equacéo (2.1), temos

{t(t)+ gt = [, €[ 1)+ glt)]at
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- jowet f(t)dt+.|-:et g(t)dt :L{f(t)}"‘ﬁ{g(t)}-

Para a segunda propriedade, teremos
clct(t) =[ e[cf()]d=cf & f(§dt= ccf (3}

O que demonstra que a transformada de Laplace éransformacéo linear.

Exemplo 1. Funcdes Hiperbdlicas
Uma vez quecoshat) :%(ea‘+ e”) e seni(at):% (¢'~€*) obtemos, da equacéo

(2.5) e da linearidade da transformada de Laptace,

r{coshat} = %[L{eat} + cfe)]

1/ 1 1 S
- + = 214
2(s—a S+ a} - & ( )
Por outro lado, fazendo o mesmo, obtemos
—_ 1 t Aat
[,{sent(at)} —E[L{ é} - [,{ € }}
1/ 1 1 a
== - = 2.15
2(s—a S+J F-& (2.15)
Exemplo 2. Calcular a seguinte transformade{senfi (at)} .
Solucdo.Como as funcgdes hiperbdlicas sao dadas por,
— 1 t _ sat
sent{at) —E(ea e™),
entao
1 * 1
— t_ gat — at, z2at_
senﬁat—{é(ea € )} _Z(é + & 3 (2.16)
Logo,

{senkat} = L{%(ezaw g2t _ 3}
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:%[ ﬁ{ezat}+ﬁ{e_2at}_ ZE{]}]

:E 1 + 1 —E. (2.17)
4 s—-2a s+2a s

2.3. UNICIDADE DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Sabe-se, da equagao (2.5), qu{aet}:il, para s>0. No entanto, deve ser

S_

analisada a seguinte pergunta: existe outra fualgio de f (t) =¢, definida para =0, que
tenha a mesma transformaek%—l, paras>0? E facil verificar que sim, pois, por exemplo:
S a—

1 se t=1
{ (2.18)

€ se t=0et#

Figura 13. Grafico da funcéo g(t)

Como a integral de uma funcéo nado se altera senfmtado o valor de um numero

finito de pontos (Kreyszig, [4]),
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fg(th = [ e glt)dt (2.19)
= j: e e dt

=efe}= 1. s>0 (2.20)

Assim, este exemplo mostra que a pergunta “Qualngéb que possui transformada de
Laplace igual aclTl’? tem uma infinidade de resposta como, por exemlptnandof(t):eI

e modificando seus valores em um numero finito detgs. No entanto, h& outra funcéo
“completamente diferente” de que possui transformadca{—l? A resposta a esta pergunta

<

surge do teorema da unicidade.

TEOREMA DA UNICIDADE

Se as fungoesf (t) e g(t) possuem a mesma transformada de Laplace, entéo
f(t) = g(t), nos pontos em que estas fungdes sdo continuas.

O teorema da unicidade permite que seja falado‘Tmansformada Inversa de
Laplace”, representada par*. Por exemplo, a expressiﬁ{il} =€ significa que:
S_

) efe=ts

i) qualquer outra fungécg(t) que possui transformada igualgal—1 é igual a€

exceto, no maximo, em um numero finito de pontos camia intervalo[a, b] contido em

[0, +o0).

Fica claro entdo que, dadé(s), calcular L‘l{F(s)} significa calcular uma fungéo

f(t) tal que{f(t}} = F(s) e, por esta transformacéo, se tem a idéia de t=lastras.
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APLICACAO DA TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE

Exemplo 1.Calcular a transformada inversa da funcéo,

_ 2 _ 1
F(S)_s—l 2-1

Solucéo.Aplicando as operagdes de transformada das furdiiesos,

L2 1]
L {S_1+§+1} 2¢ + selft)

2.4. PROPRIEDADES DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Propriedade 1 Primeiro Teorema do Deslocamento

Se {f(t)} = F(s), entdo
e £(t)} = F(s-a). (2.21)

Demonstracdo.Aplicando definicdo de Transformada de Laplace,

cle f(Q} =[ ¢ e* f()d=[" & (}d
=F(s-a).
1

2

, entdo
s +1

Exemplo 1.Como £{sert} =

1

L:{e2t sert} = -2r

1

= 2.22
s’ —4s+5 ( )

Propriedade 2 Derivada da Transformada
Se {f(t)} = F(s), entao

{-tft)}=F(s). (2.23)

Prova. Aplicando definicdo de transformada de Laplace
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F(s)=["e* f(§at = F(9=] [ e it )]
=[ e d“{ £ (1)}

Exemplo 1. Como, £{sen} =

s+1
1) 2s
Litsern}t = — = : 2.24
{ } (SZ’L:J (52+])2 (2:24)
Corolario: A derivada n-ésima da funcéb , é dada pela formula,
cft"f (1) =(-2)"F(s), nON
. N . -1
Exemplo 1. Determine a fungéo cuja transformada de Lapl :
Solugao.Observa-se que
-1 21[4} e X &)
(s-2)* ds|s-2 s-2
Logo, pela equacgéo (2.23), resulta:
g SR (2.25)
(s-2f
Exemplo 2.Determine a funcao cuja transformada de Laplace é
—4s
F(s)=——
(s°+4)
Solugao.Observa-se que
—-4s d| 2 2
=— e =L 2); .
(s2+4f ds{sz+4} S2+4 {sen( 2)
Logo, pela equacéao (2.23), resulta:
4| —4s
H——=t=-tser 2). (2.26)
(s°+4)

Exemplo 3. Determine a transformada de Laplan{ate5‘} .

Solucédo.Para uma funcdo como esta, a transformada podiesaminada por trés métodos

diferentes:

a) Aplicando diretamente a definicdo da transforan@el Laplace, ou seja,
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[,{ teSt} = j : e te’ dt

cujo desenvolvimento resulta

s-5)° "
b) Utilizado a equacéo (2.21) do Primeiro Teoremmd@slocamento, considerando=5 e
f(t)=t. Como,
1

c{t} = =T (2.27)

resulta que
1
ryte’y = :
()= i

c) Na equacéo (2.5) foi mostrado qu{sea‘} -1 , ses>a. Consideranda =5, resulta:

Utilizando a equacéo (2.23) da Derivada da Transdda e seu respectivo corolario,

obtém-se:

fte}=-F(9)= _dis[sfs} _ (5_15)2 .

Portanto, nas trés formas abordadas, foi obtidcesmmo resultado logo, pode ser concluido
que

1
(s-5)*

Exemplo 4.Determinar a transformada de Laplac{ae‘tt cog 2)} :

e’} = (2.28)

Solucédo.Seja f (t) =tcos?t . Encontre a sua transformada de Laplace

L{tcosﬁ}:-i{i}_ d{ s }

ds| +22 | ds| 2+4

2—
=S4 (2.29)
isz+45

Pela equacao (2.21) do Primeiro Teorema de Deslea@mnadotanda = -1, resulta:
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(s+1f -4

L{ e't cosZt} = m :

Exemplo 5 Determinarf (t) sabendo que{ £(:)} = F(s) S+3

CS?+2s5+10°
Solucgéo.Aplicando a propriedade associativa no numeraadtem®minador
F(s) = s+3  _(st)+2 s+l 2
$+25+10 (s+1)°+9 (s+)*+3 (s+r)°+3

_stl +g 3
(s+1f+3 3?s+1)2+32

Reconhecendo as somas, correspondem as seguamsf®otmadas:
F(s)=£{ &' cog{ 3t)}+§£{ ¢ sef 3}

Portanto, f (t) = e't[cos’o‘t + %serst]

15

Exemplo 6.Determinarf (t) sabendo quef £(¢)} = F(s) = ETIYOTE

Solugéo.Manipulando algebricamente o denominador, teremos
15 15 15 4
F (9) -

S) = 2 = 2 - 2
s +10s+ 41 (s+5) +16 4 (s+5) + 4

_15

Logo, seF(s) " W entéo

f(t) :%e"r’t send.

Propriedade 3 Transformada da Derivada
Se f{f(t)} = F(s), entdo

A7) = sF(s)- £(0).

(2.30)

(2.31)

(2.32)

PROVA. Utilizando a definicdo da transformada de Laplacgeiacao (2.1), resulta que:

W)= [ e £ (t)at.
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Para resolucdo da integral impropria usa-se o doéie integracdo por parte,
considerandai = €'; dv= f'(t)dt, entdo:
du=-<* dt e v=f(t).
Logo,

L{f’(t)}z[uv”:—.f:vdu:[ l)eﬂ I £ ) d
=0-f(0)+s[ e* f() dt= sH $- (0 (2.33)

COROLARIO. A transformada da segunda derivada de uma fungéissivel é dada pela

seguinte expressao:

A4 "(t) = s°F(s)-sf(0)-'(0).

PROVA. Pela equacéo (6.32),
cff7(th = sc{ ' (t)- f
= dfsF(s)- f (0)] - '(0)

=s’F(s)-sf(0)- f'(0).

Observacéao O corolario acima pode ser generalizado paraigadian-ésima de uma funcao

que satisfaz as condi¢des de Dirichlet (Kreyszjy Pssim,

of 10} =52( 1)~ 1(0)- $72 1(0) -~ £7(0). (2.34)
Propriedade 4 Transformada de Laplace da Integral

Se a funcaof (t) possui transformada de Laplace, entéo

g{ j; f (r)dr}z%ﬁ{f (t)}; s>o. (2.35)

Exemplo 1.Seja a seguinte transformada,
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A= o)

Determine a fungad (t).

Solucédo.Pela transformada inversa de Laplace resulta

4] 1 1
L {m}—v—vsenf\n. (2.36)

Pela equacao (2.35), segue que:

L_l{%[ESZjWZJ} =71vj:ser(wr)dr =W1(1— cosvt) (2.37)

Novamente, pela equacgéao (6.15), resulta:

[atete) om0

Portanto,

f@)z-ﬁ%(t—semwj (2.38)

Exemplo 2.Use a transformada de Laplace da integral pamnlealﬁ{ teet}.

Solugdo. Como I;xeX dx =te' —€' +1, pela equacdo (2.35), resulta

Lhé—é+ﬂzéghé} (2.39)

Usando a linearidade da transformada de Laplagmcéo (2.12),
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s-1 s
Logo,
1 1 1 1
1-= |ofte}=——-==
( sj { e} s-1 s s°-s
Assim,
1
0 _ S-S _ s 1 1
L{te}_ s-1  &£-22+s &-2 31_(5-1)2
S
Portanto,[,{ tee‘}: ! = (2.40)
(s-1)

2.5. TRANSFORMADA DE LAPLACE E EQUACOES
DIFERENCIAIS

A transformada de Laplace € considerada um podenétodo de resolucdo de EDOs
lineares e de seus respectivos problemas de vatali(PVI) no campo das engenharias,
pois permite uma passagem do calculo para algebnado este de mais facil resolucdo. Além
disso, permite que a solugdo seja encontrada aeafalireta, sem que seja necesséria a

obtencdo de uma solucédo geral e, para o caso deMiymao é necessério resolver a EDO
homogénea correspondente (Kreyszig [4]).

O processo de solugéo consiste em trés etapdsrmenesquema abaixo:

Problema de Problema Resolucéo do PA Solugéo
Valor Inicial Algébrico > por métodos | do
(PVI) (PA) Algébricos PVI

Figura 14. Resolugdo de um PVI por transformada deaplace

Exemplo 1 Resolver o PVI dado por

dy
— =t 0)=1.
at Y ¥(0)

Solugéo.Adotando%/ =y, [,{y} =Y e aplicando a transformada em ambos os membros da

equacao, resulta:
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Ay +y} =t} (2.41)
Pela linearidade da transformada de Laplace, &em-s
oy} ey} = ft}. (2.42)

Aplicando a equacéo (2.32) da Transformada d&at#aj encontra-se:

1
SY(9)-y(0)+Y(s) = =
1
(s+v(s) =1+
Isolando a variavel da transformada,
1 1
=_— ) 2.4
Y(s) s+l s?(s+1) (2:43)
Entao,
_ 4] 1 1
t - 1Y - 1 1
0= cboh= e kg
onde

G010
L {STl}-e . (2.44)

Para determinar:’l{SZ (sl+1)} pode ser utilizado o método de fracdes paraiaigje
resulta em:
= (2.45)
$(s+1) s* s s+1
Assim,
1 1 1 1
L= ——+——=t-1+¢ 2.46
{sz(s+1)} ¢ s w1 (2.46)
Portanto,
y(t) = et +t-1+et =26 +t-1. (2.47)
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Exemplo 2.Use a transformada de Laplace para resolver a DOy +4y =0 com as

condicdes iniciaisy(0) = 2 e y'(0) = - 6.

Solucéo.Fazendo o uso da transformada de Laplace para agb@y' +4y =0, resulta:
c{y}+ ac{y}+ acfyt =0
Desenvolvendo,
s2r{y}-sy(0)- y'(0)+4sc{y} - 4y(0) +4L{y} = 0. (2.48)
Substituindo as condic¢des iniciais e agrupandemsos semelhantes, encontra-se:
(s?+4s+4){y} = 25-6+8=25+2

Isolando a transformada, obtemos

oy} = 2s+2 _2(s+2)-2
s'+4std  (s+2)
2 2

e 2r{e?}-2c{te?}. (2.49)

Logo,
y(t)=2e*-2te* = =26 (1}

Exemplo 3 Considere o circuito elétrico RC com seus re$pesicomponentes ilustrados no

seguinte grafico,

Figura 15. Circuito RC

Pela Lei de Kirchoff, pode ser considerado que:

R|(t)+%j;| (u)du = E(). (2.50)

Se E(t) = 2t*-1 volts, R=1 ohm, C = 05 Farad, determine a corrent) parat = 0.

39



Solucéo. Da equacéo (2.50) e dos dados apresentados noiahmnecesulta a equacéo

transformada
A +2 1) = 2} ol = -2
222y =2 @51
Logo,

== =22 (2)5

Aplicando a transformada inversa de Laplace nagip (2.52), encontra-se:
1(t)=2t-1. (2.53)

2.6. SEGUNDO TEOREMA DO DESLOCAMENTO

Em engenharia, freqientemente, aparecem funcdespgdem estar “ligadas” ou
“desligadas”, como o0 caso de uma voltagem apli@adan circuito que pode ser desligada
apés um periodo. Neste caso, define-se uma furg@ecial que representard tal situacao,

denominada funcédo degrau unitérkba(t), ou funcéo de Heaviside (Zill, 2003, [11]).

|0 se t<a
Ha(t)—{l e t>a (2.54)

Pode-se obter a transformada de Laplace da fudeg@au unitario considerando:

c{H, O} = [Te*H ()dt = [T e*dt =lim [ " & d

A-cwda
L e—as_e—sA
= lim
A= ]
Assim,
AH.() =5, s>o0. (2.55)
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Figura 16. Grafico da funcéo degrau unitario.

Sejam f e g funcgdes, ondef esta definida sobre o intervalixt<c e g é obtida

deslocando-se o gréafico de "a" unidades a direita, isto é:

(2.56)

0 se Ost< ¢
f(t-a) se tza.

Figura 17. Representacao das funcoe§ (t) e g(t)
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Por exemplo: s& = 2, entdo o valor dgg emt =7 sera o valor d&f emt =5. Assim,
g(t)=H,(t)f(t-a). (2.57)
O fator Ha(t) anulag para0<t<a e, mudando o argumento deparat-a, faz
com quef se desloquéa" unidades a direita.
Como a funcéog(t) apresentada na equacgéo (8.4) é obtid# @ de uma maneira

simples, é de se esperar que a transformadg(tjleseja obtida da transformada dét) de

uma maneira também simples.
Partindo da idéia exposta anteriormente, o segtewema do deslocamento pode ser

enunciado conforme apresentado a seguir.

SEGUNDO TEOREMA DO DESLOCAMENTO

SejaF(s) = {f(t)}, entdo
AH, )t -a) =e*F(s). (2.58)

APLICACOES

Exemplo 1.Determine a funcéo cuja transformada de Laplaggé
S

Solugéo.Pela Analise da transformada acima, resultaéue L{t}. Logo, da equacgao (2.58)

do segundo teorema do deslocamento, encontratsead procurada, ou seja,

—S

Y 259

O grafico 18 representa a funcdo deslocada.

—3s
Exemplo 2 Qual é a funcéo cuja transformada de Laplaeg—%z—3?
S"—-2s—

Solucéo.Observa-se que:

T 1 1
§°-2s-3 §*-2s+1-4 (s-1f-22°

Como, pela equacéo (2.15),
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(82 izz) = EL{ senh 2}

N

e, pela equacéo (2.21),

1 1,
m =§£{e senhﬂ},

entdo, pelo segundo teorema do deslocamento,aepidt

-3s

@:%L{th)é%senhz{t— 3} (2.60)

5071

401

201

101

-10 10 20 30 40 50 6.0 70 8.0 t

Figura 18. Gréfico da funcao Hl(t)(t - )

t; 0<t<1

O t>1 Ache{t} sem fazer o uso de integragdes.

Exemplo 3. Sejaf(t)= {

Solucédo.A fungao f(t) pode ser escrita como:

f (t) = t[Ho(t)_ Hl(t)] =t-t Hl(t) -
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Logo, pela equagao (2.23), sf ()} = F(s), entao:

A-tf{t) = %F(s).

Assim,

N -1 & (2.61)

2.7. CONVOLUCAO DE FUNCOES

MOTIVACOES PARA A CONVOLUCAO

Considere o problema de valor inicial com coefitgsrconstantes, PVI
ay+by+ey= ) (0)= ¥ YO =}
Seja Y(s) = {y(t} e F(s)={f(t}. Tomando a transformada de Laplace de ambos os

membros da equacao, tem-se que:

als?Y(s)-sy, -y, |+b[sY(s)- y,]+c¥(s) = F(s)

0 que implica em,

Y(s) _ astb + a 4 F(s)

= ) 2.62
as+bs+c’’ af+bs+c’’ as’+bs+c (2.62)

: _ 1) astb _ 1 a —
Sejam y,(t)==¢ {—asz+bs+c} e yt)==¢ {—a§+bs+c}. Adotando f(t)=0,

Yo =1ey,=0, vé-se queyl(t) é a solucéo da equacdo homogénea com condi¢@essni
y(0)=1; y(0)=0.
De maneira anéloga, adotanddt) =0, y, =0 e y, =1 vé&-se quey,(t) é a solucéo

da equacao homogénea com condi¢des iniqiga(ﬁ) =0; y'2(0) =1. Isso implica que:
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as’ +bs+c

o(t) = L'l{i} (2.63)

€ uma solugdo particular da equacdo ndo-homogéoma condicdes iniciais¢(0):O;

#'(0)=0. O problema resume-se entdo, em determind i . Analisando a
as’ +bs+c
F(s)

as’ +bs+c

funcéo percebe-se que:

Fls) _ () L{yz_(t)} (2.64)

as +bstc a
Seria 6timo seg(t) fosse a resultante do produto enfré) e yz_(t) entretanto isto ndo €
a

verdadeiro.

A maneira de duas funcbes serem combinadas panarfeama nova funcédd Lg na

qual,

f(fCa)th = () x Lot (2.65)
denomina-se convolucdo decomg.

DEFINICAO DE CONVOLUCAO

Dadas as funcdes(t) e g(t). Denomina-se convolugdo dilt) e g(t), representada pela

notacdo padrad [ g, a integral

(f Dg)t) = [ f (t-u)g(u)du (2.66)
APLICACOES DA CONVOLUCAO

Sef(t)=sen2eg(t)=¢€", entdo:

(f Og)(t) :j;sen {t-u) & du. (2.67)
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PROPRIEDADES DA CONVOLUCAO

Propriedade 1 (Comutatividade)
fCg=glCf

Propriedade 2.(Associatividade)
(fCg)Ch=fC(gCh)

Propriedade 3. (Distributividade)
(f +g)Ch=fCh+gCh

Propriedade 4 (Elemento nulo da convolucgéo)
fLO=0CLf=0

APLICACOES DAS PROPRIEDADES DA CONVOLUCAO

Exemplo. Calcular a convolugéo das seguintes fungﬁ@: t* com g(t) =1.

Solucédo.Pela equacéo (2.68),

(1 09)() = (90 1)(9 = [;10¢ qu="1) =L

TEOREMA DA CONVOLUCAO

Sejam as transformada$f (t)} = F(s) e {g(t)} = G(s), entao:

c{t(t) Colth = { £ (1) 1 {a(t) = F(s)LG(s)

ou
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APLICACOES DO TEOREMA DA CONVOLUCAO

. . y 1
Exemplo 1.Determine a seguinte transformadé{TZ—)} :
sis”+1

Solugao.Considere a seguinte relagéo,

{ﬁ} -{4 D{(g_ll)} “10ser

= j;seru du=-coslf, = ¥ cot (2.74)
Exemplo 2. Determine, usando convolugéo, a transformadas'sav@e—z(%).
s°\s"+a
Solugédo. Observa-se quei2 = L{t} e " = L{senat} . Logo, pelo teorema da
S s'+a
convolucgdao, resulta:
_ 1 t semat — at cost
L ———<t=| (t-u)senau du = 2.75
{SZ(§+a2)} jo( ) a2 ( )

Exemplo 3. Calcule a transformada inversa de Laplacéilsa" +2s+ 2)}_1.

- 1
Solugéo.Observa-se qu{s(sz+23+ 2)} = ~(2—) e, também, que:
s{s”+2s+2

n |~

. 1 _ 1 _ "
= ol (s°+2s+2) (st +1 cf et sen.

Logo, pela equacéo (2.73) do teorema de convoluegalta:

Ll{m} = J' ;1@‘” senu du

= %[1— e'(cos+ set) ]| (2.76)
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Exemplo 4. Calcule a seguinte transformadal{ﬁ} por convolucgéo.
S_

Solugdo.Sabe-se qu?S_ll)2 = (s—l)l(s—l) . SejamF(s) = G(s) :ﬁ, entao:
f(t)=glt)=¢
el A= A Fele) = 16
Assim,

f(t) Ogt) = _[; f (u)g(t—u)du
Sl d du= o' die @77)

Exemplo 5. (Aplicacdo da convolucédo a resolucéao @quacdes diferenciais)

Resolva o problema de valor inicial com coeficiertenstantes, PVI
y'-2y+y=h(x);  y(0)=0, y(0)=0,

n&o sendo necessario especifibfx).

Solugédo.Tomando as transformadas em ambos os lados dadeqdiégrencial, resulta:

fy'}-2c{y}+c{y} = £n(x} = F(s)

Aplicando as transformadas em cada uma das somas,

sc{y}-sy0)- y(0)-2sc{y}+ y(0)+ {y} = F(s)
agrupando

(32 —23+1)L{y} = F(s)_

Isolando a transformada, teremos

=8

1
(s-1y

Sabe-se, pela equacéo (2.40), que= = xe*. Logo,
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cHy} = F(s) = xe*[h(x) :_|'0Xtet h(x-t)dt. (2.78)

2.8. FUNCOES PERIODICAS

TEOREMA . (transformada de Laplace de func¢des peridédices)f € uma funcéo periddica

de periodop, entdo

L{f(t)}:m_

2.79
T (2.79)

Demonstracdo.Sabe-se que a transformada de Laplacé(dj)eé dada pela equacao (2.1), ou

seja,
(o) =[ e (t)at.

Como, por hipotesef (t) € uma funcao periddica de periodg entdo a equacéao (2.1)
pode ser escrita da seguinte forma:
— [ Past 2P st (n+lp__g
ff)=[e f(t)o|t+jp e f(t)o|t+...+jnp e f (t)dt+.... (2.80)

Fazendox+np=t e tomando 4n+1)-ésima integral da série acima, obtém-se:

J‘(n+l)Pe—stf (t)dt — J‘Ope—s(x+np)f(x+np)dx

np
=e ™[ "™ (x)dx. (2.81)
Logo,

o(f)= jop e > f (x)dx+ e‘psjope‘sxf (x)dx+...+ e‘”psjop e > F (x)dx+...
= [1+ e‘ps+2e‘2ps+...]jope’sxf (x)dx. (2.82)

Como a soma da série geométr{d:ae‘ps+e‘2ps+...+e‘”ps+...] é

(Leithold,

1-e ™

vol. 2, 1994, [6]), segue entdo que:

L{f(t)}:w_

1-e ™
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APLICACOES DA TRANSFORMADA EM FUNCOES PERIODICAS

Exemplo 1. Calcule a transformada de Laplace da funcdo reptada pelo grafico abaixo.

()

501
401
3.01

201

10

-4.0 -3.0 -2.0 -10 10 20 30 40 50

-3+
Figura 19. Grafico da funcéo periodica constante

Solucédo.Pela andlise grafica, verifica-se que a funqé(d =1 é periodica e possui periodo
p=2. Assim, fazendo uso do teorema da transformadfunigbes periddicas, equacao
(2.79), resulta:

| :e‘s‘ f (t)dt
C1-e®

{ f(t) =

_Ioze_St dt s 1
R e R (2.83)

Exemplo 2. Calcule a transformada de Laplace da funcdo reptada pelo grafico abaixo.
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10

-30 -20 -1.0 10 20 30 4.0 50 6.0 t

Figura 20. Gréfico da funcéo periddica linear

Solucdo.Pela analise gréfica, verifica-se que a fungfdt) =t é periddica e possui periodo

p =1. Assim, fazendo uso do teorema da transformadang@es periddicas, resulta:

{10 - [le £ (1) dt_ [le* tat

1-e3 1-e°3

(2.84)

Utilizando o método de integracdo por partes pasolver a integral definida

apresentada na equacéo (2.84), considerardo—= du=dt e dv=€*dt= v= —% e,
tem-se:
e e [t
i) == —=Ls S0
_ ‘%e_s‘é(e_s‘l) _1-e°-s6° (2.85)
1-€” s? (1— e '

Exemplo 3. Determinar{f(t}} = F(s) se f(t) ¢ periédica de periodp = 271, e no

intervalo0O< x<2n, f (t) pode ser definida analiticamente por;
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t O<tsm
fo)= {ZIT—t <t<2m. (2.80)

Solucdo.Graficamente, a funcéo € dada por:

el

19.01
18,01
17.01
16.01
15.01
14.01
13071
12,01
1101
10.01
901
801
7.0
6.0
5.0
407
304
201
1,01
Mttt M
-2@%4@1 1.020304.05.06.07.0809.010.01.02.03.04.05.06.07.08.09.20.21.22.23.24.05,
-201 t
-301

Figura 21. Gréfico da fung&o periddica de periodop = 271

Pelo teorema da transformada de funcées periédiqgascao (10.1), encontre-se que:

| 02"e‘5I f(t)dt

f(t 2.87
=2 2.87)
Pelas propriedades da integral definida (Leithedd,1, 1994, [6]), resulta:
[Te t(t)dt=[ e~ tdt+ [ e (27-t)at
_ S_lz(e-m 267 +1) = é( e-1) (2.88)

Decorre entéo, da equagéao (10.10), que:
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1 s
_ ?(e —1)2 :i|:1_e_ﬂs:|

(1-e7)(1e™)  &|1+e™
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3. SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS

MOTIVACAO

Existem situacdes em que ha necessidade de resglvaltaneamente equacdes que
envolvem varias funcdes e as suas derivadas. Sappohexemplo, que dois tanques contém
100 litros de uma solugéo de certa substancia gajraom 20 Kg de substancia quimica no
primeiro tanque e 10 Kg de substancia quimica garsto. Em um dado instante= 0, agua
comeca a entrar no primeiro tanque a uma taxalitte2 por minuto; a mistura formada entra
no segundo tanque a uma taxa de 2 litros por mmstl, também, a uma taxa de 2 litros por
minuto. Determine as férmulas para as quantidagesutbstancias quimicas existentes em
cada tanque no temgo

Para a determinacdo das férmulas que represergaquamtidades de substancias
quimicas existentes em cada tanque no tempsejam x(t) e x,(t) as quantidades no

primeiro e segundo tanque, respectivamente. Entao,

dx __ 1
dt 100"
(3.1)
o, _ 1. _ 2
t 100 100°

ja que a taxa de variacdo da quantidade de suistdmienica num tanque deve ser igual a
taxa com a qual ela entra, menos a taxa com asgual
As condic¢des iniciais apresentadas no problema séo:
x,(0) = 20; x,(0)=10. (3.2)

Aplicando as condic¢des iniciais na primeira equal@sistema, resulta:

-t
x,(t) = 20e. (3.3)
Substituindo a equacao (3.3) na segunda equacsistdma (3.1), tem-se:
dx, 1 2 =
—2+ —x,==e% 3.4
dt 5C % 5 (34)

que € uma equacao dependente somentg(d)e

A solucao da equacao (3.4), que satisfaz a segrorahicdo inicial de (3.2), é:
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xAﬂ:(§t+1®e;. (3.5)

-t =t
Assim, x(t)=20e%® e xz(t)=[gt+10je5° sdo as solugbes do sistema considerado e,
5

portanto, as formulas que determinam as quantidéelesibstancias quimicas existentes em

cada tanque no tempo

3.1. SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES

A transformada de Laplace também pode ser usadagpeesolucdo de sistemas de
equacoes diferenciais lineares com coeficientestantes. O método é aplicado de forma
analoga ao que vem sendo apresentado, com umadifiei@nca: ao invés de resolver apenas
uma equacao algébrica linear, deve ser resolvidsisi®ma de equacdes algébricas lineares.

Para exemplificar o exposto acima, considere ouisgy sistema de equacbes
diferenciais:

y+z=t
Z+4y=0 (3.6)
y(0)=1 z(0)=-1

Sejamc {y(t} =Y(s) e £{z(:)} = z(s).

Aplicando a transformada de Laplace nas equactssima (3.6), tem-se:
cly + 2} = c{d} (3.7)
c{z + 4y} =0. (3.8)
Pela linearidade da transformada, equacdo (2423, transformada da derivada

equacéao (2.32), resulta:

[sY(9-1]+ A 3=5

S

[s2(9+1] + 4Y( 3= 0

(3.9)

ou
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sv(9+ 4 3=

(3.10)
aY(s)+ sZ4 $=-1.
A solucéo do conjunto de equacdes lineares (3:10) é
S+ s+1 3+48+4
Y(s = ; A 9=—-—F—F7——+ 3.11
B=e-a 29" g4 @11
Expandindo as soluc¢des acima por fragcoes parciais,
S + 2
e (3.12)

A

s sZs+2

Considerando as transformadas inversas,

- S+ 2

()= £{¥( {%u/ %} 1,70 3
Também

s - S+ 2

2(9)= £*{2(9) = -1{1 Ja, %} T4 3gn

Portanto, a solucdo do sistema (3.6) é:
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4. CONSIDERACOES FINAIS

A Transformada de Laplace mostrou-se de facilzatfido, pois em problemas mais
complexos, como os obtidos em equagdes diferermaigtermédio de modelagens, pode-se
converter a equacao diferencial em um problema belg®e cujas resolucdes séo
matematicamente mais simples, logo devemos fazedaisransformada inversa para obter a
solugéo desejada.

A idéia principal do texto foi apresentar a Tramnsfada de Laplace de uma forma
pratica, sem a preocupacdo com o rigor das denagdsts das definicbes, das propriedades e
dos teoremas, principalmente a de obter a inveesedna somente na propriedade da
transformacao por ser uma aplicagéo injetora.

A outra caracteristica a destacar, é o fato deaguwansformada é muito melhor que
outros métodos tradicionais na resolucdo de eqsagiierencias ordinarias, quando elas
possuem coeficientes variaveis.

Os exemplos e modelos apresentados tiveram o catiél@tico e motivador para
apresentar uma pequena mostra do “poder” aplicdtgte método de transformacao.

As funcdes aplicadas, principalmente, em engemhatomo a de Heaviside,
demonstram a simplicidade e praticidade da adoeéte dnéetodo, o que veio a incentivar a

elaboracao deste trabalho.
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2. ANEXOS

INDICE REMISSIVO

associativa

propriedade, 34
conjunto

equacgoes, 21, 56
continuidade

continua, 9, 10, 11, 12
convolucao

funcéo, 45, 46, 47, 48
derivada

transformada, 32, 35, 38, 55
Deslocamento

teorema, 31, 33
Dirichlet

condicbes, 25, 27
divergente, 18
existéncia

teorema, 23
exponencial

ordem, 19
funcao

polinomial, 19
Heaviside

59

funcdo, 40, 57
hiperbdlicas
funcdes, 28
impréprias, 16
infinito, 20
integracéo
por partes, 22
integral, 15, 16, 17, 18, 21, 22, 23, 25, 29,
35, 36, 45, 49, 51, 52
inversa
transformada, 31, 36, 40, 47
Laplace
transformada, 21
limite, 17
seccionalmente continua, 14, 15, 23, 24, 25
sistemas
equacoes, 55
transformagao, 21
unicidade
teorema, 30
unitario
degrau, 40, 41



