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1 INTRODUCAO

Os homens desde os tempos mais remotos tem a necessidade de usar os conceitos e
aplicacdes da matematica para desenvolver a civilizagdo e garantir a sua sobrevivéncia. A
matematica ¢ uma ciéncia do qual inimeras ciéncias dependem para se desenvolver e ¢ claro
que o “progresso da humanidade” esta intimamente vinculado a producao matematica.

O desenvolvimento do célculo, sem nenhuma divida, foi um dos grandes marcos da
humanidade. O célculo ¢ amplamente utilizado como ferramenta na compreensao de diversas
situagdes fisicas. S@o inimeros ramos das ciéncias e tecnologias que se desenvolveram
fundamentados quase que exclusivamente no Célculo. Uma revolugdo radical ocorreu no
mundo quando 4reas como biomatematica, economia, robotica e engenharia foram
aprofundadas, tendo como base, sobretudo, em conhecimentos da matematica infinitesimal de
Newton e Leibniz.

Uma das areas provenientes do desenvolvimento do Calculo, que sera apresentada
neste trabalho, ¢ a de equagdes diferenciais. Nao so sera tratado tais equagdes como também
pretende-se caracterizar sistemas de equacdes diferenciais e a teoria da estabilidade. Embora
parecam duas areas dispares, o trabalho deixa claro o vinculo existente entre o conhecimento
das equacodes diferenciais (ou melhor, o conhecimento dos sistemas de equacdes diferenciais)
a Algebra Linear. Esse trabalho mostra a aplicagio simultinea de conhecimentos
desenvolvidos em momentos e para fins diferentes.

O trabalho tem como foco principal os sistemas de equagdes diferencias autonomos
planos. Deseja-se interpretar modelos para interagdo populacional desenvolvidos, a partir de
contribui¢des da Algebra Linear em sua resolugio e por conseqiiéncia a teoria da estabilidade.
O modelo de interagdo presa-predador ¢ um classico na biologia, e encontra nas equagdes
diferenciais uma peca fundamental para justificar matematicamente o esperado entre duas
populagdes de espécies distintas que interagem num dado ambiente sendo uma espécie a presa
e a outra a predadora.

A idéia deste trabalho ¢ apresentar propostas matematicas e bioldgicas que se
contemplam numa classica aplicagdo da ciéncia (as equagdes de Lotka-Volterra), tendo como

importante ferramenta a estabilidade de sistemas autonomos planos.



2 EQUACOES DIFERENCIAIS

2.1 Defini¢oes Basicas

Suponha o seguinte problema:
Uma particula desloca-se sobre o eixo x.

Em cada instante ¢, a velocidade da particula ¢ numericamente o dobro de seu

deslocamento. Como determinar uma equacgao que descreva o deslocamento desta particula?

Considere x(¢) o deslocamento da particula.

Pelo conhecimento de derivadas, temos que x'(¢) a velocidade da particula.

Observamos, portanto, que x'(z) =2x(¢), que também pode ser apresentada como
x"=2x, ¢ uma equacdo que descreve o movimento proposto.

Note que a fun¢io x(f)=e” ¢ uma solugdo para equacdo proposta, pois,
x'(t) =2e* =2x(t). A equagdo x'(t) =2x(t), entretanto, caracteriza um exemplo de equacdio

diferencial.

DEFINICAO 1 De modo geral, uma equacdo que contém as derivadas ou diferenciais de
uma ou mais variaveis dependentes, em relagdo a uma ou mais variaveis independentes ¢

chamada de equacdo diferencial.

De forma mais clara: equagdo diferencial seria aquela que possui uma fungdo
desconhecida ¢ uma ou mais de suas diferenciais em sua constitui¢ao.
Pela generalizagdo, ¢ possivel obter diversos exemplos de equagdes que satisfagam tal

caracteristica. Abaixo, alguns exemplos de equacdes diferenciais.

EXEMPLO 1

As expressoes

y'=2x

2
Fzmd X
dr?
ou_ o
oy ox

caracterizam exemplos de equagoes diferenciais.
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e A equagdo y'=2x que também poderia ser apresentada como dy/dx = 2x representa

uma equacao diferencial. Resolver esta equagao, significa encontrar uma fungdo y(x),

de forma que a derivada de primeira ordem de y em relagdo a varidvel x resulte 2x.
Neste caso, a funcdo y(x) = x? sintetiza uma das solugdes para equagao proposta.

e A equagdo F=md?x/dt>, que caracteriza a Segunda Lei de Newton, também

representa um exemplo de equacdo diferencial. Segundo tal principio, a forga exercida
por um corpo num determinado momento equivale ao produto de sua massa com sua
aceleracdo no tal instante considerado. Sendo F a for¢a e m a massa do corpo
(constante), observa-se que a aceleragdo ¢ a derivada de segunda ordem da fungao x
que caracteriza o deslocamento do corpo, em relagdo a variavel ¢ que caracteriza o
tempo.

e Resolver a equagdo du/dy =—0v/0x, por sua vez, significa identificar duas fungdes, u
e v, possivelmente de multiplas varidveis, onde a diferencial de u em relacdo a variavel
v seja equivalente a multiplicacdo de —1 pela diferencial da fungdo v em relacdo a

variavel x.

Ao observar os exemplos dados acima, levando-se também em consideragdo a
defini¢do tomada, resolver uma equacao diferencial significa encontrar uma fun¢ao f definida
num determinado conjunto dominio, que, quando substituida na equacao diferencial, reduz a
equag¢do a uma identidade. Tal fun¢do ¢ chamada de solugdo para a equagdo proposta.

Uma equagdo diferencial pode apresentar uma familia de solugdes. Uma solugdo
particular de valor inicial ¢ encontrada quando existe uma outra condi¢ao envolvida a qual
esta fungdo deve satisfazer. Em geral, deseja-se saber antes de considerar um problema de

valor inicial, se uma solucao existe e ,quando existe , se ¢ a Unica solu¢do para o problema.

EXEMPLO 2

Problema: Seja a equacdo diferencial y’ = x*. Descubra a solugiio para esta equagio,
levando em consideracdo que y(3)=5.
Solucio: Busca-se y(x), de forma que y'(x) = x" Dai,

3
Y0 =5 = [y (dr = [ Pds = y() = Xde =T+ K,

onde K ¢ uma constante real. A funcio y(x) = (x’ / 3)+ K ¢ dita solugdo geral para a equacao

diferencial proposta.



Sabemos ainda que y(3) =5. Assim,

3 3
Y(X)=%+K:y(3)=3?+K:>5:9+K:>K:—4.

Portanto, y(x):(x3/3)—4 ¢ a funcdo que satisfaz as condi¢des da dada equacao
diferencial.

Uma equagdo separdavel ¢ uma equagdo diferencial que pode ser representada

colocada na forma
d
L= r0g).
dx

O nome separavel se deve ao fato que dy/dx é equivalente a uma expressdo que pode

ser fatorada (ou seja, separada) como uma fun¢ido de x multiplicada a uma fung¢do de y. Sendo

g(y)#0, observamos que

i)
dx  h(y)

onde, i(y)=1/g(y). Dai,

b _ I
dx  h(y)

Em geral, buscar solu¢des para uma equagdo ndo separavel ¢ mais trabalhoso do que

= h(y)dy = f(x)dx = [h(y)dy = [ f(x)dx.

encontrar solugdes para uma equagao separavel, justamente pela propriedade verificada.

A maior parte das equagdes diferenciais existentes, entretanto, ndo pode ser resolvida
encontrando-se uma solugdo explicita para esta. Muitos métodos foram desenvolvidos para
resolver ou aproximar solugdes de equagdes do género. Apesar disso, ndo ha uma estratégia
que solucione todas as equacdes de maneira geral. Para resolver a equagdes devemos separa-
las em grupos com determinadas caracteristicas, pois, existem métodos que se aplicam a um
determinado grupo de equagdes, e que nao sao aplicaveis a outros grupos de equacdes.

As equacgdes diferenciais sdo classificadas de acordo com o tipo, a ordem e a

linearidade.

2.1.1 Classificagdo das equacoes diferenciais pelo tipo

Uma equagao que contém somente derivadas ordindrias de uma ou mais variaveis
dependentes com relagdo a uma unica variavel independente, ¢ chamada de equacdo
diferencial ordindria. Assim,

@—2x:3
dt

(u—v)dv+3vdu=0



dx dy dZ—t

dt dt dt
V'(x)=y'(x)+ y(x)=0
sdo exemplos de equacdes diferenciais ordinarias.

Ja uma equagdao que envolve as derivadas parciais de uma ou mais variaveis
dependentes com relacdo a duas ou mais varidveis independentes ¢ chamada de equacdo

diferencial parcial. As equagdes

y_ oz
ot ox

ta—y+xgz2y

ot ox
83\1_82\1 @ 1

3 a2 Tt
ox> ot ot 5
sao exemplos de equacdes diferenciais parciais.
2.1.2  Classificagdo das equagoes diferenciais pela ordem

A ordem da equag¢do ¢ a ordem da derivada de maior ordem em uma equagdo
diferencial. Assim,

e (dx/df)—2x=3 é um exemplo de equagdo diferencial ordinaria de primeira ordem,
pois x € derivado em relagao a  uma Unica vez.

e Y'(x)—y'(x)+y(x)=0 ¢é um exemplo de equagdo diferencial ordinaria de segunda
ordem, pois, em uma das parcelas y ¢ derivado duas vezes e em outra parcela y ¢
derivado uma vez, considerando-se portanto o maior..

o (d*y/dt*)+5(dy/ a’t)3 —4y=¢" ¢é também um exemplo de equacdo diferencial
ordinaria de segunda ordem, pois, y ¢ derivado duas vezes ( derivada de maior ordem).

v v ov 1 g . . .
. Py :¥+5+— representa um exemplo de equacao diferencial parcial de terceira
X

ordem. Como &°v/dx* é derivada parcial de terceira ordem , *v/dr é derivada parcial

ov, . ) . .
de segunda ordem e a—e derivada parcial de primeira ordem, segue que a terceira
¢

ordem permanece como discriminante desta equacao.

2.1.3 Classifica¢do das equagoes diferenciais pela linearidade

Uma equagao diferencial ¢ chamada de /inear quando pode ser escrita na forma
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ke ¥ bl d
a,(1) 22 +a, (D a0 ey (my = g(0).
ax ax ax

As equagoes diferenciais lineares sdo caracterizadas por duas propriedades:

e A variavel dependente y e todas as suas derivadas sdo elevadas a primeira poténcia (de
primeiro grau);

e Todos os coeficientes sao fungdes de x somente , ou seja dependem apenas da variavel
X..
As equacgoes

V'=2y'"+y=x/2

dy+ydx=0
3 2
t3%—t2%+2t%+5x+1:et+5

sao exemplos de equacdes diferenciais lineares.

Uma equacdo ordinaria que nao € linear ¢ dita ndo-linear.

Observado a equagdo yy"—2y'=t podemos determinar que ¢ uma equagdo ordinaria
ndo-linear, pois o coeficiente vinculado a y" ¢é y, que ¢ um caso ndo caracteristico aos

principios definidos para linearidade da equagao.
Da mesma forma, (d3x/ dt3)+x2 =1 ¢ equagdo diferencial ndo linear. Ocasionado

pelo fato de x estar sendo elevado ao quadrado numa das parcelas, contrariando a defini¢ao

proposta para linearidade.
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3 SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES - 1* ORDEM

3.1 Forma candnica e solucio

O sistema de equacgdes diferenciais lineares de primeira ordem

dx

B o O +an O+ 4, OF, +AO
@,

dar =ty ()7 Faay () Xy +oo Fag, (O x, + /()
ax,

y = @y (B Fay, (E)x, +-- ay (£, + 7,

conforme estas configuragdes ,esta apresentado na forma candnica, onde a; e f; sdo fungdes
continuas em um intervalo comum L.
Um sistema ¢ dito homogéneo quando f,(#)=0, para cada i = 1, 2,..., n. Caso

contrario, este ¢ chamado ndo-homogéneo.

Os sistemas de equagdes diferenciais lineares de primeira ordem sao bastante validos
quando apresentados em sua forma candnica, uma vez que , segundo a proposi¢do, qualquer
equacdo diferencial linear de ordem n pode ser apresentada conforme a estrutura de um

sistema candnico

PROPOSICAO 1 Seja

d'y _dy

dm_}’ Eix_l_}’
il Tt day = fl
e lcff. oV = Fit)

i, ——ta +--ta
] n-1 -1 2
dt” dt"

um exemplo de equacdo diferencial linear de ordem n. Podemos escrever esta equagdo,
segundo a forma candnica, através de um sistema de n equagdes diferenciais lineares de

primeira ordem.

Um sistema de equacgdes diferenciais lineares de primeira ordem da forma
Bif)x + Bz +- + B, (0% =4 (@)
‘E:':l'-if:'xlr + 5 (3:'xzr +o 5, (f:'xxr =b,(t)

Bx + B, (0% +- +E (6x =b (8,

onde F; € um polindmio coerente ao intervalo I, pode em geral, ser apresentado conforme a




estrutura de um sistema de n equagdes diferenciais lineares na forma canonica.
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Aqueles sistemas que ndao podem ser apresentados conforme as configuracdes

canonicas chamam-se degenerados.

Considere as matrizes:

x () @, if) a,) - o, (i)
¥ = xg-(ﬁj ijhlifjl : agl-(ﬁj agg_@:' agx_(ﬁ)
Ky (ﬁ) axl(f) ﬂﬂ(z) Ty (ﬁ:l

e F(f) =

A1)
AL

Ju8)

O sistema de equagdes diferenciais lineares de primeira ordem

&

?; =a (E)m Fay (E)x +- +ay, E)x, +AE)
@,

—= =, (8 x fay, (8 x +-+a,, (fx, + £ (1)

df

fx

clt

pode ser representado como

% (2] alf) anlE) - a, i)
i xg(f':' N ﬂm(ﬁ) ﬂm(f,:l ﬂh(f,:l
dt| || Do
Xxliﬁ:l axl(f:' aﬂ(f’) an(f':'

e também podemos escrevé-lo da seguinte forma:

dX

— = AOX+F().

Considere ¢, € I, I um intervalo,

% (£y) i
wgr-| B | |
%, (f) ¥

onde y,, i=1, 2, ..., n, sdo constantes. Resolver

dX J—
— = AOX+F()

sujeito a X(z,) = X, ¢ solucionar um problema de valor inicial no intervalo 1.

x ()

i) 7 S5 (@)

()

T =y ()7 Fayy (5, o Fay x5, + 5, )

@)

Ju2)

)
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TEOREMA 1 Sejam os elementos das matrizes A(f) e F(¢) fungdes continuas em um

intervalo I que contenha #,. Entdo existe uma tnica solug¢do para o problema de valor inicial,

acima descrito, no intervalo dado.

3.1.1 Sistemas homogéneos

Matricialmente, pode-se verificar que o sistema
% =A()X+F(@),

caracterizado formalmente em (1), ¢ homogéneo quando F(¢) ¢ um vetor nulo. Neste caso,

portanto,

dX
—S=ADX )

Em relagdo a resolucdo de sistemas lineares homogéneos, a algebra linear, nos fornece

informagdes bastante validas. Observe:

TEOREMA 2 Seja X,,X,,...,X, um conjunto de vetores solu¢do do sistema homogéneo (2)
em um intervalo I. Entdo, a combinag¢ao linear
X =¢X, +¢,X, +..+¢,X,,

onde os c;, i =1, 2, ..., k sdo constantes arbitrarias, ¢ também uma solugdo no intervalo.

DEFINICAO 2 Seja X,,X,,...,X, um conjunto de vetores solu¢do do sistema homogéneo

(2) em um intervalo 1. Dizemos que o conjunto ¢ linearmente dependente no intervalo se

existem constantes c,,c,,...,c,, ndo simultaneamente nulas, tais que
X, +6,X,+..+¢, X, =0

para todo ¢ no intervalo. Se o conjunto ndo for linearmente dependente no intervalo, dizemos

que ¢ linearmente independente.

DEFINICAO 3 Qualquer conjunto X,,X,,...,X, de n vetores linearmente independentes do

sistema homogéneo (2) em um intervalo I ¢ chamado um conjunto fundamental de solugoes

no intervalo.
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TEOREMA 3 Existe um conjunto fundamental de solu¢des para o sistema homogéneo (2)

no intervalo L

DEFINICAO 4 Seja X,,X,,...X, um conjunto fundamental de solugdes do sistema
homogéneo (2) em um intervalo 1. Define-se a solu¢do geral do sistema no intervalo como
X =¢X, +6,X, +...+¢. X,

ondeos ¢, i =1, 2, ..., k, sdo constantes arbitrarias.

DEFINICAO 5 Seja A uma matriz nx n. Diz-se que um nimero A é um autovalor de A se
existe um vetor solu¢ao nao-nulo K do sistema linear
AK =K.

O vetor K ¢ chamado autovetor correspondente ao autovalor A.

TEOREMA 4 X=Ke" ¢ solugdo do sistema de equagdes diferenciais X' =AX, se e

somente se, A for um autovalor de A e K um autovetor correspondente a A.

Além disso, observa-se:

TEOREMA 5 Seja a matriz A =(a;) Quando A possui n autovalores reais distintos

nxn*
A Ay, A, entdo sempre se pode achar um conjunto de n autovetores linearmente
independentes K,,K,,...,.K e
_ Mt _ Aot _ At
X, =K,e"., X, =K,e”,...X, =K e

¢ um conjunto fundamental de solugdes de (2) em (—o0,0).

TEOREMA 6 Sejam A,4,,...,4 , n autovalores reais distintos da matriz de coeficientes A
do sistema (2), e sejam K,,K,,...,K  os autovetores correspondentes. Entdo a solugdo geral
de (2) no intervalo (—o0,) ¢ dada por

X=cK,e" +c,K,e™ +..+¢ K e,

onde ¢, i=1, 2, ..., n, sdo constantes arbitrarias.




15

3.1.2  Solugoes para sistemas homogéneos de equagoes diferenciais lineares de ordem 2

Para aprofundar estabilidade de sistemas auténomos planos, nos ateremos a resolucao

de sistemas do género X' = AX, canonico, onde

x,(2) a, () a,(0)

X = ,A= e ¢ real.
x, (1) a, (1) ay,(?)

E visto que A, nestas circunstancias, possui no maximo dois autovalores.

Conforme as configuracdes dos autovalores, entretanto, verificaremos a seguir

diferencas nas solugdes gerais a serem apresentadas para os possiveis sistemas propostos.

CASO 1 - Suponha que 4, e 4, sejam autovalores de A. Considere, neste caso, que ambos os
autovalores sejam niimeros reais e diferentes.
Pelo Teorema 5, existem K, e K, autovetores linearmente independentes, associados

a A e A,respectivamente.
Pelo Teorema 6, dados ¢, e ¢, constantes quaisquer, a solu¢do geral para o sistema

X' = AX proposto é X =c,K,e" +c,K,e™, para qualquer ¢ nimero real.

CASO 2 - Suponha que 4, e 4, sejam autovalores de A. Considere, neste caso, que ambos 0s
autovalores sejam niimeros reais iguais.
O Teorema 5 garante a existéncia K, e K,, autovetores linearmente independentes,
associados a 4, e A, respectivamente, caso haja a desigualdade destes autovalores.
Nesse caso, entretanto, devemos considerar duas circunstancias possiveis:
e Dado A, autovalor, existem dois autovetores linearmente independente K, e K,,
associados a A,.
e Dado 4, autovalor, existe um Unico autovetor linearmente independente K associado a
Si.
Consideraremos a seguir, portanto, a verificagdo para solucdo geral dos dois casos

mencionados.

CASO 2.A - Seja A, autovalor real, de modo que, K, e K, sejam autovetores

linearmente independentes associados a 4.
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O Teorema 4 garante que Klei‘t ¢ solugdo para o sistema X' = AX proposto.
Pelo mesmo motivo, K,e*" também ¢ solugdo para o sistema.

Como K.e* e K,e® formam um conjunto fundamental, a solucdo geral para o
1 2 s
sistema X'=AX ¢ dada por X =cK,e" +c,K,e*, onde ¢, e c, sdo constantes quaisquer ¢ ¢

¢ valor real.

CASO 2.B - 4, autovalor real, e K tinico autovetor associado a A,.
Evidentemente, X, = Ke™ ¢ solugdo para o sistema X' = AX.
Afirmacio 1: X, =Kte™ +Pe™ também soluciona X' = AX.
Justificativa: Como X, = Kte™ + Pe™, ¢ verdade que X, =K(e* + A te*")+ A Pe™ . Dai,
X, =AX,
K(e" + Ate )+ A Pe™ = A (Kte’l" +Pe™ )
Ke™' +KAte" + A Pe™ = AKte™ + APe™
APe™ — A Pe™ —Ke™' + AKte™ — KA te™ =0
(AP - AP -K)e" +(AK - 1 K)te™ = 0.
Como essa equacgao deve ser valida para qualquer ¢, devemos verificar:
AK-1K=0=(A-41,)K=0¢
AP-AP-K=0=>AP-1P=K=(A-Al,)P=K.
A equagdo (A-A]1,)K =0 reafirma que K deve ser um autovetor de A associado ao

t

autovalor 4. Desta forma, X, =Ke™ ¢ novamente verificado como solu¢io de X'=AX. A

Afirmacdo 1, entretanto, serd justificada se garantimos que (A—A4L,)P=K.m

A solugdo geral para o sistema X' =AX, neste caso, ¢ definida por
X =cKe" +c,(Kte" +Pe™"), onde c, ec, sdo constantes quaisquer e ¢ nimero real. O

Teorema 2 garante que X definida desta forma ¢ uma maneira conveniente para solucionar o

sistema.

CASO 3 - Seja 4, um autovalor complexo da matriz A.
Portanto, 4, =a + fi, onde o e S sdo numeros reais e i =—1.

E verificavel que A,, conjugado de A, é outro autovalor de A (pois, estamos
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considerando A de ordem 2x2). Portanto, A, =a — fi.

Suponha K, e K,, autovetores de A, associados respectivamente a 4, ¢ A,. E de se
esperar também que os elementos em K, sejam conjugados dos elementos complexos em

K,. Portanto, 4, = 4, e K, =K,. Tal comentario embasa o Teorema 7.

TEOREMA 7 Seja A a matriz de coeficientes, com elementos reais, do sistema homogéneo

X'=AX. Seja K, um autovetor correspondente ao autovalor complexo 4, =a+ fi, com «

e B sendo numeros reais. Entio, Y, =K,e" e Y,=K,e" sio solugdes para o sistema

X'=AX.
Considere
Y, =K,e" =K, =K, e"e” = K,e" (cos 3t +isenft)
Y, =K, " =K, " =K e"e " = K e (cosft —isenfr).
Note que:

1 = 7 1 = ] =
5 (K, e" +K,e™) = 5 (K, +K,)e“cosft — é (-K, +K,)e“senpt
. o . B 1 B
é(—Klel" +K,e") = é(—K1 +K,)e“cosft + E(Kl +K,)e"'senpt.
Além disso, para qualquer nimero complexo z = a+ib, notamos que
l(Z+E) =ae i(—z+?)—b
2 2
sdo numeros reais. Portanto, os elementos dos vetores coluna
1 = i =
E(Kl +K1) (& E(—Kl +K1)

sS40 numeros reais.

Com base nestes argumentos, o seguinte teorema € proposto:
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TEOREMA 8 Seja A4, =a+ fi um autovalor complexo da matriz A de coeficientes no

sistema homogéneo X' = AX. Defina
1 = i =
B, :E(Kl +K,) ¢ B, :5(_K1 +K;)

onde K, ¢ autovetor de A associado ao autovalor A,. Entdo, X, = (B,cosft—B,senft)e™ e
X, = (B,cosft+B,senft)e” sio solugdes linearmente independentes de X'=AX no
intervalo (—oo,).

Além disso, ¢ possivel afirmar que X =¢, X, +c¢,X, ¢ a solugdo geral do dado sistema,

onde ¢, e ¢, sdo constantes quaisquer.

Note que, nas circunstancias acima apresentadas, B, =Re(K,) e B, = Im(K,).

3.1.3  Sistemas ndo-homogéneos

Considere (1) um sistema nao-homogéneo.

O seguinte teorema ¢ bastante esclarecedor na resolucdo de sistemas do género:

TEOREMA 9 Seja X, X,,..., X, um conjunto de vetores solucdo do sistema homogéneo (2)

em um intervalo I e seja X, um vetor arbitrario solugdo do sistema nao-homogéneo (1) no
mesmo intervalo. Entdo, X =¢X, +¢,X, +...+¢, X, + X € também uma solugdo do sistema

ndo-homogéneo no intervalo, para quaisquer constantes reais c,,c,,...,c;.

Com base neste teorema, segue:

DEFINICAO 6 Seja X, uma solugdo dada do sistema ndo-homogéneo (1) em um intervalo

I, e denotamos por X, =¢X, +¢,X, +...4¢, X, a solucdo geral, no mesmo intervalo, do

sistema homogéneo (2) correspondente. Define-se a solugdo geral do sistema nao-homogéneo

no intervalo como X=X +X,.

EXEMPLO 3

Problema: Determine a solugdo geral do sistema de equacdes diferenciais
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dx
—=x+3y-2¢
d 4
Q:3x+y+t+5.
dt

Resolu¢ao: Considere inicialmente o sistema homogéneo seguinte:

X
—=x+3
dt Y
34
—=3x+y.
dt 4

Evidentemente, este sistema pode ser representado na forma matricial

06 76)
a5 3)

e A um autovalor de A. Buscamos resolver a principio o sistema homogéneo caracterizado.

Considere

Como ndo nos basta apenas a solucdo trivial, usaremos o fato de que det(A—-AlL,)=0.

1-4 3
det =0.
3 1-1

Como (1-4)(1-4)-9=0 segue que (1-4)*=9. Logo, 4, =4 e 4,=-2 sdo os

Portanto,

autovalores correspondentes a matriz A. Considere K, e K, autovetores, associados a 4, e
A, respectivamente. Portanto, AK, =4K, ¢ AK, =-2K, sdo constatagoes.

Verifica-se, desta maneira, que

w{)on-{3)

Pelo Teorema 6, complementado pelas informacdes da se¢do 3./.2, constatamos que

1 1
e[ e

onde ¢, e ¢, sdo constantes quaisquer e ¢ real, denota a solu¢do geral do sistema homogéneo

associado.

Agora, buscaremos X solug¢do particular do sistema ndo-homogeéneo inicial.

Sendo
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(il

¢ de se esperar que exista alguma solu¢do X configurada de “forma similar”. Ou seja,

a, a
X = t+ .
A b,

Nestas circunstancias, a,, a,, b, € b, sdo constantes quaisquer.

caracterizada por

Como

temos

ou simplesmente,
(a,+3b,=2)t+a,+3b—a, | (0
(a, +b, + 1)t +3a,+b —b,+5) 0/
Desta ultima identidade, concluimos que

a,+3b,-2=0
(&
3a,+b,+1=0

a,+3b—a,=0
3a,+b,-b,+5=0.

Resolvendo os sistemas acima verificamos que a, =-47/32, a,=-5/8, b =9/32 ¢

b, =7/8. Portanto,

3 (LA
X, = Sl 32|
S 2

8 32

Desta maneira, usando o Teorema 9 e a Defini¢dao 6, vimos que

1 1 _5) (-4
X=X +X,=¢]| |e"+¢, e+ P+ 2
i ) S

¢ a solucao geral procurada para este problema.m
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4 SISTEMAS AUTONOMOS E ESTABILIDADE

4.1 Sistemas autonomos

Um sistema de n equacdes diferenciais de primeira ordem ¢ chamado de auténomo

quando pode ser apresentado na forma

E;}’l(xl,zh,...,xxj
ax
?;=fz{x1=xzs---=xn]'
i,

=l Ey e
c,ff, fx(l 2 :I

E claro que £, i=1,2,..., n, sio fungdes de multiplas variaveis.

1
Além disso, podemos verificar que a variavel independente ¢ ndo aparece
explicitamente no membro direito das equagdes diferenciais.

Um sistema auténomo plano pode ser colocado na seguinte forma

dx

— = P(x,
7 (x,y)
dy

& O(x,y)

Observamos que X(¢) =(x(¢), y(t)) caracteriza o formato vetorial da solu¢do do
sistema proposto para a varidvel real ¢. Suponha que X(z)=(x(¢),y(¢)) represente o

deslocamento de uma particula pelo plano no decorrer do tempo ¢, esta agora uma variavel

positiva — para fazer sentido fisico. Fazendo com que tal particula esteja inicialmente no ponto
(x,,,), evidentemente temos que X(0)=(x,,y,). Como X(t)=(x(¢),y(t)) representa
deslocamento, X'(¢z) =(x'(¢),y'(t)) representa sua velocidade no instante .
Fazendo V(x,y)=(P(x,y),0(x,y)) campo vetorial, observa-se que V(x,y)
caracteriza a velocidade da corrente em (x, y), pois, x'(¢) = P(x,y) ¢ y'(t) = Q(x, ).
Utilizando a interpretacdo geométrica acima descrita e sendo P(x,y), Q(x,y) e as
derivadas parciais de primeira ordem 0P/ox, 0P/dy, 0Q/ox e 6Q/dy fungdes continuas em

uma regido R do plano, observamos que as solu¢des do sistema autdonomo plano apresentado

nesta sec¢ao sao de trés tipos basicos:
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e Uma solugcdo constante x(t)=x,, y(t)=y,, para todo t. Como se pode perceber,
neste caso, interpretamos que se uma particula é posta inicialmente num ponto
X(0) =X,, ali ela permanecera indefinidamente, pois, x'(#) = y'(t) =0 para todo ¢.
Uma solucao constante ¢ também chamada de ponto critico.

e Uma solu¢do x =x(¢), y=y(¢) que define um arco, ou seja, uma curva plana que nao
se intercepta.

e Uma solugdo periodica x=x(t), y = y(t). Esta solugdo, também chamada de ciclo,
ocorre quando existe um periodo p tal que X(z+ p)= X(#). Nestas circunstancias, se

uma particula € colocada sobre a curva em X, percorrerd outros pontos do plano e

voltard a X, transcorridas p unidades de tempo.

4.2 Estabilidade

No topico anterior, admitiu-se que o sistema autdonomo plano

dx

= = P(x,
i (x,»)
dy

dt _Q(xay)

origina um campo vetorial V(x,y)=(P(x,y),0(x,y)) e uma solugdo X =X(#) pode ser
interpretada como a trajetdria resultante de uma particula colocada inicialmente na posi¢ao
X(0) = X,.

Se X, ¢ um ponto critico, a particula permanece estaciondria, ou seja, mesmo

variando-se ¢ a particula ndo se move.

Entretanto, se X, ndo for ponto critico, estando este nas proximidades de um ponto
critico X,, podemos observar as distintas possibilidades de trajetorias:

a. X =X(¢) descreve um arco de maneira que a condi¢do inicial € respeitada e além
disso, quando ¢ ¢ muito grande segue que X(¢) = X,.

b. X =X(¢) descreve um ciclo de forma que a trajetéria nunca tende ao ponto critico,
mas também “ndo se afasta” de X, por completo.

c. X=X(#) descreve um arco de maneira que a condi¢do inicial € respeitada e além
disso, quando ¢ ¢ muito grande segue que X(¢#) — X,. Considerando X, um outro

ponto critico, temos que a trajetoria ndo se aproxima do ponto critico X,.
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A Figura 1 abaixo sintetiza as idéias sugeridas nesta abordagem:

X
(R—
e A ./;
o e /
- o y v 7
k_” e o :;, 3 F /ﬁ,&;
' - o P .
rd ~
i k -
ponto critico f-r”d o \
i ﬁ’ Fyw
— onto critico
@ X - P
() X,

§
g
rd

X) )

/
@ 5
ponto critico
b ¢ rd
1 P
w"",
&
ponto critico
(©) X2

Figura 1: possiveis trajetorias que caracterizam as solugdes para X = X() nas proximidades de um ponto
critico

Se o caso (a) ou o caso (b) da Figura 1 sempre ocorre em alguma vizinhanga ou
proximidade do ponto critico X, segue que este € um ponto critico localmente estavel.

Se eventualmente for possivel encontrar algum X, na vizinhan¢a de X,, onde o
comportamento do caso (c) ¢ verificado, entdo este ponto critico sera denominado instdvel.

Considerando |X—Y| a distancia entre dois pontos X e Y, as defini¢des abaixo

caracterizam formalmente a estabilidade e instabilidade de pontos criticos.

DEFINICAO 7 Seja X, um ponto critico de um sistema auténomo, e denotemos por
X =X(#) asolugdo que satisfaz a condigdo inicial X(0) =X, com X, # X,. Diz-se que X, ¢
um ponto critico estavel se, dado um raio arbitrario p >0, existe um raio correspondente
r>0 tal que, se a posi¢do inicial X, satisfaz |X0—X1|<r, entdo a solugdo X(7)
correspondente verifica |X(t)—X1|< p para todo ¢>0. Se além disso, X(1)—=—X,,

sempre que |X0 - X1| <r, X, ¢échamado de ponto critico assintoticamente estdvel.
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DEFINICAO 8 Seja X, um ponto critico de um sistema auténomo, e denotemos por
X = X(#) asolugdo que satisfaz a condigao inicial X(0)=X,, com X, # X,. Diz-se que X, ¢
um ponto critico instavel quando existe um disco de raio p >0 com a propriedade de que,

para qualquer r >0, existe uma posicdo inicial X, satisfazendo |X0 —X1| <r, e entretanto, a

solugdo correspondente X(¢) satisfaz |X(t) —X1| > p para algum ¢ > 0.

Considere o sistema autdnomo plano linear

x'=ax+by
y' =cx+dy.

Para efeito de desenvolvimento de teoria consideraremos que (0,0) €é o Gnico ponto

critico para o sistema. Observamos que o sistema dado pode ser apresentado, portanto, na

CHE ) >

forma matricial

onde

¢ matriz de coeficientes.

Como admitimos que (0,0) é o tnico ponto critico para o sistema (¢, x'=0 e y'=0),
verificamos que det B #0. Assim, A =ad —bc #0.

Pela teoria apresentada na secdo 3././ deste trabalho, sabemos que a equacdo

det (B—AI,) =0 define os autovalores associados da matriz B.

Desta forma,

Note que,
(a-A)d-1)-bc=0
ad-al-dA+2A?-bc=0
A?-(a+d)A+ad-bc=0.
Considerando 7=a+d o traco da matriz B, verificamos que A?-zA+A=0 ¢ a

equagao a ser respeitada.

Portanto, os autovalores de B sao:
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/11:—6/12:

Verificaremos a seguir que conforme as caracteristicas dos autovalores de B, o

comportamento em relacao a estabilidade ou instabilidade do ponto critico (0,0) apresentara

profundas distingdes nos dados sistemas autdnomos planos lineares.

CASO 1 - Autovalores reais distintos
Neste caso, evidentemente 72—4A > 0.

Suponha 4, e A, autovalores relativos a matriz B. Além disso, K, e K, sdo os
autovetores desta matriz correspondentes respectivamente aos autovalores A, € 4,.

Pelo Teorema 6, constatamos que X(¢)=c,K,e™ +c,K,e™ ¢ solugdo geral para o
sistema auténomo plano (3), onde ¢, € ¢, sdo constantes quaisquer. E equivalente, nestas
condigdes, considerar que X(¢) =e™ [clK1 +c,K, e ]

Os autovalores, neste caso, podem ser ambos negativos, ambos positivos ou possuirem
sinais diferentes. Analisaremos cada um dos casos e verificaremos que a estabilidade se

comporta diferentemente nos sistemas conforme cada uma destas caracteristicas.

CASO 1.A - Ambos os autovalores negativos

Neste caso, vimos que 72—4A >0, 7<0 e A>0.

Admitamos 4, < 4,.
Observando a expressdo X(7) = e™ [clK1 +czK2e(ﬂf’1‘)’], notamos que quando ¢ — oo

¢ verdade que X(¢) — 0, onde 0 caracteriza matriz ou vetor nulo.

O ponto critico nesta circunstancia ¢ denominado no estavel. A Figura 2 exibe uma
colecao de curvas solugdo em torno da origem, caracterizando, portanto, o comportamento de

pontos colocados na trajetéria X =X(¢), sujeita a X, = X(0), estando este ultimo nas

vizinhangas de (0,0) o ponto critico do sistema autonomo considerado.
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Figura 2: caracterizacio da origem como ponto critico no estdavel

CASO 1.B - Ambos os autovalores positivos
Neste caso, observamos 72—4A >0, 7>0¢ A>0.
Fazendo uma analise semelhante ao caso 1.A, ou seja, supondo
que A, <4, notamos que quando ¢ é grande, o vetor X(¢) =e™ [clK1 +c2K2e%*ﬂ“‘)’] torna-se
também arbitrariamente.

Neste caso, portanto, X(¢) se distancia de (0,0) quando ¢ cresce. O ponto critico,

neste caso, ¢ denominado no instavel. A Figura 3 apresenta a proposta do nd instavel,

considerando que (0,0) € ponto critico para o sistema.

J.‘

Figura 3: caracterizaciio da origem como ponto critico né instavel



27
CASO 1.C - Autovalores com sinais opostos

Para esta circunstancia observamos: 72—4A >0 e A<O0.
A analise deste caso ¢ praticamente analoga a observagao desenvolvida no item 1.B.
Entretanto, ha de se fazer ressalvas na equagio X(¢) =e™ [clK1 + csze%_’l‘)’} quando ¢, =0

ou ¢, =0.

Quando ¢, =0, observamos que X(t)=c,K,e”. Supondo A, <0, notamos que
quando ¢ — oo ¢ verdade que e — 0, e, portanto, X(¢)— 0. Portanto, verificamos que a
trajetoria-solugdo, nestas circunstancias, caminha em dire¢do a origem.

Por sua vez, se ¢, =0 a solugio geral é dada por X(t)=cK,e™. Sendo 4 >0, ¢
observado que quando 7 — oo temos e™ — oo. Portanto, por menor que seja a “distancia”

entre X, e o ponto critico (0,0), a trajetoria X(¢) se afastara deste ponto critico.

A Figura 4 apresenta a proposta das trajetdrias em relacdo ao ponto critico (0,0).

Neste caso, tal ponto ¢ denominado ponto de sela.

F
K,
‘\-\-._\_\\\_\_
X
——
K,

Figura 4: caracterizacio da origem como ponto critico de sela

CASO 2 - Um autovalor real repetido

Neste caso, verificamos que a identidade 72 —4A =0 deve ser respeitada.
Pela teoria apresentada na se¢do 3./.2 deste trabalho, verificamos que A, unico

autovalor da matriz B, pode estar associado a um unico autovetor ou a dois autovetores

linearmente independentes.
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Analisaremos a seguir o que acontece em cada um desses casos isoladamente.

CASO 2.A - Dois autovetores linearmente independentes associados ao autovalor

repetido

Considere K, e K, dois autovetores linearmente independentes correspondentes ao
unico autovalor 4 de B.

Vimos que X(t)=cK,e" +c,K,e* =(cK,+¢,K,)e” §é solugio geral para a
trajetoria, considerando, entretanto, que ¢, € ¢, sdo constantes quaisquer.

Se 1<0, X(¢) tende para 0 ao longo do vetor ¢ K, +c¢,K,. Este ponto critico aqui
chamado de no estavel degenerado esta representado na figura 5 (a).

Se 4>0, X(¢) se afasta da origem. Neste exemplo, o ponto critico ¢ chamado de no

instavel degenerado. A Figura 5 (b) que o caracteriza lembra a Figura 5 (a), distinguindo-se

apenas pela inversao do sentido das setas.

‘}r

(@) ®)
Figura 5: caracterizacio da origem como ponto critico né degenerado estivel (a) e ponto critico no

degenerado instavel (b)

CASO 2.B - Um unico autovetor linearmente independente associado ao

autovalor repetido

De acordo com a proposta da secdo 3./.2, quando existe um Unico autovetor

linearmente independente K, associado ao autovalor A de B, a solucdo geral para (3) ¢ dada

por X(¢) =cK,e” +c,(K,te” + Pe™), onde (B—AI,)P =K,.
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Evidentemente, temos que

X(f) =t (czKl +%K1 +072Pj.

Se 1<0, temos que te” —=22-0 e, por conseguinte, X(z) tende a 0. Neste caso,

este ponto critico ¢ também denominado no estavel degenerado. A Figura 6 apresenta a

caracterizagao deste no.
Se 4 >0, ¢ perceptivel que as solugdes se comportam como as apresentadas na Figura

6, distinguindo-se apenas o sentido das setas. Este ponto critico, por sua vez, ¢ também

denominado 1o instavel degenerado.

Figura 6: caracterizacdo da origem como ponto critico né estdivel degenerado

CASO 3 - Autovalores complexos

Este caso ocorre quando 72—4A < 0.

Sejam que A =a+if e Z=a—iﬂ, onde o e f sdo numeros reais e i>=—1, os
autovalores complexos referentes a matriz B.

Supondo que K, =C, +iC, seja o autovetor associado ao autovalor 4,, onde C, e C,

sdo vetores com entradas reais, entdo a solucdo geral pode ser posta na forma

X(t) = ¢, X, () + ¢, X, (), de forma que:

X, () =(C, cos pt—C, sen St)e™ e
X, () =(C, cos St +C, sen ft)e™.

Considere
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E verdade que

(W)j chj (cnj } u quj (cllj } u
= cos [t — sen St |e” +c, cos [t + sen [t |e
(0 S €y Cy Cy

Portanto,

(x(t)j [ ey €”'cos Pt —cic,e'sen Bt +c,c e cos Pt +c,c e”'sen fit
y(®)

- at at at at
c,c, e cos ft—c,c,,e“sen ft+c,c e’ cos Bt +c,c, e”sen [t
Assim, € possivel verificar que:

_ at at
x(t) =e"(cc,, +c,c,,)c0s Bt +e“ (c,c,, —c,c,)sen [t e
ot at
y(t) =e"(cc,, +c,c,,)c0s Bt +e“ (c,c,, —c e,y )sen Bt
Fazendo a, =ci¢,+¢,0,, @, =0,¢,=¢C,, Ay =C0 00y € Ayy =0 —CiCny,s
temos que:

x(f) = e” (a,,cos Pt +a,sen Br) e

(1) = e™ (a,,cos St +ay,sen fi).

Estas ultimas expressoes t€ém bastante significancia, uma vez que servem de pilares

para que entendamos o comportamento das solugdes nos casos 3.A e 3.B, que serdo descritos

a seguir.

CASO 3.A - Autovalores imaginarios puros
Caracterizado pelo fato de que 72—4A <0 e 7=0. A >0 ¢ uma relagdo evidente.

Nesta circunstancia, & =0. Assim, os autovalores a serem considerados sdo 4, =if} e

A, =—if3. E possivel interpretar, portanto, que as solugdes gerais sdo do tipo
x(t) = a,,cos ft+a,sen ft e
y(t) = a,,cos ft+a,sen ft.
Podemos perceber pelas equacdes acima que todas as solugdo sdao periodicas com

periodo p=27/f. Fazendo que, a, € a, sejam simultancamente nulas, temos que a

equacdo acima sera reduzida a
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x(t)=a,cos ft e
y(t) = a,,sen pt.
Esta configuragdo caracteriza a equagdo paramétrica de uma elipse.

Notando que,

x(1))? t))?* a,*cos* Bt a,’sen® [t
( ()2) +(y()2) =1 2'8 +-2 2/3 =cos* ft+sen® ft =1,
a4 a4y ay, Ay

¢ possivel entender que todas as solugdes para o sistema x(¢)=a,cos ft e
y(t) = a,,sen Bt sdo elipses com centro na origem. Ampliando esta nog¢do também podemos
entender que sdo elipses com centro em (0,0) que caracterizam as solugdes para o sistema
inicial x(¢) = a,,cos ft+a,,sen ft e y(t) = a,,cos Pt +a,,sen ft.

O ponto critico (0,0) ¢ neste caso chamado de centro. A Figura 7 mostra uma colec¢ao

tipica de curvas solucdo para este contexto. Estas elipses podem ser percorridas tanto no

sentido horario, quanto no anti-horario.

Figura 7: caracterizacio da origem como ponto critico centro

CASO 3.B - Autovalores complexos com parte real ndo nula

Neste caso, 72—4A <0 e 7 #0.

Vimos que a solugdo aqui se interpreta por x(¢)=e”(a,cos ft+a,sen fft) e
¥(t) = e™(a,,cos St +a,sen fBt). Sua configuracdo ndo aponta para uma solugdo periodica,
como foi visto no caso 3.A. Na verdade, as solugdes se caracterizam em curvas como espirais.
Quando a <0, segue que 7<0 e, além disso, e — 0. As solugdes semelhantes a espirais,

circulam em torno da origem, cada vez mais proximas dela. O ponto critico ¢ chamado aqui

de ponto espiral estavel, e é representado na Figura 8 (a).

Quando « >0, observamos efeito contrario e a solugdo semelhante a espiral se afasta
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cada vez mais da origem, caracterizando (0,0) como um ponto critico denominado ponto
espiral instavel. As solugdes em torno de (0,0) estdo propostas na Figura 8 (b).

y y

\
%,
=y

(@ ®

Figura 8: caracterizacdo da origem como ponto critico espiral estdvel (a) e ponto critico espiral instdavel (b)

Com base nos resultados apresentados no decorrer desta se¢do, podemos propor o
Teorema 10 que caracteriza os critérios de estabilidade para sistemas de equagdes diferenciais

lineares.

TEOREMA 10 Para um sistema autonomo plano linear (3), denotamos por X=X(¢) a
solugdo que satisfaz a condi¢do inicial X(0) =X, com X, # 0.
a. X(t)—=>-0 se e somente se os autovalores de B tém partes reais negativas. Isto

ocorre quando A>0 e 7<0.

b. X(t) ¢ periddica se e somente se os autovalores de B sdo imaginarios puros, o que
ocorre quando A>0 e 7=0.

c. Em todos os outros casos, dada uma vizinhanca arbitraria da origem, h4a ao menos um

X, nessa vizinhanga para o qual X(t) se torna arbitrariamente grande quando ¢ cresce.

A Figura 9 resume convenientemente os resultados desta se¢do. O traco e o
determinante de B sdo pec¢as fundamentais para compreensao da estabilidade de um ponto

critico de um sistema autonomo plano linear.
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Fil
=4 A
eapiral espiral
estavel instawvel
nd estawel 2—4h <0

EEHEI

né ihstavel
degenerado

nd estawvel
degenerado

[sela |

Figura 9: caracterizacio da origem como ponto critico do sistema autonomo plano (3) através do
conhecimento de T (o traco da matriz B) e A (seu determinante)

4.3 Sistemas autonomos planos (nao-lineares)

Em geral, sistemas autonomos de equagdes diferenciais nao-lineares X' = G(X)

podem possuir mais de um ponto critico, distintos de 0. Desta forma, a estabilidade para
pontos criticos destes sistemas ndo pode ser verificada simplesmente através da teoria
desenvolvida na secdo 4.2. Para verificagdo se tornar possivel, se faz necessario a aplicagdo de

um processo chamado lineariza¢do que consiste na substitui¢ao do termo G(X) do sistema
autébnomo por um termo linear A(X—X,) que melhor aproxime G(X) em uma vizinhanga
de X,, este tltimo ponto critico na caracterizagdo. Abaixo serd ilustrado o desenvolvimento
da linearizagdo para sistemas autonomos planos.

Considere X =(x,y). Além disso, X'=G(X) ¢ um sistema autdbnomo plano nao-
linear. Assim, (x',y")=G(x,y)=(P(x,y),0(x,y)), onde P e Q sdo fun¢des de duas variaveis.
Faga X, =(x,,y,) um ponto critico para o sistema X' = G(X).

Do Calculo sabemos que
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s
ox

G-w)+ 2 )

(x.01)

z=f(x,y)+

(x1.51)

¢ a equacdo do plano tangente a superficie z= f(x,y) em X,. Convencionamos que G(x, )

Assim

(x"y') = (P(xl’yl)aQ(xlayl))+{a_P

pode ser aproximada pela equacdo de seu plano nas proximidades de X,.
Y

oP
j(x—xl)Jr . 5 (y=xn)-
(io3) ay Y (xi-1)

Sabendo que X, ¢ um ponto critico, temos que P(x,,y,)=0(x,,y,)=0.

00

Oox

’
(x,)

2

ox

(x,31)

Logo,

oP
(-x)+ L
(x.1)

, oP
X'=P(x,y) = — (r=n)e

(.01

00

(x—x)+—
(x,)

oQ

V'=0(x,y)=— y=n).

(x.0)

O sistema linear X'=G(X) pode, portanto, ser aproximado nas vizinhangas de X,

pelo sistema linear (X')' = A(X-X,)’, onde

op|op

A — ax (x.01) ay (1) '
9 Y
ax (xsm) ay (x,3)

A ¢ chamada de matriz jacobiana em X, e pode ser denotada por G'(X,). Fazendo
H=(X-X,)", o sistema (X')'=A(X-X,)" se escreve H'=AH que é da forma linear
analisada na segdo anterior. O ponto critico X=X, para (X')'=A(X-X,)" corresponde,
portanto ao ponto critico H=0 para o sistema linear H'= AH. Se os autovalores de A tém
partes reais negativas, entdo 0 ¢ um ponto critico assintoticamente estavel para H' = AH. Se
ha um autovalor de A com parte real positiva, H=0 ¢ um ponto critico instavel. O Teorema

11 a seguir afirma as conclusdes suficientes para compreensao da estabilidade do ponto critico

X, do sistema X'=G(X) original.
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TEOREMA 11 Seja X, um ponto critico do sistema auténomo plano X'=G(X), onde

P(x,y) e O(x,y) tém derivadas parciais de primeira ordem continuas em uma vizinhanca de
X,.
a. Se os autovalores de A =G'(X,) tém partes reais negativas, entdo X, ¢ um ponto critico
assintoticamente estavel de X' = G(X).

b. Se A=G'(X,) tem um autovalor com parte real positiva, entdo X, ¢ um ponto critico

instavel de X' = G(X).

Aprofundando a teoria a cerca deste tema ¢ possivel desenvolver a Figura 10, assim
como feito na segao 4.2 deste trabalho. Através deste esquema representa-se o comportamento

da estabilidade de um ponto critico a partir do conhecimento de

oP 0
orl Lol
ax (xs01) ay (x1,0)
traco da matriz A e
A oP o0 OP o0
Ox (xas) ay (x.01) ay (x.01) Ox (xi>0)
seu determinante.
A : 4
. ;T =4A
espiral espiral éf

estavel instavel

no estavel

sela

Figura 10: caracteriza¢io de um ponto critico do sistema autonomo plano niio linear X' = G(X), através do
conhecimento de T (0 traco da matriz jacobiana A) e A (seu determinante)




36

Como se percebe pela Figura 10, em cinco casos especiais (nd estavel, ponto espiral
estavel, ponto espiral instavel, n6 instdvel e sela) o ponto critico pode ser classificado
conforme o ponto critico no sistema linear correspondente. As solugdes tém as mesmas
caracteristicas geométricas gerais que as solugdes do sistema linear e, quanto menor a

vizinhanga em torno de X,, maior a semelhanga.

T = T , iti S 1 AV ’ s X
Se 72=4A e 7>0, o ponto critico X, € instavel, mas, nesse caso extremo de

fronteira, o ponto critico pode ser uma espiral instavel, um né instavel ou um né instavel
degenerado. Se 72=4A e 7<0, o ponto critico X, ¢ estavel, podendo ser uma espiral
estavel, um n6 estavel ou um no estavel degenerado. Se 7=0 e A >0, os autovalores de A
sdo imaginarios puros e, nesse extremo de fronteira, o ponto critico X, pode ser uma espiral
estavel, uma espiral instavel ou mesmo um centro. Existem técnicas matematicas mais
sofisticadas que se tornam uteis na classificacdo detalhada da estabilidade destes casos

listados. Entretanto, por ndo caracterizarem o objetivo deste trabalho tais procedimentos nao

serdo aprofundados aqui.

O método da linearizacdo, quando aplicavel, pode dar informagdes uteis sobre o
comportamento local de solugdes nas proximidades de pontos criticos. Entretanto, este
método pode ndo ser muito Util quando estamos interessados em solucdes cuja posicao inicial
X(0) =X, ndo estd proxima de um ponto critico ou se desejamos ter uma visdo global da
familia de curvas solucgao.

O método do plano de fases se baseia na constatacao que

dy _dy/dt _ O(x,y)
dx dx/dt P(x,y)

e procura determinar y como uma funcdo de x. Tal método além de solucionar as dificuldades
acima mencionadas, pode em algumas ocasides auxiliar na interpretacdo do comportamento
da estabilidade de um ponto critico qualquer quando a teoria apresentada neste trabalho nao

for suficiente.

4.4 Modelo presa-predador de Lotka-Volterra

Suponha duas espécies: A e B. Vivendo num ambiente isolado, A se alimenta quase

que exclusivamente de B. B, entretanto, sobrevive através de outra fonte alimentar.
Considere x(¢) a populacdo da espécie A, que neste contexto ¢ a predadora. y(z) serad

a populagdo da espécie B, a presa. Interpretamos que o niumero de individuos de A e B varia

conforme o tempo #, esta uma varidvel maior ou igual a zero.
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Os cientistas Lotka e Volterra, a partir desta compreensao, desenvolveram um modelo
que pretende entender o que ocorre com os valores de x(¢) e y(¢z), a partir da interacao
definida.
Eles partiram das seguintes premissas:
e Na auséncia do predador, y(f) cresce sem limites, numa taxa proporcional ao seu

tamanho. Deste modo, y'(¢) =dy(¢), onde d >0 e x(z) =0 para todo 7> 0.

e Na auséncia da presa, o predador morre e x(z) decai. Assim, x'(z)=—ax(t), onde
a>0 e y(t)=0 paratodo ¢>0.

e O aumento no numero de predadores ¢ inteiramente dependente do suprimento
alimentar (presas) existente e as presas sdo consumidas numa taxa proporcional ao

nimero de encontros entre presa e predador. Tais encontros diminuem o niimero de

presas e aumentam o nimero de predadores.
Considerando dx/dt a taxa de crescimento de x(z) e dy/dt a taxa de crescimento de

y(t), o modelo de interagdo presa-predador de Lotka-Volterra pode ser escrito como:
dx =—ax+bxy =x(—a+by)
dt
% =—cxy+dy = y(—cx +d).

Considerando ¢ >0 temos que o termo —cxy representa a taxa de diminui¢cdo de y
devido a predagdo por A. Considerando b>0 temos que o termo bxy representa a

contribuicdo positiva resultante para populacdo de predadores devido a predacdo da outra

espécie. Quanto maior o produto de x e y, maior serd a predacdo de B por parte de A.
Podemos perceber que o sistema proposto ¢ autbnomo plano ndo-linear. Seus pontos
criticos sdo, contudo, (0,0) e (d/c,a/b). Considere a matriz jacobiana relativa ao sistema
—a+by bx
((x, )= :
& ( d ) —-cy  —cx+d

Como

segue que g'((O, 0)) tem como autovalores —a e d, ambos reais, um positivo e outro negativo.
Pelo Teorema 11, observamos que (0,0) ¢ um ponto critico instdvel para o sistema. Na
verdade, ¢ possivel verificar que (0,0) ¢ um ponto de sela (ja que o determinante da matriz ¢

negativo, vide Figura 10). Entende-se, aprofundando o conhecimento deste ponto critico, que
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para qualquer par ordenado (xo, yo) que caracterize as populagdes nao-nulas de x € y no
instante zero, a trajetoria (x(z), y(¢)) nao tende a (0,0) com o aumento de 7.

Sendo
0 bd/c
"((d/c,a/b))= ,
g(( fesof )) (—ac/b 0 ]

segue que g'((d/c,a/b)) tem como autovalores —iv/ad e ivad, ambos imaginarios puros.
Por ser o ponto critico de um sistema autonomo plano ndo-linear, (d/c,a/b) através das

caracteristicas dos autovalores de seu jacobiano e dos comentérios feitos na secdo 4.3 deste
trabalho pode ser classificado como um centro, como um ponto espiral estdvel ou como um

ponto espiral instavel. O método do plano de fase, entretanto, nos auxilia a verificacdo mais

rigida em relagdo a estabilidade de (d/c,a/b).

Note que:

dy _dy/dt _ y(-cx+d)
dx dx/dt  x(-a+by)

Desta forma,

dy _ y(=cex+d)

:>x(—a+by)dy:y(—cx+d)dx:>_a+bydy=_cx+ddx:>_[_a+bydy:
dx x(—a+by) y X y
:J-_cx+ddx:—aJ-ldwabJ-dy=—c.[dx+djldx:>—aln(y)+by=—cx+dln(x)+cl,
RS v RS

onde ¢, ¢ uma constante qualquer. Fazendo d = a +k, temos que

aln(y)+dIn(x)=by+cx—c, = aln(y)+aln(x)+kIn(x) =by +cx—c, =
= a(In(y) +In(x)) + kIn(x) = by + cx — ¢, = In(x“y*) +In(x*) = by + cx — ¢, =

by cx —¢

— eln(x"y")Jrln(xk) — eby+cxfcl — eln(x“y“ )eln(xk) by cx _—¢ — xayaxk = e

=ee e =

d - by ex - d _ by ox - d _—c b
= xyxx " =e"e"e = y'x =eve"e " = x‘e “ye =¢,,

onde ¢, =e™.

Infelizmente ndo conseguimos resolver a dada equagdo explicitamente para y em
termos de x ou para x em termos de y. Pode-se demonstrar, entretanto, que a equagao
x'eye™ =, caracteriza uma curva fechada que “circunda” o ponto critico (d/c,a/b).
Tal curva pode ndo caracterizar uma elipse, mas de qualquer forma, (d /c,al b) representa um

centro. Quanto mais proéxima ao ponto critico, maiores sdo as semelhancas que tal equacao

tém em relagdo & equagdo das elipses com centro em (d/c,a/b).
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Considere (xo,yo) numero de habitantes para A e B, respectivamente, no instante
t=0. Se x,>0, y,>0 e (x,,5,)#(d/c,a/b), observamos que o nimero de predadores e
presas variard ciclicamente em volta de (d/c,a/b), evidentemente ndo se anulando e

voltando ao patamar de (xo, yo) apds um periodo de tempo p.

EXEMPLO 1

Problema: Coelhos e lobos vivem numa regido X do planeta Terra. Nesta regido, os
coelhos sdo as unicas fontes de alimento para os lobos. Os coelhos, entretanto, alimentam-se
de vegetacdo (sempre abundante em X). Considere y(¢) a populagdo de lobos. x(z) serd a
populacdao de coelhos conforme o tempo ¢, ¢#>0. Suponha que o crescimento (ou
decrescimento) das populagdes de coelhos e lobos esteja descrito pelas seguintes equagdes de

Lotka-Volterra:

% =0,08x—-0,001xy = x(0,08—-0,001y)

% = 0,02y +0,00002xy = (0,02 +0,00002x).
t

Sabendo que x(0)=1000 e y(0)=40, o que esperar dos valores x(¢) ¢ y(f) com a
variacao positiva de ¢?

Solugdo: Dado o sistema autonomo plano nao-linear

% =0,08x—0,001xy = x(0,08—0,001y)
% = 0,02y +0,00002xy = (0,02 +0,00002x).

observamos que (0,0) e (1000,80) $30 0s Unicos pontos criticos para este sistema.

Seguindo os resultados apresentados nesta se¢do, podemos observar que (0,0) ¢ um

ponto de sela, de forma que, a populacdo inicial caracterizada pelo par ordenado

(%o, 7, )=(1000,40) e configurada conforme o sistema apresentado, ndo tende a (0,0).

(1000,80), por sua vez, ¢ para a estabilidade do sistema um centro. De tal forma, a
trajetoria de (x(r), ¥(t)) caracteriza uma curva fechada que circunda (1000,80) e atende a
(x(0), ¥(0)) =(1000,40), voltando a este par ordenado apds p unidades de tempo.

Através do método do plano de fases, podemos obter a equagdo da curva que atende a

variagdo esperada para os valores de x(¢) e y(¢). Note que,
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dy _dy/dt _y(=0,02+0,00002x) _ 0,08-0,001y iy = —0,02+0,00002.x

= = = dx =
dx dx/dt x(0,08—-0,001y) y x
L [Q08-0.001y =0.02:+0.00002% y  [0.08 . ¢ g 001,
y x y
= [~222 g+ [0,00002x = 0,081n () 0,001y = ~0,021In (x)+ 0,00002x+ C, =
X

= 0,021In(x)+0,021In(y)+0,06In(y) = 0,001y +0,00002x + C, = 0,02 In(xy) + 0,06 In( ) =

In(x*Z" 2 )+in(y*%) " 0.001y+0,00002x+C 0,02,0,02_ 0,06
=0,001y+0,00002x+C, = e =e” ’ C=>x Ty Ty =

C -0,00002x _ 0,08 —0,001y C
0 e Y=g,

0,02
=>Xx'e

0,001y _0,00002x
=e""e e

onde C, ¢ uma constante qualquer.
Como tal equagdao atende ao par ordenado (1000,40), observamos que
C, = ln(IOOOO’02 g 0000210004008 e*°’°°1‘4°) ~0,373265. A equagio, portanto, que atende a todos

os possiveis valores para as populacdes de coelhos e lobos, conforme a variacdo de ¢, ¢

aproximada por

0,02 _-0,00002x _,0,08 —0,001y 0,373265
e y e =e .

Técnicas graficas nos permitem verificar que a Figura 11 caracteriza o comportamento
dos pares (x,) no plano.

YA
1401
1201
100+

80+ P

F, (1000, 40)
20T

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 X

Figura 11

Inicialmente a populagdo de coelhos corresponde a 1000 individuos, enquanto a

populacdo de lobos equivale a 40 elementos. Portanto, (x(0),y(0))=(1000,40). A partir da

teoria apresentada para as caracteristicas do sistema, observamos que a curva gerada por

(x(2),y(t)) com o variar positivo e continuo de ¢ caracteriza uma solucdo periodica. O
grafico, no plano, mostra que a partir de F, (populagdo inicial), tal trajetoria desloca-se no

sentido anti-horario do plano (ja que x'(0)>0 e y'(0) > 0).
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Interpretamos que em £, ndo existem lobos suficientes para manter um equilibrio

entre as populagdes; assim, a populacdo de coelhos aumenta. O aumento da populacao de
coelhos causa aumento da oferta de alimentos para os lobos. Os lobos bem alimentados se
reproduzem, aumentando também o tamanho de sua populagdo. Quanto maior a quantidade de
lobos, mais freqiientes serdo os encontros entre lobos e coelhos. Tendo dificuldades para fugir

dos lobos, os coelhos viram presas faceis e apds um espaco de tempo ¢, esta populagdo

comega a diminuir. Na figura, observamos que a populag@o de coelhos comeca a diminuir em

P, quanto x(¢) admite valor maximo, por volta de 2800 individuos.
Algum tempo ¢, depois, com a diminui¢do brusca da quantidade de coelhos, a

populacdo de lobos também diminuira, por auséncia de alimentos. Caracteriza-se este evento

em P, onde a populacdo de lobos ¢ aproximada em 140 individuos e a populagdo de coelhos

equivale a 1000.
A diminuicdo do niimero de lobos, por sua vez, beneficia a populacdo de coelhos.

Quando atinge P,, x(¢#)~210 e y(¢) =80, vemos que a populagdo de presas volta a crescer.

Como conseqiiéncia, a populacdo de lobos também voltara a crescer, fazendo com que

(x(2),»(t)) atinja P,, reiniciando o ciclo descrito.m

O modelo de Lotka-Volterra para presa e predador, apesar de bastante simples, tem
verificacdo constatada quando aplicado na realidade. Em varias situacdes, onde sdo expostos
experimentalmente animais de duas espécies, uma presa e outra predadora, com o variar do
tempo verifica-se uma certa semelhanca entre o comportamento da interagdo populacional
com a proposta do modelo de Lotka-Volterra apresentado.

Embora obtendo algum sucesso na explicagdo e previsao do comportamento de
populagdes acopladas, o modelo de Lotka-Volterra ¢ criticado pela relativa simplicidade. Para
tanto, modelos mais sofisticados foram elaborados a partir deste inicial tentando atender a
mesma proposta de forma mais critica e convincente. Uma das formas adotadas assume que
na auséncia de predadores, a presa cresce de acordo com um modelo logistico com capacidade
de suporte populacional K. De tal forma, o modelo para crescimento populacional ¢

apresentado como:

% =—ax+bxy = x(—a+by)

dy yj
—=—cxy+dy|1-=|,
ar Y y( K
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onde x(¢) ¢ populacdo da espécie predadora, y(¢) a populagdo de presas e a, b, ¢, d e K sdo
constantes positivas. Note que, este ¢ também um exemplo de sistema autonomo plano ndo-

linear, que pode também ser interpretado através da teoria de estabilidade apresentada.

EXEMPLO 2

Problema: Ratos e corujas sdo mantidos em um ambiente experimental. Nas
condi¢des deste ambiente, os ratos t€ém alimento em abundancia. As corujas, por sua vez, t€ém
nos ratos a unica fonte de alimento. Neste contexto, as corujas sao as predadoras e os ratos as
presas. Sabe-se ainda, que o crescimento excessivo do numero de ratos promove aumento
excessivo de residuos por parte desta populagdo e este fator junto as limitacdes de espago
caracterizam a queda do crescimento populacional destes individuos, sendo julgada, portanto,
uma determinada capacidade suporte para populagao roedora.

Considerando R(¢) a populacdo de ratos no dado ambiente conforme o tempo ¢ e

W (t) a populacdo de corujas neste mesmo contexto, cientistas conseguem verificar que as

taxas de crescimento destas populacdes sdo dadas conforme as seguintes equagdes:

C;_I: =—0,001RW +0,08R(1—0,0002R)
dd—VtV = —0,02/ +0,00002R .

Com base nestas informacdes, responder:

a. Se inicialmente existissem apenas ratos, o que esperariamos para o nimero destes
quando ¢ ¢ um valor bastante grande?

b. Supondo que a populacao inicial de ratos seja 1000 e a populagao de corujas 40, o que
esperar destas populagdes com o variar do tempo?

Solugio: Podemos perceber que este ¢ um exemplo aprofundado do modelo presa-
predador de Lotka-Volterra. Por conseguinte, sua resolucdo deve ser distinta se comparada a
resolucao do Exemplo 1.

Iniciaremos com a resolucdo do item a. Consideramos que inicialmente ndo existam
corujas. Portanto, no tempo =0, temos que W =0. Na verdade, para qualquer >0, a
populacao de corujas serd nula, pois, pensando em crescimento natural, a chegada de novas
corujas ao ambiente depende exclusivamente da existéncia prévia de outras. Portanto,
podemos verificar que o crescimento de ratos € regido pela equagdo seguinte:

‘2_]: = 0,08R(1—0,0002R),

pois, W =0.
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Note que,

dar = 0,08R(1—ij.
dt 5000

O crescimento da populagdo de ratos, na auséncia de corujas, ¢ caracterizado por uma
equacdo de Verhulst, que define a existéncia de uma capacidade suporte ao ambiente, que
impede a populacao de ratos de crescer infinitamente com o aumento continuo de ¢.

Segundo tal equagdo, a populacdo de ratos, na auséncia de corujas - suas Unicas
predadoras no contexto descrito - se estabilizard em 5000 individuos. Esse valor ¢ esperado
indiferente do ntmero inicial de ratos. E claro, entretanto, que se espera inicialmente
populagdes de ratos ndo-nulas e aptas a reproducao. Se no contexto existir inicialmente 100
ratos do sexo masculino apenas, com o aumento de ¢, por mais que ndo haja competicio e
predacgao destes, a populagdo roedora sera extinta.

Agora, a resolug@o do item b. Considerando o sistema de equagdes diferenciais

C;_I: =—0,001RW +0,08R(1—0,0002R)

Cii_VtV = 0,027 +0,00002R WV,

podemos perceber que o nimero de ratos e corujas se mant€ém ambos constantes nos pontos
criticos, ou seja, quando R'(f)=0 e W'(t)=0, simultaneamente. E facil verificar que os
pontos criticos deste sistema sao (0,0), (5000,0) e (1000,64). Os pontos descritos
evidentemente caracterizam-se por pares ordenados do plano RW.

Embasado na teoria da se¢do 4.3, usando a matriz jacobiana associada ao sistema
proposto

0,08 —-0,000032R - 0,001 —-0,001R
¢ ((RW)) :( 0,000021 —0,02+0,00002Rj’

¢ possivel compreender a estabilidade dos pontos criticos encontrados.

Note que
0,08 0
"((0,0))=| ~ .
¢((0.0)) ( 0 —o,ozj
Como esta matriz possui um autovalor real positivo (o niamero 0,08), observamos pelo
Teorema 11 que (0,0) € um ponto critico instavel. Mais que isso, como o determinante desta
matriz jacobiana ¢ um valor menor que zero, a Figura 10 garante que este ponto critico ¢ um

ponto de sela.
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Por motivos semelhantes € observavel também que o ponto critico (5000,0) ¢ um
ponto de sela, e por conseguinte, instavel.

Por sua vez,

, 0,016 -1
® ((1000’64)):(0 00128 0 j

Como os autovalores desta matriz ndo sdo nimeros reais (sdo apenas complexos) e,
além disso, seu trago ¢ um valor menor que zero, a Figura 10 nos ¢ suficiente para que

entendamos que (1000,64) ¢ um ponto critico espiral estavel. Podemos interpretar, portanto,
que populagdes inicialmente “proximas” a (1000,64), ou seja, populacao de ratos em torno de

1000 individuos e populacdo de corujas nas proximidades de 64 elementos, com o passar do

tempo se estabilizardo em exatamente 1000 ratos e 64 corujas.

Considere (R,,W,), par ordenado que caracteriza as populacdes iniciais ndo-nulas de
ratos e corujas. Considerando que (R,,l,) ndo seja um ponto critico, entdo a trajetoria
(R(t),W(t)) — que caracteriza as populagdes de ratos e corujas conforme o tempo ¢, >0 — se
deslocara pelo plano podendo quigé tender a (0,0), (5000,0) ou (1000,64). Isto € possivel
inclusive para os pares ordenados (0,0) e (5000,0), pois, estes sdo pontos de sela, e nas suas
proximidades hé alguma trajetoria de (R(z),W (t)) que convergira para cada um destes pontos.

Entretanto, inicialmente as populacdes de ratos e corujas sdo caracterizadas conforme
o problema pelo par ordenado (1000,40). Métodos geométricos, como o campo de diregdes,
podem nos indicar, conforme a Figura 12, o que se espera para o deslocamento de

(R(2),W (¢t)) através das derivadas que caracterizam seus crescimentos ou decrescimentos ao

variar-se de ¢.

0+
60 1

50+

401

30 : + . : +
600 800 1000 » 1200 1400 1600 R

Figura 12
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Como pode-se perceber, a trajetoria iniciada em (1000,40) descreve uma espiral que
tende a (1000,64) com o variar positivo do tempo. Biologicamente, interpreta-se que

inicialmente ndo ha corujas suficientes para manter o equilibrio entre as populagdes; assim, a
populagdo roedora aumenta. O aumento da populagdo de ratos faz crescer a oferta de alimento
as corujas, que bem nutridas se reproduzirdo aumentando também sua populagdo. Quanto
maior o nimero de corujas, mais freqiientes sdo os encontros entre esta espécie com os ratos.
Tendo dificuldades para se proteger, a partir de um determinado instante, a populagdo de ratos
comegara a diminuir drasticamente.

Ap6s algum tempo, a diminui¢do significativa no nimero de ratos, fard com que a
populacdo de corujas comece a diminuir, em virtude, sobretudo da auséncia de alimentos. A
diminui¢do do nimero de corujas beneficia a populagao roedora, que com o passar do tempo
voltard a crescer, reiniciando o processo.

Apesar de lembrar a proposta do Exemplo 1, a atual situacdo caracteriza uma grande
distingdo em relagdo a anterior. No modelo de Lotka-Volterra original, o processo ¢ ciclico.
As populagdes variam conforme a estrutura descrita, passando exatamente pelos mesmos
numeros de habitantes apos um periodo de tempo p. Neste modelo apresentado no Exemplo 2,
as etapas se repetem, entretanto, para numeros de habitantes distintos, o que ndo caracteriza
um processo periodico. As populagdes oscilardo, ora crescendo, ora diminuindo, até se

estabilizarem em 1000 ratos e 64 corujas.m
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5 CONCLUSAO

O trabalho ressaltou a aplicabilidade da matematica. Através do qual foi possivel
aprofundar e solidificar conhecimentos, vinculados a teoria do Calculo e da Algebra Linear. A
matematica em si, em todas as suas areas de atuacdo, € rica em detalhes e inimeros campos
ainda podem ser aprofundados, servindo qui¢d para interpretar de forma mais precisa a
natureza e ajudar de maneira conveniente as tendéncias a desenvolver o mundo em que
vivemos.

O projeto também me refletiu a necessidade de “cautela” na aplicacdo de teorias
matematicas. Um exemplo bastante presente no trabalho sdo as equagdes de Lotka-Volterra,
que apesar da relativa coeréncia em sua fundamentagdo podem nao ter na realidade o
prognostico esperado. A ecologia ¢ um tema muito complexo. Os modelos para crescimento
de populacdes na natureza podem ndo servir para uma interpretacdo precisa daquilo que de
fato ocorre. Existem inumeros e conflitantes fatores, que na realidade, acabam por impedir a
verificacdo prevista matematicamente. Sao modelos, portanto, ¢ de se esperar uma certa
relevancia entre previsoes e resultados... Entretanto, a consciéncia de que estes sdo produzidos
com base em situagdes ideais deve ser preservada, afim de que controvérsias entre a teoria e
pratica matematicas sejam mais bem interpretadas, compreendidas e aceitas.

Além disso, vé-se ainda mais que assuntos como matrizes, determinantes, nimeros
complexos, fungdes e polindmios tém realmente grande importancia e aplicabilidade no
mundo contemporaneo. Isso estimula a aprofundar nestes niveis o ensino da matematica nao
unicamente fazendo-a de forma pura, sem motivagdo ao estudante. Tentar buscar aplicagdes
aos conhecimentos matematicos, fazendo com que o aluno entenda que a matematica € parte

fundamental e presente em sua vida..
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