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Introducao

Até o inicio do século XV I, nao se sabia se todas as equacoes polinomiais de grau
3 eram soliveis por radicais, ou seja, se suas solugoes poderiam ser dadas em termos de
seus coeficientes usando apenas adi¢oes, subtracoes, multiplicagoes, divisoes e radiciacoes.
Nesta época, os matematicos italianos Scipione del Ferro (1456-1526) e Nicollo Fontana
- Tartaglia (1499-1557) descobriram um procedimento para resolver a equagao cibica

2 +pr=q (p,g>0).

Como ja se sabia ha muitos séculos que as equagoes de grau um e dois também
eram soltveis por radicais, a solucao de del Ferro propos a seguinte questao: sera que toda
equacao algébrica é soluvel por radicais? As pesquisas visando responder a essa questao
se arrastaram por mais de dois séculos e meio, frustraram alguns dos grandes matematicos

desse periodo e contribuiram para a criacao do conceito de grupo.

Em 1545, o também italiano Cardano divulgou o método de Ferrari para reducao
de uma equacao polinomial de grau 4 para uma equacgao polinomial de grau 3. Usando
as ideias de Tartaglia e del Ferro Ferrari, verificou que toda equagao polinomial de grau

4 é soluvel por radicais.

Em 1824, o noruegués Niels H. Abel, mostrou que nem toda equacao de grau 5 é
soluvel por radicais. Claro que existem equagoes polinomiais de grau 5 que sao soluveis
por radicais, entao a questao era: quais equagoes polinomiais de grau > 5 sao soluveis

por radicais?

A resposta para esta pergunta foi dada por Evariste Galois (1811-1832), que in-



troduziu o conceito de grupo. Resumidamente, a ideia de Galois para responder a essa
pergunta foi associar a cada equagao um grupo formado por permutacoes de suas raizes
e condicionar a resolubilidade por radicais a uma propriedade desse grupo. E, como para
toda equacao de grau < 4 o grupo de permutacoes que lhe é associado goza dessa pro-
priedade e para n > 4 sempre ha equagoes cujo grupo nao se sujeita a essa propriedade,

a questao de resolubilidade por radicais estava esclarecida.

Com o tempo, verificou-se que a ideia de grupo era um instrumento da mais alta
importancia para a organizagao e o estudo de muitas partes da matematica. Uma de suas
aplicagoes € a teoria das simetrias, muito importante para a cristalografia e quimica, por
exemplo. Essencialmente, os grupos podem ser usados para retratar simetrias geométricas:
a cada figura associa-se um grupo, grupo que caracteriza e retrata a simetria da figura. Na
analise combinatoria, a nogao de grupo de permutagao e o conceito de acao de um grupo
sao frequentemente utilizados para simplificar a contagem de um conjunto de objetos, e

¢ o objetivo do presente trabalho.



Capitulo 1

Grupos e Exemplos

1.1  Grupos

Uma operagao * em um conjunto nao vazio G é uma fungao

x:GxG— G

(a,b) — a xb.

Portanto, uma operacao em G associa a cada par de elementos de G um tunico

elemento de G.

Definigao 1.1.1 Seja x uma operagao no conjunto nao vazio G. Dizemos que (G, *) é

um grupo quando a operacao * satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Associatividade: a * (b*c) = (a*b) * ¢, Va,b,c € G.
(ii) Elemento neutro: existe e € G tal que axe =e*xa =a, Va € G.
(iii) Elemento simétrico: dado a € G, existe a’ € G tal que axa’ =a' xa = e.

Observacao 1.1.1 Quando o conjunto G ¢ finito dizemos que o grupo (G, *) é grupo

finito. Caso contrario, (G, *) é grupo infinito.



Defini¢ao 1.1.2 O grupo (G, x) é abeliano ou comutativo quando:

(iv) axb="bx*a,Va,b € G.

Observacao 1.1.2 Quando a operagao do grupo G é uma adi¢ao conhecida, dizemos que
G ¢ um grupo aditivo e usamos a notagao (G, +). Analogamente quando a operagao do
grupo G é uma multiplicacao conhecida, dizemos que G é um grupo multiplicativo e

usamos a notagao (G, ).

Nossa primeira proposi¢ao mostrara a unicidade do elemento neutro e do elemento

simétrico.

Proposigao 1.1.1 Seja (G, %) um grupo:

(a) Existe um tnico elemento neutro em G.

(b) Para cada a € G existe um tnico elemento simétrico em G.

Demonstracgao:

(a) Suponha que e e €’ sejam elementos neutros para G.
Como e é elemento neutro de GG, temos e x ¢ = ¢’.
Como €’ é elemento neutro de G, temos e * ' = e.

Portanto, e = €.

(b) Suponha que d’ e a” sejam simétricos para a.
Como a’ é simétrico para a, temos a' * a = e.

Como a” é simétrico para a, temos a * a” = e.

Portanto, a’ = a' xe =d' x (axd”) = (a’ xa) xa" =exa” = d".



Exemplo 1.1.1 (Z,+), (Q,+), (R,+) e (C,+) sao grupos abelianos infinitos.

Em cada um desses casos, a adigao é uma operagao sobre cada um dos conjuntos,
associativa e comutativa. Existe um elemento neutro (o nimero 0), e todo elemento do

conjunto tem um simétrico, também pertencente ao conjunto.

Exemplo 1.1.2 (Q*, ), (R*,-) e (C*,-) s@o grupos abelianos infinitos.

Em cada um desses casos, a multiplicacao é uma operacao sobre cada um dos
conjuntos, associativa e comutativa. Existe um elemento neutro (o ntmero 1), e todo

elemento do conjunto tem um simétrico também pertencente ao conjunto.

Exemplo 1.1.3 (N, +), (N*,-), (Z*,-) ndo s@o grupos.

Em cada um desses casos, nao é possivel obter simétricos para todos os elementos.
De fato, em (N, +) o elemento neutro ¢ zero, mas para 1 € N nao existe a’ € N tal que
1+d =0. Em (N* -) e (Z*,-) o elemento neutro é 1, mas para 2 € N* C Z* nao existe

a' € Z* tal que 2 -a’ =1, pois como N* C Z* entao também a’ ¢ N*.

Exemplo 1.1.4 O conjunto U(1) dos ntmeros complexos de médulo um, ou seja, a
circunferéncia unitaria no plano complexo também denotado por S;, é grupo. Note que,
se z,w € C tais que |z| = |w| =1, entdo |z - w| = |z]| - |w| = 1.

As propriedades da multiplicacao dos ntimeros complexos garantem-nos que S* é

grupo abeliano.

Uma, caracterizacao ttil dos elementos de S! pode ser dada pela forma exponencial
dos nimeros complexos: um nimero complexo z, de médulo unitario, pode ser escrito na

forma:
2 = e = cosf + isenf, onde 0 < § < 2.

Um procedimento para produzir grupos a partir de anéis conhecidos, é tomar o con-
junto dos elementos inversiveis de um anel com unidade, denotado por U(A). Mostraremos

isso na préxima proposicao.



Proposicao 1.1.2 Seja (A, +,-) um anel com unidade. Entdo (U(A),-) é grupo e sera

abeliano se (4, +, -) for comutativo.

Demonstragao:

Inicialmente note que a multiplicagao ¢ de fato uma operagao em U(A), pois dados
a,b € U(A), temos a™*,b7' € A, entao ab(b~'a™') = a(bb~')a™" = aa™ = 1. Analoga-

mente (b"'a"1)ab = 1, portanto (ab)™' =b"ta"l.
Logo, ab € U(A) e a multiplicac¢ao é fechada em U(A).
Como a multiplica¢@o ¢ associativa no anel A, também sera associativa em U(A).
E claro que 1 € U(A) e que 1 é elemento neutro para (U(A),-).

Dado a € U(A) temos, por definigao, que existe a™' € U(A) tal que

aac ' =ala=1€U(A).

Assim, a™t € U(A).

Se (A,+,-) é anel comutativo, entdo a multiplicacdo em A é comutativa. Segue

que a multiplicacdo em U(A) é comutativa, e portanto (U(A),-) é grupo abeliano.

Exemplo 1.1.5 Seja K um corpo. Sabemos que (M, (K),+,:) é anel com unidade,
e entdo (U(M,(K)),-) € um grupo, chamado de grupo linear sobre K e denotado por
GL,(K).

Trataremos a partir de agora de trés grupos de especial importancia para apli-
cagoes: grupos de permutagoes, grupos de rotagoes e grupos diedrais. Os grupos de
permutacoes sao grupos formados por bijecoes de um conjunto nele mesmo. Os grupos de
rotagoes descrevem as rotagoes, no plano, de um poligono regular. Ja os grupos diedrais

descrevem os movimentos que preservam um poligono regular.



Grupos de Permutacgoes

Seja E um conjunto nao vazio, e denote por Bij(E) o conjunto de todas as bije¢oes

de ' em F, isto é:

Bij(E) = {f : E — E; f é¢bijetora}.
Proposicao 1.1.3 A composta de bijegoes é uma bijecao.

Demonstragao:
Sejam f, g € Bij(F). Devemos provar que f o g € Bij(E).
e f o g é injetiva.
Sejam z,y € E, tais que (f o g)(z) = (f 0 g)(y). Entao f(g(z)) = f(g9(v)).
Como f ¢é injetiva temos que g(z) = g(y).
Como g também ¢ injetiva temos que x = y.
e f o g ¢ sobrejetiva.

Seja z € E. Como f e g s@o sobrejetoras, existe y € E' com f(y) = z, existe z € F

com g(z) = y. Entdo, existe z € E tal que f(g(z)) = 2z e portanto f o g é sobrejetiva.
n

Desde que a composigao de bijegoes é uma bijecao, temos que a composi¢ao é uma

operagao em Bij(F). Denotaremos a operagao composigao pelo simbolo “o”.
Proposigao 1.1.4 Se E é um conjunto nao vazio, entao (Bij(£), o) é um grupo.

Demonstragao:

E claro que a funcio identidade é o elemento neutro de (Bij(E), o), pois

foid=ido f = f, para toda funcao f € Bij(E).



Seja g € Bij(F). Como g ¢é bijetora, existe a funcao inversa g~! € Bij(E) satis-

1 1

fazendo go g7 = g7t o g = id. Logo, g~! é o simétrico de g.

Para ver a associatividade, tomamos f,g,h € Bij(F) e x € E.

(folgoh))(x) = f((goh)(x))

Defini¢ao 1.1.3 O grupo Bij(E) é chamado de grupo de permutagoes (ou grupo

simétrico) do conjunto E.

Notagao: Quando E é um conjunto finito com n elementos, indicamos Bij(E) por

O corolario da préoxima proposicao assegura, que se F tem n elementos, entao S,

tem n! elementos.

Proposicao 1.1.5 Sejam E e F' conjuntos com n elementos. Entao o ntimero de bijecoes

de Fem F énl.

Demonstragao:
Para demonstrar este fato vamos usar o Primeiro Principio de Inducao sobre n.
Para n =1 é 6bvio.

Suponha que o nimero de bije¢oes entre conjuntos com k elementos é k! (hipotese

de indugao).

Sejam E = {ay,as, - ,ap,apr1} € F = {b1,ba, - , by, bpy1 }. Devemos mostrar que

o nimero de bije¢oes de E em F é (k+ 1)!.
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Para cada i € {1,2,--- ,k + 1}, considere a fungao
i {al} — F
ay —— bz

Vamos estender g; ao conjunto £ para obter bijecoes de F em F.
Note que E — {a1} e F' — {b;} tém k elementos, entao por hipotese de indugao,

temos k! bijegoes entre estes conjuntos. Se f é uma destas bije¢oes, entao

fz) L se x4

bi , ¢ T = ap

g:E—F, g(z) =

¢ uma bijecao que estende g;.
Assim, para cada ¢ € {1,2,--- ,k+ 1}, temos k! bijegoes de E em F.

Como temos k + 1 possibilidades para i, obtemos (k + 1)k! = (k + 1)! bijegoes de
E em F.

Observe que estas sao todas as bijecoes de E em F. De fato, se h : E — F ¢é

bijetora, entdo h(a;) = b; para algum i € {1,,2,--- k4 1}.

Logo, h ¢ uma bijecao que estende g; e, portanto, h é uma das bijecoes construidas

anteriormente.

]
Corolario 1.1.1 Se E tem n elementos, entao S, tem n! elementos.
Demonstragao:
Imediata da proposicao anterior.
]

Se f € Sy, entdo f: {1,2,--- ;n} — {1,2,--- ,n} é uma bijecdo, e para cada

ie{L,2,---,n}, f(i) = a; € {1,2,--- ,n}, com a; # a; quando i # j. Assim, temos
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f(l) = a17f<2) = Az, - 7f(n) = Qp.
1 2 ... n
Uma notagao mais simples é f = € S,

a; Qg - Qp,

Note que é apenas uma notagao mais concisa e nao uma matriz de ordem 2 x n.

Por exemplo, a fungao f € Sy tal que f(1) =2, f(2) =3, f(3) =4 ¢ f(4) =1 pode

ser indicada por

1 2 3 4
€ Sy.
2 3 41
Grupos de Rotacgoes
Seja {1,2,--- ,n}, o conjunto dos vértices de um poligono regular com n lados.
2 2
Cada uma das rotagoes de angulo, 0, —7T,2—7T, oo (n— 1)—7T, no sentido anti-
n'on n

horério, mantém o poligono invariante (move apenas os vértices). Além disso, se olharmos
para S, = Bij(F), E = {1,2,--- ,n}, vemos que estas rotagdes podem ser identificadas

com elementos distintos de S,,.

. ~ . ~ 7T .
Sejam e a rotacao de 0 radianos e a a rotagdo de — radianos. Estes elementos
n

correspondem as seguintes fungoes de 9, :

1 2 --- n—1 n 1 2 --- n—1 n

)
|
o
IS
|

1 2 - n—1 n 2 3 .- n 1

Usando a notacao a/ = aoao---oa,j vezes e a convencao a’ = id = e, é facil ver

que as poténcias de a produzem todas as rotagoes. De fato,

2T
a® é a rotacao de angulo 2—.
n

2
¢ a rotacao de angulo (n — 1)—7T.
n

anfl
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n 0

a™ = a’ = e é a rotacao de angulo 0.

Denotaremos por R,, o conjunto das rotagoes do poligono regular de n lados, isto

R,={e=d%a,a® - - ,a" '} CS,.

Note que, dados a‘,a’ € R,, vale a‘ o ¢/ = a'*7. Dividindo ¢ 4+ j por n obtemos

q,7 € N tais que i + j = ng+r, com 0 < r < n. Assim,
atoadd =a =gt = (a")10a" =eloa" =ecoa" =a" € R,.

Portanto,

o: R, xR, — R,

(a',a) — o't

é uma operacgao em R,,.
Proposicao 1.1.6 (R, o) é grupo abeliano com n elementos.

Demonstragao:

27
Como os elementos de R,, sao rotagoes de —k com 0 < k < n, temos que R, tem
n

exatamente n elementos.
Vamos verificar que (R, o) é grupo abeliano.
e Associatividade.
a o (aj o ak) —atogitk = ai+(j+k) _ a(i+j)+k = a1 o gk = (ai o aj) oak.
e E claro que a° = e é o elemento neutro de R,,.
e Todo elemento tem simétrico.
adioa" =a"=a’=¢,Vie {0,1,--- ,n—1}.

Logo, o simétrico de a’ € R, é a" € R,,.
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e Comutatividade.
atodl = a' =ait =al o a.

Portanto, (R, o) é um grupo abeliano.

Defini¢ao 1.1.4 O grupo (R, o) é chamado grupo de rotagoes de um poligono regular

de n lados.

Exemplo 1.1.6 R3 = {e,a,a*} é o grupo de rotagdes do triangulo equilatero de vértices

12e3.
1 1 2 3
O elemento neutro é e = , 0 elemento a = é a rotacao
1 2 3 2 31
9 1 2 3 4
de —W, e o elemento a? = é a rotagao de il
3 31 2 3

Exemplo 1.1.7 R, = {e,a,a* a®} ¢ o grupo de rotagoes do quadrado de vértices 1, 2, 3

e 4.
1 2 3 4 1 2 3 4
O elemento neutro é e = , 0 elemento a = é
1 2 3 4 2 3 41
~ T 1 2 3 4 ~
a rotacao de —, o elemento a? = ¢ a rotacao de 7 e o elemento a® =
2 341 2
1 2 3 4 . 31
é a rotacao de —.
4123 2

Existem outros grupos que correspondem a grupos de rotacao de objetos tridimen-
sionais. Em geral, estes grupos nao sao abelianos. Nao vamos tratar destes grupos neste

trabalho.
Grupos Diedrais

Considere novamente {1,2,---,n},n > 3, como o conjunto dos vértices de um

poligono regular de n lados. Seja b € S, a reflexdo em relagao ao eixo horizontal, eixo
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este que deve passar por dois vértices desse poligono regular de n lados.

1 2 3 -on—1n ~ B
Note que b = nao ¢ uma rotacao, e que b? =
1 n n-1 -- 3 2
1 2 n
1 2 n
Lembre que o conjunto das rotagoes ¢ R, = {e,a,a® ---,a" '}, onde a =
12 .- n—-1mn )
. Ao conjunto R, vamos acrescentar b e também todos os
2 3 - n 1
a'b,i € {1,2,--- ,n — 1}. Aqui estamos considerando a composigao como sendo um pro-

duto, apenas para facilitar a escrita.

Desta forma, obteremos o conjunto

D, ={e,a,a® - ,a" b ab,a®,--- ,a" b} C S,

que tem 2n elementos. Cada um destes elementos representa uma simetria do

poligono, isto ¢, um movimento que deixa o poligono invariante (move apenas os vértices).

Provaremos que D,, é um grupo com a operagao de composi¢ao existente em S,,.

Para isso, precisamos provar que

o:D,xD, — D,

(a'b*, a?b¥) — a'b a’ bV
¢ de fato uma operacao em D, ou seja, a'b“a’b’ € D,,.
Iniciamos com um lema que seré ttil para fazer contas em D,,.
Lema 1.1.1 Em D,,, vale a igualdade ba" = a""b,Vr € {1,2,--- ,n — 1}.

Demonstragao:

Para provar este fato vamos usar o Principio de Indugao sobre 7.



a

n—1 __

Para r = 1, temos:

1 2 3 n—1 n 1 2 3 n—1
ba =
1 n n—-1 2 3 4 n
1 2 3 n—1n
n n—1 n-—2
Para calcular " 'b primeiro note que a" ! = a"oa™! = coa”
2
= a~! corresponde & rotacao de il no sentido horéario.
n
123 -+ n—1 n 1 2 3
a b= o
n 1 2 n—2 n—1 1 n n—-1
1 2 3 n—1 n 3
= . (44)
n n—1n-2 - 2 1

De (i) e (71) concluimos que ba = a™ 1b.

Suponha que ba® = a"*b, para k > 1. (hipétese de indugio)

Devemos mostrar que ba*+! = "~ (*+1p,

ba**! = baka
= a" *ba (hipotese de inducio)
=a""*a""1b (caso r = 1)

= a"a""**+Dp (associatividade)

= eq™~ (FH1p

= " (kH1p,

Lema 1.1.2 A composi¢ao é uma operagao em D,,.

Demonstragao:

15

n
1
L= ¢~ Assim
n—1 n
3 2
™



{0717...

ou b.

16
Devemos provar que se a'b*,a’b’ € D,, entao a'b“a’b* € D,, para i,j €
,n—1} eu,ve{0,1}.
19 caso: u = 0.
a'bhalb’ = a'ea’ b’ = oY € D,,.

2 ... a™1'} para quaisquer i e j.

Lembrando que a7 € {e,a,a
2¢ caso: u = 1.

a'b"a’b’ = a'ba’b’ = a'a"Ibb? = "It € D,,.

Lembrando que b? = e e, portanto, qualquer poténcia de b pode ser reduzida a e

Proposigao 1.1.7 (D,, o) é grupo nao abeliano com 2n elementos.

Demonstragao:

e Associatividade.

Como D,, C S,,, a associatividade em D,, é consequéncia da associatividade em S,,.
e ¢ ¢ o0 elemento neutro de D,,.

e Todo elemento tem simétrico.

Para provar que a‘b* € D,, tem inverso em D,,, separamos em dois casos.

19 caso: u = 0.

Neste caso, a'b* = a’, e seu inverso é a"~* € D,,.

2 caso: u = 1.

Neste caso, a’b* = a’b cujo inverso é o proprio a'b € D,,, pois

a'ba’b = a'a""'bb = a"b? = ee = e.

e Nao comutativo.
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Basta notar que, pelo Lema 1.1.1, ba = a™'b # ab.
Portanto, (D,,, o) é grupo nao abeliano.

Falta verificar que D,, tem exatamente 2n elementos. Para isso vamos mostrar que

2. a" b ab,a®h, - -+, a" b} sao distintos dois a dois.

os elementos do conjunto {e, a, a
Sejam 4,5 € {0,1,2,--- ., n — 1} e u,v € {0,1} tais que a’db* = a’b’. Devemos
verificar que i = j e u = v.
Multiplicando & esquerda por (a?)~! e a direita por (b*)~! ficamos com
att = db’ = (/) la’ = (%) = b7 € {e,a,...,a" '}, pois (af)'a’ é

uma rotacao.
Se u # v entdao b= & {e,a, -+ ,a" '}. Absurdo.
Logo, u = v e a igualdade a’b* = a’b® leva a a’ = o/, e dai i = j.

Portanto, D,, tem 2n elementos.

Defini¢ao 1.1.5 O grupo (D, o) é chamado grupo diedral de ordem 2n, ou grupo das

simetrias do poligono regular de n lados.

Exemplo 1.1.8 D3 = {e,a,a? b,ab,a®b} é o grupo das simetrias do triangulo equilatero
1 2 3 2 1 2 3
de vértices 1, 2 e 3, onde a = é a rotacao de angulo — e b =
2 31 3 13 2

é a reflexao em relagao ao eixo horizontal.

Exemplo 1.1.9 D, é o grupo das simetrias do quadrado. Um quadrado desenhado no
T 3T
plano possui 8 simetrias: a identidade, 3 rotacoes de angulos 5 T, > 2 reflexoes através

de suas mediatrizes e 2 reflexoes através de suas diagonais.
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1.2 Subgrupos

A partir de agora falaremos dos subgrupos, que sao grupos dentro de grupos dados.

Veremos que a nogao de subgrupo é ttil para produzir novos exemplos de grupos.

Defini¢ao 1.2.1 Seja (G, *) um grupo. Dizemos que H C G, H # &, é um subgrupo

de G quando:

(i) a,b€ H=>axbe H.

(ii) (H,=) é grupo.

Notagao. Para indicar que H é subgrupo de G, escrevemos H < G.

Se H é subgrupo de G, existem elementos neutros ey e e em H e G respecti-

1

vamente. Também, para cada a € H C G, existem simétricos ag ' e ag™! em H e G

respectivamente. Veremos na proposicao abaixo que ey = eg e ag ! = ag™ .

Proposicao 1.2.1 Sejam H < G e a € H. Entao:

Demonstragao:

(a) ey € elemento neutro de H e ey € H, entdo ey x ey = ey.
eq € elemento neutro de G e ey € H C (G, entao eg *x ey = ey.
Segue que, ey x ey = eg * €.
Como ey € G e G & grupo, temos que existe ey ! € G simétrico de ey.

De onde vem que,
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(eg*ey)xeg ' = (eg*ey)*xeg ' = eg*(egxeg ') =eq* (egxeg ')
= e *eq = eq *eq

— ey = €eg.

(b) Por (a) podemos escrever ey = e = e. Assim,

1 1

ag ~ka=a*xayg 1

1

=eeag *a=axag - =E€,

1

ou seja, ay ' e ag” ' sao simétricos de a em G (H C G). Pela unicidade do simétrico,

temos que ay ' = ag "t

A proposigao acima nos informa que, se o elemento neutro do grupo G nao esta

em H, entao H nao é subgrupo de G.

Veremos agora uma forma mais breve de verificar se um subconjunto é um grupo.

Proposicao 1.2.2 Seja H um subconjunto nao vazio do grupo G. Sao equivalentes:

(a) H<G

(b) a,b € H=>axb"' € H, b~! simétrico de b.

Demonstragao:

(a) = (b) Como H ¢ grupoe b € H, existe b~ € H. De onde vem que, axb™! € H
(operagao fechada).
(b) = (a) Como H é um conjunto nao vazio, existe z € H C G. Por (b) vem que

e=xxx ' € H, ou seja, o elemento neutro estd em H.

Dado b € H, temos e,b € H e por (b) vem que b™' = e*b~! € H, ou seja, o

elemento simétrico estd em H.



20

Mostremos agora que H ¢é fechado para a operacgao *. De fato, se a,b € H, entao
levando em consideracao a existéncia de simétrico ja provada acima, temos que a,b~! € H.

De onde vem, novamente pela hipétese que, a * (b™1)"' =axb € H.

Falta mostrar a associatividade em H, mas isso é trivial, pois se a,b,c € H, entao
a,b,c € G (H C G) e, portanto, (a*b) x c = a* (bxc) (vale a associatividade em G, pois

G é grupo).

Observagao 1.2.1 Note que quando o grupo ¢ aditivo a condigao (b) é dada por:
ea,bc H—=— a+ (-b) € H.
E se o grupo é multiplicativo a condigao (b) é dada por:

ea,be H=—a-b'eH.

Exemplo 1.2.1 Usando a Proposi¢ao 1.2.2 vem que:
(Z,+) < (Q,+) < (R, +);
(@) < (R,).
Exemplo 1.2.2 Para cada m € Z o conjunto mZ = {mx;x € Z} é subgrupo de (Z, +).
Sejam a,b € mZ, entao existem x,y € Z tais que a = mx e b = my.
Assim, a — b =mx —my = m(x —y) € mZ.
Pela Proposigao 1.2.2 vem que mZ < Z.
Exemplo 1.2.3 Existem alguns subgrupos dos grupos lineares GL,,(K), K subcorpo de
C, que sao importantes para aplicagoes. O conjunto SL,(K) composto de matrizes in-

vertiveis n X n com entradas em um corpo K e cujo determinante é 1x, é subgrupo de

GL,(K), chamado grupo linear especial.

Sejam A, B € SL,(K). Como B & invertivel temos que existe B~ e
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det(B - B™') =det(l) => detB -detB~' =1
— detB~! =1 (pois detB = 1)
— B! € SL,(K).
Devemos provar que A - B™1 € SL,(K).
det(A- B™') =det(A) -det(B')=1-1=1= A- B! € SL,(K).
Existe uma maneira padrao para produzir subgrupos. Para isso tomamos um
elemento z num grupo G e introduzimos a notacao:
(x) = {a™;m € L}.

Proposicao 1.2.3 Sejam G um grupo e z € G. Entdo (x) é subgrupo abeliano de G.

Demonstragao:
Sejam a,b € (). Entao existem m,n € Z tais que a = 2™ e b = a™.
Temos a*b~! = 2™« = 2™ " € (z).
Logo, (z) < G.
Falta verificar que (x) ¢ abeliano.

m4+n __

m = gt = gt = "k g™,

n

T *xX

Defini¢ao 1.2.2 Sejam G um grupo e x € G. O subgrupo (x) é chamado de subgrupo

gerado por z.

Defini¢ao 1.2.3 Dizemos que o grupo G é ciclico quando existe x € G tal que G = ().
Note que pela defini¢do acima, (z) é um subgrupo ciclico de G, para cada = € G.
Exemplo 1.2.4 (nZ,+) é grupo ciclico pois nZ = (n) = {nm;m € Z}.

Definigao 1.2.4 A ordem de um grupo GG é o nimero de elementos do conjunto G.
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Notagao: A ordem do grupo G ¢ indicada por |G].

Definicao 1.2.5 Sejam G um grupo e x € G. A ordem de x ¢ a ordem do subgrupo

gerado por z, isto é, |(x)].
Notacao: A ordem de z ¢ indicada por o(x).

Proposigao 1.2.4 Seja G = (a) um grupo ciclico de ordem n.

(a) Se H < G, entao H é ciclico. Além disso, se H # {e}, entao H = (a™) e |H| = 2,
m

onde m é o menor inteiro positivo tal que a™ € H.

(b) Se d € N* e d divide n, entdo existe um tnico subgrupo H de G tal que |H| = d.

Neste caso, H = (ad).
Demonstragao:

(a) E claro que H = {e} é subgrupo ciclico de G. Assuma agora H # {e}.

Note que G = {(a) = {e,a,a?, -+ ,a" '}, entdo todo elemento de H ¢ da forma a®,

para x € {0,1,--- ,n —1}.

Como H # {e}, existe um menor elemento m € {1,2,--- ;n — 1} tal que a™ € H.
Vamos mostrar que H = (a™).

E 6bvio que (a™) C H, pois a™ € H.

Falta mostrar que H C (a™).

Seja h € H. Entao h = a*,z € {0,1,--- ,n — 1}. Aplicando o algoritmo de Euclides

para x e m obtemos, ¢, € N tais que
r=mq+r, com0<r<m.

Assim,
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h=a*=am*" = (a™)?-a".

Note que:

a"€e H= (a")?€ H= (a") "€ H= h(a™) 7€ H=d" € H.

Pela minimalidade de m vem que r = 0.

Logo, * = mgq, ou seja, h = a* = a™? = (a™)? € (a™).

Portanto, H = (a™).

Seja d = |H| = o(a™). Entao d é o menor ntimero natural nao nulo tal que (a™)? = e.
Por outro lado, n é o menor natural nao nulo tal que a” = e.

Logo, n = md, de onde vem que, d = o |H|.
m

Como d divide n, existe ¢t € N* tal que n = dt.
Tome H = (a') < G e seja r = o(a') = |H|.
Como (a')? = a™ = e, vem que r < d.

Suponha que r < d. Entao rt < dt = n. Mas isso ¢ um absurdo, pois a"* = (a')" = ¢

e n é o menor natural nao nulo tal que a” = e.

als

Logo, r = d, portanto, |H| =r=d e H = (a') = (a4d).

Falta provar a unicidade.

Seja K < @G tal que |K| =d.

Se d =1, entdo K = {e} é o tnico subgrupo de ordem d = 1.

Se d # 1, pelo item (i) temos que K = (a™) e |K| =

m
no. , n n
Logo, d = —, isto é, m = —. Portanto, K = (ad> = H.
m
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1.3 Subgrupo Normal e Grupo Quociente

Sejam G um grupo e H < . Destacaremos duas relagoes de equivaléncia em G
obtidas a partir de H. As classes de equivaléncia de uma destas relacoes serao chamadas
classes laterais a esquerda de H em G, e as classes da outra serao chamadas classes laterais
a direita de H em G. Quando G for finito, provaremos que a ordem de H divide a ordem

de G. Este resultado é conhecido como Teorema de Lagrange.

Quando a classe lateral a esquerda de cada elemento de G coincide com a classe
lateral & direita, dizemos que H é subgrupo normal de G, definiremos formalmente isto

mais adiante. Neste caso, é possivel construir o grupo quociente T

Proposigao 1.3.1 Sejam G um grupo, H < G e z,y € G. As relagoes
y~pre=alxyce Hey~pr <<= yxax '€ H

sao relagoes de equivaléncia em G.

Demonstragao:
e Reflexiva: z ~p 2, Ve € G, poise=a"t*x € H.
e Simétrica:
yNLx———>x_1*y6H
— vy lxr=(z"1xy)teH
= x ~py; Y,y € G.
e Transitiva:

'syeHez'sxax e H

Yy~ T exr ~Np 2 — 1T
= (z7'xa)*x (a7t xy)=2"txye H

= Yy ~L Z.
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Demonstracao andloga para ~p .

Observacao 1.3.1 Note que:
y~p = txye H
<~ Jdhe Hxz'xy=nh
<= y = xh, para algum h € H
< yecaH ={zh;h€ H}.

Logo, a classe de equivaléncia de = € GG, definida pela relagao ~, é

{y e G;y ~p x} = zxH.

Definigao 1.3.1 A classe de equivaléncia *H = {xh; h € H} é chamada classe lateral
de = & esquerda de H em (. Analogamente para a relagdo ~gr, Hx = {hz;h € H} é

chamada classe lateral de z & direita de H em G.

Antes de enunciar o préoximo teorema vamos fixar a seguinte notagao.

Notacgao. Seja X um conjunto qualquer. A cardinalidade de X, ou seja, a quan-

tidade de elementos do conjunto X, sera denotado por | X].

Teorema 1.3.1 Sejam G um grupo, H < G e x,y € G. Entao:

(a) Duas classes laterais a esquerda (ou a direita) sdo iguais ou disjuntas.
(b) A uniao das classes laterais a esquerda (ou a direita) disjuntas é G.
(c) Toda classe lateral de H em G tem |H| elementos.

(d) A quantidade de classes laterais a esquerda e a direita é a mesma.

Demonstragao:
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Vamos demonstrar este fato para classes laterais a esquerda. O outro caso é anélogo.
Sejam xH e yH classes laterais a esquerda.
Suponha que xH (yH # 0. Entao existe z € G tal que z € H (yH.

Seja u € yH entao u ~p y, mas z € yH entao z ~ y. Logo, y ~ 2z e por transitivi-

dade u ~p, z.

Por outro lado z € xH entao z ~ x e portanto u ~, x, o que significa que u € xH.

Portanto yH C xH.

Com raciocinio analogo, também podemos provar que zH C yH. Logo zH = yH.
Portanto, *H (\yH = ou xH = yH.

Seja {z;H };c, 0 conjunto das classes laterais a esquerda que sao disjuntas. Devemos
provar que G = |Jz; H.

Como z;H C G, entao |Jx;H C G.

Seja agora z € (G, considere a sua classe lateral a esquerda, ela deve ser igual a algum

x;H, ou seja, zH € {x;H }ie,. Logo z € zH C | Jx;H, e entdo G C |Jz; H.

O caso para classes laterais a direita é analogo.

Dado x € G devemos mostrar que |[vH| = |Hz| = |H|.
Defina: ¢y : H — xH e 9o : H — Hux

h —— zh h — hx.
Basta verificar que ; e ¢ sao bijecoes.

Note que ¢, é sobrejetora, pois para todo z € xH, temos z = xh, para algum h € H.

Logo, z = p1(h).
Devemos provar que ¢; € injetiva.
Sejam a,b € H.

v1(a) = p1(b) = ra = zb = v 'wa = x7'2b = a = 0.



Analogamente provamos que , é bijecao.

(d) Vamos provar que
o :{zH;z € G} — {Huz;z € G}
rH+— Hz™!
estd bem definida e é bijetora.
e © esta bem definida e é injetiva:
*H =yH <= yeczH
< y=xh,he H
< r=yh',he H
e e=ayhL,he H
& h=ax1lyhec H
e hy =o' hecH
=z 'ceHy ' heH
<= Hx '= Hy ' (x)
= p(a) = p(yH)
Vamos provar (x).
rteHy '=at=hy ' hel.
(QQueHr ' = u=ha ' hheH
= u = hy(hy™!)
= u = (hih)y™!
= u € Hy .
(D) E analogo.

Logo, Hx=' = Hy %

27
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e Claro que ¢ é sobrejetiva, basta considerar Hy € {Hz;x € G} e entao tome

y'H € {xH;x € G}. Entao p(y'H) = Hy.

Portanto ¢ é bijetora e assim os dois conjuntos tem o mesmo nimero de elementos.

Definigao 1.3.2 Seja H < G. O indice de H em G ¢é a cardinalidade do conjunto de

classes laterais a esquerda de H em G.

Notagao: Indicamos o indice de H em G por (G : H).

Teorema 1.3.2 Teorema de Lagrange.
Sejam G um grupo finito e H < G. Entao:

G| = |H|(G : H)

Demonstragao: Como G é finito, temos que (G : H) = n, para algum n € N.

Seja {x1H,xoH, -+ ,x,H} o conjunto das classes laterais a esquerda (distintas) de

H em G. Pelo Teorema 1.3.1 (a) e (b), temos:
G=mHJzHJ Uz, Hex;HNx;H=0sei#j.
Novamente pelo Teorema 1.3.1 (¢), vem que |z;H| = |H|, Vi € {1,2,--- ,n}.
Logo,

G| = |H|+|H|+--+|H|=|H|-n=|H|G: H).

nVeZes

Se G é um grupo e H é subgrupo normal de G, mostraremos que o conjunto I
formado pelas classes laterais de H em G, possui uma operacao bem definida que torna

— um grupo.

Iniciamos tomando um grupo G, H < G e estabelecendo a notagao

%:{xH;xEG},
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para indicar o conjunto das classes laterais a esquerda de H em G.

Queremos descobrir sob que condig¢oes, impostas a H, a operagao entre classes

L =la
@ X
= Q
= Q

yH) — ayH

estd bem definida.

Proposicao 1.3.2 Seja H um subgrupo de GG. Sao equivalentes:

(a) A operacao entre classes laterais a esquerda de H em G esta bem definida.
(b) gHg™' C H,Vg € G.
(c) gHg™' = H,Vg € G.

(d) gH = Hg,Vg € G.

Demonstragao:
. G G
(a) = (b) Sejam e H = x1H € —eyH =y H € —.
H H
rH =x1H — x, € tH = xy = xh, para algum h € H.
yH =y H =y, € yH = y, = yk, para algum k € H.
Por hipotese, a operacao esta bem definida. Logo:
csHyH = v HyH <= xyH = x1y1 H
<~ I1Y1 € l’yH
< rhyk € xyH
<~ hyk € yH
<= dJh;, € H tal que hyk = yhy

—ythy=mkth ¢ H
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<« ylthy e H.
Note que x,y, x1,y; sao elementos quaisquer de G.
Seja g € (. Basta entao fazer y = g~', obtendo ghg~! € H, para todo h € H.
Logo, gHg ' C H.
(b) = (c) Precisamos mostrar apenas que H C gHg !,Vg € G.
Sejam g € G e h € H. Note que por hipotese g ' Hg C H. Assim:
g thge g'HgC H=> g 'hg =k, para algum k € H
= h=gkgte€gHg
Logo, H C gHg™.
(¢) = (d) Dado g € G, temos por hipotese que gHg™' = H.

1

Seja gh € gH. Claro que ghg™! € gHg™! = H. Logo ghg~' = k para algum k € H.

Segue que gh = kg € Hg.
Portanto, gH C Hg e, analogamente, prova-se que Hg C gH.
(d) = (a) Sejam vH = x1H e yH = y; H. Temos que mostrar que z1y, H = zyH.
(C) Seja a € 1y H. Entao existe h € H tal que a = x1y1h.
Como y; H = Hy; entao existe k € H tal que y1h = ky;.
Também temos que x1H = xH entao existe | € H tal que x1k = zl.
Novamente Hy, = y; H, entao existe m € H tal que ly; = yym.
Finalmente, como y; H = yH temos que existe n € H tal que y;m = yn.
Portanto,
a = x1y1h = viky, = xly, = xyym = xyn € xyH — x1y1 H C xyH.

Com raciocinio anélogo podemos provar que zyH C x1y; H.
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Definicao 1.3.3 Seja H um subgrupo de GG. Dizemos que H é subgrupo normal de G

quando valem as condic¢oes equivalentes da proposicao anterior.

Notagao: H < G indica que H é subgrupo normal de G.

Exemplo 1.3.1 (Z,+) < (Q,+) < (R, +) < (C, +)
(Q*7 ) < (R*v ) < (C*a )
(mZ,+) < (Z,+),Ym € Z
Exemplo 1.3.2 Lembre que GL,(R) é o grupo multiplicativo das matrizes reais de ordem

n inversiveis, isto é, que tém determinante nao nulo e SL,(R) é o grupo multiplicativo

das matrizes reais de ordem n com determinante unitario. Entdao SL,(R) < GL,(R).
Pelo Exemplo 1.2.3, SL,(R) < GL,(R).
Falta mostrar que SL,(R) < GL,(R).
Sejam X € GL,(R) e Y € SL,(R). Dessa forma, detX # 0 e detY = 1.

Note que detX ! # 0, pois

1 =det(XX ') =detXdetX ! = detX ! # 0.

Entao vamos provar o que nos interessa.
det(XY X)) = detX - detY - detX !
=detX - 1-detX!
=1.
Logo, XY X! € SL,(R).

Portanto, pela Proposi¢ao 1.3.2 item (b), SL,(R) < GL,(R).

Como tltimo assunto desta secao, vamos utilizar subgrupos normais para produzir

grupos quocientes.
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) - (G .
Teorema 1.3.3 Se H é subgrupo normal de GG, entao T é grupo.

Demonstragao:

Devemos provar os trés axiomas de grupo.

G
e Associatividade: Sejam vH,yH,zH € T Entao z,y,z € G e (zy)z = x(y=z).
Logo, (tHyH)zH = xyH zH = (2y)zH = x(y2)H = vH(yHzH).

G G

e Elemento neutro: O elemento eH = H € T e dado zH € T temos:
eHxH =exH =xH exHeH =xeH = zH.

G
Logo, eH ¢é o elemento neutro de I

e Simétrico: Dado zH € %, temos x 1H € % Além disso,
cHo 'H=xrx'H=eHeax 'HaxH =z '2H =eH.

Portanto, o simétrico de zH é x~'H.

- G .
Definicao 1.3.4 O grupo T é chamado grupo quociente de GG por H.

1.4 Homomorfismos e Isomorfismos

O objetivo principal desta secao sao as fungoes entre grupos, que preservam as

operacoes destes grupos. A estas fun¢oes chamamos de homomorfismo de grupos.

Defini¢ao 1.4.1 Sejam (G,-) e (H,*) grupos. Um homomorfismo de G em H é uma

funcao f : G — H que satisfaz

fla-b) = f(a)* f(b), Ya,b € G.

Definigao 1.4.2 Um homomorfismo injetor é chamado monomorfismo.
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Um homomorfismo sobrejetor é chamado epimorfismo.
Um homomorfismo bijetor é chamado isomorfismo.
Um homomorfismo f : G — G é chamado endomorfismo.

Um isomorfimo f : G — G é chamado automorfismo.

Notagoes. End(G) = {f : G — G; f éhomomorfismo}.
Aut(G) ={f : G — G; f ¢isomorfismo}.
G ~ H indica que G e H sao isomorfos, isto é, existe um isomorfismo
f:G— H.
Exemplo 1.4.1 Para cadan € Z, a fungao f, : Z — Z, f,(x) = nx,Vx € Z é endomor-
fismo do grupo (Z, +).
Sejam a,b € Z, temos:
fala+0b)=n-(a+b) =na+nb= f,(a)+ fu.(b).
O exemplo acima apresenta uma infinidade de endomorfismos do grupo (Z, +), um
para cada n € Z.

Vamos agora definir nicleo e imagem para um homomorfismo de grupos.

Definigao 1.4.3 Seja f : G — H um homomorfismo de grupos.

O nicleo (ou kernel) de f é o conjunto dos elementos de G cuja imagem é o

elemento neutro de H, isto é,

N(f)={z € G; f(z) =en}.

A imagem do homomorfismo de grupos é a imagem da funcao f, isto é,

Im(f) = {f(x);x € G}.
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Exemplo 1.4.2 Para cada n € Z, considere o homomorfismo f, : Z — Z, f.(x) = nx.

Entao:

e Para n = 0 temos que f, é o homomorfismo nulo e, portanto

N(fo) =Z e Im(fo) = {0}.

e Para n # 0 temos:

N(fn) = {z € Z; fu(x) = 0} = {z € Z;nz = 0} = {0}

Im(f,) ={fu(z);2 € Z} = {nz;x € Z} = nZ.

A seguir apresentaremos uma proposicao com alguns resultados importantes sobre

homomorfismo e ntcleo.

Proposigao 1.4.1 Sejam (G,-), (H,x*) grupos; f : G — H homomorfismo de grupos,
eq 0 elemento neutro de G e ey o elemento neutro de H.

(a) fleg) =en.

(b) flg™h) = (fl9) Vg €C.

(c) N(f)<G.

(d) f é monomorfismo <= N(f) = {eg}.

Demonstragao:

(a) Como f é homomorfismo de grupos temos que:

flea) = flec - eq) = f(ec) * f(eq)

Multiplicando a igualdade acima por (f(eg))~! ficamos com:

flea) * (fleq))™ = flea) * f(ea) * (f(ea)) ™' = en = f(eq) * en = f(eq).
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' =eq, Vg € G temos que f(g-97") = f(eq).

Como g - g~
Por (a), f(g-97") = flec) = emr = f(9) * f(g7") = flec) = en.
Analogamente provamos que f(g7') * f(g9) = f(eq) = en.

Isso mostra que o simétrico de f(g) ¢ f(g™'), ou seja, (f(g))™t = f(g™1).

Primeiro devemos provar que N(f) < G.

Sejam a,b € N(f). Entao f(a) = f(b) = en.

Por (b) temos

fla-b71) = fla) = f(071) = fa) = (f())~" = em = (en) ™" = en.
Logo, a-b~* € N(f) e, portanto N(f) < G.

Para verificar que N(f) <G, tome g € G e a € N(f). Devemos mostrar que g-a-g~' €

N(f).
flg-a-g7') = flg)* fla) = f(g7") = f(g) *em = (f(9))~" = en

Portanto, N(f) < G.

(=) Seja x € G. Como f é injetiva temos que:
v € N(f) <= f(z) =en = f(ec) < v = ec.
Logo, N(f) = {ec}.
(<) Sejam z,y € G. Entao:
fl@) = fly) <= f(x) = (f(y) " =en

= fl@)«fly™") =en

= flx-y ) =en

<=y e N(f) ={ec}

= r-yl=eq

=z =y.
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Portanto, f ¢é injetora.

Como f : G — H & homomorfismo de grupos e N(f) <t G, entao sempre existe o
) G
grupo quoclente ——.
N(f)
A seguir apresentaremos a principal ferramenta para produzir isomorfismo entre

grupos, o Teorema do Isomorfismo.

Teorema 1.4.1 Teorema do Isomorfismo.

Seja f : G — H um homomorfismo de grupos. Entao:

- G
fi—=—Im(f
Ny )
gN(f) — f(9)
¢ isomorfismo.
_ G o
Demonstragao: Como os elementos de N sao classes de equivaléncia, devemos

mostrar que f nao depende da escolha dos representantes da classe lateral. Isto é, devemos
mostrar que, se gy N(f) = V() em 5. entio Fan V() = FlaaN ()
NN(f) = g2N(f) = g1 € 2N ([)
= g1 = ¢go, para algum z € N(f)
= [(91) = f(g22) = f(g2) f(2) = flg2)e = f(g2)
= f(N(f)) = f(91) = f(g2) = F(g2N(f))-

Logo, f esta bem definida.

Para ver que f é homomorfismo, tome gy N(f) e goN(f) € ——.

N(f)
F(N(f)g2N(f)) = Fl9192N(f))
=f

(9192)
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= f(91)f(g2)
= F(N(f) F(g2N(f)).
Claro que f é sobrejetora, pois dado y € Im(f), temos que y = f(z), para algum

z € G. Tomando zN(f) € , vem que f(x(N(f))) = f(z) =y.

G
N(f)
Falta verificar que f é injetora.

Seja gN(f) €

i entao:
N(f) '
gN(f) e N(f) <= F(gN(f)) = e
= f(g)=e

< g€ N(f)

> gN(f) ={N(N)}-

Portanto, N(f) = {N(f)}, ou seja, N(f) é o elemento neutro do grupo quociente

G _
—— e f & isomorfismo.
N

Apresentaremos agora O Teorema de Cayley que permite concluir que, se conhecer-

mos os grupos de permutagoes e seus subgrupos, conheceremos a menos de isomorfismo,

todos os grupos.

Teorema 1.4.2 Teorema de Cayley.

Todo grupo é isomorfo a um subgrupo de um grupo de permutacoes.

Demonstragao:
Seja G um grupo e considere o grupo de permutagoes Bij(G). Defina
T:G — Bij(G) T,:G—G

g— 1T , onde T — gxT.

Primeiramente devemos verificar se T esta bem definida.
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e Claro que se g = h, entdo T, = Tj,, pois Ty(z) = gr = ha = T)(z),Vz € G.
e T, é injetora para todo g € G pois, para todo z,y € G temos,
Ty(x) =Ty(y) = gr =gy = v =y.

1

e T, & sobrejetora, pois dado x € G, escrevemos © = g- g~ -z e dessa maneira,

T,(g7z) = .
Logo, T esta bem definida.
e Afirmamos que T é homomorfismo de grupos.
De fato, dados g1, g2 € G, temos:
Tyrg,(x) = 91927 = g1(g2w) = Ty, (T, (2)) = (T, 0 Ty, ) (), YV € G.
Isso mostra que 1,4, = T, o Ty,, entdo T(g192) = T(g1) © T'(g).
Portanto, T' € homomorfismo de grupos.
e T' & sobrejetora sobre a imagem T'(G).
e Para mostrar que 7" ¢ injetora vamos usar a Proposicao 1.4.1 item (d).
Seja g € G, entao:
ge N(T) <= T(g) =1d
—T,=1d
< Ty(z) =Id(z),Vx € G
<~ gr=z,VreG
= g=c.
Segue que G ~ T'(G) < Bij(G).

Portanto, G é isomorfo a um subgrupo do grupo de permutagoes Bij(G).

Observacao 1.4.1 O Teorema de Cayley diz que cada grupo G ¢é isomorfo ao subgrupo



T(G)={T, € Bij(G);g € GeT,(x) = gz,Vx € G} < Bij(G).

Este grupo T'(G) é conhecido como grupo de translagoes a esquerda.
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Capitulo 2

Acoes de Grupos

2.1 Acoes de Grupos

No capitulo passado vimos o Teorema de Cayley, que afirma que todo grupo é
isomorfo a um subgrupo de um grupo de bije¢oes. As situagdes onde um grupo pode ser
visto como grupo de bijecoes sdo as que realmente aparecem nas aplicacoes da teoria. E
somente agindo como um grupo de bije¢oes que o grupo se concretiza, se incorpora e pode

ser utilizado como uma ferramenta poderosa para o estudo das simetrias.

Definigao 2.1.1 Uma agao de um grupo G em um conjunto X é um homomorfismo de

G no grupo das bije¢oes em X.

Essa defini¢ao nos diz que os grupos agem em certos conjuntos, mudando os seus

elementos de lugar.
Notagao. Vamos denotar uma agao « por:
a:G— Bij(X) ag: X — X

g— oy , onde x— agy(z).

40
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Portanto oy, ¢ uma bijecao no conjunto X , que associa a cada elemento z € X o
elemento a,(z).
Observacao 2.1.1 Como a é um homomorfismo, temos:

o ay(a(x)) = agn(x), para todos elementos g, h € G e x € X.

e o, = Idy, ou seja, a.(r) = x para todo = € X.

e (a,)"' = a,1, para todo g € G.

Exemplo 2.1.1 Considere o grupo G = (Z,+) e o conjunto X = R.
a: G — Bij(X) an: X — X
n— ay, , onde T — ap(x) = +n.
a é uma agao do grupo G no conjunto X.
Primeiramente note que « estd bem definida.
e Claro que se n. = m, entao «,, = Qy,, pois a, () = z4+n = x+m = a,(z), Ve € X.
e o, ¢ injetora para todo n € G pois, para todo =,y € X temos,
an(z) =a,(y) =r+n=y+n=uz=y.
e o, ¢ sobrejetora, pois dado x € X, basta tomar y =z —n € X e dessa maneira,
anly) = .
Agora devemos mostrar que o € homomorfismo.
De fato,
ap( (7)) = ap(x +m)
=(z+m)+n
=z 4+ (m+n)
= Qmin(T).

Logo a é uma agao do grupo G no conjunto X.
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Exemplo 2.1.2 Considere o grupo G = (R*,+) e o conjunto X = R2.
a:G— Bij(X) ay: X — X
A — , onde 2 ap(z) = Az
a é uma acao do grupo G no conjunto X.
Primeiramente note que « estd bem definida.
e Claro que se A = p, entdo ay = a,,, pois ay(z) = Az = pz = a,(2),Vz € X.
e ), ¢é injetora para todo A € G pois, para todo y, 2z € X temos,
ax(y) = ax(z) = Ay = Az = y = z, pois A € R".

1
e o, ¢ sobrejetora, pois dado z € X, basta tomar y = XZ € X e dessa maneira,

ax(y) = z.
Agora devemos mostrar que o € homomorfismo.
De fato,
ax(au(r,y)) = ax(pz, py)
= (Auz, Auy)
= Au(z,y)
= Oém(% y).

Logo a é uma acao do grupo G no conjunto X.

Exemplo 2.1.3 Considere o grupo G = (Z,+) e X = {(z,y) € R*; 2? +y*> =1} = S..
a: G — Bij(X) an: X — X
n— ay, , onde 2 ap(z) = Rpg(2).

a, = R,9 = rotagao de um angulo nf, # um angulo fixado.

x costy —sen x xCos Y — ysen Y
Ry . _

Y sent)  cosyY ) v V) rsen Y + ycos -
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Primeiro note que «,, de fato é bijecao em X.

Sejam z € X,z = (x,y),¥ =nb e p = mb.

O © A (2) = Rpp 0 Rinp(2)

= Ry o Ry(2)
= Ry(R,(2))
TCOS Y — ysen
= Rw
Tsen ¢ + Yycos ¢
2x1
cos1y —sen TCOS (p — ysen
seny  cosyY - rsen ¢ -+ ycos ¢ -

cos 1 - (xcos p — ysen @) — sent) - (rsen ¢ + ycos )

sent - (xcos p — ysen ) + cos ) - (zsen ¢ + ycos ¢) -
X

x(cos 1) cos ¢ — sen ) sen ) — y(cos 1 sen p + sen 1 cos )

x(sen 1) cos ¢ + coshsen ) + y(—sen ¢ sen ¢ + cos Y cos @)

2x1

cos (Y + ) —sen (Y + ) =
sen (¥ + @) cos (Y + ) y

2x2 2x1
= R¢+<p(2)

= Rogrmo(2).

= Rinimyo(2).

= Qpim(2).

Logo a é uma agao do grupo G no conjunto X.

Observacgao 2.1.2 No exemplo anterior como 6 é uma angulo fixado temos uma familia

de exemplos, um para cada 6.

Definicao 2.1.2 Seja a uma ag¢ao de um grupo G sobre um conjunto X e considere um

elemento € X. Definimos a érbita do elemento x como sendo o conjunto
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O, = {ay(z);9 € G}.

Exemplo 2.1.4 Considere o grupo G = (Z,+) e o conjunto X = R.
a: G — Bij(X) anp: X — X
n— ay, , onde T +— au(x) =z +n.

O, ={z+n;nel}.

Exemplo 2.1.5 Seja o grupo G = (R*,-) e o conjunto X = R? — {(0,0)}.
a:G— Bij(X) ay: X — X
A — , onde z— an(z) = Az
0, ={\z; A € R*}.

Definicao 2.1.3 Seja a uma acao de um grupo G sobre um conjunto X e considere um

elemento z € X. Dizemos que a 6rbita desse elemento x é periédica quando:

dn € G tal que a,(z) = .

Exemplo 2.1.6 Seja o grupo G = (Z,+) e X = {(z,y) e R%; 2% +y* =1} =S

a: G — Bij(X) ap: X — X

nr— o, , onde 2 ap(2) = Rpp(2).

e Caso 1: % = g € Q= qf = p27 com p,q € Z,q # 0 e § um angulo fixado.

ag = Rgp = Rpor = Id = .

Temos as seguintes acoes: Id = ag, aq, ag, -+, g1

S Ve e X5 |0, =q.

e Caso 2: i € R — Q. Neste caso nenhum elemento do conjunto tem o6rbita
periodica.

Suponha z = (z,y) € S! tal que existe n € Z tal que «a,(z) = z.
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Rn@(z) =7 = Rm?ﬂ'(z) — Rn@ - Rm27r
0
— — = m € Q, contradicao pois — € R — Q.
n 2T

Proposicao 2.1.1 Seja G um grupo e X um conjunto. Uma agao o de G em X define

a seguinte relacao de equivaléncia em X :
r ~y <= 3g € G tal que ay4(x) =y.

Demonstragao:
o Reflexiva: Vo € X, a.(z) =2 = = ~ x.
e Simétrica:
r~y= 39 € G,a4(x)=y
— g1 (ay(z)) = g1 (y)
— g1 () = ag1(y)
— (@) = ag (y)
=z = 0y-1(y)
==y~
e Transitiva:
r~y=3g€ G, o z)=y (i)
y~z=3h e G aly) =z (i)
De (i) e (ii) concluimos que:

2 = an(y) = anlay (@) = angla) = 7 ~ 2.

Da proposicao acima concluimos que:

2l ={ye X;o~y}={y € X;39 € G;oy(x) =y} = {ay(z) =y;9 € G} = O,.
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Proposicao 2.1.2 Duas oOrbitas pela agao de um grupo ou sao disjuntas ou sao coinci-

dentes.

Demonstragao:
Suponha que O, (O, # 0.
Entao, existe a € O, () O,.
a€ O, = 3g € G tal que ay(z) =a =z ~ a.(i)
a€ O, = 3¢ € Gtal que ay(y) =a =y ~ a.(i1)
De (i) e (ii) concluimos que = ~ .
Claro que y € O, e como z ~ vy, entao y € O,. Logo, O, C O,.
De maneira analoga, provamos que O, C O,.
Portanto, O, = O,
]
O resultado da proposi¢ao anterior nos leva & conclusao que a acao de um grupo

sobre um conjunto provoca uma particao neste conjunto, composta pelas orbitas.

Definicao 2.1.4 Um subconjunto 7" de X que corta cada orbita da acao de G em X
em um Unico ponto é chamado um conjunto de representantes de 6rbitas ou de um

conjunto transversal. (Tal conjunto sempre existe pelo Axioma da escolha.)

Definigao 2.1.5 Considere uma ac¢ao a de um grupo G sobre um conjunto X. O esta-

bilizador de um elemento x € X é definido como

Stab, = {g € G;a4(z) =z} CG.

Assim, dado z € X, chamamos de estabilizador de =, o conjunto dos elementos de

G que na acao de grupo fixam x.

Proposigao 2.1.3 Stab, é subgrupo de G.
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Demonstragao:
Sejam g, h € Stab,. Entao ay(z) = z e ay(z) = .
Gostarfamos de provar que ;-1 € Stab,.
Note que:
ap(ap-1(7)) = ae(z) =2 = ap(z) = ay-1(x) = .
Vamos agora verificar o que realmente nos interessa.
agn-1(x) = ag(ap-1(2)) = ay(z) = 2 = gh™* € Stab, = Stab, < G.
n

De forma semelhante, podemos falar do subgrupo estabilizador de um subconjunto

Y CX.

Definigao 2.1.6 Considere uma agao a de um grupo G sobre um conjunto X e Y C X.

O subgrupo estabilizador de Y ¢ definido como
Staby = {g € G;,(Y) C Y}
Definicao 2.1.7 O subconjunto dos pontos fixos de um elemento g € GG é o conjunto
Fix, = {z € X;a4(z) =2} C X.

Se H C G é subgrupo de GG, o conjunto dos pontos fixos pela acao de H é definido

por

Fixy = {z € X, oy(x) = 2,Vg € H.}

Definicao 2.1.8 Uma agao a de G em X ¢ dita ser
1. Fiel, quando: se Fiz, = X, entao g = e.

ay(z) =z,Ve e X = g=e.



2. Livre, quando: se Fiz, # (), entao g = e.
dr e X tal que aqy(z) =2 =g =ce. (9 # e = a4(z) #2,Vo € X
3. Transitiva, quando: O, = X, para todo = € X.

Vr,y € X,3g € G tal que y = a,y(z).

Exemplo 2.1.7 Seja G = (Z,+) e X = (Z,, +).

Considere a ac¢do a, (k) =k + n.

e o nao ¢ fiel e nao é livre.

Sejan=p-z# 0,z € Z".

an(k)

k+n

R
= k.

Isso nos diz que Fix, = X, para n = p -z # 0. Portanto, o nao ¢ fiel.

Logo Fix,, # () porém n # 0. Portanto, o nédo é livre.

e (¢ & transitiva.

Seja k € Z,. Vamos mostrar que existem [ € Z, e n € Z tal que a,,(I) = k.

Considere n =k — 1 € Z.

Exemplo 2.1.8 Seja G = (R, +) e X = R>.
Considere a agdo ay(v) = v+ X - vg, vy # 0 € R? fixo.

e (o ¢ livre.

48



Seja v ponto fixo por a.
ax(v) =v=v+A-vyg =0
= A-v=0
= A\ = 0. (pois vy # 0)

e o nao é transitiva, pois as orbitas sao retas paralelas.

Exemplo 2.1.9 Seja G = {z € C; |z| = 1} multiplicativo e X = C.

Primeiro note que G é grupo.

Sejam z,w € G. Entdo |z| =1 = |w|.

2wt = [2] - Jw™
= lz] - Jw|™!
=1-1"1
=1

Considere a agao o por multiplicagao.

a,:C—C

w+—— 2w

e o nao ¢ livre.

Sejam w € Ce z € G.

a(w) =z - w.

w = 0 é ponto fixo, ou seja, 0 € Fix,,Vz € G mas z # 1.
o o é fiel.

Suponhamos z - w = w,Vw € C.

Em particular, para w = 1 temos:
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z-1=1— 2=1.

Exemplo 2.1.10 Seja G um grupo. Este grupo pode agir sobre si mesmo de varias

maneiras, dentre as quais destacamos duas de particular interesse:

a. A acdo regular a esquerda: Ly(h) = gh, para todo ¢g,h € G.

b. A agao adjunta: Ad,(h) = ghg™', para todo g,h € G.
Vamos mostrar que Ad, € Aut(G),Vg € G.
e Ad, ¢ homomorfismo.
Ad,(hk) = ghkg™*
= ghg~'gkg™
= Ady(h)Ad,(k).
o Ad, ¢ injetiva.
Ady(h) = Ady(k) = ghg™' = gkg™*
= g ' (ghg™")g = g7 (gkg™")g
— h=k.
o Ad, ¢ sobrejetiva.

Vh e G, h=ggthgg™ = Ad,(g ' hg).

2.2 Acoes de Grupos Finitos sobre Conjuntos Finitos

Nesta se¢ao vamos considerar agoes de um grupo finito G' sobre um conjunto tam-
bém finito X. Como uma agao de um grupo determina uma relagao de equivaléncia em
X, e como as Orbitas determinam uma particao no conjunto X, é facil ver que o conjunto
das orbitas ¢ igual ao conjunto quociente determinado por esta relagao de equivaléncia.

X
Por este motivo, vamos denotar o conjunto das orbitas por —. As cardinalidades de G, X

G



ol

X

e — serao denotadas, respectivamente, por |G|, |X| e |= —
G G G
escolhemos um representante x; de cada oérbita, vamos denotar o ntmero de elementos na

. Para carat =1,---, ,

orbita de x; por |O(z;)|. Note que, se x € X é um ponto fixo pela agdo do grupo G, entéo

O, = {z}, ou seja, |O(x)| = 1.

Proposicao 2.2.1 Considere uma acao do grupo finito G sobre o conjunto finito X.

G

Considere também os elementos z; € X, i =1, -, , que sao os representantes de

cada oOrbita. Entao

1%
G

X =Y (0.

Demonstragao:

Pela Proposicao 2.1.2 temos que as 6rbitas formam uma particao de X. Assim a
contagem do segundo membro da igualdade esta correta visto que nenhum elemento ¢é

contado duas vezes.

Observacao 2.2.1 Se denotarmos por X o subconjunto dos pontos fixos pela acdo de

G, podemos decompor a soma da proposi¢ao anterior como:
|X €| Z1-1x€] X|-1x6|
(X =D 10@)l+ Y [0@) =X+ > (Ol
j=1

i=1 =1

Anéalogo a equacao das classses de conjugacao.

Teorema 2.2.1 Seja uma acao «, do grupo finito G sobre um conjunto finito X. Con-

sidere um elemento x € X, entao

@
|Stab, |

O(=)]
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Demonstragao:

Seja o conjunto das laterais a esquerda de Stab, em G.

Stab,

Considere a seguinte funcao:

G

¢: Stab,

0,

g - Stab, — a,4(z).

e ¢ estd bem definida.
g - Stab, = h - Stab, = g~! - h € Stab, (Proposi¢ao 1.3.1)
= o,-1(2) =2
= o1 (o)) =2
= a,(z) = au(x)
= ¢(g - Stab,) = ¢(h - Stab,).
e ¢ é sobrejetora.
Vy € O,,3g € G tal que y = ay(x) = ¢(g - Stab,).
e ¢ ¢ injetora.
Sejam g, h € G tais que
¢(g - Stab,) = ¢(h - Stab,) = ay(z) = ap(z)
= ay,-1(z) =2
= g 'h € Stab,
= ¢ - Stab, = h - Stab,.

Portanto, a fungao ¢ é bijetiva, o que nos leva & conclusao que a orbita de x e o

conjunto quociente possuem o mesmo namero de elementos.

Stab,

Entao, pelo Teorema de Lagrange,
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e
|Stab,|”

G
Stab,,

Corolario 2.2.1 Dada uma acao de um grupo finito G sobre um conjunto finito X, o

namero de elementos da orbita x € X é um divisor de |G].

Demonstragao:

Este resultado vem direto do teorema anterior.

Corolario 2.2.2 Considere a a¢ao de um grupo finito G sobre um conjunto finito X.

Sejam x,y € X dois elementos na mesma orbita, entao |Stab,| = |Stab,|.

Demonstragao:

Note que como z,y € X estao na mesma 6rbita, temos pela Proposicao 2.1.2, que
O, = O,.

Entao, pelo Teorema 2.2.1 temos que:

G| = |0,| - |Staby| = |O,] - |Stab,| = |O,| - |Stab,| = |Stab,| = [Stab,|.

Corolario 2.2.3 Dada uma agao de um grupo G sobre um conjunto finito X, com |G| =

p", para p primo. Temos que
| X| = |XY] (modp).

Demonstragao:
Note que:

0(z:)] # 1 e |O(z)]| [ |G] = [O(z:)| | p"
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= [O(z))| =p" 1<k <n.

Dessa forma, pela Proposigao 2.2.1,
ol=1xC
(XI=1X+ Y (0@ = X+ ) " = p|1X]-]X9).
i=1 i
Logo, | X| = | XY (modp).

Como consequéncia deste resultado, podemos demonstrar de uma forma diferente

o Pequeno Teorema de Fermat.

Teorema 2.2.2 Seja a > 1 um ntmero inteiro e p um ntmero primo, entao

a? = a (modp).

Demonstracgao:

Considere o conjunto A = {1,2,--- ,a} e defina uma agao o do grupo aditivo Z,
sobre X = AP = {(z1,- - ,2,);x; € A} por permutagcoes ciclicas:

Oéﬁ(xh'" ,l‘p) = (xh'" 7'/11‘p)

O‘i(xh T 7$P) - (xpv Ly, 7xp—1)

O‘?(J}l? T 7‘7717) = (xp—lv Tp, L1, " 7x17—2)

(1, -+, 2p) = (12,23, , Tp, T1).

Uma p-upla (x1,--- ,2,) serd um ponto fixo por esta agdo se, e somente se, ;1 =

Ty = --- = x,. Isto significa que s6 podem existir a possiveis pontos fixos, ou seja,

|X¢| = a. Por outro lado, a cardinalidade do conjunto X & |X| = a?.

Pelo Corolario 2.2.3 temos que | X| = |XY| (modp), ou seja, a? = a(modp). n



Capitulo 3

O Teorema de Burnside e Aplicacoes

3.1 O Teorema de Burnside

Neste capitulo vamos enunciar um resultado importante na teoria de acoes de
grupos com consequéncias interessantes para a combinatoria, o Teorema de Burnside.
Este resultado relaciona o nimero de érbitas em uma a¢ao com o nimero de elementos

de Fix,, para cada g € G.

Apesar do teorema a seguir ser associado ao nome de William Burnside, ele foi
primeiramente provado por Georg Frobenius em 1887. Burnside publicou um livro muito
influente em teoria dos grupos e sua primeira edi¢ao foi o primeiro texto em inglés deste
assunto. Nesta primeira edigao, Burnside coloca o teorema e o atribui a Frobenius, mas
essa atribuicdo nao passou para a segunda edicdo, de muito maior penetracio. E provavel

que isso tenha originado toda essa confusao historica.

Teorema 3.1.1 Considere uma ac¢ao de um grupo finito G sobre um conjunto finito X.

Entao

'g' G =) [Fix|.

geG
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Demonstragao: A demonstracao deste fato utiliza-se de uma técnica comum em combi-

natoria, que é a contagem dupla. Para isto vamos fixar algumas notagoes:

X
G

|G| =n;

e vamos denotar o numero de elementos na k-ésima orbita por p; (de onde vem
que, |[X|=pi+p2+ -+ pm=Dp;)

® g1,02,* , gn: 08 elementos do grupo;

® Iy,%g, - , Ty 0s elementos do conjunto X.

Fagamos uma matriz F' = (f(4, j));; com n linhas e p colunas na qual

- 1 ,se z; € Fix,, ou seja, o, (z;) = x;
f(i,g) =

0 ,se Z; ¢ Fngi, ou Sejav Qg; ('r]> 7£ L

Vamos avaliar a soma

de duas maneiras diferentes.

Primeiro, para um determinado indice ¢ fixo, se somarmos para todo 1 < j < p

teremos

n p n

DY fig) =) [Fixg,

=1 j=1 =1

Por outro lado, se fixarmos uma coluna j e somarmos sobre o indice 1 < ¢ < n,

teremos

n p

>_ 2 fi.j) =} IStaby,|

i=1 j=1
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Para avaliarmos a soma anterior vamos ordenar os elementos de X de acordo com

as Orbitas geradas, na forma:

X = {xla Loy 5 Tpys Lpi4+15 " 5 Tpr+payr Tpr+pe+1s " 5 Tpitpotpss " s Tprtotpmo1+1y """ 7:Ep1+~~+pm}>

onde O, =---=0, ,0 =0

wpy s Vap, 41 = e assim por diante.

Tp1+p2?

Assim, a soma anterior pode ser escrita como

G| !GI |Gl
Z |Ox] Z | Z |O$p1+1 - Z | Tpy+- +pm+g|

Cada um dos denominadores em suas respectivas somas possui o mesmo valor,

assim
|02, = |Opy| =+ -+ = ‘Oxm’ =N
|Omm+1| == ‘Oxp1+p2‘ = P2
|OxP1+“'+Pm—1+1| == T = |O$p1+"‘+l7m| = pm

Portanto, podemos reescrever a soma anterior como

Z ||OC;| Z IGI Z IGI Z IGI
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Portanto,

%‘ Gl =) |Fix,|.

geG

Exemplo 3.1.1 Obter o niimero de permutacoes circulares de n elementos; isto é, deter-

minar o nimero de maneiras de arranjarmos n objetos distintos em torno de um circulo.

Neste problema, o conjunto X é formado pelas n! permutagoes dos n objetos
distintos. Para definirmos o grupo G de simetrias, basta notar que uma disposicao em
circulo é considerada a mesma que outra, se uma puder ser obtida da outra por alguma
rotagdo. Portanto o grupo G é composto pela identidade e por (n — 1) rotagoes. Portanto
G & o grupo ciclico (a), a = R%r. A identidade e fixa todos os n! elementos de X, mas
para qualquer outro elemento g € G ¢é tal que Fix(g) = 0. Isto porque os n elementos
sao todos distintos e qualquer rotagao nao-trivial leva uma configuracao de X em alguma
outra diferente. Pelo Teorema de Burnside temos entao que o nimero de permutagoes
circulares de n elementos é dado por

n—17€ros
- n!—i-m =(n—-1)!
Exemplo 3.1.2 Considere um disco dividido em n setores circulares todos congruentes
(como uma pizza, ou um guarda-chuva), suponha ainda que existam disponiveis ¢ cores
distintas para pintarmos os diversos setores circulares. De quantas maneiras nao equiva-

lentes podemos efetuar essa pintura?
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Seja r o nimero que estamos procurando.

Note que nesse problema, dada uma configuragao de cores pintadas no disco, se o

. A L1, 21t ~
rotacionarmos por um angulo multiplo de <& obteremos a mesma configuragao de cores.
Portanto, existe uma agao do grupo ciclico G = (a) de ordem n sobre o disco, de forma que

aa(x> = Rax

(x) para todo z no disco. Entao cada orbita pela agdo do grupo G pode ser
considerada como a mesma configuragao de cores. O problema é encontrar o ntimero de
orbitas existentes. E neste ponto que entra o teorema de Burnside, e ao invés de contarmos
diretamente as orbitas, vamos contar os pontos fixos de cada elemento g do grupo. Como
ja vimos na Proposicao 1.2.4 para cada divisor d de n, existe um subgrupo H de ordem

n ~ A
d gerado pelo elemento ad, que corresponde neste caso a uma rotagao de angulo d - 27”

dn

Entao, neste subgrupo existem exatamente d elementos, a saber a%,a%n, s ,an = e.
Destes, apenas ¢(d) elementos possuem ordem exatamente igual a d, isto ¢, 2?7 = e e
2% £ ese 0 < k < d, e estes sdo todos os elementos de ordem d no grupo. Para cada
elemento de ordem d no grupo, existem g4 configuracoes inequivalentes de cores. Assim,
pelo teorema de Burnside, temos

X . n
S| 161= S v = 7161 = ety

gelG d|n

1 .
— = d)qi.
r=—> ¢dq

dn

No caso especial de ¢ = 1, isto é, uma tunica cor, r também ¢é igual a 1. Assim
temos a formula
LS o)t =1 =23 ) 1
r = — = — .
n ; pla)q n ; ¥

—n= ng(d).

din
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