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RESUMO

Neste trabalho estudamos as K-teorias algébrica, topoldgica e de C*-algebras.
Mostramos que se A é uma C*-dlgebra unital, entdo Ko(A) é o mesmo (a me-
nos de isomorfismo) na K-teoria algébrica e na K-teoria de C*-dlgebras. Além
disso, considerando X um espaco topoldgico compacto Hausdorff, provamos
o Teorema de Serre-Swan, isto é, que existe uma equivaléncia categérica en-
tre a categoria dos C(X)-médulos projetivos finitamente gerados e a categoria
dos fibrados vetoriais sobre X.

Palavras-chave: K-teoria. Grupo Kj. C*-dlgebras. Espacos Topoldgicos.
Anéis.






ABSTRACT

In this work we study algebraic and topological K-theory and the K-theory
of C*-algebras. We show that if A is a unital C*-algebra then Ky(A) is (up
to isomorphism) the same in algebraic K-theory and in the K-Theory of C*-
Algebras. Moreover, we show the Serre-Swan theorem, which says that if X
is a compact Hausdorff space then there is a categorical equivalence between
the category of finitely generated projective C(X)-modules and the category
of vector bundles over X.

Keywords: K-theory. Ky Group. C*-algebra. Topological Spaces. Rings.
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INTRODUCAO

A K-teoria surgiu no final da década de 1950 quando, Alexander Gro-
thendieck associou grupos chamados de Kj a certos objetos da geometria
algébrica para dar sua generalizacdo do teorema de Riemann-Roch (Borel;
Serre, 1958).

Em 1959, Michael Atiyah e Friedrich Hirzebruch traduziram essas
ideias para o contexto de fibrados vetoriais para definir a K-teoria topolo-
gica. A K-teoria consiste em varios grupos K; e dd origem a uma teoria de
(co)homologia.

Em 1968, Atiyah e Isadore Singer usaram K-teoria topolégica em uma
demonstragdo do seu teorema do indice que (sob certas condi¢des) fornece
uma relagdo entre propriedades analiticas de um operador (pseudo)diferencial
em uma variedade e propriedades topoldgicas dos fibrados envolvidos (Atiyah;
Singer, 1968). Foram aplica¢des deste tipo a andlise que motivaram a intro-
dugdo da K-teoria em C*-dlgebras na década de 1970.

Neste trabalho, estudamos alguns conceitos basicos da K-teoria de C*-
algebra, algébrica e topoldgica. Para melhor absor¢do do contetdo, o dividi-
mos em trés capitulos.

Dedicamos o primeiro capitulo a K-teoria de C*-algebras. Inicial-
mente, trabalhamos apenas com o caso unital. Definimos o grupo Ky de
uma C*-dlgebra unital e, para isso, estudamos a constru¢do de Grothendi-
eck, projegdes em uma C*-dlgebra, relacdes de equivaléncia no conjunto
P(A)={pe€A:p éumaprojecio} e mostramos alguns exemplos.

Enunciamos ou referenciamos todos os resultados necessdrios, mas
assumimos que o leitor ja tenha uma nogdo basica de Algebra de Operadores.
Caso contrdrio, o livro (Murphy, 1990) serd de grande valia ao leitor.

No mesmo capitulo, utilizando os conhecimentos no caso unital, apre-
sentamos o grupo Kp(A), em que A é uma C*-dlgebra qualquer. Para isso
utilizamos sequéncia exata envolvendo a unitizagdo de A.

Mostramos que, em ambos os casos, Ko(A) é um grupo abeliano e que
Ko é um funtor entre a categoria das C*-algebras e a categoria dos grupos
abelianos e exibimos alguns exemplos.

No segundo capitulo, introduzimos a K-teoria algébrica. Definimos
o grupo Ko(R), em que R é um anel unital, e mostramos que existem duas
maneiras de defini-lo.

Todos os resultados necessdrios para desenvolvermos este topico sao
provados no mesmo, mas uma no¢do bdsica de dlgebra poder4 ser util.

O leitor pode se perguntar se existe alguma relacio entre a K-teoria de
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C*-édlgebras unitais e a K-teoria algébrica (para anéis unitais), uma vez que
toda C*-algebra é um anel. Neste capitulo, nosso objetivo principal é mostrar
que, dada uma C*-dlgebra unital A, o grupo Ko(A) definido no capitulo um é
isomorfo ao Ky(A) construido no capitulo dois.

Por fim, no tdltimo capitulo, estudamos a K-teoria topoldgica (nfo exi-
gimos conhecimentos prévios do leitor neste tépico também, mas indicamos
(Willard, 2004) para possiveis diividas relacionadas a topologia). Nesta tl-
tima parte, definimos o grupo Ko (X ), em que X é um espago topoldgico com-
pacto Hausdorff e, para isso, precisamos da defini¢do de fibrado vetorial e,
consequentemente, alguns resultados relacionado a fibrados vetoriais. O re-
sultado principal deste capitulo é o Teorema de Serre-Swan, o qual afirma
que existe uma equivaléncia categdrica entre a categoria dos fibrados vetorias
sobre X e a dos C(X)-médulos projetivos finitamente gerados.

Para os leitores que desejam ir além deste trabalho, indicamos os li-
vros (Rgrdam; Larsen; Laustsen, 2000), (Cuntz; Meyer; Rosenberg, 2007) e
(Hatcher, 2009).
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1 O GRUPO Ky EM ALGEBRA DE OPERADORES

Neste capitulo introduzimos alguns conceitos bésicos e estudamos al-
guns resultados da K-teoria de C*-dlgebras. Inicialmente, concentramo-nos
no caso em que A é uma C*-dlgebra unital. Nesta parte, estudamos a constru-
¢do de Grothendieck e algumas propriedades de projecdes que nos sao tteis
para definir o grupo Ky(A).

Posteriormente, estudamos o caso geral em que A é uma C*-dlgebra
qualquer. Para tanto, precisamos unitizar A e utilizar a sequéncia exata asso-
ciada a unitizag@o.

1.1 PRELIMINARES

Reservamos essa primeira se¢do para a K-teoria de C*-dlgebras uni-
tais. Deste modo, estudaremos um pouco sobre projecdes em uma C*-algebra
A e a construgdo de Grothendieck, pois necessitamos delas para definir o
grupo Ko(A), neste caso.

Definiciio 1.1. Sejam A uma C*-dlgebra e n € N. Definimos M,(A) como
sendo a x-dlgebra das matrizes de ordem #n cujas entradas sido elementos de
A, munido das operac¢des soma, produto e multiplicagdo por escalar definidas
como nas matrizes usuais e involug@o dada por

(aij)?j = (a;i)i/’
para toda (a;;)ij € M, (A).
Como neste capitulo trabalharemos bastante com a questio que, dado
n € N e A uma C*-dlgebra, existe uma norma em M,(A) que a torna uma
C*-élgebra, discutiremos um pouco a ideia da demonstragao deste resultado.

Para tanto, precisaremos dos resultados que seguem.

Lema 1.2. Seja H um espaco de Hilbert com produto interno. Entdo a funcdo

(Y H"XH" — C

(G &) (m ) = YA&mida
i=1

é um produto interno.
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Para mostrarmos o lema acima, basta utilizarmos o fato que (-,-)y é
um produto interno.

Notemos que se & = (&;,---,&,) € H", entdo o lema anterior garante
que ||E|| := \/(&,&) define uma norma em H". Observemos que para k em
{L'”anh

18l < N1E1I-

Lembremos para o préximo teorema que, se H é um espaco de Hilbert,
entdo B(H) denota a dlgebra dos operadores limitados 7 : H — H.

Teorema 1.3. Sejam n € N e H um espago de Hilbert. Entdo M,(B(H)) e
B(H") sdo x-dlgebras isomorfas.
Demonstracdo. Consideremos a aplicacio

S:M,(B(H)) — B(H"),
[T] — T

em que
T:H" — H"
n n
&08) = (X T Y, Tub)
k=1 k=1

e mostremos que esta ¢ um x-homomorfismo bijetor. Inicialmente, provemos
que S estd bem definida. Para tanto, seja [T;;] € M,(B(H)) e consideremos
E=(&,---,&)) € H". Assim,

TG &)l = 1Y Tuke . Y. Tué)l
k=1 k=1

IN

n n
1Y Tuilla +--+ 1Y, Tudellm
k=1 k=1

< Y Y ITllEdln

=1k=1
< P max TG

3

~

Portanto, como cada Tj; € B(H), segue que S([T;;]) € B(H").
Mostremos que S € um homomorfismo. Como facilmente vemos que S
preserva soma, basta mostrarmos que S preserva a multiplicacao. Para tanto,
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sejam [T;;],[Ri;| € My(B(H)) e (&1,---,&,) € H". Entdo

SUTR - &) = s<[f TuRi ) &)
=1

Il
M:

S([TiRij]) (G5, En)

»
I
—_

n

(Y, TR, Y, TuRu&)
i=1

=1

|
s

~
Il
—

I
HM:

le Zszél ,Tnk(iRklél))
=

Por outro lado,

SUTDS(Ri) (G- 8a) = S([Yl-j])(iRuézw“,ianéz)
I=1 =1

n

= (Zn‘,le(iszéz),--nink Z Ru&))
=1 =1 =1

n

= Xn"(T,k(iRklég),w Z Ruér)).
=1 0=

Logo, como (&;,---,&,) € H" é arbitrdrio,
ST Ri;]) = S(TDS([Rij])

e, portanto S € um homomorfismo.

Usando a linearidade do produto interno e a definicdo de operador
adjunto, podemos mostrar que S € um *-homomorfismo.

Finalmente, demonstremos que S é um isomorfismo. Para vermos que
S ¢ injetor, seja [T;;] € M,(B(H)) tal que S([T;;]) = 0. Logo, para § € H
qualquer, considerando o vetor que vale £ na i-€sima coordenada e 0 nas
demais,

S(T)(0;---,0,8,0,---,0) = (T0ig, -, Twi&) =

Portanto, para todo k € {1,--- ,n}, T; = 0. Mas, como esta igualdade
¢ vilida para qualquer 1 < i < n, concluimos que [7;;] = O e, portanto, S é
injetor.

Para provarmos que S € sobrejetor, seja T € B(H"). Para cada i, j em
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{1,---,n}, definamos

V.:H" — H
(él""’én) — 51'
€
Uj:H — H"
5 H (O’ ’()7 g 707 70)
~
pos. j

e observemos que V;TU; € B(H), para todo i,j € {1,---,n}. Com
efeito, seja & € H. Entio,

HUJéH = ”(07 707§a05 vO)H = ”é”H

e, portanto, |U;|| = 1, para todo j, ou seja, U; € B(H).
Por outro lado, seja (&;,---,&,) € H". Desta forma, para 1 <i<n,

V(&1 &I = 1I&ill7 < Zn: 18617 = 1161+ &I
k=1

Logo ||Vi|| < 1, para todo i € {1,---n} e, consequentemente, como
TeB(H)e
IVTU; || < VAT Y],
ou seja, V;TU; € B(H), paratodo i, j € {1,--- ,n}.
Afirmacao: S([V;TU;])=T.
Com efeito, seja & = (§;,---,&,) € H", e definamos, parak € {1,--- ,n},
Ek=1(0,---,0, & ,0,---,0). Denotemos TE! = (rf,--- ,rl). Assim,

pos. k
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=

S(ViTU;)E = ViTU, -, Zn’, VaTUiy)
k=1

—_

(Vl(rlfv"' 74;)7"' 7Vn(r’f,--- ,rﬁ))

I
M= 7

k=1

. k k

= Z(rla vrn)
k=1

I
(NgE

ek = 1(Y &)
k=1

~
Il
R

~
a))

e, portanto, como & € H" ¢ arbitrério, S([V;TU;|) =T.
Concluimos entdo que S € sobrejetora, logo um *-isomorfismo e, por-
tanto, M, (B(H)) = B(H"). O

Observemos que se A e B forem C*-dlgebras e @ : A — B um x*-
homomorfismo, entdo, para n € N, poderemos estender ¢ a um x-homomorfis-
mo

0, :M,(A) — M,(B).
(aij) = (o(aij))

Quando ndo houver motivos dibios, escreveremos apenas .
Na demonstragdo do teorema que segue, utilizaremos a construgdo
GNS. Para mais detalhes, ver se¢do 3.4 de (Murphy, 1990).

Teorema 1.4. Sejam n € N e A uma C*-dlgebra. Entdo existe uma norma em
M, (A) tal que, com esta norma, M, (A) é uma C*-dlgebra.

Demonstragdo. Notemos que transportando a norma de B(H") para M,(B(H)),
segundo o isomorfismo do teorema 1.3, temos que M,,(B(H)) = B(H") como
x-dlgebras normadas. Assim, M,(B(H)) é uma C*-4lgebra.

Como A é uma C*-dlgebra, pela construgdo GNS, existem um espago
de Hilbert H e um x-homomorfismo injetor ¢ : A — B(H). Desta forma,
@n 1 My(A) — M,(B(H)) também é um *-homomorfismo injetor.

Portanto, por meio de identifica¢des, M, (A) C M,(B(H)). Logo, basta
mostramos que M,(A) é fechado, na norma, em M,(B(H)) = B(H"). Para
tanto, seja (T, )meny C My(A) tal que T,, = T € M, (B(H)).

Para m € N, denotemos T,, = [T}7'];j e T = [T;;]. Seja € > 0. Entao
existe mgy € N tal que para todo m > my,
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[Tn =TI = sup [[TnG —TE| <e.
[€lI<1
EeHn

Fixemos §; € H tal que ||§;|| <1eseja =(0,---,;,---,0). Assim,

(T —T)EIP = T} —TylE1°
= ||(kZ(T1rZ*T1k)§k7"' 7kZ( ﬂ*Tnk)ék)Hz
= -

= (T =T1))&- (T = T)ENI
= (T = Tip&illE + + (T = T)&ll7-
Logo, para qualqueri € {1,--- ,n},
(T = T)ENI* = (T} — Ti)&) 17

Como ||T,, — T'|| < &, segue que parai,j € {1,---,n} fixos T7 — T;;.
Logo, como ¢(A) é fechado em B(H), T;; € ¢(A) e, consequentemente,
[Tijij € Mu(9(A)).

Como ¢,(M,(A)) = M,(@(A)), segue que T € M,(¢(A)) e portanto
M, (@(A)) é fechado em M,(B(H)), ou seja, M,(¢(A)) é uma C*-dlgebra,
uma vez que M,(B(H)) o é. Como

O Mu(A) = Ma(9(A))
é um *-isomorfismo, concluimos que M,(A) é uma C*-dlgebra. O

Notemos que esta norma independe da escolha de H, pois existe uma
tinica norma que torna uma *-dlgebra em uma C*-algebra’.

Definicao 1.5. Seja A uma C*-dlgebra. Dizemos que p € A € uma projegao se
p = p* = p*. Denotamos o conjunto de todas as proje¢des em A por Z(A).

Assim, para n € N, podemos definir

Concentremo-nos agora em algumas relagcdes de equivaléncias e pro-
priedades de cada uma delas. Comecemos com a equivaléncia homotdpica.

Iver (Murphy, 1990), pagina 37.
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Definicdo 1.6. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que a,b € X sdo
homotépicos em X, denotado por a ~j b, se existe uma funcdo continua
v:[0,1] = X tal que v(0) = aev(l) =b.

®

(i)

(iii)

Mostremos que ~j, acima definida é uma relag¢do de equivaléncia:
Reflexiva: seja a € X. Entdo

v:[0,1] — X
t — a
é continua e v(0) = v(1) = a. Portanto a ~, a.

Simétrica: sejam a,b € X tais que a ~, b. Entdo existe v : [0,1] — X tal
que v(0) =aev(l) =b>.

Se definirmos u : [0,1] — X por u(t) = v(1 —t), temos que u é continua,
pois v 0 é, a funcdo

[0,1] — [0,1]
t — 1—t¢

¢é continua e composi¢do de fungdes continuas € continua. Além disso,
u(0) =v(l1) =beu(l) =v(0) =a. Logo, b ~} a.

Transitiva: sejam a,b,c € X tais que a ~, b e b ~;, c. Entdo existem
fungdes continuas u: [0,1] = X ev:[0,1] — X tais que

u(0)=a v(0)=>b
u(l)y=» v(l)=c.

Se considerarmos agora w : [0, 1] — X dada por

temos que w é bem-definida, pois u(2- ) =b=v(2- —1). Como as
restricdes Wiio,1) € W[1 ] S30 continuas e [0, 1] é a reunido dos intervalos
i) 2

fechados [0, 3] e [, 1], concluimos que w € continua. Ademais,
w(0)=u(0)=a e w(l)=v(l)=c.

Donde a ~, c.
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Concluimos entdo que ~j, € uma relagdo de equivaléncia.

Observagcdo 1.7. Quaisquer dois elementos a,b em uma C*-dlgebra A so
homotépicos em A, basta considerarmos

v:[0,1] — A.
t — (I—t)a+tb

Mas nem todos espacos topoldgios tém esta propriedade. Por exemplo, duas
projecdes em A ndo sdo necessariamente homotGpicas em Z?(A). Por exem-
plo,se A=C, p=0e g=1,entdo p e g ndo sdo homotdpicas, uma vez que
P(C) ={0,1} e ndo existe caminho caminho continuo v : [0, 1] — {0, 1} ndo
constante.

Definicao 1.8. Seja A uma C*-dlgebra unital. Denotemos o grupo de elemen-
tos unitdrios em A por % (A) e denotamos por %)(A) o conjunto de todos
ue(A)tais que u ~p 1.
Observagdo 1.9. Como 7 (A) é um espago topoldgico, temos que ~, é uma
relagdo de equivaléncia em % (A). Em particular, u ~, v, para quaisquer
u,v € %(A) e, portanto, %(A) é conexo por caminhos.

Notemos agora que se uj,vi,uz,v,a € % (A) € uy ~yp vy € up ~p va,
entao

UiUp ~p Viva.

Com efeito, sabemos que existem caminhos continuos
wii[0,1] = Z(A) e wa:[0,1] = %(A)
tais que

wi(0) = uy w2 (0) = up

W](l)zvl W2(1)=v2.

Deste modo, wiw, : [0,1] = % (A) é um caminho continuo, pois € a
composicdo da aplicagdo continua (wy,w) : [0,1] = % (A) X % (A) com a
multiplicagdo % (A) x % (A) — % (A) (que é continua, pois A é uma dlgebra
de Banach). Além disso,

(W1W2)(0) = Wi (O)Wz(()) =ujuy € (W1W2)(1) = Wl(l)WZ(l) =Vin.
LOgO ujuy ~p vViva.

A partir de agora, demonstraremos alguns resultados que nos serdo
interessantes no estudo do Ky(A) de uma C*-dlgebra unital A.
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Observagdo 1.10. Se A é uma C*-dlgebra unital e u € % (A), temos entdo
que o(u) CT={z€ C: |zl =1}, em que 6(u) denota o espectro de u na
C*-édlgebra A. Para mais detalhes, ver (Murphy, 1990) pagina 36.

Lembremos que se a € um elemento normal em uma C*-dlgebra unital
A e z:0(a) — C denota a inclusdo, entdo existe um tnico *-homomorfismo
unital que preserva a norma (o cdlculo funcional) ¢ : C(6(A)) — C*({1,a}),
em que C*({1,a}) é a C*-dlgebra gerada por 1 e a, tal que ¢(z) = a. Dado
f€C(o(a)), escrevemos f(a) := @(f). Ver (Murphy, 1990), pagina 43, para
mais detalhes.

Definicao 1.11. Seja A uma C*-dlgebra. Dizemos que a € A € autoadjunto se
a = a*. Denotamos por Ay, o conjunto de tais elementos.

Lema 1.12. Seja A uma C*-dlgebra unital:

(i) se a € A é autoadjunto, entdo exp(ia) € U(A);

(ii) seuc U (A) e ca(u) #T, entdo u € U(A);
(iii) se u,v € % (A) sdo tais que |lu—v|| <2, entdo u ~y, v.
Demonstragdo. (i) Como a funcdo

exp(i-): o(a) — T

x = e
é continua, pelo célculo funcional, podemos definir, para cada ¢ € [0, 1],

firo@ — T
x +—  exp(itx).

Observemos que, como a é autoadjunto, o(a) C Re,

exp(ia)“exp(ia) = @(exp(i-))" @(exp(i-))
= @(exp(i-)"exp(i-))
(1)

= 1A7

I
s

uma vez que ¢ é um x-homomorfismo unital e, para todo x € R,

exp(ix) exp(ix) = |exp(ix)|* = 1.
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(i)

Notemos que o caminho ¢ — f;(a) é continuo. Com efeito, como o
*-homomorfismo ¢ : C(6(A)) — C*({1,a}) preserva a norma,

lfi(@) =@l = (i = f)(a)l

= sup |(fi—f)(x)
x€o(a)

= sup |exp(itx) —exp(isx)|
xeo(a)

= sup |exp(itx)||1 —exp(i(s —1)x)|
x€o(a)

= sup |l —exp(i(s—1)x)]|
xeo(a)

Como o(a) é compacto Hausdorff, temos que exp é uniformemente
continua e, portanto, para todo € > 0, existe 6 > 0, de maneira que
| fi(a)— fs(a)|| < €, sempre que |t —s| < &, ou seja, 0 caminho ¢ — f;(a)
é continuo em % (A).

Desta forma, fi(a) ~;, fo(a) em % (A) , ou seja,
exp(ia) = fi(a) ~p fola) = 1.
Concluimos entéo que exp(ia) € %(A).
Se 04 (u) # T, entdo existe 8 € R tal que exp(i@) € T\ o4(u). Seja
v : 04(u) — R dada por y(exp(it)) =t,em que r € (0,0 + 27).

Notemos que y € continua, pois é (um multiplo e restricdo de) um ramo
da fun¢do logaritmo.

E, além disso, se z = exp(it), em que 7 € (6,0 + 27), temos
exp(iy(z)) = z.

Pondo a = y(u), temos pelo célculo funcional que a € Ay, uma vez que
Imy C R. Assim, pelo item anterior,

u=exp(iy(u)) =exp(ia) € %(A).

(iii) Suponhamos que |ju — v|| < 2. Desta forma,

Vou =1 = [ (=) < [V [l =] = [Ju—v]} < 2.
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Assim, —2 ¢ o4 (v'u— 1), pois
sup{|A|: A €oa(vu—1)}=r(viu—1)<|vu—1| <2,

em que r(v'u — 1) denota o raio espectral de v:u — 1 (ver (Murphy,
1990), secdo 1.2, para a definicdo e a propriedade usada acima). Logo,

Viu—1—(=2)=vu+1

¢ invertivel e, assim, —1 ¢ o4 (v*u), Desta forma, o4 (v*u) # T e, pelo
item (if), v'u € %(A), ou seja, viu ~y, 1, donde u ~, v.
O

Lema 1.13 (Whitehead). Sejam A uma C*-dlgebra unital e u,v € % (A). En-

tdo
695 (5 Yl Jomvn

Segue em particular que

(6 0)~ (o V)emzona

Demonstracdo. Notemos inicialmente que

o) (o) -0 o o) -6 Y)
(8¢ 0)-61)

¢ unitdria. Além disso, o(w) ={—1,1} # T. Assim, pelo

(o)~ %)

Logow =

lema 1.12,

0 1
1 0
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Logo, pelos comentarios sobre ~j, que seguem a observacédo 1.9,

62616 )
606 D0 )
GG D6 D6
(V6 9
(5 ).

b o) = (5 %)

~h

Por outro lado,

u 0\ (0 I\ /v O0\/0 1\ /u O
0 v/ \1 0/\0 1/\1 0/\0 1
(v 0\ fu O
"o 1)\0 1
_(vu O
N0 1)
Assim, como ~j, é uma relacdo de equivaléncia, segue que

uv 0 u 0 vu O v 0
0 1) "\o v) ™ "\o 1)7"\0 u)

Proposicao 1.14. Seja A uma C*-dlgebra unital. Entdo
(i) % (A) é um subgrupo normal de % (A);
(ii) % (A) é aberto e fechado relativo a % (A);

(iii) Um elemento u € A pertence a % (A) se, e somente se, existem autoad-
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juntos hy,---  h, € A tais que

u = exp(ihy)---exp(ihy,).

Demonstragdo. (1) Se u,v € %(A), entdo u ~; 1 e v ~, 1. Pelos comenta-

(i)

rios que seguem a observagdo 1.9, obtemos uv ~, 1, isto é, uv € % (A).
Desta forma, temos que %4 (A) é fechado sob a multiplicacéo.

Seja u € %) (A) e notemos que u~' = u*, uma vez que % (A) C % (A).
Seja agora y: [0,1] — % (A) um caminho continuo entre 1 e u. Desta
forma, temos que y* : [0, 1] — % (A), dada por y*(z) = y(r)*, é continua,
uma vez que x : A — A é continua. Logo,

ut =y(1)" ~p y(0)* =1,

ou seja, u~! = u* € %(A). Portanto %(A) é um subgrupo de % (A).
Para mostrarmos que %4 (A) é normal, seja v € % (A) e consideremos
a fungdo vyv* : [0,1] — % (A) dada por (vyv*)(¢) = vy(¢)v*. Notemos
que esta funcao € continua, pois é multiplica¢cdo de fungdes continuas e
A é uma élgebra de Banach. Além disso,

yuy* = V’y(l)v* ~p v’}/(())v* =vlv'=1.

Como u € %(A) e v € % (A) sdo arbitrarios, concluimos que %(A) é
um subgrupo normal de % (A).

e (iii) Definamos G := {exp(ih;)---exp(ih,) :n € N, hy,---h, € Ag}.
Desta forma, como %4 (A) é um grupo, pelo lema 1.12, temos que

G C %(A).

Notemos agora que G € um grupo, uma vez que € fechado por mul-
tiplicagdo e cada elemento exp(ik), em que h € Ay,, possui inverso
exp(i(—h)). Mostremos agora que G é aberto em relagdo a % (A).
Para tanto, consideremos v € G. Seja u € % (A) tal que |lu —v|| < 2.
Desta forma, como demonstramos no item (iii) do lema 1.12, temos
que oy (uv*) # T e, portanto, existe 6 tal que exp(i6) ¢ o4 (v¥u). Defi-
namos

y:o(viu) — (0,0+42m)
exp(it) +—

e notemos que Y é continua e, para todo z € 64 (v*u), z = exp(iy(z)).



30

Pelo célculo funcional, considerando h = y(v*u), segue que h € Ay,
poisIm(y) CRe

viu = exp(iy(v¥u)) = exp(ih),

isto é, u = vexp(ih) € G. Logo, G é aberto.

Por outro lado,
wA\G= |J Gu
ue (A\G

Mas, para cada u € % (A), temos que a classe lateral Gu é homeomorfo
a G. E, como G é aberto, segue que Gu também o é. Assim, % (A)\ G
¢ aberto, donde G é fechado em % (A).

Logo, G é aberto e fechado em % (A), uma vez que G C %(A). Mas,

como %y(A) é conexo, pois é conexo por caminhos pela observagio 1.9,
e G #£0, segue que G = Z%(A).

Isto mostra (ii) e (iii).
O

Para o seguinte lema, observemos que, se A e B sdo C*-algebras unitais
e ¢ : A — B é um *-homomorfismo sobrejetor, entdo ¢ preserva a unidade.
Com efeito, suponhamos que ¢(14) = b. Como ¢ é sobrejetor, existe
a € A tal que @(a) = 1p e assim,
lp=@(a) = ¢(ala) = ¢(a)p(1a) = 1gb = b,
isto é, todo *-homomorfismo sobrejetor preserva unidade.

Lema 1.15. Sejam A e B C*-dlgebras unitais e Y : A — B um x-homomorfismo
sobrejetor. Entdo

(i) Y(%(A)) = %(B);

(ii) se u € % (B), e se existir v € U (A) tal que u ~;, y(v), entdo
ue y(%(A));

(iii) para cada u € % (B), existe v € U (M>(A)) tal que

v (v) = (g L?*> )

em que Y : Ma(A) — Ma(B) € o x-homomorfismo induzido por .

Demonstragdo. (i) Como y é um *-homomorfismo sobrejetor, Y € unital
e, portanto, W (% (A)) C % (B).
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Seja u € %(A). Entdo existe y: [0,1] = % (A) tal que y(0) =u e
v(14) = 1. Consideremos yo7y:[0,1] — % (B) e notemos que Yoy é
continuo, pois é composicao de func¢des continuas, e além disso, como
v € unital,

voy(0)=y(u) e woy(l)=y(ly)=lp.
Portanto y(u) ~, 1p, isto é, w(%(A)) C %(B).

Por outro lado, seja u € %(B). Desta forma, pela proposi¢do 1.14,
existemn € Ne hy,--- ,h, € By, tais que

u=-exp(ihy)---exp(ihy,).
Como W € sobrejetora, existem xi, - - - x,,, € A tais que

lll(xj):hﬁ ]6{1,,n}

. Xj4x% -
Consideremos k; = =~ € A. Entdo k; =k} e

1 *
wik) = 5 (W) +wlx)") = hy.
Logo, pondo v = exp(iki ) - - -exp(iky), temos

w(v) = wlexp(iki)---exp(iky))
— ylexp(iki))- - wlexp(ik))
= exp(iy(k))---exp(iy(kn))
= exp(ih)---exp(ihy)

= u
Na terceira igualdade usamos que, paracada j € {1,--- ,n}, k; é normal
e que f; = exp(i-) : C(o(kj)) — C ¢é continuo e, portanto

w(fi(k;)) = fi(y(kj)) (ver (Rgrdam; Larsen; Laustsen, 2000), pdgina
8).

Pela proposicdo 1.14, temos que v € %(A) e, portanto, u € y(%(A)),
donde segue a igualdade.

Seja u € % (B) e suponhamos que exista v € % (A) tal que u ~j y(v).
Assim, uy(v*) ~, 1p e portanto uy(v*) € %(B).

Desta forma, pelo item (i), existe w € 2 (A) tal que uy(v*) = y(w).
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Logo,
u=yw)y(v) =y(wv) € y(%(A)),
uma vez que w,v € % (A) e este é um grupo.
(iii) Pelo lema 1.13,
0
(g M) € U(Ma(B)).

Como v, : M>(A) — M, (B) é sobrejetora, pois ¥ o é, temos pelo item
(i) que existe v € %(M2(A)) tal que

v (v) = (g L?*) :

O

Definicao 1.16. Seja A uma C*-dlgebra unital. Definimos o grupo de elemen-
tos invertiveis de A por

GL(A)={a€A;3becAtalque ab=14 = ba}.
Além disso, definimos
GLy(A) ={u € GL(A);u ~j 14 em GL(A)}.

Observagdo 1.17. % (A) C GL(A) é um subgrupo.

Na préxima proposicdo usaremos a defini¢do do valor absoluto de um
elemento em uma C*-dlgebra e, para tanto, precisaremos das seguintes no-
coes.

Definicao 1.18. Seja A uma C*-dlgebra. Um elemento a € A € positivo se a
¢ autoadjunto e 6(a) C R*. Escrevemos A™ = {a € A : a € positivo}.

Pode-se mostrar® que se a € A™, entdo existe um tnico b € A* tal que
b? = a. Neste caso, definimos a% = b.

Observamos que se a é um elemento autoadjunto, entdo o(a) C R e,
pelo Teorema do Mapeamento Espectral (ver (Murphy, 1990), pdgina 43),
temos que 6(a®) = (o(a))? C Ry. Logo, a® é positivo e, portanto, podemos
definir |a| = (a?)2.

Além disso, é possivel mostrar’ também que se a € A é um elemento
qualquer, entdio a*a € A™. Desta forma, podemos estender nossa nogio de
valor absoluto da seguinte maneira.

2yer (Murphy, 1990), pgina 45.
3ver (Murphy, 1990), pagina 46.
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Definicao 1.19. Sejam A uma C*-dlgebrae a € A. Definimos o valor absoluto
de a por

la| := (a*a)% €A.

Para demonstrarmos a proxima proposicdo precisaremos do seguinte
resultado que apenas enunciaremos e cuja demonstragdo estd em (Rgrdam;
Larsen; Laustsen, 2000), pagina 8.

Lema 1.20. Seja K um subconjunto ndo-vazio de R e seja f: K — C uma
fungdo continua. Sejam A uma C*-dlgebra unital e Qg o conjunto dos ele-
mentos autoadjuntos de A cujo espectro estd contido em K. Entdo a funcdo
induzida

f:Qx — A
a — f(a)
é continua.
Proposicao 1.21. Seja A uma C*-dlgebra unital:
(i) sez € GL(A), entdo |z| € GL(A) e w(z) = z|z| ' € % (A).

(ii) a aplicagdo w : GL(A) — % (A) definida no item anterior é continua,
w(u) = u, para todo u € % (A) e w(z) ~y, z, para qualquer z € GL(A);

(iii) se u,v € % (A) sdo tais que u ~ v em GL(A), entdo u ~y, v em % (A).
Demonstragdo. (i) Sejaz € GL(A). Entdo
(Zfl)*z* — 1* — 1 :Z*(Zil)*,

ou seja, z* € GL(A). Como GL(A) é um grupo, segue que zz* € GL(A).
Notemos que |z| = (z*z)% € GL(A), jd que

(@2 (2 () =1

(2227 D) = (@22 (D)2

= 1L

Segue que u = z|z|~! € GL(A), uma vez que GL(A) é grupo. Além
disso, como |z| é autoadjunto,
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(i)

wu = |77 277!

1 1
= |2 N (2"2) 2 (z"2) 2|z

1.
Por outro lado,
w = zlz| (|27
= gz
-1 -1
2(7'2) 2 (Z29) 2 ¢
= ()7l
_ ZZ_I(Z*)_IZ*
1.

e, portanto, u € % (A).

Como a multiplicacio em uma C*-algebra e a funcio z — z~! sdo conti-
nuas, para mostrarmos que w é continua, basta mostrarmos que a — |d

2 . ~ L ~ .
o é. Ou seja, que as fungdes a — a*a e h — h2, sdo fungdes conti-
nuas. Mas, como a involugdo e multiplicagdo sdo continuas, sé nos

1 . Iy o

resta mostrar que & +— h2 € continua. Como A™ é um espaco métrico,
todo elemento possui uma vizinhanga limitada, por exemplo uma bola
aberta. Como estas vizinhangas formam uma cobertura aberta de AT,

1 . ..
basta mostrar que h — h2 é continua em qualquer conjunto limitado
QCA".

Sejaentdo Q& C AT limitado, logo existe R € R tal que 0 < ||| < R, para
todo h € Q. Consideremos agora K = [0,R], Qx = {h € AT : ||h|| <R}
e
f:K — C.
X a2
Pelo lema 1.20, como f € continua, a fung¢do f : Q; — A, dada por

f(a) = a2 é continua. Em particular, f|, : Q — A é continua, ji que
Q C Qk, e portanto w é continua.

Ademais, se u € % (A), entdo |u| =1 e w(u) = u.

Seja agora z € GL(A) e tomemos z; = w(z)(f|z] + (1 —1) - 14). Desta
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forma,
20=w(z) e z1=w(2)lzl==z

Como |z| € AT NGL(A), temos que 6(|z]) C (0,0) e, portanto, existe
info(|z]) € [0,00). Como & (|z|) é fechado, (ver (Murphy, 1990), p4gina
8) sabemos inf o (|z]) > 0. Se definirmos A := 1info(|z]) > 0, teremos
que

|Z| >A-14.

Entdo, para cada 7 € [0, 1], temos que

tz|+(1—=1)-14 = ftlz]+1la—1-14
> A la+1a—1-1y
= (1+IA—I)~1A

Agora, se considerarmos

f:00,1] — R,
t = 14+tA—t

temos que

fO)=1>4 e f(1)=A.
Desta forma, como f é afim, f(¢) > A, para quaisquer ¢ € [0, 1]. E assim,
tlzl+(1—1)-14>A-14, Vte]0,1],

donde t|z| + (1 —1) - 14 € inversivel e, consequentemente, z; € um cami-
nho em GL(A).

Como para todo 7 € [0, 1] a fungdo ¢ — z, é continua, segue que

w(z) ~, zem GL(A).

Sejam u,v € % (A) tais que u ~; v em GL(A). Notemos agora que se
t — z; é um caminho continuo de u a v em GL(A), entdo t — w(z) é
um caminho continuo em % (A) de u a v, pois é composicdo de fungdes
continuas e , para todo z € GL(A), w(z) € % (A). Desta forma,

u=2z9~pw(zo) ~pw(z1) ~pz1 =v

em % (A).
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Observagdo 1.22. Paraz € GL(A), a fatoragdo z = w(z)|z| da proposigdo 1.21
¢é chamada a decomposi¢do polar (unitdria) de z.

Assim se A for uma C*-dlgebra unital, para todo elemento z € GL(A)
existird um tnico u € % (A) tal que z = u|z|. (A unicidade segue do fato que
|z| é inversivel.)

1.2 EQUIVALENCIA DE PROJECOES

Nesta se¢do trataremos de algumas equivaléncias entre projecdes. Co-
mo Z(A) é um espaco topoldgico, temos neste a relagdo de equivaléncia
~, da secdo anterior. Ademais, podemos considerar as seguintes relagcdes de
equivaléncia em Z(A):

(i) Murray-von Neumann: p ~ ¢ se existir v € A tal que p =v*ve g =w*.
(ii) Unitdria: p ~, g se existir u € % (A) tal que ¢ = upu*, em que
A={a+a-l3:acA acC}éaunitizagio de A.

Mostremos agora que ~ acima definida € uma relag@o de equivaléncia.
Como facilmente vemos que ~ ¢ reflexiva e simétrica, mostraremos apenas
que esta € transitiva. Para tanto, sejam p,q,r € Z(A) taisque p~qgeq~r.
Entdo existem v, w € A tais que

p=vv g=w'=w'w e r=ww"
Tomemos z = wv. Entao,
Fr=viwtwr=viwiv=p>=p
2 =www = wwtwwt =2 =1,

Logo zz" = re 7"z = p. Concluimos entdo que p ~ r, ou seja, ~ é uma
relag@o de equivaléncia.
Demonstremos que ~, é uma relacdo de equivaléncia:
(i) Reflexiva:
Seja p € Z(A). Basta notarmos que 15 € U(A)ep= 1iply.
(i) Simétrica:
Sejam p,q € P(A) tais que p ~, gq. Entéo existe u € %(K) tal que
q = upu*. Desta forma temos que u~! =u* € % (A) e

p=uqu,
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ou seja, g ~y p.
(iii) Transitiva:

Sejam p,q,r € Z(A) tais que p ~, q € q¢ ~, r. Deste modo existem
u,v € % (A) tais que

g=upu* e r=vgv'.
Assim, pondo w = vu, temos que w € unitario e
wpw* = vupu*v* = vgv* =r,

ou seja, p ~, r. Concluimos entdo que ~, é uma relacdo de equivalén-
cia.

Enunciaremos e demonstraremos na proposi¢do 1.25 um resultado que
relaciona as duas relacdes acima. Mas para tal precisaremos dos lemas que
seguem.

Lema 1.23. Sejam A uma C*-dlgebra, p,q € P (A) e v € A tais que p = v*v
e g = v*. Entdo valem as seguintes igualdades

V=gv=vp=qvp.

Demonstragdo. Primeiramente mostremos que v = gv = vp. Para tanto, con-
sideremos z = v — vw*y. Desta forma,

= —v W) (v—w) =p—p*—p*+p’ =0.
Assim, como A é um C*-dlgebra, ||z||> = ||z*z|| = 0. Desta formaz=0e
v=gqv=vp.
Além disso,

gvp = (W) = v(v'v)(v'y) = vp? = vp.

Lema 1.24. Seja A uma C*-dlgebra unital. Entdo
A=A®CY,

emque f=17—14.
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Demonstragdo. Sejaa+a-15 € A. Entilo,
ata-lz=(a—a-lp)+a-f,

ou seja, ACA+C f. Como facilmente provamos a inclusio inversa, a igual-
dade segue.

Notemos que se a € A, entdo af = 0 = fa. Ademais, se a € ANCY,
entdoa € Aea= Af, paraalgum A € C e, assim,

0=a(Af)=Af)Af) =A%,
ou seja, A = 0, donde a = 0. Logo ANCf = {0} e, portanto, A = A& Cf.
O

Proposicao 1.25. Sejam p e q projecoes em uma C*-dlgebra unital A. Sdo
equivalentes:

(l) p ~u C];
(ii) q = upu®, para algum u € % (A);

(iii) p~qgelya—p~1a—q.

Demonstragdo. Tomemos f =1 i 14. Entéo, pelo lema 1.24, A=A +Cfe
fa=af=0,paratodoa€A. _

(i) = (ii): Sejaz € % (A) tal que ¢ = zpz*. Escrevamos z = u+ o/ f,
para algum u € A e a € C e mostremos que u € % (A). Para tanto, notemos
que

1= 22 = (ut af) (' + @f) = we* +]alf,

ou seja, uu* = 1y —|a|f.
Por outro lado,

Asu* =14 =15—|alf —1a = f—|alf = (1—|a])f.

Desta forma, || = 1 e, consequentemente, uu™ = 14.
Analogamente mostramos que u*u = 14 e, portanto, u € % (A).
Além disso,

pt = (u+of)p +af)=up(u"+af)=upu”,

ou seja,
q=zp7" = upu”.
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(i) = (iif): Suponhamos que exista u € % (A) tal que ¢ = upu™. As-

sim, pondo v = up, temos que
* * 2
Vv =pu'up=p-=p
w* =upp*u* = upu* = q.

Logo, p ~ g.
Agora consideremos w = u(14 — p). Desta forma,

w'w = (la —p)uu(ly —p) = (14 *P)z =la—p e

ww* =u(lg — p)(la—p)u* =u(lsy — p)u* =uu* —upu™ =14 —q,

e, portanto, 14y —p ~ 14 —q.
(iii) = (i): Sejam v,w € A tais que

p=vv e g=w" la—p=w'w e lg—qg=ww"
Consideremos z = v+w+ f € A e mostremos que z € % (A):

= +w+ )V +w+f)
= wH+w +w +ww 4 f
= g+w+w +1lp—g+f
= wwi w17

Notemos agora que, pelo lema 1.23,

w' = (qvp)((1a—p)w*(1a—q))
= (qv)0(w*(1a—q)) =0.

Assim,
w' =w* =0,

e, portanto, zz* = 17. Analogamente mostramos que z*z = 17 e consequente-

mente, z € % (A).
Finalmente, usando novamente o lema 1.23, temos que
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w7zt = W+w+f)p +w+f)
= vpv' +vpw' +wpv' +wpw*
= wH+w +wv' Fwviow®
= w
q.
Logo, p ~, q. O

O resultado que segue serd ttil na demonstrag¢do da proposigdo 1.27, a
qual nos mostra a ligac@o entre as relacdes ~j, € ~,.

Proposicao 1.26. Sejam a,b € Ay, em uma C*-dlgebra unital A e suponhamos
que b = zaz ! para algum z € GL(A). Seja z = u|z| a decomposicdo polar de
zcomu € % (A). Entdo b = uau*.

Demonstragdo. Ver (Rgrdam; Larsen; Laustsen, 2000), pagina 23. O

Proposi¢io 1.27. Sejam A uma C*-dlgebra e p,q € P(A). Entdo p ~j, q em
P(A) se, e somente se, existir u € %(A) tal que p = uqu*.

Demonstragdo. Suponhamos que exista u € 2 (Z) tal que p = uqu*. Seja
t — u; um caminho continuo em % (A) tal que uy = lyeu; =u. ComoAé
ideal de A, temos que para todo 7 € [0,1], u;qu € F(A). Assim t — u;qu é
uma fungéo continua de [0, 1] para Z?(A) tal que

q = 13915 = uoquy ~p urquy = uqu* = p.

Logo p ~, gem Z(A).

Por outro lado, suponhamos que p ~;, ¢ em Z(A). Entdo existe um
caminho continuo 7 : [0,1] — Z?(A). Desta forma, como ¥ é uniformemente
continuo, pois [0, 1] é compacto, existem projecdes g = po, p1,- - , pn = p tais
que, paratodo j <n—1, ||pjy1—pjl < % €Pjr1 ~hDj-

Notemos que ¢é suficiente mostrarmos tal resultado no caso em que
llp —qll < % Caso contrdrio, observamos que esse argumento mostra que

para todo j € {0,---,n— 1}, existe u; € % (A) tal que pj1 = u;p;u;. Desta
forma, se definirmos u = u,,_1 - - - ug, teremos que u € %(AV) e p = uqu®.
Agora sponhamos que ||p—g|| < 3. Sejaz=pg+ (1;—p)(1;—q) e
notemos que
pz=pq=2q.
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Além disso, como p e (13 — p) sdo projecdes, temos que [|p[| e |15 — p|
valem O ou 1. Desta forma,

lz=1zI = llpa+15—q—p+pg—15]
= |plg=p)+(1=p)(p—9a)l

< (lpll+1=pIDIlp—ql
< (A+1)|p—4|

= 2|lp—ql

< 1

Logo z € inversivel, pois —1 ¢ 6(z— 13) e, portanto, 0 ¢ o/(z).
Agora consideremos ¢; = (1 —¢)1; +z parat € [0, 1]. Assim,

Ni—all =tz -z <1

e, portanto, ¢, é inversivel para todo ¢ € [0, 1]. Desta forma, 1 i~z
em GL(A).
Seja z = ulz| a decomposic@o polar unitdria de z. Entdo, pela proposi-
¢do 1.21,
Ur~pz~y 1; em GL(AV).

Portanto, também pela proposi¢do 1.21, u ~, 1; em % (A), donde

u € U(A).
Finalmente, pela proposi¢do 1.26, temos que p = ugu®, uma vez que
pz = zq € z € inversivel. O

Proposicio 1.28. Sejam p,q € Z(A).
(i) Se p ~nq, entdo p ~, q;
(ii) Se p ~, q, entdo p ~ q.
Demonstragdo. (i) Decorre imediatamente da proposicdo 1.27.

(ii) Este fato ja foi mostrado na proposicao 1.25.

Proposicao 1.29. Sejam A uma C*-dlgebra e p,q € A projecies.

(i) Se p ~ g, entdo (g 8) ~y (g 8) em M(A).
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.. - 0 0
(ii) se p ~y, q, entdo <1(; O) ~h (g 0) em My (A).

Demonstragdo. (i) Sejav € A tal que
p=Vvv, g=w" e, consequentemente, v=vp=qgv.
Consideremos agora
(v 1-4q _( a9 1-4
(7, ) e = (00, 1Y),

emquel=1 ;> € notemos que u e w sao unitarios.

Com efeito,
_— v 1—gq v* 1—-p
T (1P V*)(lq V)
_ wi+1—gq v—vp4+v—gqv
T \Wr=pr v —viq 1—p+viy
(1 0
—\0 1
e

e ( q 1q> ( q 1q)
l—gq ¢ l-q ¢

_ ( fji*qz qf+qf>
9—q9°+q9—q l—g+gq

().

. «_ (1O
Analogamente, mostramos que u*u = ww* = 0o 1)
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Além disso, temos que

p 0Y .
u(o O)M

pois vp =v e g = w*. Logo,

Para mostrarmos que <‘g g) ~u <g g) em M;(A), basta mostrar-

mos que uw € M>(A). Mas antes, notemos a diferenca entre M>(A) e

M;(A). Observemos que

My(A) = { (‘C‘ Z) ;a,b,c,d € A}

Iljl;(_A/)z{(i Z)—l—l(log &);a,b,c,deAele(C}

e, portanto, M>(A) C M,(A). Desta forma,
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(i)

q v l—g¢q
I () )
_ (qu—p q+pqg V' —qv* >

v—qvt+q—qp l—q+qv*
v+1—p—q+gqp V*—qv*)

q—aqp l—g+qv*
C (e ey 0 i
q—qp Qv —q 0 13

0
Como uu* = u*u = ww* = ww = (6‘ - temos que wu em

p 0 q 0
U (M>(A)) e, portanto, (0 0) " (0 O)'

Seja u € % (A) tal que ¢ = upu*. Pelo lema 1.13, existe um caminho
t— wy em % (My(A)) tal que

(1 0 _(u O
"o=1o 1) ¢ M T lo w )

Consideremos agora, para € [0, 1], o caminho e; = w; <g g) wy. No-

temos que como w; € unitdrio para todo ¢ € [0,1] e p € F?(A), entdo
e, € P (Mp(A)), paratodoz € [0,1]. Além disso,

0 0
e°:<10) o) ¢ el:(% 0)’
0 que mostra que <‘g 8) ~p (g 8)

Agora, efetivamente, comegaremos nosso estudo bésico do Ky(A) de

O

uma C*-dlgebra unital A. Para obtermos tal objeto, definiremos sobre Z..(A)
a seguinte relagéo de equivaléncia: se p,q € P.(A), dizemos que p € M,(A)
e g € My, (A) sdo equivalentes, p ~q g, se existe uma matriz v € My, (A) de
modo que v'v=pew* =gq.

Notemos que se p e g t€m o mesmo tamanho, entdo ~q € a relagcdo de

equivaléncia Murray-von Neumann.
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A demonstracio de que ~( é uma relacio de equivaléncia é andloga a
demonstrag@o da relagdo Murray-von Neumann.

A seguir demonstraremos uma proposi¢cao que nos serd muito impor-
tante para definirmos o K de uma C*-dlgebra unital. Mas antes definamos
sobre Z.,(A) a operagdo bindria

. 0
p®q = diag(p,q) = (0':1" '6’1’”’> :

Dados p € Z,(A) e g € Z,,(A), notemos que

PO\ _ (P O _ (P Oum
Omn g Omn  q* Omn g
2 2
( p on.,m) _ (p on,m) _ ( p 0n,m)
Ormn q Om,n ‘]2 Om,n q

e, portanto, p D g € Pyin(A).

Proposi¢io 1.30. Sejam A uma C*-dlgebra e p,q,1,p',q € P(A).

(i) p~op@®0, paratodo n € N, em que 0, € o elemento neutro da adi¢do
de M, (A);

(ii) Se p~op' eqr~oq, entdo p®q~op' ®q;
(iii) p®qg~0qDp;

(iv) Se p e g sdo projegdes em P, (A) tais que pqg =0, entdo p+q € P, (A)
ep+qr~opDdg;

v) (p®g)Sr=ps(qor).

Demonstragdo. (i) Sejam € Ntal que p € £,,(A). Seja agoran € N qual-
quer. Desta forma, se definirmos

y= < o ) € My 1n.m(A),
n,m
entdo p =v*ve p®0, =w*, ouseja, p ~o pDO0,.
(i) Sejam v e w tais que

/ /
p=vv, p=w" g=w'w, ¢ =ww".
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(iii)

(iv)

v)

Assim, se definirmos u := diag(v,w), temos que
pEg=u‘u e pog=uu’
e, portanto, pDq ~o p' ©q'.

Consideremos p e g projecdes quaisquer em P (A). Logo, existem n e
m naturais de modo que p € &,(A) e g € P, (A). Assim, se definirmos

(O q)
"(p O, m

chegamos ao resultado desejado.

Sejam p,q € &2,(A) e mostremos primeiramente que se pg = 0, entdo
p+ g também é uma projecdo em &2, (A).

Com efeito, como pg = 0, temos que ¢*p* = 0 e, consequentemente
qp=0. Assim, (p+q)" = p*+q"=p+qe

(p+a)*=p*+pa+tap+q* =p+q.

Notemos que definindo

obtemos p+¢q ~o pPg.

Trivial.

Definicao 1.31. Definimos

P(A) = P(A)] ~0 -

Dado p € Z.(A), denotemos por [p]4 a classe de equivaléncia de p

em relagdo a ~p. Sob Z(A), podemos definir uma adigéo dada por

[Plg+14lo =P ©4qls-

Pela parte (ii) da proposi¢do 1.30, esta operacdo estd bem definida. Pelas
partes (i), (iii) e (v) da mesma proposi¢do, sabemos que (Z(A),+) é um
monoide abeliano com o elemento neutro dado por [01]4.
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1.3 O GRUPO Ky EM C*-ALGEBRAS UNITAIS

O que faremos nessa subsecdo serd uma associagdo entre semigru-
pos abelianos e grupos abelianos. Este processo especifico € chamado de
Constru¢do de Grothendieck. Assim que compreendermos esta construgao,
poderemos enfim definir o Ky de uma C*-algebra A.

Seja (S,4) um semigrupo abeliano e definamos sobre S X S a seguinte
relagdo de equivaléncia: dizemos que (x1,y1) ~ (x2,y2) se existir z € S de
modo que

X1 +Y2+z2=x2+y1+z

Mostremos que ~ é uma relagdo de equivaléncia:

(i) Sejam x1,y; € S. Desta forma, para todo z € S,
Xi+ty1+z=x1+y1+z

Assim, (x1,y1) ~ (x1,y1) e, portanto, ~ € reflexiva.

(i) Sejam (x1,y1), (x2,¥2) € S X S e suponhamos que (x1,y;) ~ (x2,y2)-
Logo existe z € S tal que

X1+y2+z2=x2+y1+z

Assim,
X2+y1+z=x1+y2+2.

Logo (x2,y2) ~ (x1,y1) e, consequentemente, ~ é simétrica.

(iii) Sejam (x1,y1), (x2,y2), (x3,¥3) € S x S e suponhamos que
(x1,y1) ~ (x2,2) e (x2,y2) ~ (x3,3).
Entdo existem z,¢ € S tais que
X1+y2tz=x2+y1+z € xp+y3+t=x3+y2+t1.

Desta forma, se considerarmos w =y, +z+t € S e utilizarmos o fato
que S € abeliano, teremos que



48

x1+y3+w=x+y3+On+z+1)
=y3+(x1+y2+2)+1
=y3+(+yi+2)+1
= (2+y3+t)+yi+z
= (3 +y2+1)+yi+z
=x3+y1+0n+z+t)=x3+y1+w

Deste modo, (x1,y1) ~ (x3,y3), ou seja, ~ € transitiva.

Definimos agora G(S) =S x S/ ~ e seja (x,y) a classe de equivaléncia
de (x,y) em G(S).
Para quaisquer (x1,y1), (x2,y2) em G(S), podemos definir a operagdo

(x1,31) + (x2,y2) = (x1 +x2,y1 +2)-

Mostremos que esta operagdo estd bem definida.
Com efeito, sejam x1,x},y1,Y],%2,X5,y2,)5 € S tais que

Gy =) e (a,y2) = (4,)9).
Desta forma existem z,7 € S tais que
X1+ Ft=x+y1+1 e x+yh+z=xi+ym+z
Assim, como
(K1 +Yi+0) + (2 +y2+2) = (G 3141 + (o +y2+2),
temos que
(x1+x2) + 0) +32) +1+z= () +x5) + (1 +32) 42,

e, portanto,

(X1 422,51 +y2) = (&) +235, 01 +h).
Desta forma

(e, y1) + (x2,y2) = (61, 00) + (x5, ¥5)

e, portanto, + estd bem definida.
Além disso, para qualquer x € S, (x,x) = Og(s)-
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De fato, sejam x1,y; € S e notemos que
(x1,1) + (x,x) = (1 +x,y1 +x).
Por outro lado, para todo z € S, temos que
X1 +x+y1+z=x1+y1 +x+2z2

e, portanto, (xj +x,y; +x) ~ (x1,y1). Desta forma, como S € abeliano, segue
que
(x,x) + (aiyr) = (xr,y1) = (x1,1) + (x,x).
Logo, para todo x € S, (x,x) = 0g(s)-
Podemos notar ainda que, para quaisquer x,y € S, (x,y) = —(y,x).
Com efeito, como S € abeliano,

)+ 3x) = (x+y,y+x) = x+y,x+y) = 0g(s),

e, portanto, para todo x,y € S, (y,x) = —(x,y).
Concluimos entéo, que G(S) é um grupo.

Definicéio 1.32. G(S) é o grupo de Grothendieck do semigrupo S.

Agora definiremos uma aplicagdo muito ttil para, por exemplo, saber-
mos quais sdo realmente os elementos de G(S).
Sejay € S e consideremos

¥5:S — G(S)
x o= ().

¥s é chamada a aplicagdo de Grothendieck.

Observemos que ¥s independe de y e € aditiva. Para tanto, sejam
y1,y2 € S. Entdo, para qualquer z € S,

X+y1+y2+z=x+y2+y1+z.

Desta forma, (x+y1,y1) ~ (x+y2,y2) e portanto, para quaisquer y;, y,
em S,

(x+y1,31) = (x+y2,)2).
Donde segue que s independe de y.
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Além disso, se x,x’ € S, entdo

Br+x) = (x+x+py)
(x+x'+y+y,y+y)
ety )+ o )
= Ys(x)+%s(x).

A proposicdo que segue nos fornece informagdes titeis sobre a Contru-
¢do de Grothendieck. Mas antes, lembremo-nos que se (H,+) for um grupo
abeliano e S um subconjunto ndo vazio de H fechado sob adigdo, entdo (S,+)
serd um semigrupo com propriedade cancelativa, isto é, se s,¢,z € S sdo tais
que

S+t=s5+72
entdo s = z.
Ademais, Hy = {x—y:x,y € S} C H é o subgrupo gerado por S.

Proposicao 1.33.
(i) G(8) = {1s(x) —15(v) : 5,y € S}.

(ii) Propriedade Universal: Se H for um grupo abeliano e ¢ : S — H for
uma aplicagdo aditiva, entdo existird um unico homomorfismo de gru-
pos ¥ : G(S) — H que comuta o seguinte diagrama:

(iii) Funtorialidade: Para cada aplicagdo ¢ : S — T entre semigrupos Se T
existe precisamente um unico homomorfismo entre  grupos
G(9) : G(S) = G(T) que comuta o diagrama

S
YSJ

G(S

_* o7
r
——5G(T
) et ST

(iv) Sejam x,y € S. Entdo vs(x) = ¥s(y) se, e somente se, x+z =y+z, para
algum z € S.
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A aplicagdo de Grothendieck s : S — G(S) € injetora se, e somente se,
S tem a propriedade cancelativa.

Sejam (H,+) um grupo abeliano e S um subconjunto ndo vazio de H
fechado sob a adi¢do, entdo G(S) serd isomorfo ao subgrupo Hy gerado
por S.

Demonstragdo. (i) Como Imys C G(S), entdo

(ii)

{rs(x) = %(y) 1 x,y € S} C G(S).
Seja agora {x,y) € G(S). Entdo

¥)+ (6,x) + ()

(x,y) (x,
(x+x+y,y+x+y)
(
{

X+y,y) + (x,x+y)
xX+y,y) — (y+x,x)
= %) —10)

Logo G(S) C {ys(x) — %s(y) : x,y € S} e assim obtemos a igualdade
desejada.

Definamos
v:G(S) — H
y) = e)—e()
e notemos que W estd bem definida, pois se (x,y) = (x’,y’), entdo existe

t € Stal que

x—i—y/—i—t :x’—i—y—i—t.
Desta forma, como ¢ € aditiva,
() + () + o) = o(X)+ o(y) + (7).

Como Im¢ C H e H é um grupo, temos que ¢(¢), ¢(y), @(y') possuem
inversos aditivos e assim,

Mostremos agora que W € aditiva. Para tanto, sejam (x,y), (x’,)’) em
G(S). Deste modo, como H € abeliano e ¢ é um homomorfismo, temos
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(iii)

(iv)

)

que

vy + &) = w(xe+x,y+y)
= ox+x)—o(+))
= o) +o) -0y

)—o()
= ()=o) + (o) +(00))
v () + ().

Portanto ¥ € um homomorfismo de grupo. Mostremos agora a uni-
cidade de y. Para tanto, suponhamos que exista um homomorfismo
®: G(S) — H tal que Doy, = @. Assim, pelo item (i), para x,y € S,
temos que

P((xy) = @
= D(x%
= 9
= W(<x7y>)'
Concluimos entdo que y € tnico.

Definamos @ := yro ¢ : S — G(T'). Entdo, pelo item anterior, existe um
tinico homomorfismo ¥ : G(S) — G(T) tal que yoys =@ = yro . Se
definirmos G(¢@) := y, temos que o diagrama é comutativo e G(¢) é o
unico homomorfismo que satisfaz tal condicéo.

Sejam x,y € S e suponhamos que ¥s(x) = ¥5(y), isto é,
x4y, = {y+xx).
Desta forma, (x+y,y) ~ (y+x,x) e, portanto, existe w € S tal que
Xty+xt+w=y+tx+y+w

Assim, se definirmos z :=y+x+w € S, teremos que x+z =y +z.

Por outro lado, suponhamos que exista z € S tal que x+z =y+z. Deste
modo, como ¥s € aditiva, entdo ¥s(x) + ¥s(z) = 15(y) + ¥s(2) e, portanto,
¥s(x) = ¥5(y), pois G(S) é um grupo.

Suponhamos que s seja injetora e sejam x,y,z € S tais que

X+z=y+z
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Logo, pelo item anterior, ¥s(x) = ¥s(y) e, portanto, x = y, ou seja, S tem
a propriedade cancelativa.

Por outro lado, suponhamos que S tenha a propriedade cancelativa e
sejam x,y € S tais que ¥s(x) = ¥5(y). Assim, também pelo item anterior,
existe z € S tal que

xX+z = y+z
Logo, x =y, e, portanto, s é injetora.

Se (H,+) for abeliano e S C H for fechado por adi¢@o, entdo, como ja
notamos, (S, +) serd um semigrupo abeliano com a propriedade cance-
lativae Hy = {x—y: x,y € S}.

Consideremos agora 1 : § — Hy a aplicagdo inclusdo. Logo, pelo item
(if), existe um dnico homomorfismo ¢ : G(S) — Hy tal que
Qovys =1, pois 1 é aditiva. Mostremos que ¢ ¢ injetora. Para tanto,
sejam (x,y), (x',y") € G(S) tais que

P((x,y) = ((y)).

Entdo, como ¢ € aditiva,

P(¥15(x)) — @(¥15(y) = o(%(x')) — @(15(Y))-

Logo x—y =x' —y'. Deste modo, para todo z € S,

x+yY +z=x+y+z,

ou seja, {x,y) = (x',y’) e, portanto, @ € injetora.

Para vermos que ¢ € sobrejetor, seja x € Hy. Entdo existem z,¢ € S tais
que
xX=z—t.

Assim,

xX = z—t

1(z) —1(1)

= (poys)(2) —(@ox)(1)
= ¢(%(2)— %))
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e, portanto, ¢ é sobrejetora. Concluimos entdo que ¢ é um isomorfismo
e G(S) = Hp.
O

Definiciio 1.34. Seja A uma C*-dlgebra unital e seja (Z(A),+) o semigrupo
da Definigdo 1.31. Definimos Ky(A) como sendo o grupo de Grothendieck de
2(A), ou seja,

Ko(A) = G(2(4)).

Definimos [-]p : ZPw(A) — Ko(A) por
[Plo=15([Pl2); P € Pw(A).

emque 15 : Z(A) — Ko(A) é a aplicagdo de Grothendieck de S = Z(A).

Observamos que nossa defini¢io de Ky(A) independe do fato que A
€ unital. Porém, mais tarde veremos porque esta constru¢do nao possui um
bom comportamento se A ndo € unital (ver observacio 1.70).

Definamos a seguinte relagdo de equivaléncia em Z.(A): se p,q em
Pa(A), entdo p ~; g se existir r € Pw(A) tal que

pPDr~oqdr.

Mostremos que ~; € uma relacio de equivaléncia:

(i) Reflexiva: segue do fato que ~( € uma relacdo de equivaléncia.

(ii) Simétrica: sejam p,q € P.(A) e suponhamos que p ~ ¢g. Logo existe
r € P(A) tal que
pEr~oqdr.

Mas, como ~( € uma relagdo de equivaléncia,
qOr~opDOT
€ portanto g ~ p.
(iii) Transitiva: sejam p,q,r € P(A) e suponhamos que p ~; g e g ~ .
Logo, existem u,v € P (A) tais que

pPu~yqdu e qdv~yrdv.
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Desta forma, como u @ v € P (A),

PO UsY) (pOu)Bv~o (qOu)Sv~o (udg) Sy
u®(qOv) ~ou®d (rov)
(udr)®v~y (rdu)®v

= I‘EB(M@V),

o que finaliza esta prova.
Chamamos ~; de equivaléncia estdvel.

Lema 1.35. Sejam A uma C*-dlgebra unital e p,q € Pw(A). Entdo p ~4 q
se, e somente se, p®D 1, ~y q® 1, para algum n € N, em que 1, denota a
unidade em M,(A).

Demonstragdo. Com efeito, como 1, € P.(A), se pD 1, ~9 gD 1,, entdo
D ~; q. Por outro lado, suponhamos que exista r € Z,(A) tal que

pbr~yqgdr.

Desta forma, como r(1, —r) =0e r+ (1, —r) = 1,, pela proposigdo 1.30.
temos que

P®1n~op@r@(1n—7) Noq@r@(ln_r)"’oq@ln
e, portanto p ~; q. O

A caracterizacdo de Ko, descrita nas duas proposicdes abaixo, € uma
concreta e til descrigdo do grupo Ky de uma C*-algebra unital.

Proposicao 1.36. Seja A uma C*-dlgebra unital. Entdo
Ko(A) = {[plo —lglo: p,q € Z=(A)} = {[plo—[dlo : p,q € Pu(A),n € N}.
Além disso,
(i) [p®4qlo = [plo+[qlo, para quaisquer p,q € Z(A);
(ii) [0a]o =0, em que 04 é a projecdo nula em A;
(iii) Se p,q € P, (A), para algumn € N, e p ~y, q, entdo [plo = [qlo;

(iv) Se p,q € P,(A) sdo projecdes mutuamente ortogonais, entio

[p+4qlo = [Plo+ [¢]o:
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(v) Para quaisquer p,q € P(A), [Plo = [q]o se, e somente se, p ~; q.

Demonstragdo. Notemos que, pela proposi¢do 1.33,

Ko(A)=G(2(A)) = {r(rlz)—vdl2):[plo.lds € 2(A)}
= {[plo—[dlo: p,qa € P=(A)}.

Mostremos agora que Ko(A) = {[plo — [glo : p,q € Pu(A),n € N}.
Para tanto, seja g € Ko(A). Entdo existem k,l € N, p € P (A) e g € Z(A)
tais que
g=1[plo—qo-

Seja n = max{k,l} e definamos
p=p ®0 e qg=¢ B0,

Entdo, pela proposi¢do 1.30, p ~9 p' € g ~o ¢'. Logo, [plg = [P]o €
[9]2 = [¢']# €, consequentemente, [plo = [p']o € [glo = [¢]o- Assim, temos
que p,q pertencem a &2, (A) e g = [plo — [¢]o-

Como claramente {[p]o — [glo : p,q € Pn(A),n € N} C Ko(A), obte-
mos a igualdade desejada.

(i) Sejam p,q € Z.(A). Entio,

p®qlo = Yp®dqla)=71plz+I4l2)
= Y(pl2)+v4l2)
= [plo+lglo

(i) Como 04 &04 ~q 04, temos que

[04 ®04]0 = [04o
= [04]o+[0a]o = [0ao
= [OA]() =0.

(iii) Se p ~j, g, entdo p ~ g, pela proposicdo 1.28. Desta forma, temos que

e. portanto ¥([p]7) = ¥([g]»). ou scja,

[Plo = [qlo-
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(iv) Suponhamos que pg = 0. Entdo, p+ ¢ ~o p & ¢, ou seja,
[p+dlo=1[p®dlo

e, portanto, [p+ glo = [plo + [4]o-

(v) Sejam p,q € P(A) e suponhamos que [p]o = [g]o. Logo,

e, portanto, pela proposigdo 1.33, existe r € F(A) tal que

[Plz +rlg =ld4lo + 2.

Desta forma, [p@r|g = [qDr|g e assim, p@r ~o gdr, donde p ~; q.
Por outro lado, se p ~ g, entdo existe r € Po(A) tal que pdr ~ogDr.

Logo, [p® 1]y = [P 1] €, portanto, [p & r]o = [g D r]o, ou seja,
[plo+ [rlo = lglo + []o-

Como Ky(A) é um grupo, temos que [plo = [¢lo, 0 que finaliza esta
demonstragdo.

O

Proposicao 1.37 (Propriedade Universal do Ky). Sejam A uma C*-dlgebra
unital, G um grupo abeliano e suponhamos que vV : P«(A) — G satisfaga:

(i) v(p®q) = v(p)+Vv(q), para quaisquer p,q € Pw(A);
(ii) v(04) =0;

(iii) se p,q € P,(A), para algumn €N, e p ~j, g em P,(A), entdo

Entdo existe um nico homomorfismo entre grupos o : Ko(A) — G tal que o
diagrama a seguir comuta
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Demonstragdo. Seja B : Z(A) — G dada por [p]g — v(p) e mostremos que

B estd bem definida. Para tanto, sejam p’,q' € P.(A) tais que p’' ~¢ ¢.

Suponhamos que p’ € Z(A) e ¢ € P;(A) e seja n = max{k,l}. Assim, se

considerarmos p = p' $0,_; € ¢ = ¢ ©0,_;, teremos que p,q € FP,(A) e
p~op ~0d ~oq,

ou seja, p ~ g. Logo, pela proposicdo 1.29,

P® 03, ~;, gD 03,

em P4,(A). Desta forma,

v(p)=v(p)+Vv(O0)+ -+ v(0) =v(pDH03,) = V(gD 03,) = v(q).
3n

Assim, como

v(p) =v(p)+Y(0)+---+v(0) = v(p)
n—k

v(g) = v(g') +v(0)+---+v(0),
n—lI

temos que V(p') = v(¢') €, portanto 3 estd bem definida.
Notemos agora que 3 € aditiva, pois se p,q € P.(A), entdo

B(lplg +ldlz) = B(lp®dla)
= Vv(p®q)
v(p)+v(q)
= B(rlz)+B(rl2)

Logo, pelo item (if) da proposi¢do 1.33, existe um dnico homomorfismo
o : Ko(A) — G de forma que o diagrama abaixo é comutativo.

2(A)
d K
Ko(A) =% > G.

Notemos agora que, se p € P(A), entdo
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Pou(A)
[']OJ \
Ko(A) - 5 G,

é comutativo. SO nos resta mostrar que o € o Unico homomorfismo que co-
muta este diagrama. Suponhamos entdo que exista ¥ : Kyp(A) — G tal que
vollo=v.

Seja z € Ko(A). Entdo, pela proposicdo 1.36, existem n € N, p,q em
P, (A) tais que z = [plo — [g]o e, assim,

v(z) = w([plo—Iglo)
= y([plo) — w(lglo)
= v(p)—v(q)
= a([plo) — a([glo)
= a([plo—[glo)
= ofz).

Como z € Ky(A) € arbritrério, concluimos que ¥ = a, o que finaliza
esta demonstragao.
O

1.4 O FUNTOR K, PARA C*-ALGEBRAS UNITAIS

Na secdo anterior, associamos a cada C*-dlgebra unital A um grupo
comutativo Ky(A). O leitor pode se perguntar se podemos fazer o mesmo
com os *-homomorfismos, ou seja, se a cada homomorfismo ¢ : A — B entre
C*-dlgebras unitais A e B podemos associar um homomorfismo de grupos
entre Ko(A) e Ko(B).

Observamos que, na situagéo acima, se p € &,(A), entdo

()’ =0 )=0(p) e o) =0(p*)=90(p)

e, portanto, ¢ leva Z..(A) em P (B) (observemos que esta ¢ é ¢, quando
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aplicada em p € &7,(A)). Definamos

Vi Z.(A) = Ko(B)
p = [eP)o

€ notemos que se p,q € P(A), entdo @(p®q) = ¢(p) ® @(q). As-
sim,

@) vipoq) =[e(pog)o=[e(p)lo+[9(g)lo=Vv(p)+Vv(g);
(i) v(04) = [@(04)]o = [0p]o = 0;

(iii) se p,q € P(A) sdo tais que p,q € P, (A), paraalgumn € Ne p ~j, q,
entdo p ~ g e, portanto, existe uma matriz w, cujas entradas sdo elemen-
tos de A, de modo que

w'w=p e ww'=gq.

Desta forma, @(w) := [@(w;;)];;, supondo w = [wj;];;, ¢ uma matriz com
entradas em B,

P(p) = p(w'w) = 9w )o(w) = (¢(w)) (W)

?(q) = e(ww") = p(w)p(w") = p(w)(p(w))".
Portanto ¢(p) ~ ¢(g), donde [¢(p)]o = [¢(g)]o € V(p) = V(q).

Logo v satisfaz as condi¢des da proposi¢ao 1.37, e portanto existe um tinico
homomorfismo & : Ko(A) — Ko(B) que comuta o diagrama a seguir:

Pol(A) —— 2..(B)
Hol JHO
Ko(A) —5— Ko(B).
Se definirmos Ko(¢) := o, teremos a associagdo desejada.
Definicao 1.38. Uma categoria € consiste de:
(i) uma colecdo de objetos Ob(<);

(ii) para cada par de objetos A e B, um conjunto Hom(A, B) de morfismos
de A em B, denotados por f : A — B, equipados com

(a) para cada objeto A, um morfismo id4 : A — A;
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(b) para cada par de morfismos f: A — Be g: B — C, um morfismo
gf : A — C, chamado composicio de f e g, tais que

i. para qualquer morfismo f: A — B, idp f = f = fida;

ii. para qualquer tripla de morfismos f:A — B, g:B—Ce
h:C — D, aassociatividade é vdlida: h(gf) = h(gf).

Exemplo 1.39. C*-alg : A classe de objetos Ob(C*-alg) é a classe de todas
as C*-dlgebras e Hom(A,B) = {¢ : A — B : ¢ é um *- homomorfismo}, com

a operagdo de composi¢do usual.

Exemplo 1.40. Ab : Os objetos em Ab sdo grupos abelianos e os morfismos
sdo os homomorfismos entre grupos abelianos, com a operag¢do de composi-
¢do usual.

Definicao 1.41. Sejam € e © categorias. Um funtor covariante F : € — D
consiste de:

(i) uma aplicagdo F : Ob(€) — Ob(D);
(ii) para qualquer par de objetos A, B € Ob(€), uma aplica¢do
F :Hom(A,B) — Hom(F(A),F(B));
tais que

(a) paracada A € Ob(Q), F(ida) = idpa);

(b) para qualquer par de morfismos f:A —Be g:B — Cem C,
F(gf) = F()F(f)-

Se A e B forem C*-dlgebras, denotaremos por Op 4 0 homomorfismo
nulo entra A e B e a fungdo identidade em A por id4.

Proposicao 1.42 (Funtorialidade de Ky em C*-dlgebras unitais).
(i) Se A for uma C*-dlgebra unital, entdo Ko(ida) = idg(a)

(ii) se A,B e C sdo C*-dlgebras unitais e se ¢ : A — B e y:B — C sdo
x-homomorfismos, entdo Ko(y o @) = Ko(y) o Ko(9);

(iii) Ko({0}) = {0},

(iv) para todo par de C*-dlgebras A e B, Ko(Op.a) = Ok, (B) K, (4)-
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Demonstragdo. (i) Seja p € P(A) e notemos que

Ko(ida)([plo) = [ida(p)lo = [Plo-

Se z€ Ky(A), entdo existem p, g € P.(A) tais que z= [p]o — [g]o. Desta
forma, como Ky(id4) é um homomorfismo de grupos, temos que

Ko(ida)(z) = Ko(ida)([Plo —[qo)
= Ko(ida)([plo) — Ko(ida)([qlo)
= [plo—lglo = idg,a) ([Plo — [glo)
= idg(a)(2)-

—~

Como z € Ko(A) € arbitrdrio, concluimos que Ko(ida) = idg;4)-

(i) Sejaz=[plo—[glo € Ko(A), em que p,q € Pw(A). Desta forma,

Ko(yoo)(z) = Ko(yoo)([plo—[glo)
= Ko(woo)([plo) — Ko(wo )([qlo)
= [w(e(p)lo—[w(e(@)o
= Ko(¥)[(@(p))]o—Ko(w)[(9(q))o
= (Ko(y)oKo(9))[(Plo) — (Ko(w) o Ko(¢))([glo)
= (Ko(y)oKo(9))([Plo—[qlo)
= (Ko(¥)oKo(9))(2)-

Como z € Ky(A) é qualquer, temos que

Ko(yoo)=Ko(y)oKo(p).

(iii) Sejaze€ Ko({0}). Entdo existem p,q € P..({0}) tais que z= [p]o — [¢]o-
Sejam n,m € N tais que p =0, e ¢ = 0,, e portanto [p]o = [¢]o =0,
donde z = 0. Deste modo, temos que Ko({0}) = {0}.

0 0
(iv) Observemos que Op 4 =0p 000 4: A 24028 Be que,

KO(OO,A) 1 Ko(A) = Ko({0}) e Ko(0370) 1 Ko({0}) — Ko(B).

Como Ko({0}) = {0} e Ko(0p 4) e Ko(0p,0) sdo homomorfismo de gru-
pos, temos que

Ko(00.4) = Ogy({01).k0(4) € Ko(OB0) = Ok, (B) K ({0})-
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Logo, por (if),

Ko(Opa) = Ko(0po)oKo(Opa)
Oy (B).k0({0}) © Oky ({0}) Ko (4))
= Oy () © Oy (4) = Ok (8o (4) -

O

Logo, pelos itens (i) e (if) da proposi¢do anterior, temos que Ky €
um funtor entre a categoria das C*-algebras unitais e a categoria dos grupos
abelianos.

Definicao 1.43 (Equivaléncia Homotépica). Sejam A e B C*-dlgebras. Dois
x-homomorfismos ¢ : A — Be ¥ : A — B sdo ditos homotopicos, ¢ ~j, Y, se
existe um caminho de *-homomorfismos ¢; : A — B, em que ¢ € [0, 1], tal que
0,1] — B
t = @fa)
¢ uma aplicacdo continua para cada a € A, ¢p = ¢ e ¢ = Y. Dizemos que o
caminho ¢ — ¢, é pontualmente continuo.
Se existirem *-homomorfismos ¢ : A — Be ¥ : B — A tais que

oy ~pidg e Yo ~yidy,

diremos que A e B sdo homotopicamente equivalentes. Neste caso, dizemos

que

A YA

¢ uma homotopia entre A e B.
Proposicao 1.44. Sejam A e B C*-dlgebras unitais.

(i) Se ¢,y : A — B sdo x-homomorfismos homotdpicos, entdo
Ko(¢) = Ko().

(ii) Se A e B sdo homotopicamente equivalentes, entdo Ky(A) é isomorfo ao
Ko(B). Mais especificamente, se

A2 Y4
é uma homotopia, entdo

Ko(¢) : Ko(A) = Ko(B) e Ko(y) : Ko(B) — Ko(A)
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sdo isomorfismos e Ko(@)™! = Ko(y).

Demonstragdo. (i) Seja ¢, : A — B um caminho pontualmente continuo
de x-homomorfismos tal que ¢y = ¢ e @ = y. Estenda ¢; para o *-
homomorfismo ¢, : M, (A) — M, (B), n € N.

Para todo [a;j] € M,(A), temos que*

max{laij |} < llla; ]l < Y llaijll.
: W

Assim, com a desigualdade acima, é fécil ver que, dado p € &,(A), o
caminho [0,1] 3¢ — ¢ (p) € Z,(A) é continuo. Desta forma, para todo
p € Zw(4),

®(p) = @o(p) ~n ¢1(p) = ¥(p).

Assim, temos que, para todo p,q € Pw(A),

Ko(@)([Plo—[glo) = Ko

Como p,q € P-(A) sdo quaisquer, pela caracterizagdo do grupo de
Grothendieck, concluimos que Ky(¢) = Ko(y).

(i) Suponhamos que A e B sejam homotopicamente equivalentes. Logo
existem x-homomorfismos ¢ : A — Be y: B— A tais que ¢ o Y ~;, idp
e Yo @ ~ypidy. Portanto, pelo item anterior,

Ko(@oy)=Ko(idg) e Ko(woo)=Ko(ids).

Desta forma, como Ky € um funtor, segue que
Ko(@)oKo(y) =idk,sy e Ko(y)oKo(@)=idgya),
donde Ko(¢)~! = Ko (). Logo,
Ko(@) : Ko(A) — Ko(B) e Ko(y): Ko(B) — Ko(A)

sdo isomorfismo de grupos e Ko(A) = Ky(B).

4ver (Rgrdam; Larsen; Laustsen, 2000), pagina 9.
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Definicao 1.45. Sejam A e B duas C*-dlgebras. Dizemos que dois *-homo-
morfismos @,y : A — B séo ortogonais ou mutuamente ortogonais se, para
quaisquer x,y € A,

P)Y(y) =0.
Notacao: ¢ L y.
Observagdo 1.46. Observemos que se ¢ L y, entdo @, L y,, paratodon € N.
Lema 1.47. Se A e B forem C*-dlgebras unitais e ¢,y : A — B x-homomor-

fismos ortogonais entre si, entdo ¢ + Y : A — B serd um x-homomorfismo
e

Ko(@ + ) = Ko(@) + Ko(w).

Demonstragdo. Sejam a,b € A. Entdo,

(¢ +v)(ab) = @(ab) + y(ab).

Por outro lado, como ¢ e ¥ s@o mutuamente ortogonais,

(e +w)(@][(e+y)(B)] = (¢(a)+y(a)(eDd)+y(d))
= ¢(a)o(b) +o(a)y(b)
+ y(a@)o(b)+y(a)y(b)
= ¢(a)o(b)+y(a)y(b)
= @(ab)+y(ab).

Como vemos facilmente que ¢ + y € aditiva e

(p+w)(a@)=((o+vy)(a),

para todo a € A, concluimos que ¢ + ¥ é um *-homomorfismo. Notemos
agora que se p € P(A), entdo @(p), ¥(p) € Pe(B). Assim, como @ e Yy
sdo mutualmente ortogonais, teremos que @(p)y(p) = 0 e, portanto, pela

proposicdo 1.30, ¢(p) ® y(p) ~o ¢(p) + ¥ (p).
Seja agora z € Ky(A). Entdo existem p,q € P (A) tais que

z=[plo — [4lo-
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Desta forma,

Ko(@+y)(2)

Il
S s & X

I
o
s

Como z € Ko(A) é arbitrdrio, a igualdade desejada segue. O

Com a definicdo e o resultado que seguem, poderemos definir o grupo
Ko de uma C*-élgebra qualquer.

Definicao 1.48. Uma sequéncia de C*-algebras e *-homomorfismos

On Pnt1
An An+1 An+2

¢ chamada exata se Im(@,) = Nuc(@,1), para todo n. Uma sequéncia exata
da forma

0 A B C 0

¢ dita ser exata curta.
Ademais, se existe um homomorfismo 6 : C — B tal que Yo 8 = idc,
dizemos que a sequéncia possui cisdo (a direita).

Para demonstrarmos o lema 1.49, precisaremos do lema 1.24.

Lema 1.49. Para cada C*-dlgebra unital A, a sequéncia exata com cisdo
- V1
0——A——] %T) C——0,

em que m(a+aly) = a e A(a) = aly, obtida adicionando uma unidade a
A, induz a sequéncia exata com cisdo

Ko(1) . Ko(m)
0 —— Ko(A)—— Ky(A) %7 Ko(C) ——0.
Ko
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Demonstragdo. Inicialmente, definamos os *-homomorfismos

u:g — A
atoaf — a

A:C = A
a — af

€ notemos que os *-homomorfismos 1o it € A’ o T sdio ortogonais entre si, uma
vez que se a+ af,b+ Bf € A, entdo

(toula+af)(A ox(b+Bf)) = a(Bf) =0.

Além disso,

®

(ii)

idX:lou—i—l/on. (1.1)
Mostremos agora que aquela sequéncia € exata.

Ko (1) é injetor.

Com efeito, notemos que (o1 =id4 e, como A € unital e Ky um funtor,
segue que Ko(u) o Ko(1) = idg, ). Como idg,4) € injetor, concluimos
que Ko(1) também o é.

Nuc(Ko(7)) = Im(Ko(1)).
Temos que
Ko(m) o Ko(1) = Ko(mo1) = Ko(Oc.a) = Ok, () ko (4)

e, assim, ImKo(1) C NucKp(m). Por outro lado, pela equagdo 1.1, pelo
lema 1.47 e pela funtorialidade de Kj, temos que

idKO(X) = Kp(1) OK()([,L) —I-Ko(l/) o Ko ().
Portanto, se g € Nuc(Ko(7)),
g 8) = Ko () (Ko(1) &)

donde, g = Ko(1)((Ko(1))(g)) € Im(Ko(1). Logo,

NucKp(7) = ImKp(1).
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(iii) Ko(m) é sobrejetor e Ko(A) é cisdo.

Notemos que como id¢c = 7o A e Ky é um funtor, ento
idKo((C) = K()(TC) o] K()(),)

Assim, Ky(7) é sobrejetor e Ko(A) é cisdo. Portanto a sequéncia

¢é exata com cisdo.

Exemplo 1.50. O grupo Ko(M,,(C)) é isomorfo a Z para todo n € N.

Demonstragdo. Sejam n € Ne p € 2,(C). Entio’, como os autovalores de
p pertencem a {0,1} e C" = Im(p) & Nuc(p), existe uma matriz M inversivel
tal que

p=M""'0oM,

em que Q =1, ®0,_; e k = dim(Im(p)). Seja T o trago padrio em
M, (C). Como t(Q) =k € N, temos que

t(p) =t(M'OM) =t(M'MQ) = 7(Q) €N.

Consideremos

€ notemos que
(i) para quaisquer p,q € Zw(M,(C)), T1(p®q) = t(p)+1(q);
(i) 7(0,)=0;

(iii) sejam k € N e p,q € P (M,(C)) sdo tais que p ~j, ¢, entdo p ~o g e,
portanto, existe uma matriz v tal que

p=viveg=w".

SLembre que nesse caso, Im(p) é o autoespaco associado ao autovalor 1 e Nuc(p) é o auto-
espaco asscioado ao autovalor 0.
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Desta forma,
t(p) = t(v'v) = t(Ww") = 7(q)

e, portanto, ¢ satisfaz as condi¢des da proposi¢do 1.37. Logo, existe um
tinico homomorfismo o : Ko(M,,(C)) — Z tal que a([p]o) = t(p), para todo
P € Pw(My(C)).

Mostremos agora que o é uma bije¢do. Seja g € Ko(M,,(C)) e supo-
nhamos que g = [p]o — [¢o € Nuc . Entio®, dim(Im(p)) = dim(Im(g)), ou
seja, p ~o ¢, e assim g = 0. Logo « € injetor.

Por outro lado, Im(¢) é um subgrupo de Z que contém 1, uma vez
que 1 = a([e]o), em que e é uma projecdo unidimensional em M, (C). Desta
forma, Im(a) = Z.

Concluimos entéo que Ko(M,(C)) = Z. O

Observagdo 1.51. O exemplo 1.50 acima nos diz que, em particular,

Ko(C) =

N

Observagdo 1.52. Como Z = (1), pelo isomorfismo do exemplo anterior,
temos que, para n € N, Ko(M,(C)) = ([e]o), em que e é uma projegdo de
dimensdo um em M, (C).

Para o préximo exemplo, precisaremos do seguinte resultado.

Lema 1.53. Sejam H um espaco de Hilbert separdvel de dimensdo infinita e
p,q € B(H). Entdo p ~ q se, e somente se, dim(Im(p)) = dim(Im(q)).

Demonstragdo. Suponhamos inicialmente que p ~ ¢. Entdo existe v € B(H)
tal que
p=Vvv e g=w"
e, pelo lema 1.23,
V=gqv=vp.

Definamos

e notemos que ¢ estd bem definida pois, se p(x;) = p(x,), entéo

v(p(x1)) = v(p(x2)) = v(x1) = v(x).

6Aqui usamos o seguinte fato: se p,q € Z,(C), entdo 7(p) = 7(q) se, e somente se,
dim(Im(p)) = dim(Im(q)), ver (Rgrdam; Larsen; Laustsen, 2000), pagina 32.
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Como facilmente mostramos que @ ¢ linear, s6 nos resta mostrar que ¢ é um
bijecdo. Para tanto, consideremos

@:Im(q) — Im(p)
q(y) = V(y).

De maneira andloga, mostramos que @ ¢ linear e estd bem definida. Ademais,
paratodo h € H,

2(@(p(h)) =@(v(h) = (q(v(h)) = v (v(h)) = p(h)

e, portanto, ¢ 0 ¢ = idyy(,) € @ © @ = idyy(,), uma vez que i € H € arbitrério.
Logo ¢ é um isomorfismo e, consequentemente, Im(p) = Im(q).

Por outro lado, suponhamos que exista vy : Im(p) — Im(g) isomor-
fismo. Logo, como H é um espago de Hilbert, existe ug : Im(p) — Im(g)
isomorfismo unitdrio.

Notemos agora que, H = Im(p) @ Nuc(p), pois p é uma projecio.
Definamos

vi:H — H, emque h=h+h;ecIm(p)®Nuc(p).
h — u()(hl)
Ademais, como uy € B(H), temos que v € B(H).
Consideremos agora w : H — H dada por w(h) = uy ' (h1), em que

h = h; + hy € Im(q) ® Nuc(g) e mostremos que w = v*. Sejam x,y € H.
Entdo existem x; € Im(p),y; € Im(q),x» € Nuc(p) e y» € Nuc(q) tais que

X=x1+x2 € y=yi1+y.

Assim,

(v(x),y) (v(x1+x2),y)
(uo(x ) )

= (v ()

= <x1,u0 (1 +y2)
{

xiug ! (1))
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xw(y) = (x, (y1+yz)>
xuy ' (y1))
MO(X) 1)
uo(x1 +x2),y1)

uo( ) 1)
xiuy ' (1)),

ou seja, w = v*. Mostremos agora que p = v*v. Seja h € H. Entdo existem
hi € Im(p) e hp € Nuc(p) taisque h=h; +hy e

(x
(x,u
(
(
(
(1,

viv(h) = vi(h +h)
= Vi(uo(h))
= Maluo(l’ll)
= h=h+0
= p(h+h)
= p(h).

Como h € H € arbitrdrio, concluimos que p = v*v. Analogamente, mostramos
que g = w* e, portanto, p ~ q. O

Exemplo 1.54. Seja H um espaco de Hilbert separdvel de dimensdo infinita.
Entdo Ko(B(H)) = {0}.

Demonstragdo. Lembremos do teorema 1.3 que, paratodon € N,
M, (B(H)) = B(H").
Definamos

dim: Z.(B(H)) — {0,1,...,00}
p ~ dim(Im(p)),

emque p € Z,(B(H)) = Z(B(H")), e notemos que dim ¢ sobrejetiva. Desta
forma, se considerarmos

d: 2(B(H)) — {0,1,...,0}
[plz = dim(Im(p)),

teremos que d serd aditiva, pois dim(p @ q) = dim(p) + dim(q), para todo
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p,q € B(H)) e, além disso, pelo lema 1.53, acrescentando zeros sempre que
necessdrio a proje¢do de menor tamanho, poderemos mostrar que d estard
bem definida e serd injetora. Como dim acima definida € sobrejetora, temos
que d também o € e, consequentemente, d € um isomorfismo de semigrupos
e, portanto, Ko(B(H)) =2 G({0,1,...,}).

Notemos agora que G({0,1,...,00}) ={0}, poissen,m € {0, 1,..., o0},
entdo n ~ m, ja que n+ oo = m+- oo,

Concluimos entdo que Ko(B(H)) = {0}. O

Defini¢ao 1.55. Um espago compacto Hausdorff X é chamado contrativo se,
para algum x( € X, existe uma aplicagdo continua  : [0,1] x X — X, tal que,
para todo x € X,

a(l,x)=x e a(0,x)=ux.

Exemplo 1.56. Seja X um espaco compacto Hausdorff contrativo, entdo
Ko(C(X))=7Z,emque CX)=C(X,C)={f:X = C: f € continua}.

Demonstragdo. Para n € N, notemos que M,(C(X)) = C(X,M,(C)). Logo,
se p € M,(C(X)) ex € X, entdo podemos considerar p(x) € M,(C) e, portanto
7(p(x)) € Z, em que 7 é o trago padrio de M,(C).

Notemos que a func¢do

X = Z
x e t(p)

é constante e continua, pois X é contrativo e, consequentemente, conexo e Z é
discreto. Logo, 7(p(x)) independe da escolha de x € X e, consequentemente,
podemos definir

¢: Po(C(X)) —
p = T(px).

Observemos que
(i) para quaisquer p,g € P(C(X)) e para todo x € X,
¢(p@q) =1(p(x) ©q(x)) = 7(p(x)) + 7(g9(x)) = @(p) + ¢(q);
(i) @(0n) = 7(0n(x)) = 0;

(iii) sejamm € Ne p,q € £,,(C(X)) tais que p ~, g, entdo p(x) ~j, g(x) e,
como X é contrativo, portanto conexo, concluimos que
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dim(Im(p(x))) = dim(Im(q(x))).

Como p e g sdo proje¢des, temos que p(x) e g(x) também o sdo e, assim
7(p(x)) = dim(Im(p(x))) = dim(Im(g(x))) = 7(q(x)),

ou seja, 9(p) = ¢(q).

Logo ¢ satisfaz as condi¢des da proposicdo 1.37 e, portanto, existe um tinico
homomorfismo f : Ko(C(X)) — Z tal que B([plo) = ¢(p) = ©(p(x)). De-
notando por 1 a funcéo constante igual a 1 em X, temos que 7(1(x)) = 1 e,
portanto 1 € Im(¢), ou seja, 3 é sobrejetora.

Observemos agora que, como X € contrativo, existem xp € X e uma
fungéo continua o : [0,1] x X — X tais que, para todo x € X,

a(l,x)y=x e a(0,x)=xp
e definamos, para cada t € [0,1], ¢; : C(X) — C(X) por

@ (f)(x) = fla(t,x)).

Desta forma, ¢; ¢ um *-homomorfismo e 7 — ¢ (f) é um caminho continuo
para todo f € C(X).

Com efeito, sejam f € C(X), 1o € [0,1] e € > 0. Como fo ¢ é continua,
todo x € X possui uma vizinhanga aberta Uy e existe J, > 0, tais que

Flet.9) = flarlto, )| < 5

paratodoy € Uy et € (fo — Oy, 7o+ 0x) N[0, 1]. Nessas condi¢des, temos
que

|f(a(t.y) = flato,y)] < [f(a(ty))—f(alto,x))]
+  |f(a(to,x)) — f(a(to,y))]

< E&.

Como X é compacto e X = |J U,, temos que existem xp,--- ,x; € X
xeX

tais que X = Uy, U---UUy,. Se definirmos 0 := 112211({6)‘"} > 0, teremos que,
RS

paratodor € (fp— 8,0+ 0)N[0,1],
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19:(f) = @ ()l = )Sclel}lg\f(a(fvﬂ) — fla(o,x))| <e,

ou seja, t — ¢ (f) € continuo.
Assim, para qualquer f € C(X) ex € X,

@o(f)(x) = f(@(0,x)) = f(x0) e ¢i(f)(x)=f(a(l,x)) = f(x),

ou seja, @1 = idc(x) e, portanto, Qo ~p idc(x).
Consideremos agora

$:CX) — C
= f(xo)
€
y:C — CX)
A = A1

e notemos que § oy =idc e Yo ¢ = ¢y ~j, idc(x). Logo

cx) e —Yem

¢ uma homotopia e, portanto, pela proposicdo 1.44, Ko(¢) e Ko(y) séo iso-
morfismos. Logo, como o diagrama

Ko(C(X))

K()(‘P)J \

KO(C) T> Zv

em que & : Ko(C) — Z é o homomorfismo do exemplo 1.50, é comutativo e
Ko(¢) e a sdo isomorfismos, concluimos que 8 também o &, ou seja,

Ko(C(X)) = Z.

Para o exemplo a seguir, mostremos o seguinte resultado.



75

Lema 1.57. Sejam A uma C*-dlgebra unital e s € A uma isometria, isto é,
s*s = 1. Entdo a aplica¢do

u:A — A

a + sas*

¢ um endomorfismo em A e Ko([) = idg, 4)-

Demonstra¢do. Como facilmente vemos que t € um x-homomorfismo, mos-
traremos apenas que Ko(u) = idg; 4)-
Notemos inicialmente que, paran € N, e a = [a;j] € M,(A),

ula) = [u(a)]
[sajjs”]
= diag(s,...,s)adiag(s",...,s").
Desta forma, pondo s, = diag(s, .. .,s), temos que W (a) = s,as;.
Observemos agora que, se n € N e p € M,,(A) é uma proje¢io, entdo
spps, também o é. Pondo v = s, p, temos que,

viv=p e w' =s,ps.

e, portanto, p ~o supsty ou s¢fa, [plg = [snpsil = [1(p)]g. Logo,
para todo p € Z.(A),

Seja g € Ko(A). Entdo existem n € N e p,q € 2,(A) tais que g = [plo — [¢]o
€, assim,

Ko(u)(g) = Ko(w)([Plo—[glo)
= Ko(1)([plo) — Ko(1)([4lo)
= [plo—ldlo=¢
= idKO(A)(g)

Como g € Ky(A) € arbitrdrio, concluimos que Ko(1) = idg,4)-
O

Definicio 1.58. Definimos, para n € N, a dlgebra de Cuntz
O, =C*(s1,...,s,) como sendo a C*-subdlgebra de B(H) geradapor s1,..., Sy,
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que satisfazem

0,sei#j
e
n
Zs,-s;‘ =1
i=1
E possivel mostrar que &, possui a seguinte propriedade: se A é uma
C*-élgebra tal que existem 71, ...,t, € A de modo que

n
==ty =1=Y 1],
i=1

entdo existe um Unico *-homomorfismo @ : &, — A tal que ¢(s;) = 1;.
Exemplo 1.59. Ky(&,) = {0}.
Demonstragdo. Seja u € 0, unitario. Entdo, para todo i < 2,

*

us; us;) =Ss;u us; ==5
/* J j* J

*

ijZI

usy(us1)* +usy(usz)* = usysju” +usyssu”

= u(ss]+s285)u’”

= w=1.
Logo, pela observagdo 1.58, existe ¢, : 0, — O tal que @,(s;) = us;, para
todo j € {1,2}

Definamos, para 1 <i <2,
l,‘ : ﬁz — ﬁz
X = sixs;

e notemos que A; é um *-homomorfismo e, além disso, para quaisquer x,y em
0,

M)A (y) = sixsisayss
= s51x0xs5
= 0

Logo A; e A, sdo mutuamente ortogonais e, consequentemente, pelo lema
1.47, A := A1 + A2 é um *-homomorfismo e Ko(A) = Ko(A1) + Ko(A2).
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Como s; e so sdo isometrias, pela observagdo 1.58, concluimos que
Ko(A1) = Ko(A2) = idg,(e,) €, consequentemente, Ko(A) = 2idg,(g,)-

Consideremos agoraw =Y, s;s J-s;ksjf e mostremos que w € unitdrio.
1<i,j<2
Com efeito,

ww* ( Z S,'SjS?Sj-)( Z SjSiSjS?)

1<,i,j<2 1<i,j<2
= (518518787 + 51528785 + 5251555] + 52525553 ) -
(52525585 + 51525155 + $251555] + s1515757)

= 51518787 + 51528587 + 528157185 + 52525282

2 2
= 5 (Z $is7 )81+ sz(z 8iS7 )85
i=1 i=1

= s518] + 528
1.

Analogamente, mostramos que w*w = 1 e, de fato, w € unitario. Além disso,
pelo cdlculo acima, notamos que w = w* e, portanto, 6(w)g, = {—1,1} # T,
pois w2 —1 = 0. Assim, pelo lema 1.12, w € U (0>), ou seja, w ~y 1 em
U (0,). Portanto, existe v : [0,1] — % (0>) continuo tal que v(0) =w e
v(l)=1.

Afirmacio: A = ¢,.

Com efeito, para k € {1,2}, temos que

Oy (Sk) = WSk

= Z 5iS ;ST )Sk

1<,i,j<2

= §15¢S] + 525185
2
= ) sisist
i=1
= l(sk).
Logo ¢,, = A, pois s; e so geram 0. O
Finalmente, definamos

z:10,1] — End(03)
t — Z17
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em que End(&7,) é o conjunto de endomorfismo em &, e

Zzlﬁz — ﬁz
si = v(t)s;.

Notemos que z ¢ um caminho pontualmente continuo, pois v € pontualmente
continuo e, além disso, para i € {1,2},

20(s;) =v(0)s; = ws; = @, (s;) = A(s3)

z1(si)) = v(1)s; = s; = idg, (si)-
Logo A ~j, idg, e, consequentemente,
A idg,
Oy —— Oy —— O

¢ uma homotopia e, portanto, pela proposi¢io 1.44, Ko(A) = idg,(,)-
Logo, para todo g € Ko(0%),

Ko(1)(g) = 2idg,(e,)(8) =28

Ko(A)(g) = idg,(0,)(8) = &,

ou seja, g = 0. Como g € Ko(&?) é arbitrario, concluimos que Ko(&») C {0}
e, portanto, Ko(02) = {0}.

1.5 O GRUPO Ky EM C*-ALGEBRAS NAO UNITAIS

Agora que ja sabemos a definicdo do Ky de uma C*-dlgebra unital A,
podemos ir ao passo seguinte: o Ky de uma C*-algebra qualquer.

Necessitamos inicialmente do caso unital, pois no caso qualquer utili-
zaremos algumas propriedade do Kj naquele caso.

Definicao 1.60. Seja A uma C*-algebra ndo unital e consideremos a sequén-
cia exata com cisdo

~ V3
o*m(;m(i?c*m,

em que A(a) = aly e w(a+ B1;) = B. Definimos Ko(A) como sendo o



79

nucleo do homomorfismo

Kg(ﬂ') : K()(A) — KU(C)

Observagdo 1.61. Notemos que Ko(A) é um grupo abeliano, uma vez que

Ko(A) é um subgrupo de Ko(A) e este é abeliano.

O leitor pode se perguntar porqué definir o Ky de uma C*-dlgebra qual-
quer como acima, ja que o Ky definido na se¢éo anterior € um funtor e Koo (A)
€ um grupo abeliano, mesmo quando A ndo € unital. A motivagio de tal de-
fini¢do € que, assim definido, Ky possui algumas propriedades interessantes.
Por exemplo, Ky preserva sequéncias exatas com cisao.

Queremos obter agora uma fungéo que nos lembra da aplicacdo de
Grothendieck. Seja entdo p € Z..(A). Desta forma [p]o € Ko(A) e portanto

Ko(m)([plo) = [7(p)]o = 0.
Logo, [p]o € NucKy(m) = Ko(A). Assim, obtemos a fung¢do
[Jo: Z.(A) — Ky(A).
p = [pl

Por outro lado, ja sabemos pelo lema 1.49 que para cada C*-dlgebra unital A,
a sequéncia

Ko(A) m——= Ko(C) ——0 (1.2)

é exata. Logo, Ko(A) é isomorfo & sua imagem em Ky(A) sob Ky(t). Portanto,
como
Nuc(Ko(7)) = Im(Kp(1)) = Ko(A),

se A é uma C*-dlgebra (unital ou ndo), temos que esta definicdo é compativel
com a dada na secdo 1.3 no caso unital.

1.6 O FUNTOR K,

Analogamente ao caso de C*-dlgebras unitais, mostraremos neste t6-
pico que Kj € um funtor entre a categoria das C*-algebras e a dos grupos
abelianos.

A priori, o que queremos ¢é associar um homomorfismo de grupos a
cada x-homomorfismo de C*-algebras. Sejam entdo A e B C*-dlgebras e um
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*-homomorfismo @ : A — B. Consideremos @ :A— Basua unitizacio, isto
¢, para quaisquera € Ae a € C
¢(a+ OC]X) = (p(a) + alg.
Observemos que se C € C*-dlgebrae Y : B — C € um x-homomorfismo,
entdo, para todo a + al; €A,
voplataly) = y(o(a)+oalg)
= y(e(a) +alg

Além disso, para todo a € A,

idg(a) = id(a)+al;
= a+a lg
= idg(d-i- OCIK),
ou seja,  é um funtor covariante na categoria das C*-dlgebras. Momentane-

amente, utilizemos a notagdo Ky para Ky definido nas se¢oes 1.3 e 1.4.
Agora, mostremos que o diagrama comutativo

A——A—C (1.3)
J l J{id@
B——p——C
induz o seguinte diagrama comutativo:
1Ky (A) ~ K
KO(A)(# Koo (A) M Koo(C) 1.4
|
Ko(o) | JKOO(‘P) Jldko((c)
Jf ~
Ko(B — ©),
o(B) Ko (B) 00(B) Koo(7g) o(©)

em que Koo(@), Koo () e Koo(7g) foram definidos no caso unital.
Definamos Ko(¢@) := Koo(9), ko © Dotemos que para todo
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[Plo € Ko(A),

Ko(7)(Ko(@)([Plo)) = Ko(ms)[@(p)]o
= [7s(o(p)o

= [m(p)lo
- 0.

Logo, Im(Ky(¢@)) C Ko(B) e, além disso, Ko(¢) é um homomorfismo, uma
vez que € restri¢io de Koo(Q) e este é um morfismo de grupos. Segue do caso
unital que (1.4) é comutativo.

Na defini¢do de Ko(¢) acima ndo exigimos nada sobre as C*-dlgebras
A e B, e a pergunta que podemos fazer agora é: se A e B sdo C*-dlgebras
unitais e ¢ : A — B é um *-homomorfismo, existe uma relagdo entre Koo(¢)
(este homomorfismo é o Ky(¢) definido na se¢iio 1.4) e o Ko(¢@) que aca-
bamos de definir? Mais ainda, podemos nos perguntar se Koo(@) ¢ Ko(¢)
sdo os mesmos homomorfismos, através dos isomorfismos Koo(A) = Ko(A) e
Koo(B) = Ko(B). Para respondermos a esta questdo, consideremos o seguinte
diagrama:

Koo (@)
Koo(A) === Koo(B)

Koo(1a )l lKoo (1)

Ky(A Ky(B
0()W o(B),

em que 14 : A — Ae :B— B denotam as inclusdes canonicas e
Koo(14) € Koo(1p) sdo as correstrigdes, que estdo bem definidas pelos argu-
mentos depois da observagdo 1.61. Se mostrarmos que o diagrama acima é
comutativo, entdo a resposta para nossa pergunta acima é sim. Seja g em
Koo(A), entdo existem n € Ne p,qg € Z,(A) tais que g = [plo — [¢lo. Assim,

Koo(tg) o Koo(@)(g) = Koo(1g) o Koo(®)([rlo —[glo)
= Koo(8)([@(P)]o—[9(q)o)
= [o(p)lo—Ile(@)o

[@(p)lo—[@(9)o

= [9(ta(p)]o—[9(1a(9))]o

= Koo(@)([ta(p)]o — [1a(q)]o0)

vv

]
]
(
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= Koo(@)©Koo(14)([Plo — [glo)

= Koo(@) o Koo(ta)(g)

= Ko()oKoo(ta)(g)

e, portanto, como g € Koyo(A) é arbitrario, concluimos que o diagrama acima

¢ comutativo. Assim, temos que Koo(¢) = Ko(¢) (a menos de isomorfismo)
quando A e B sdo unitais.

Agora que conseguimos a nossa associacao desejada, mostremos a se-

guir que Ko € um funtor entre a categoria das C*-algebras e os grupos abelia-
nos.

Proposicao 1.62 (Funtorialidade de K).
(i) Ko(ida) = idg,(a), para toda C*-dlgebra A;
(ii) SeA,B e C sdo C*-dlgebras e se ¢ :A— Be Y :B— C sdo x-homomorfismos,
entdo Ko(y o @) = Ko(y) o Ko(¢);
(iii) Ko({0}) = {0}
(iv) Ko(Opa) = Ok, (B).K(4)» Para todo par de C*-dlgebras A e B.

Demonstragdo. (i) Seja g € Ko(A). Entdo, como ~ é um funtor, temos que

Ko(ida)(g) = Ko(idz)(g)
KOO( d;)(g)
idg 7)(8)
= ldKO(A)(g)>

pois A é unital. Como g € Ko(A) € arbitrdrio, segue a igualdade.
(ii) Se g € Ko(A), entdo, utilizando o fato que ~¢é funtor, temos que
(Ko(y)oKo(9))(g) = (Koo(W)oKoo(9))(8)

Koo(¥ o 9)(g)
Ko(woo)(g),

donde segue a igualdade, uma vez que g € Ky(A) é arbitrario.

(iii) {0} é uma C*-dlgebra unital. Logo Ko({0}) = Koo ({0}) = {0}.

(iv) Demonstragdo andloga a do item (iv) da proposi¢do 1.42.
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Usando a proposi¢ao 1.44 podemos demonstrar a seguinte proposi¢ao,
que nos serd muito util no exemplo que a segue.

Proposicao 1.63 (Invariincia homotépica do Ky). Sejam A e B C*-dlgebras.
(i) Se @,y :A — B sdo x-homomorfismos homotdpicos, entdo
Ko(@) = Ko(y);
(ii) Se A e B sdo C*-dlgebras homotopicamente equivalentes, entdo Ky(A)
é isomorfo a Ko(B). Mais precisamente, se

A2 p YA

for uma homotopia, entdo
Ko(@) : Ko(A) = Ko(B) e Ko(y) : Ko(A) = Ko(B)
sdo isomorfismos e Ko(¢)~! = Ko (w).

Demonstragdo. (i) Como ¢,y : A — B sdo *-homomorfismos homotdpi-
cos, temos que existe um caminho de *-homomorfismos ¢, : A — B,
com ¢ € [0,1], tal que t — ¢, (a) é continuo paratodoa €EAe =0 e
=y
Afirmacio: @ e V¥ sdo *-homomorfismos homotdpicos.

Notemos inicialmente que ¢, : A — B, uma vez que ¢y : A — B. Além
disso, como f — ¢(a) é continua para todo a € A, temos que
1+ @ (a+aly) também o é, ji que

(ﬁt(aJralg) =@(a)+alg.

Por outro lado, se a + o1 i€ X, entao

%(a+a1;) = (po(a)+a1§: (P(Ll)‘i’dlgi 6(&4’(11;)

(ﬁl(a-i-alg) = (pl(a)—&-oclgz l[/(a)-i-alg: y(a+ Ollg).

e portanto @, lz : A = B sdo *-homomorfismos homotépicos. Logo,
como A e B sdo unitais, pela proposicio 1.44, temos que

Ko(@) = Ko(V).
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Ademais, como Ko(@) = Ko(®) |k, (a) € Ko(¥) = Ko(¥) |g,(a) conclui-
mos que Ko(@) = Ko(¥).

(i) Como A e B sdo C*-algebras homotdpicas, temos que existem ¢ : A — B
e ¥ : B — A x-homomorfismos tais que ¢ oy ~p idp e Yo ¢ ~j idy.

Pelo item anterior,

Ko(@) o Ko(y) = Ko(@ o W) = Ko(idp) = idk ().

Ko(y) o Ko(¢) = Ko(y o @) = Ko(ida) = idka),

isto é, Ko((p)il = Ko(l]l).
0

Exemplo 1.64. O cone, CA de uma C*-dlgebra A é definido da seguinte
forma:
CA={feC([0,1],A) : f(0) =0}.

Com as operagdes pontuais e a norma do sup, CA é uma C*- dlgebra. Afir-
mamos que Ko(CA) = {0}.

Mostremos agora que o cone CA é homotopicamente equivalente a
C*-dlgebra {0}.
Com efeito, consideremos ¢, : CA — CA dada por

o (f)(s) = f(st), com s,7€][0,1].

Notemos que ¢ — ¢, (f) é continua para toda f € CA.

De fato, sejam f € CA e € > 0. Como f é continua e [0, 1] compacto,
existe § > 0, tal que |f(¢) — f(s)| < &, sempre que |t —s| < §. Assim, se
|t —s| < &, para todo x € [0, 1], temos que, |tx —sx| < § e, portanto,

19:(f) = os(N)ll = sup |f(rx) = f(sx)| <&,

x€[0,1]

ou seja,  — @ (f) é continuo para toda f € CA. Além disso, gy =0¢
@1 =idca. Logo,
cA L {0 LA

¢ uma homotopia, uma vez que 000 =idjgy e 000 =0 ~j, idca. Assim, CA
e {0} sdo homotopicamente equivalentes e, consequentemente, pelas propo-
si¢des 1.63 e 1.62, temos que Ko(CA) = Ky({0}) = {0}.
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1.7 CARACTERIZACAO DO GRUPO Ky (A)

Quando definimos o grupo Ko(A) de uma C*-dlgebra unital, o fizemos
via constru¢do de Grothendieck e portanto, através da aplicacao de Grothen-
dieck, sabiamos qual era a imagem dos elementos deste grupo.

No tépico anterior definimos o Ky(A) de uma C*-dlgebra A qualquer e
neste estudaremos um pouco sobre a caracterizagdo do Ky(A), ou seja, pode-
remos dar uma imagem aos elementos deste.

Para tanto, consideremos a sequéncia exata

=
o%AC%A%TMC*m

e definamos a aplicacdo s := Ao : A—A.
Notemos que:
(i) mos=m;

Com efeito, como mo A = idc,

Tos=moAlom =idconm = 7.

(ii) x—s(x) €A, paratodox =a+aly;

De fato,
x—s(x)=a+aly—aly=acA.

Seja s, : M, (A) — M,(A) 0 *-homomorfismo induzido por s. Assim, identifi-
cando 17 € A com o € C, temos que Im(s,) = M,,(C) C M, (A).
Quando ndo houver motivos dibios, escreveremos apenas s.

Observagdo 1.65. Se x € A (ou x € M,(A)) e x = s(x), inspirados pela iden-
tificagdo ot — @, dizemos que x € um elemento escalar.

Sejam agora A e B C*-dlgebras e ¢ : A — B um s-homomorfismo.
Notemos que s comuta com a unitizag@o de ¢, ou seja, o diagrama

[0

é comutativo.
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Com efeito, seja a + (xlg € A. Deste modo,

(9os)(a+aly) =o(al;) = aly

(SO 6)(61—1— Otlg) :s((p(a) +(XIE) = (Xlg.

Agora, com a propriedade acima da aplicagdo s, podemos demonstrar
a proposi¢do abaixo, que nos dd uma imagem mais palpdvel do grupo Ky(A),
para A uma C*-algebra qualquer.

Proposicao 1.66 (Caracteriza¢do do grupo Ky). Para toda C*dlgebra A, te-
mos que

Ko(A) = {[plo—[s(P)lo: p € ZP=(A)}.

Além disso,
(i) Para quaisquer p,q € P (Z) as seguintes condigcdes sdo equivalentes:
(@) [plo—[s(p)lo = lglo—[s(q)]o;

(b) existem k,l € N tais que p@H 1y ~g gD 1; em e@w(g)

(c) existem projecdes escalares ry e rp tais que pdr| ~ogq D).

(ii) Se p € P(A) satisfaz [plo — [s(p)]o = 0, entdo existe m € N tal que
p@lm NS([))EB lm;

(iii) Se @ : A — B é um x-homomorfismo, entdo
Ko(9)([plo—[s(p)lo) = [@(p)lo = [s(@(p))]o
para todo p € P..(A).
Demonstragdo. Mostremos inicialmente que

Ko(A) = {[plo—[s(p)lo: p € Pu(A)}.

Para tanto, seja p € Z(A). Entdo,

Ko(x)([plo—[s(P)lo) = Ko(m)([plo) ~ Ko(m)([s(p)]o)
= [m(p)lo—[m(s(p))]o
= [m(p)o—[m(p)lo=0

Logo [plo — [s(p)]o € NucKo(7) = Ko(A).
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Por outro lado, seja g € Ko(A). Desta forma, existem n € N e proje¢des

e, f € P,(A) tais que g = [¢]o — [f]o. Consideremos agora

(e o [0 o
P=10o 1,-r| ¢ 970 1, |

Assim p,q € ,(A) e, como, pela proposi¢do 1.37(iv),

[111]0: [ln*fJFf]O: [1n*f]0+[f]07

temos que
[plo —[4lo le® (1n = f)lo = [1alo
= lelo+[1n=Slo—[1alo
= [eo—1{/lo
g
Como s(1-13) = 15 e s(0) = 0, temos que s5(q) = ¢g. Desta maneira, como
Ko(m)(g) =0,

[s(p)lo—lglo = Is(p)lo—Is(a)]o
= Ko(s)([plo —[glo)
= Ko(Aom)(g)
= 0

Logo [s(p)]o = [g]o e portanto g = [p]o — [s(p)]o, donde segue a igualdade
desejada.

(i) (a) = (c): Sejam p,q € P(A) e suponhamos que
[plo = [s(p)lo = lglo — [s(q)]o-
Assim, [p®s(q)]o = [¢® s(p)]o, donde, pela proposi¢do 1.36,
p®s(q) ~s q©s(p).
Desta forma, pelo lema 1.35, existe m € N tal que
pBs(q)® 1y~ q®s(p) D1y

Definamos ry :=s(q) @ 1y e r2 := s(p) ® 1,,. Como s(p),s(q) e 1,, sdo
matrizes escalares, s> = s e 1,, é uma projecio, segue que r € r sio



88

(ii)

projecdes escalares e portanto

pbdri~yqgdr.

(¢) = (b) : Suponhamos que dimr; = k e dimr, = [. Desta forma,
como 7 € rp sdo escalares, dim1; = dimrq, dim 1; = dimr, e estas sdo
projecdes, temos que

ry ~o lk e 1~ 11.
Desta forma,
POk~ p®ri~gqdr~oqd 1.
Como ~ € uma relacio de equivaléncia, concluimos que

P®li~og® .
(b) = (a): Notemos inicialmente que
[p& Lo = [s(p& 10)]o = [Plo+ [1xlo — [s(p)]o — [LJo = [Plo = [s(p)lo-

Deste modo, basta mostrarmos que [plo — [s(p)]o = [¢]o — [s(¢)]o sempre
que p ~o g.

Suponhamos entio que p ~q g. Logo existe v tal que
p=vv e g=w"

Desta forma, como s € um *-homomorfismo,

Portanto, s(p) ~o s(g) e, consequentemente,

[plo—Is(p)]o = [glo — [s(q)]o-

Suponhamos que p € P(A) satisfaca [plo — [s(p)]o = 0. Desta forma,
[plo = [s(p)]o e assim, pela proposi¢do 1.36, p ~; s(p). Logo, pelo lema
1.35, existe m € N tal que

pD Ly ~0 S(p) D L.
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(iii) Sejam ¢ : A — B um *-homomorfismo e p € Z,(A). Assim

Ko(@)([plo—[s(p)lo) = Ko(@)([plo— [s(p)]o)
= Ko(@)([plo) — Ko(@)([s(p)]o)
= [o(P)o—I[e(s(p))lo
= [o(p)lo—I[s(@)(p))lo-

O lema e a proposi¢do que seguem nos serdo Uteis para mostrarmos
que Ky é um funtor semiexato.

Lema 1.67. Sejam A e B C*-dlgebras e ¢ : A — B um x-homomorfismo e
suponhamos que g € Nuc(Ko(@)). Entdo

(i) Existem um niimero natural n, uma proje¢do p € &, (X) e um elemento

unitdrio u € M, (B) tais que g = [plo— [s(p)]o e u@(p)u* = s(¢(p)).

(ii) Se @ é sobrejetora, entdo existe uma proje¢do p € Pu(A) tal que
g=plo—1[s(P)lo ¢ @(p)=s(¢(p)).

Demonstragdo. (i) Segue da proposi¢do 1.66 que existem k € N e p; em
P(A) tais que g = [p1]o — [s(p1)]o. Além disso, como g € NucKy(¢),
temos que

0=Ko(9)(8) = [@(p1)lo = [@(s(p1))]o = [@(p1)lo — [s(#(p1))]o-

Desta forma, pela proposicdo 1.66, existe m € N tal que

O(p1) ® 1y ~0 5(@(p1)) ® 1.

Consideremos p; := p; @ 1,,. Assim, py € %, ,,(A) e notemos que

(a)
[P2lo—[s(p2)lo = I[pilo+[lmlo—[s(p1)]o—[1mlo
= [piJo—I[s(p1)lo
= g
(b)

?(p2) = 0(p1) D L ~0 5(9(p1)) @ 1 = 5(@(p2)).
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(i)

Sejan :=2(k+m) e consideremos p := py @ Oy,,. Desta forma,
p~op2 e s(p)~os(p)-

Portanto, g = [plo — [s(p)]o € como @(p2) ~o s(@(p2)), pela proposi¢do
1.29, temos que

Logo, ¢(p) ~, s(¢(p)), ou seja, existe u unitério tal que

up(p)u” = s(¢(p)).

Pelo item anterior, temos que existem n € N, p; € 2, (A) e u € M, (B)
tais que

g=Iplo—Isp)lo e u(@(p1))u" =s(¢(p1)).

Ademais, como ¢ é um *-homomorfismo sobrejetor, pelo lema 1.15,
existe v € % (M, (A)) tal que

o0)= (5 )

Considere p := v(p; ®0,)v*. Assim,
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Assim,

Notemos agora que

p=v(p1 &0V ~ovp1v' = (vp1)(p1v).
Como v € % (Mp,(A)), temos que p; = (p1v*)(vp1).

Logo, p ~g pi e, como s é um x-homomorfismo, s(p) ~o s(p;). Con-
cluimos entdo que

g = [plo—I[s(p)lo-

Lema 1.68. Seja
0—I1-25%4Y%B—0

uma sequéncia exata curta de C*-dlgebras e seja n € N. Entdo

(i) A aplicacdo @ : My(I) — M, (A) € injetora;

(ii) Um elemento a € M,(A) pertence a imagem de @, se, e somente se,

‘T’n(a) = Sn(‘T/n(a))-

Demonstragdo. (1) Como @ é injetora, segue que ¢ também o é e, conse-
quentemente @,.

(i) Seja a € M, (A) e suponhamos que V,(a) = s,(W(a)). Logo ¥,(a) é
escalar, isto é, W,(a) € M,(C). Suponhamos que

antonly - amtoul;
0 ) .

dp1 + Oy 1A' ann"‘annlg

Assim, para todo 1 < i, j < n, temos que

V(aij+ aijl7) = s(W(aij + 0;13)).
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Por outro lado,

V(aij+ aijly) = wlay) + oyl

s(W(aij+ ouj17)) = s(w(aij) + oijlz) = o4l 5.
Desta forma, para todo 1 <i,j < n, y(a;;) = 0. Entretanto, como
Im(¢) = Nuc(y), temos que para todo i, j € {1,---,n} existe b;; € I
tal que a;; = @(b;;). Segue entdo que

@(bij+ 04j17) = aij+ o1 5.
Logo, se b = (b;j + 0;j15);; € M, (I), temos que ¢,(b) = a.

Por outro lado, suponhamos que a € Im(@,). Logo existe b € M, (1) tal
que @,(b) = a. Pondo

a=(aij+oijlz)ij e b= (bij+Pijlpij;
temos que, para 1 <i,j<n,
@(bij) + Bijl; = @(bij + Bijly) = aij + o4j1 5.
Assim, segue que

V(aij+oil;) = w(e(biy)+Bijl;)
= y(o(bij))+Bijlz
= Bijl

Portanto W(a;; + a;;17) € escalar paratodo i, j € {1,---,n}, isto €,
s(Waij + 04j13)) = Wlaij + 041 ).

Concluimos entdo que s, (Y, (a)) = Yy (a).

Proposicao 1.69 (Semiexatidao de Ky). Toda sequéncia exata curta de C*-
dlgebras

0—1-%4a%B 0
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induz uma sequéncia exata de grupos abelianos

Ko(9)

Ko(1) 29 Ky (a) ¥

Ko(B).
Demonstragdo. Como ja demonstramos que Ky é um funtor que preserva
aplicacdes nulas, temos que

Ko(y) o Ko(@) = Ko(yo @) = Ko(0) =0,

isto é, Im(Ko(¢)) C Nuc(Ko(y)).
Mostremos agora a inclusdo inversa. Para tanto, seja g € Nuc Ko ().

Entido, pelo lema 1.67, existemn € Ne p € &7,(A) tais que g = [plo — [s(p)]o
e ¥(p) =s(y(p)), pois Y é sobrejetora. _

Desta forma, pelo lema 1.68, p € Im(¢). Logo existe g € M, (1) tal
que p = ¢(q). Notemos que

P(@)=p"=p ¢ 9@)=p"=p
€, como @ é injetora, segue que
@=q"=q

ou seja, g € P,(I). Desta forma, pela caracterizacio do Ko(I), segue que
[g]o — [s(q)]o € Ko(I). Por outro lado,

g = [plo—I[s(p)o
= [0(@)]o—[9(s(a))]o
= Ko(®)([glo—[s(q)]o)
= Ko()(lg] —[s(q)]o),
isto é, g € Im(Ky(¢@)), donde segue a igualdade desejada. O

Observagdo 1.70. Note que o funtor Ky definido na secio 1.3 ndo é semi-
exata se permitimos C*-algebras arbitrarias (isto €, ndo necessariamente uni-
tais), veja (Rgrdam; Larsen; Laustsen, 2000) Example 3.3.9.

Mostremos a seguir um resultado um pouco mais profundo que a pro-
posigdo.

Proposicao 1.71 (Exatidao com cisdo de Ky). Toda sequéncia exata com ci-
sdo de C*-dlgebras

10) 14
01— AT—B——0
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induz uma sequéncia exata com cisdo de grupos abelianos

Ko(9) Ko(w)
0 Ko(I) Ko(A) %)Ko(B) —0.
Ko

Demonstracdo. Notemos inicialmente que, pela proposicio 1.69,

Im(Ky(¢@)) = NucKo(y).
Mostremos que Ky(¢) é injetora. Para tanto, seja g € NucKy(¢). Pelo

lema 1.67, existem n € N, p € Z2,(I),u € % (M,(A)) tais que
g=[Plo—[s(o e up(p)u”=s(¢(p)).
Definamos v := (I o ¥)(u*)u. Desta forma,
VY =1 (Ao §) (1) (A o W) (" )u = u* (A o W) (ued” uu = u*1

My = Lug, @)

Analogamente, mostramos que w* = 1 My (i) Logov e U (M, (A)) e, como
yoA =idp e u é unitério, temos que

v(v) =

Il
= <
<
=

Logo y(v) é escalar e, consequentemente, s(¥(v)) = ¥(v). Desta forma, pelo
lema 1.68, v € Im(@)N.

Sejaw € M, (1) tal que ¢(w) = v e mostremos que w € unitdrio. Como
¢ é um *-homomorfismo e v unitdrio, temos que

Pww") = @(w)p(w*) =" =v'v = oW )p(w) = (w'w),

e, portanto, w*w = ww*, pela injetividade de ¢. Notemos que, por

definigdo, (1 M, @) =1 My (R Desta forma,

p(w'w) =v'v = an(X) = 5(1M,,(7>),
e, portanto, segue que w*w = 1 M) pois @ € injetora, ou seja,

w e U (My(T)).
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Como @(w) = v, temos que

oLwpw’) = W)o(P)P(w)"

Agora notemos que se p =a+ al,, @) entao

(Aoy)(@(p)) = (Aow)(p(a)+aly) =A(aly) =al;

s(¢(p)) =s(e(a) + al;) = al;
e, portanto, §(wpw) = s(@(p)) = B(s(p)).

Como @ € injetora, segue que wpw* = s(p), ou seja, p ~, s(p) e,
portanto, p ~o s(p). Concluimos entdo que [p]o = [s(p)]o, donde g =0 ¢
Ko(¢) é injetora.

Finalmente, basta mostrarmos que Ko(y) é sobrejetora. Para tanto,
notemos que Yo A = idg e, portanto, Ko(y) o Ko(A) = idg,p)-

O

Exemplo 1.72. Seja A uma C*-dlgebra e n € N. Entdo Ky(A) = Ko(M,,(A)).

Demonstragdo. Mostremos que o *-homomorfismo
/ﬁ\,,l.’A A — M, (A)
. a 0
“ 00
induz um isomorfismo Ko(A,4) : Ko(A) = Ko(M;,(A)).

Notemos inicialmente que precisamos mostrar tal isomorfismo apenas
quando A € uma C*-algebra unital. Para vermos isto, seja A uma C*-dlgebra
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ndo unital. Entdo o diagrama

1

. b4
0 A ———C——0

A C
A
Jln,/\ Jz’n A J/ln,(c
Tt

0 —— Ma(A) —— M, (A) = My(C) ——0

¢é comutativo e cada linha € exata e com cisdo. Desta forma, pela proposicdo
1.71, temos que o diagrama

0 Ko(A) Ko(A) Ko(C) 0

J lKo(l,,g) JKO(A;LC)
(M, ( M,

0 — Ko(My(A)) —— Ko(M,,(A)) —— Ko
€ comutativo com linhas exatas com cisdes, uma vez que Ky € um funtor.
Desta forma, se mostrarmos que Ko(4, ;) € Ko(4,,c) sdo isomorfismos entdo,
Ko(Ana) também o é.

Com efeito, como Ko(4,,A) € um epimorfismo e g, (4) € Ko(44,C)
sdo monomorfismos, entdo Ko(A,,A) é um epimorfismo (ver, (Bland, 2011),
pagina 88, notando que todo grupo abeliano é um Z-mdédulo). S6 nos resta

mostrar entdo que Ko(4,,A) € um monomorfismo. Para tanto, sejam g, em
Ko(A) tais que Ko(An,A)(g) = Ko(An,A)(h). Entéo,

Lo (M, (4)) (K0 (An, A)(8)) = Uy (ma, (a)) (Ko (An, A) (R))
e, portanto,

Ko(AnyA) (tiy () (8)) = Ko(An, A) (1) ().

Como KO()»,,,X) e lk,(a) sa0 monomorfismos, concluimos que g = h e, por-
tanto Ko(A,,A) é um monomorfismo, ou seja, Ko(A4,,A) € um isomorfismo.
Mostremos que se A for uma C*-algebra unital, entdo

Ko(An,A) : Ko(A) — Ko(Mq(A))

¢ um isomorfismo. Para cada k € N, consideremos ¥,  : My (M,(A)) — M (A)
o0 *-isomorfismo que vé cada matriz em M;(M,(A)) como uma dnica matriz
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em My, (A). Definamos agora

Yot <@oc(]VIn(A))

N , para p € Z(M,(A)).
p = [Yn,k(p)]o

Notemos agora que

(i) Se p,q € P(M,(A)), entdo existem k,m € N tais que p € F(M,(A))
eq € Pn(My(A)). Assim, p®q € Ppm(M,(A)) e

Yn (p 2] Q) = ['}/mk+m(p 2] Q)}O

Yk (P) @ Y (q)]o
[k (P)]o + [Yam(9)]o
= T(p)+%(q).

(i) Se 04 ¢ a projecdo nula de A, entdo ¥,(04) = 0, uma vez que %, x é um
*-isomorfismo.

(iii) Se p,q € Zi(My(A)) sdo tais que p ~ g, entdo, Yok (p) ~n Yr(q)s
uma vez que ¥, € um x-homomorfismo, e portanto continuo. Logo,

Yuk(P) ~ Y%i(q) e, portanto, [¥i(p)lo = [Yk(q)]o. ou seja,
yn(p) = '}/n(Q)‘

Desta forma, pela proposi¢ao 1.37, existe um homomorfismo de gru-
pos a: Ko(My (4)) — Ko(A) tal que a([plo) = [11.4(p)]o. para p € Zi(M(A)).

Mostremos agora que Ko(A,4) = . Para tanto, basta provarmos
que

(Ana)n(Wk(P)) ~o P em Pu(My(A)),p € Px(My(A)),
Yuk(Ana)k(P)) ~0 p em Pwu(A),p€ Pi(A),
em que (Aya)m : Mm(A) = Mu(M,(A)) é o x-homomorfismo induzido por
Ana.

Notemos agora que, por meios de permutagdes’, temos que
(AnA)kn(Vuk(P)) ~u p©0 ~g p.
Analogamente mostramos que ¥, x((An.4)x(p) ~o p. Logo
0o Ko(Any) = idgya) € Ko(Awg)oor = idk, (M, (4)) -

Para n € N, concluimos entdo que Ko(A) = Ko(M,(A)). O

7Lembremos que toda permutagio é um elemento unitario.
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Com a proposi¢io que segue podemos encontrar o grupo Ky de algu-
mas C*dlgebras.

Proposicao 1.73 (Somas diretas). Para cada par de C*-dlgebras A e B, temos
que
Ko(A®B) 2 Ky(A) ® Ko(B).

Mais precisamente, se 14 :A — AP Belg: B— AS® B sdo as inclusdes cand-
nicas, entdo a aplicagcdo

Ko(u) ®Ko(g) : Ko(A)®Ko(B) — Ko(A®B)
(g:h) — Ko(ta)(g) + Ko(ts) (h)

é um isomorfismo.

Demonstragcdo. Consideremos o diagrama

B

o

0 Ko(A) Ko(B) 0

idg, (MJ Ko(lA)FBKo(lB)l Jidko (B)
Ko(mg)

0 Ko(A) Ko(A®B) ——— Ko(B) —— 0
KO(”A) Ko(1g)

Ko(A) ® Ko(B)

em que a(g) = (g,0), B(g,h) = h, ng(a,b) =be15(b) = (0,b).
Mostremos que as linhas sdo, de fato, sequéncias exatas.
Primeiramente, concentremo-nos na sequéncia

0 — Ko(A) ~%+ Ko(A) @ Ko(B) = Ko(B) — 0.

(i) o é injetora:

Seja g € Nuc(a). Desta forma,
a(g) = (0,0) & (£,0) = (0,0) > g =0.
(ii) B é sobrejetora:
Seja h € Ko(B). Entdo, (0,h) € Ko(A) ® Ko(B), temos que (0,4) = h.
(iii) Im(ot) = Nucp.

Seja g € Ko(A). Assim,

Booa(s) =pB(g0)=0
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e, portanto, Im(a) C Nuc 3. Por outro lado, seja (g,/) € Nuc . Desta
forma,
B(g,h)=0=h=0.

Assim, (g,h) = (g,0). Como o(g) = (g,0), segue que (g,/) € Im(at).

Mostremos agora que a sequéncia

Ko(ta) Ko(mg)
0—— Ko(A) —> Ko(A®B) % Ko(B) —— 0
Ko(ip

€ exata com cis@o. Para tanto, mostremos que i1z é uma cisio para a
sequéncia

g
0— A2 AGBZ—B——0.
B

1. mp é sobrejetora e 1p € cisdo.

Se b € B, entdo
(mpog)(b) = mp(0,b) = b.

Logo 7 o 13 = idp e, consequentemente, 7z € sobrejetora e 1g € ciso.

2. 14 é injetora.

Seja a € Nuciy. Assim,

14(a) = (0,0) < (a,0) = (0,0) < a=0.

3. Im(14) = Nuc 7.

Seja a € A. Entdo (mgo14)(a) = mp(a,0) = 0 e, por conseguinte,
Im(14) C Nuc 7.

Por outro lado, seja (a,b) € Nucmg. Desta forma, 0 = ng(a,b) = b.
Donde (a,b) = (a,0) = 14(a) e Im(14) = Nuc 7p.

Logo, pela proposi¢do 1.71,

Ko(1a) Ko(s)
0—— Ko(A) —— Ko(A®B) %) Ko(B) —— 0
Ko(1p

€ uma sequéncia com cisdo.
Mostremos agora que o diagrama € comutativo:
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1. Seja (g,h) € Ko(A) ® Ko(B). Assim,

(Ko(7p) o (Ko(1a) © Ko(18)))(g,h) = Ko(7s)(Ko(1a)(g) + Ko(tz)(h))
= (Ko(mg o)) (g) + (Ko(mg o 1p))(h)

= 0+ (K()(TCB o lB))(h)
= Ko(idg)(h) = idg,(p)(h)
=h=p(g,h).

Como (g,h) € Ko(A) ® Ko(B) é arbitrario, temos que
Ko(7p) o (Ko(1a) ® Ko (15)) = B.

2. Seja g € Ko(A). Desta forma,

((Ko(t) ®Ko(1g))o)(g) = (Ko(u)®Ko(1))(8,0)
Ko(14)(g) + Ko (1) (0)
= Ko(u)(g)-
Portanto, (Ko(14) @ Ko(1p)) o & = Ko(14), uma vez que g € Kop(A) é
arbitrario.

Logo o diagrama €, de fato, comutativo. Finalmente, mostremos que
Ko (1) @ Ko (1) € um isomorfismo:

1. Ko(14) ® Ko(15) € injetora:
Seja (g,h) € Nuc(Ko(14) @ Ko(1s)). Logo

h=B(g,h) = (Ko(mg) o (Ko(1a) © Ko(15))(8,h)) =0

e, portanto,

0= Ko(1a)(g) + Ko (1) (h) = Ko(14)(8),
ou seja, Ko(14)(g) = 0. Como Ky(14) € injetora, concluimos que g = 0.
Logo (g,h) = (0,0) e, consequentemente, Ko(t4) ® Ko(1g) € injetora.
2. Ko(14) ® Ko(1p) é sobrejetora.
Seja f € Ko(A@® B). Entdo, Ko(7g)(f) € Ko(B). Como f3 é sobrejetora,

temos que existe (g,h) € Ko(A) ® Ko(B) tal que B(g,h) = Ko(7g)(f).
Assim,

(Ko(mg) o (Ko(1a) © Ko(1s)))(8,h) = Ko(7g)(f)-
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N ot (R i Ko e e
Ko(ta)(a) = (Ko(ta) © Ko (1)) (g:h) = f-
Como Ko(14) = (Ko(1a) @ Ko (15)) o t, segue que
(Ko(ta) ©Ko(18))((8,h) — ax(a)) = f-

Logo f € Im(Ky(14) ® Ko(15)) € Ko(14) ® Ko(1p) € sobrejetor. Assim,
Ko(14) ® Ko(15) é um isomorfismo.

O

Exemplo 1.74. Se A é uma C*-dlgebra de dimensdo finita, entdo, para algum

k
keN, Ky(A) = D Z.
i=1

Demonstracdo. Como A é de dimensdo finita, existem® ny,---,n; € N tais
que A=M, (C)@--- &M, (C). Desta forma, pelo exemplo 1.50 e pela pro-
posicio 1.73, temos que Ko(A) = Z*. O

Exemplo 1.75. C([a,b]U|c,d]) = Z?, em que a,b,c,d € R e [a,b],[c,d] sdo
disjuntos.

Demonstragdo. Notemos que C([a,b]) & C([c,d]) = C([a,b]U [c,d]) via

B:C([a,b)) ®C([c,d]) — C([a,b]U]c,d])
(fvg) = hf,ga

em que, para x € [a,b]U[c,d],

_Jfx), se x¢€la,b]
h(x){g(x), se x€lc,d]

Como [a,b] e [c,d] sdo espagos topoldgicos contrativo, pelo exemplo 1.56, te-
mos que Ko(C([a,b])) =2 Ko(C([c,d])) = Z e, portanto, pela proposi¢do 1.73,

KO(C([avb] U [CvdD) = KO(C([avb]) @C([C,d])) =72,

8ver (Murphy, 1990), pagina 194.
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2 O GRUPO Ky ALGEBRICO

Neste capitulo estudaremos a K-teoria algébrica. Nosso primeiro ob-
jetivo é definir o grupo Ky(R), em que R é um anel, e o faremos a partir das
classes de isomorfismo dos R-mdédulos projetivos finitamente gerados, e, por-
tanto, precisaremos da Teoria de Mdédulos. Reservamos a primeira parte deste
capitulo para tal Teoria.

Em seguida, mostraremos que também podemos definir Ky(R) via
idempotentes e, finalmente, mostraremos a equivaléncia entre a K-teoria de
C*-élgebras unitais e a K-teoria algébrica.

Neste capitulo, R serd sempre um anel unital.

Definicio 2.1. Um R-médulo a esquerda é um conjunto nio vazio munido de
duas operacdes

+ MxM — M
(myn) — m+n

tRxM —M

(a,m) — am

tais que
(i) (M,+) é um grupo abeliano.
(i1) Para quaisquer a,b € R e paratodom € M ,

(a+b)m =am+bm

a(bm) = (ab)m

1Rm=m.

(iii) Para quaisquer m,n € M e para todo a € R,

a(m+n) =am+ an.

Exemplo 2.2. Seja R um anel. Entdo R" é um R-modulo munido das opera-
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coes

+:R"XR" — R"
((a1,~~-,an),(rl,---,r,,)) = (al+r1;"';an+rn)

:RxR" — R"
(aa(rla"'arn)) = (arla"'aarrl)-
Em particular, R é um R-médulo.

Definicio 2.3. Um R-submédulo a esquerda de um R-médulo a esquerda M
¢ um subconjunto @ # N C M tal que as restri¢oes da soma e da multiplicacdo
de M a N o tornam um R-médulo a esquerda.

Definicio 2.4. Sejam M e N R-mddulos a esquerda. Dizemos que uma apli-
cacdo f: M — N é um homomorfismo de R-mddulos se f € aditiva e, para
todomeMeacR,

flam) = af(m).

Ademais, se f € sobrejetora, dizemos que f é um epimorfismo. Se f € inje-
tora, f € chamada de monomorfismo. Se f € bijetora, entdo f € um isomor-
fismo e, neste caso, escrevemos M = N.

Notacdo : Hom(M,N) ={f:M — N : f é um homomorfismo de R-médulos}.
Observemos que Hom(M,N) é um grupo abeliano com a operacdo de soma
usual.

Definicdo 2.5. Sejam M,N R-médulos e f € Hom(M,N). Definimos

Nuc(f)={meM: f(m) =0y}

Im(f)={neN:ImeM talque n= f(m)}.

Observagdo 2.6. Nuc(f) e Im(f) acima definidos sdo submdédulos de M e N,
respectivamente.

As vezes poderemos omitir, mas todo R-mddulo neste trabalho serd
um R-médulo a esquerda.

Defini¢io 2.7. Uma soma direta (ou coproduto direto) de uma familia {M; };c;
de R-médulos é um par (M, {i;}ics), em que M é um R-mdédulo e, para todo
i €1,i; € Hom(M;,M), tal que para qualquer (N, { f; € Hom(M;,N) };c;) existe
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um tnico f € Hom(M,N) de forma que, para todo i € I, o diagrama abaixo
comuta

Neste caso, é possivel mostrar que, a menos de isomorfismo,

M= @Mi = {(ml-),-el S HMi : {i el:m; 75 0} é ﬁnito}‘
icl icl
Podemos dizer que existem dois tipos de somas diretas na teoria de
moédulos: a soma direta externa, que foi definida acima, e a soma direta in-
terna. Dizemos que uma soma direta € interna se satisfaz uma das condicdes
do seguinte teorema

Teorema 2.8. Sejam M um R-mddulo e {M;};c; uma familia de submddulos

tais que M = Y M; = { Ymi:m eM; e {icl:m;#0} éﬁnito}. Entdo as
icl iel
seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

(i) 0 € M é escrito de maneira vinica como Y. mj;
il
(ii) todo m € M é escrito de maneira vinica como Y, m;;
iel
(i) paratodoi €I, MinN (X M;) =0.
J#
Demonstragdo. (i) = (ii): Seja x € M e suponha que x seja escrito como
X = Zm,’ = Zni.
il il

Desta forma,

Z(m,- —n,-) =0= ZO

i€l i€l
Logo, por hipétese, m; = n;, para todo i € 1.
(if) = (iii): Sejai €I etomex € M;N (L M;). Entdo existem m; € M;,

JF
para j # i, tais que
x=x+Y 0=0+) mj
J#i JF

Como x € escrito de forma tnica, entdo x = 0.
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(iii) = (i): Suponha que 0 = Y m;. Seja i € I. Entdo
icl

m,-—|—ij =0¢€ ZMj.
J# J#i
Entdom; € ) M; e m; € M;, donde m; = 0.
JF
Desde que i € I € arbitrario, concluimos que m; = 0 para todo i e,
consequentemente, 0 s6 pode ser escrito como

0=)o.

icl

Observagao 2.9. Neste caso, M = P M,;.
i€l
Neste estudo ndo trabalharemos com a teoria de mdédulos em sua abran-
géncia. Estudaremos apenas com mddulos projetivos e finitamente gerados.
Os préximos resultados nos auxiliardo a demonstrar o teorema 2.17, que nos
d4 informagdes interessantes sobre os mdédulos projetivos.

Definicio 2.10. Um R-médulo livre gerado pelo conjunto X é um par (F, ¢),
em que F' é um R-médulo e ¢ : X — F € um fungao tal que para qualquer
funcdo f: X — M, em que M é R-mddulo, existe um tinico homomorfismo
f € Hom(F, M) tal que o diagrama

F
y I
I/
KB
X T M
€ comutativo.
Dados um conjunto qualquer X e um anel com unidade R, sejam

F(X)=E@Re

xeX

em que O, € #(X) vale 1 na posi¢do x e 0 nas demais.
Observemos que todo elemento m € # (X) se escreve como combina-
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¢do linear dos dy, x € X. Com efeito, se m = (ay)yex, entdo

m= Zaxéx

xeX

e facilmente mostra-se que essa representacdo € unica.
Proposicio 2.11. (% (X),®) € um R-mddulo livre.

Demonstragdo. Seja M um R-médulo e f: X — M uma funcdo. Definamos

f:7X) - M
ZaXSX — Zaxf(x).

xeX xeX

Notemos que f estd bem definida, ¢ um homomorfismo, e, para todo x € X,

Foo(x)=f(8)=f(x).

Como x € X ¢ arbitrario, entdo fo ¢ = I
Para provarmos a unicidade de f, suponhamos que exista um mor-
fismo g : #(X) — M tal que go ¢ = f. Assim, paratodo Y a,0, € F(X),
xeX

g( Z ax5x) = Z axg(6x)

xeX xeX

= ) ag(o(x)

xeX

= Z axf(x)

xeX

= f( Z ax0).

xeX

2

Logo g = f e a unicidade ¢ vélida. Concluimos, entdo que (.7 (X), ) é um
R-modulo livre. O

Para o seguinte teorema, lembremos a definicio de um médulo quo-
ciente: Se M é um R-médulo e P € um submédulo de M, entdo o espagco
quociente M /P, munido das operagoes

FM/PXM/P — M/P
(m+Pm' +P) — m+m+P
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RxM/P — M/P
(nm+P) — rm+P

é um R-moédulo.

Teorema 2.12 (Primeiro Teorema do Isomorfismo). Sejam M,N R-mddulos
e @ € Hom(M,N). Entdo M /Nuc(@) é isomorfo a Im(M).

Demonstracdo. Definamos

v :M/Nuc(p) — Im(p)
m+Nuc(p) — @(m)

€ notemos que W estd bem definida, pois se m+ Nuc(¢@) e m’ +Nuc(@) em
M /Nuc(@) sao tais que m+ Nuc(¢@) = m’ +Nuc(@), entdo m —m’' € Nuc(@)
€, consequentemente,
@(m) = @(m').
Claramente ¥ € um morfismo, pois ¢ o é&. Como facilmente vemos
que v é sobrejetor, basta mostrarmos que é injetor. Sejam m + Nuc(¢) e
m' +Nuc(@) em M/Nuc(@) tais que

y(m+Nuc()) = y(m' +Nuc(p)).

Entdo
@(m)=@(m') = ¢(m—m') =0=m—m' € Nuc(gp),

ou seja, m+ Nuc(@) = m’ + Nuc(@). Logo w é um isomorfismo e, conse-
quentemente, M/ Nuc(¢) = Im(@). O

Teorema 2.13. Todo R-modulo é (isomorfo a) um quociente de um modulo
livre.

Demonstragdo. Seja M um R-moédulo e consideremos o R-médulo livre
(Z (M), @) da proposicio 2.11.
Notemos agora que como idy; : M — M € uma fungao, pela proprie-
dade universal de % (M), existe & : % (M) — M morfismo de forma que o
diagrama
F (M)

/ I
|7
4

M——M
ldM
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¢é comutativo. Além disso, como idy; € sobrejetor, temos que 7 € um epimor-
fismo e, consequentemente,

M= % (M)/Nuc(x).
O

Definicao 2.14. Dizemos que uma sequéncia de R-médulos My,--- .M, e
morfismos {fi : My — M1 }re(1,.. o1} € exata se Nuc(fi1) = Im(fi), para
todo k € {1,---,n—2}. Uma sequéncia exata curta é uma sequéncia exata da

forma

0 Y AN VN 0,

em que 0 denota o R-médulo trivial de um elemento e 0 — M e P — 0 denotam
a inclusdo e a projecdo candnicas, respectivamente.

Proposicao 2.15. Considere a sequéncia exata

0 M—LsN—5p 0.

As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
(i) existe h € Hom(N,M) tal que ho f = idy;
(ii) existe k € Hom(P,N) tal que gok = idp;
(iii) NXMOP.

Demonstragdo. (iii) = (i): observemos que como f & injetora, entdo M e
Im(f) sdo isomorfos. Desta forma, temos que N 2 Im(f) @ P.

Definamos 4 : N — M da seguinte maneira: dado n € N, podemos
escrever n =m—+ p, em que m € Im(f) e p € P. Como f é injetora, existe um
tnico x € M tal que m = f(x). Definamos &(n) = x e notemos que % estd bem
definida, pois a soma € direta e f € injetora. Facilmente verificamos que & é
um homomorfismo e, além disso, para todo m € M, podemos escrever

f(m) = f(m)+0,

donde
h(f(m)) =m.
Portanto ho f = idy,.
(i) = (iif): mostremos inicialmente que N = Im(f) @ Nuc(h). Para
tanto, seja n € N e consideremos y = (f o h)(n). Seja z=n—y. Entdo
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n=z+y,emquey<Im(f)e

ou seja, z € Nuc(h). Para mostrarmos que a soma ¢é direta, consideremos
x € Im(f) NNuc(h). Entdo h(x) = 0 e existe m € M tal que x = f(m). Desta
forma,

0= h(x) = h(f(m)) = m.

Logo, x =0 e, portanto, N = Im(f) @ Nuc(h). Como M = Im(f), basta mos-
trarmos que P =2 Nuc(h).

Como g é sobrejetor, para todo p € P existe n =n' +y € N tal que
g(n) =p,emquen’ € Im(f) ey € Nuc(h). Assim,

p=g(n)+g(y) =g(y).

Logo, para todo p € P existe y € Nuc(h) tal que g(y) = p, ou seja,
P C g(Nuc(h))). Como claramente g(Nuc(h)) C P, a igualdade segue.

Por outro lado, se y € Nuc(h) e g(y) =0, entdo y € Im(f) e, conse-
quentemente, y = 0, uma vez que Im(f) N Nuc(h) = {0}. Desta maneira,
8lueiny Nuc(h) — P é um isomorfismo e, portanto, N = M & P.

(iii) = (if): como f é injetora e a sequéncia é exata, segue que
N = Nuc(g)®P.

Definamos k : P — N da seguinte maneira: dado p € P existe n € N
tal que g(n) = p, uma vez que g é sobrejetora. Sejam x € Nuc(g) e y € P tais
que n =x+y. Assim,

p=2g(n)=gx)+g(y)=2g0)

Definamos k(p) = y e notemos que k estd bem definida. Sejam n,n’ € N tais
que
g(n)=p=2g(n'),
e suponhamos que n =x+yen' =x 4+, em que x,x' € Nuc(g) e y,y € P.
Assim,
g(y) =g(n) =g(n') =g(')

e, portanto y —y" € Nuc(g) NP. Como a soma é direta, temos que y—y' =0
e, consequentemente, y = y'.

Para mostrarmos que k é morfismo, sejam a € R e p,p’ € P. Entio
existem n =x+y e n' = x +) elementos de N tais que p = g(n) = g(y) e
p'=g(n') =g(y/). Assim, k(p) =y. k(p') =)' e

ap+p =ag(y)+g(y) =glay+y'),
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pois g € morfismo e, portanto

k(ap+p') = ay+y = ak(p) +k(p').

Logo k € um homomorfismo entre R-mddulos e, além disso, para todo
pEP,comp=g(n)en=x+y,

(8ok)(p) =2(y) =g(n) =p,

ou seja, gok =idp.
(i) = (iii): mostremos que N = Nuc(g) ©Im(k). Para tanto, notemos
que para todon € N,

n=(n—(kog(n)))+(kog)(n),

em que n— (kog(n)) € Nuc(g) e (kog)(n) € Im(k). Para vermos que a soma
¢ direta, seja n € Nuc(g) NIm(k). Entdo g(n) = 0 e existe p € P tal que
n = k(p). Desta forma,

p=2g(k(p)) =g(n)=0

e, portanto, n = 0. Logo N = Nuc(g) & Im(h).

Pela exatiddo, temos que Nuc(g) = Im(f) = M. Por outro lado, como
gok =1idp, temos que k € injetora e, consequentemente, Im(k) = P. Logo,
N=MOP.

O

Uma sequéncia que satisfaz um (e, portanto, todos) item da proposi¢ao
anterior € denominada uma sequéncia com cisdo.

Definicao 2.16. Um R-moédulo a esquerda M é chamado projetivo se todo
homomorfismo sobrejetor p : N — M possui inversa a direita, isto é, existe

um homomorfismo s : M — N tal que pos = idy,.

Como nos assegura o seguinte teorema, isto € equivalente a dizermos
que M é um somando direto de um R-médulo livre.

Teorema 2.17. Seja P um R-mddulo. Sdo equivalentes:

(i) P é projetivo.

(ii) Se ¢ € Hom(P,N) e f € Hom(M,N) é um epimorfismo, entdo existe
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0 € Hom(R,M) tal que o diagrama abaixo comuta

(iii) Se

¢ exata, entdo

0 — s Hom(P.L) —"=5 Hom(P.M) —= Hom(P,N) —— 0
é sequéncia exata de grupos abelianos.

(iv) Toda sequéncia exata

0 L M P 0
possui cisdo.

(v) Se g € Hom(M, P) é epimorfismo, entdo existe um R-mddulo Q tal que
MZPoQ.

(vi) P é somando direto de um mddulo livre.

Demonstragdo. Facilmente mostramos que (i) < (iv).
(i) = (iii):
1. Como f € injetora, entdo claramente f o_ também o €.
2. go_ é sobrejetor: seja ¢ € Hom(P,N). Entdo, por (i), existe morfismo
0:P— Mtalque o =go0.
3. Im(fo_)=Nuc(go_): como go f =0, entdo Im(fo_) C Nuc(go_).

Para mostrarmos a incluséio inversa, seja ¥ € Nuc(go _). Logo
goy =0e, paratodo p € P, temos que ¥(p) € Nuc(g) = Im(f). Por-
tanto existe um unico I, € L tal que y(p) = f(I,), pois f € injetora.
Desta forma,

o:P — L
p = lp, (com f(l,)=wy(p))
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estd bem definida e Yy = fo ¢. Além disso, é facil ver que ¥ é um
homomorfismo.

Logo, Nuc(go_) C Im(fo_) e aigualdade € valida.

(iii) = (iv): Seja

0 L M P 0

uma sequéncia exata. Entdo

0 — Hom(P,L) —°=5 Hom(P,M) = Hom(P,P) —— 0

também o é. Desta forma, como idp € Hom(P, P), existe 6 € Hom(P, M) tal
que idp = go 0. Logo a primeira sequéncia acima possui cisao.
(iv) = (v): seja g : M — P um epimorfismo. Desta forma

0—>Nuc(g)(f M—=p 0

¢é exata e, por hipétese, possui cisdo. Logo, pela proposicdo 2.15, M é iso-
morfos a P ® Nuc(g).

(v) = (vi): pelo teorema 2.13 existem um R-mddulo livre F e um
epimorfimo 7 : F — P. Logo, por hipétese, existe um R-mddulo Q tal que
FZPDO.

(vi) = (ii): Sejam (F,®) um R-mddulo livre e Q um R-médulo tais
que F 2 P®Q e sejam ¢ € Hom(P,N) e f € Hom(M,N) um epimorfismo.
Suponhamos que F seja gerado pelo conjunto X. Desta forma, para todo
x€X, (pomp)(P(x)) €N, em que 7p : P& Q — P é a projecdo candnica.
Portanto, como f € sobrejetora, existe m, € M tal que

f(my) = (@omp)(P(x)).

Note que, pelo Axioma da Escolha, podemos escolher um tnico m, € M para
cada x e, portanto, podemos definir uma fungdo

vY:.X — M

X = m.

Logo, pela defini¢do de R-mddulo livre, existe um tnico homomor-
fismoy:F —+Mtalque ¥ = yod.
Também pela propriedade universal de R-mddulo livre, existe um tnico
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homomorfismo V¥ tal que o diagrama

é comutativo. Assim,

fo¥ =¢pompo®, fo¥P=Yod e fo¥P=foyod

e, portanto, pela unicidade de Y, temos que ¢ o Tp = f o Y, ou seja, 0
diagrama abaixo comuta

FXP&Q
/
dly
/
v
, P
/ J
Y ¢

2 0
M 7 N )

em que ip é a inclusdo candnica. Se definirmos 6 := yoip € Hom(P,M),
entao
foOB=foyoip=@ompoip=¢@oidp = @.
O

Comecamos nosso capitulo definindo um R-médulo e, posteriormente,
reduzimos este nosso objeto de estudo para os R-mddulos projetivos. Na
definicdo que segue, faremos mais uma e dltima restricao neste nosso objeto.

Definicio 2.18. Um R-mdédulo a esquerda é chamado finitamente gerado se

existemn € Nexj, - ,x, € M tais que a aplicacdo
R'" - M
(ar,--,an) = arxi+ - apXn

¢ sobrejetora.
Observagdo 2.19. Observemos que

(i) paratodo R-médulo M, M = M, pois idy : M — M € um isomorfismo;
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(i) se M e N sdo R-mddulos tais que M = N, entdo existe ¢ : M — N iso-
morfismo. Logo ¢! : N — M é um isomorfismo e, consequentemente,
N=M,

(iii) se M, N e P sdo R-mddulos tais que M = N e N = P, entdo existem
¢:M— Ney:N— Pisomorfismos. Assim, yo@ : M — P é um
isomorfismo e, portanto, M = P.

Logo, = é uma relag¢do de equivaléncia.

Notemos que se P é um R-médulo projetivo e Q é um R-médulo tal que
P = Q, entdo Q também € projetivo. Da mesma maneira, se P ¢ finitamente
gerado e Q = P, entdo Q € finitamente gerado.

Defini¢do 2.20. Seja Proj(R) o conjunto! das classes de isomorfismos de
R-moédulos projetivos finitamente gerados.

Lema 2.21. Se definirmos

+ :Proj(R) xProj(R) — Proj(R)
(M],[N]) = [M&N],

entdo (Proj(R),+) serd um monoide abeliano, isto é, um semigrupo abeliano
com unidade.

Demonstragdo. Notemos inicialmente que + estd bem definida, pois se
M=M eN=N temosque M BN =M G N, donde

[M]+[N]=[M&N|] =M &N =[M]+[N].
Além disso, para quaisquer M, N e P R-mddulos temos que
(i) (MO&N)®P2M& (N®P),
(i) M@ {0} =M
(i) MON 2 NDM.

Desta forma, por (i), temos que + € associativa e assim, por (ii) e (iif),
segue que (Proj(R),+) € um semigrupo abeliano com elemento neutro [{0}].
Portanto (*Proj(R),+) é um monoide abeliano. O

Definicao 2.22. Seja R um anel com unidade. Definimos

Ko(R) := G(*Broj(R)),

! A proposicio 2.33 nos dird que Broj(R) serd, de fato, um conjunto.




116

em que G(Proj(R)) é o grupo de Grothendieck de Proj(R), definido

no capitulo 1.
Para o exemplo 2.24, precisaremos do seguinte resultado, cuja de-

monstracao estd em (Bland, 2011), pagina 132 e (Dummit; Foote, 2004),
pagina 462. Lembremos que, dado um elemento x de um R-médulo M, o
anulador de x € definido por Ann(x) = {a € R: ax =0}.

Teorema 2.23. Sejam R um dominio de ideais principais e M um R-modulo
finitamente gerado.

(i) Entdo M tem a decomposi¢do

M=R ®xiR®--- DxR,

em que
Ann(x1) 2D Ann(xp) D - D Ann(x;) # 0.

Os inteiros s e k sdo inicos e, para todo i € {1,--- k}, x;R € uinico a

menos de isomorfismo. Além disso, existem ay,--- ,a; € R tais que

M>=R ®R/(a1)®---®BR/{a),

ailaz, azlas, -+, an—1lay.
(ii) O conjunto
T(M):={xeM:ax=0 paraalgum a € R\ {0}}
é igual a {0} se, e somente se, M é um R-mddulo livre.
(iii) Na decomposi¢do em (i),
T(M)=R/(a1) & ®R/(an).

Exemplo 2.24. Se R é um dominio de ideais principais, entdo Ky(R) = Z.
Em particular, Ko(Z) = Z.

Demonstragdo. Seja M um R-mdédulo projetivo finitamente gerado. Entdo
pelo teorema 2.23, existem unicos s € Z4 e k € N tais que

MR &R/{a))®---BR/(ay).

Como M € projetivo, entdo M € somando direto de um R-mddulo li-
vre L e, pelo teorema 2.23, item (ii), temos que T(L) = {0} e, portanto,
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T(M)=T(L)NM = {0}. Logo, pelos itens (i) e (iii) do teorema 2.23,
R/{a1) @ ©R/{an) =0,

ou seja, M = R’ e, portanto, Proj(R) = {[R"] :n € Z }.
Definamos

¢:Proj(R) - Zy
R"] — n

e notemos que ¢ estd bem definida, pois se [R"],[R"] € Proj(R) sdo

tais que [R™] = [R"], entdo R™ = R" e, portanto, pela unicidade do teorema
223, n=m.
Sejam [R"], [R™] € Proj(R). Entdo,
([R+[R") = o[R"OR"]
= @[R"xR"]
— (p[RrH»m]
= n+m

o([R"]) + o([R"]),

ou seja, ¢ ¢ um homomorfismo. Facilmente vemos que ¢ ¢ bijetora e,
portanto, Proj(R) = Z,. Como G(Z, ) = Z, concluimos que

Ko(R) = G(roi(R)) = Z.

O

Agora que definimos o grupo Ky de um anel unital R, demonstraremos
alguns resultados que nos auxiliardo no nosso objetivo principal desse capi-
tulo, que é mostrar a equivaléncia entre a K-teoria de C*-dlgebras unitais e a
K-teoria algébrica. Isto €, mostrar que se A é uma C*-dlgebra, entdo Ko(A) é
isomorfo a Ko(A), A anel unital.

Definicdo 2.25. Seja R um anel. Definimos M,(R) como sendo o anel de
matrizes de ordem n cujas entradas sdo elementos de R.

Para m < n, podemos ver M,,(R) como um subanel de M, (R) via

Mu(R) — My(R)

xi—>xo
00
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Seja M (R) := | M,(R), com a identificacdo anterior.
neN

Observagdo 2.26. Notemos que Mw(R) é um anel. Se a,b € M(R), entdo
existem n,m € N tais que a € M,,(R) e b € M;,(R). Seja k = max{n,m}. Logo,
pela identificacdo acima, a,b € My (R) e, portanto, podemos calcular a + b e
ab em My (R).

Observemos que se f € M.(R), entdo podemos transformar f em uma
matriz infinita, apenas acrescentando (infinitos) zeros.

Lema 2.27. A aplicacdo
h:M,(R) — Homg(R",R")
A — Ty
é um isomorfismo de anéis em que Ty (x) = x- AT, para todo x € R".
Demonstragdo. Mostremos inicialmente que % € isomorfismo de R-mddulos:

(i) h é injetora.
Sejam A = (a;;),B = (bij) € M,(R) tais que Ty = Tp. Desta forma,
temos que paratodoi € {1,--- ,n}

Ta(ei) = Tg(ei),

em que e¢; € R" é o elemento cuja i-ésima coordenada é 1 e as demais,
Og. Assim,

(ali a,,i) = (bli bm'),

ou seja, para quaisquer i,j € {1,---,n}, a;j = b;j. Logo, A=Behé
injetora.

(ii) h é sobrejetora.
Seja T : R" — R" homomorfismo entre R-mddulos e consideremos

T(er)\ '
Aol

T (en)
Assim, se A = [a;], entdo

T(e;) = (aii, - ,ani).-
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Deste modo, se (r1,---,r,) € R", entdo
ayp - ayl
(rl ...rn)AT — (rl ...rn)
Ain c+ dpn
n n
= (Z riay r r,am>
i=1 i=1

= (all"'anl) et (aln"'ann)
= nT(e1)+-+r.T(ey)
= T(rlv"'vrn)7
isto é, T = h(A).
(iii) & é um homomorfismo de anéis.
Sejam A,B € M,(R) e r = (ry, -+ ,ry) € R". Desta forma,
(@)
hA+B)(r) = r-(A+B)T
r-AT +r.BT
= h(A)(r)+h(B)(r).
Como r € R" é arbitrdrio, temos que h(A + B) = h(A) + h(B).
(b)

h(AB)(r) = r-(AB)T
= r-(BTAT)
= h(A)(r-B")
= h(A)oh(B)(r).

Novamente, como r € R" € qualquer, concluimos que
h(AB) = h(A) o h(B),
o que finaliza esta demonstracao.

O

Em um anel R, existem elementos que nos lembram das projecdes de
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uma C*-dlgebra A, de uma certa forma. Estes elementos sdo chamados de
idempotentes.

Definicao 2.28. Seja R um anel. Um elemento e € R é chamado de idempo-

tente se ¢2 = e.

Notacdo : Idem(R) = {e € R: e? = ¢}.

Surge entdo a seguinte pergunta: na K-teoria de C*-algebras unitais,
usamos as projecdes para definir o grupo Ky. Nao seria possivel também usar-
mos os idempotentes em vez de R-mddulos projetivos finitamente gerados na
K-teoria algébrica?

A resposta é sim! A partir de agora trabalharemos para mostrar que
podemos definir o Ky de um anel unital R via R-médulos projetivos finita-
mente gerados como também via idempotentes. Comecemos com a seguinte
relacdo de equivaléncia.

Definicéio 2.29. Dizemos que e1,e; € Idem(R) sdo equivalentes, e; = 7, se
existem v,w € R tais que e} = vw € ey = wv.

Notemos que ~( € uma relacao de equivaléncia. Com efeito,
(i) Reflexiva:
Seja e € Idem(R). Desta forma, e = ee = e, donde e =, e.
(i) Simétrica:
Sejam eq,e; € Idem(R) tais que e; ~ e,. Desta forma, existem v/, w’

em R tais que
/o) /!
e1=vw e ex=w.

Logo, se considerarmos v =w’ e w =/, teremos que
ex=vw e e} =wy,
€, portanto, e; ~¢ e].
(iii) Transitiva:

Sejam eq,e3,e3 € R tais que e = en € e3 = e3. Assim existem v, w, u, ¢
em R tais que

el1=vWw ey=wv=ut € e3z="tLu.
Assim, se considerarmos z = vu e x = tw, teremos que

ZX = vutw = vesw = vwyw = e% =e



121

X7 = twvu = teou = tutu = €3 = e3,

ou seja, e ~ e3.

Definicio 2.30. Definamos V(R) := Idem(Mw(R))/ = e, para e em
Idem(M..(R)), denotemos por [e]y a classe de equivaléncia de e em V(R).

Definamos em Idem(M.(R)) a seguinte operacdo bindria: para e, f em

Idem(M..(R))
e f= ((e) ?) .

Nosso préximo passo é mostrar que (V(R),+) € um semigrupo abeliano, em
que [e]y + [f]v = [e® f]v. Para tanto, precisaremos do seguinte resultado.

Proposicao 2.31.

(i) Sejam e, f € Idem(Mw(R)) e suponhamos que e =~ f. Entdo existem ¢
e d tais que

e=cd, f=dc, cdc=c e dcd=d.
(ii) Para cada e € Idem(M.(R)) e para todo n € N, temos que e 0, =~ e,
em que 0, é o elemento neutro de M,(R).

Demonstracdo. (i) Como e =~ f, temos que existem a e b tais que
e=ab e f=hba.
Definamos ¢ = aba € d = bab. Desta forma,

(a) cd = ababab = &* = e,
(b) dc = bababa = f3 = f,
(¢) cdc = ababababa = af* = af = aba = c,
(d) dcd = babababab = be* = be = bab = d.

(i) Sejam e € Idem(Mw(R)) ¢ n € N. Entdo existe m € N tal que
e € Idem(M,,,(R)). Definamos

v=_(e Omn) e w:(O:m>.

Assim, e =vwe e® 0, = wv, ou seja, e =g eB0,,.
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Mostremos agora que a operagdo bindria
ey +[flv=[e®flv, para e,f €ldem(Mw(R)),
estd bem definida. Para tanto, sejam e, €, f, f’ € Idem(Mw(R)) tais que
e~ge e frof.
Desta forma, existem a, b, ¢,d € Mw(R) tais que

e=ab, ¢ =ba, f=cd e f =dc.

. a 0 b 0 .
Sejam v = <O c> ew= <0 d)' Assim,

ab 0
o8 9)=ees

_(ba O\ ,
Wv_(O dc)_e@f

e, portanto, e P f ~p € & f', isto &, [e P fly = [¢' & f']y. Concluimos
entdo que + estd bem definida.

Proposicio 2.32. (V(R),+) é um monoide abeliano.

Demonstragdo. Pela proposigdo 2.31, [0,]y, para n € N, é o elemento neutro
de (V(R),+).
Sejam agora e, f € Idem(M..(R)) e definamos

(0 e _ (0 f
() et D)
Assim, vw =e® f e wv = f G e e, desta forma,
lelv +[flv = [f]v +e]v.

Portanto, (V(R),+) é comutativo e possui elemento neutro. Além disso,
como para quaisquer e, f, g € Idem(Mw(R))

([elv +[f]v) +[glv = [elv + (If]v + [g]v),

concluimos que (V(R),+) é um monoide abeliano. O
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Os seguintes resultados nos ajudardo a demonstrar que (V(R),+) e
(Proj(R), +) sdo semigrupos isomorfos.

Na proposi¢ado seguinte, R™ € a soma direta de enumeravéis copias de
R.

Proposicao 2.33. Todo R-mddulo projetivo finitamente gerado é da forma
R -e, para algum e € Idem(Ma(R)). Reciprocamente, tais modulos sdo fini-
tamente gerados e projetivos.

Demonstracdo. Seja M um R-moédulo projetivo finitamente gerado. Desta
forma, existem n € N e um epimorfismo 7 : R" — M. Como M ¢é projetivo,
existe i : M — R" tal que mwoi =1idys. Assim, i é injetora, pois possui inversa
a esquerda.

Por outro lado, notemos que io 7 : R* — R" € um homomorfismo idem-
potente, uma vez que

(iom)o(iomw) =iomoiom =ioidyomr =iom.
Desta forma, pelo lema 2.27, existe f € M,(R) tal que, para x € R",
(iom)(x) =x- f7.

Como io 7 é idempotente, temos que f7 € Idem(M,(R)), uma vez que
M,(R) = Hom(R",R"). Logo,

M=i(M)=i(z(R")) =Im(iom) =R"- fT.

Mostremos que R"fT = R*f7, lembrando que f7 € M..(R) e, por-
tanto, pode ser vista como uma matriz infinita. Para tanto, consideremos

g:R-f1 — R 4T
(ri---r)-fT = ((r1---m)-f1,0,0,---)
e mostremos que g ¢ um isomorfismo entre R-mdédulos.
(i) g € um homomorfismo.

Sejam (ry---ry),(a1---a,) € R" e r € R. Entdo

g(((ri-ra)- 1) +r((ar--an)-f1)) = g(((ri+rar--ry+ray)- 1)
((r-eer )fTOO )

_l_
~

((ar---an)-7,0,0,---)
(G ) ")
+ rg((al an) - f").
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(ii) g ¢ injetor.
Seja (aj---a,)- fT € Nucg. Desta forma, g((a;---a,)- f7) =0, por-
tanto,
((al "'aﬂ)'fT70707"') :()7

ou seja, (a;---a,)- fT = 0. Logo, g é injetor.

(iii) Notemos que g € sobrejetor, uma vez que
R fT = {((r1~~-rn)-fT,0,07-~~) (r1---m) ER"}.

Assim, temos que R" - f T pe. fT e, consequentemente, M = R™ - fT.
Pondo e = f7, chegamos ao resultado desejado.

Por outro lado, mostremos que se e € Idem(M..(R)), entdo R - ¢ é um
R-moédulo projetivo finitamente gerado.

Como e € Idem(M(R)), existe m € N tal que e € M, (R) e, assim,

R” - e~=R".e.

Notemos que {e]-e,--- ,e,-e} geraR"-e,em que, parai € {1,--- ,m},
e; é o elemento em R™ que vale 1 na i-ésima posicdo e 0 nas demais. Com
efeito, seja (r1---ry)-e € R™-e. Assim,

(ri-rm)-e = (riet+-+rmenm)-e
= ri(er-e)+---+rmlen-e),

e, portanto R™ - e € finitamente gerado. Agora, como R™ é um R-

mddulo livre e
R"= (R"-¢) @ (R"- (1—e)),
via
x—=x-et+x-(l—e),

temos que R™ - e é projetivo, uma vez que é somando direto de um médulo
livre.

Concluimos entdo que R” - e ¢ um R-mddulo projetivo finitamente ge-
rado. O

A proposi¢do acima nos diz que
Proj(R) = {[R”-e] : e € Idem(Mw(R)) }

e, portanto, podemos dizer que Proj(R) estd indexado por Idem(M.(R)).
Como este é um conjunto, segue que Proj(R) também o é.
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Proposicio 2.34. Sejam e, e, € Idem(Mw(R)). Entdo existe um isomorfismo
entre R-modulos R -e1 = R™ - e; se, e somente se, e] =~ e).

Demonstragdo. Sejam ey, e; € Idem(M.(R)). Desta forma, existem m,n € N
tais que e; € Idem(M,,(R)) e e» € Idem (M, (R)).

Suponhamos que R”-e; Z R”-ey eseja @ : R™-e; — R" - e; um iso-
morfismo. Notemos que

1%

R"= (R"-¢1)®(R"-(1—¢)))
R"=(R"-e2) ®(R"- (1 —e2))
e definamos
f:R" — R"
(rla"' 7rm) — (P((’"l,"' »rm)'el)-
Como ¢ é um homomorfismo, entdo f também o é. Se k = mix{n,m},

podemos considerar f : R* — R*, adicionando zeros sempre que necessrio.
Analogamente, podemos definir

f:R* — R"

(rlv"' ,r,,) — ¢71((r1,~-- arn)'eZ)-

Da mesma maneira, temos que fe Homg(R¥, R¥). Desta forma, pelo
lema 2.27 existem v,w € M(R) tais que, parax € R" e y € R",

fE) =2V e FO)=yw.

Afirmamos que e; = v/ w! e e; = wlvT. Com efeito, seja x € R™.
Assim,

x-(vI'wh)

I
=
=
=

uma vez que @(xe;) € R" - ep. Assim, como x € R™ € arbitrério, concluimos
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que e

= VTWT.

Analogamente, mostramos que e; = w’ v! e, portanto, e; ~q e5.
Por outro lado, suponhamos que e ~ e;. Entdo existem v € My, ,(R)

ew € My (R) tais que

fismo.

el=VWw € ey=wn

Definamos
h:R"-ey — R'-e
X = x-v
e notemos que se (ry,---,7y) -e; € R™ ¢y, entdo
h((rl...rm).el) e (rl...rm).gl.v

(r1-- rm)-vw-v

= (rl...rm>.v.ez

e, portanto, / estd bem definida. Facilmente vemos que /4 é homomor-

Analogamente, temos que

g:R'eg — R"-¢
y = yw

esta bem definida e € um homomorfismo de R-moddulos. Além disso,

g((r1-m)-ex) = (ri--ry)-w-er.

Mostremos que g = 4~ Para tanto, seja (r ---7,,)-e2 € R"-e5. Assim,

(hog)((ri---m)-e2) = h((ri---m) -w-ep)
Pl ra) - Wev- e

(
= (r-r)-er-e
(

rl...rn).ez’

ou seja, ho g = idgn..,. Analogamente, mostramos que goh = idgm.,, .
Desta forma, temos que R" - e; = R" - e5 e, consequentemente,

Rw~el ’EROO~€2.
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Corolario 2.35. A aplicagdo

H:V(R) — ‘Proj(R)
e~ Rl

€ um isomorfismo.

Demonstragdo. Notemos inicialmente que a proposi¢do 2.34 nos garante que
H esta bem definida e, além disso, que H ¢ injetora. Ademais, a proposi¢do
2.33 nos assegura a sobrejetividade de H.

Se e; € Idem(M,,(R)) e e> € Idem(M,,(R)), entdo

Rm-el@Rn~ezng+’l-(81@€2)
via
R"- ey ®R" e — R"™.(e;@er)

((r17"'7rm)'el)7<al7"')a}’L)'eZ) = (rla"'armaal"')an>'(el@62)

Com isso, concluimos que H € um isomorfismo de semigrupos. O

Pelo corolario acima,

G(Proj(R)) = G(V(R)),

isto é, podemos definir o grupo Ky de um anel R via idempotentes ou via
R-mo6dulos projetivos finitamente gerados.

Até aqui estudamos o grupo Ky de uma C*-dlgebra unital, de uma
C*-dlgebra qualquer e de um anel unital R. No caso de C*-algebra unital, o
fizemos via projecdes. Ja no caso algébrico, acabamos de ver que podemos
fazé-lo via idempotentes.

Surge entdo a seguinte questdo: toda C*-algebra é um anel. Serd que
os grupos Ky de cada caso sdo isomorfos?

A resposta desta pergunta estd na proposi¢cdo 2.38 e para demonstri-la
precisaremos da proposicdo 2.37. Mas antes, notemos que se A € uma C*-
dlgebrae p € Z(A), entdo podemos considerar a sub-C*-dlgebra

pAp ={pap :a € A}.

Para mais informagdes sobre esta C*-algebra, ver (Murphy, 1990), secdo 3.2.
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Observagdo 2.36. Lembremos que se A é uma C*-dlgebrae p € &(A), entdo
p € idempotente. Além isso, se e € A € idempotente, entdo e¢* também o &,

pois
e’ = (ee)" =e".

Proposicao 2.37. Seja A uma C*-dlgebra.
(i) Para todo e € A idempotente, existe uma projecdo p € A tal que e ~q p.
(ii) Sejam p,q € A projecdes. Entdo p ~ q se, e somente se, p = q.

Demonstragcdo. (i) Seja e € A idempotente e consideremos
h=1;+(e—e")(e" —e).
Como (e — e*)(e* —e) é positivo (pois é da forma x*x), temos que
o((e—e")(e" —e)) C [0,09)

e, portanto, pelo teorema do mapeamento espectral®, o(h) C [1,0).
Logo, & € inversivel em A.

Notemos agora que

eh = e(lz+(e—e")(e"—e))
e+ (e—ee*)(e" —e)

= e+tee —ee—eee’ +ecte

= ee'e

he = (lz+(e—e)(e"—e))e
e+(e—e")(efe—e)
= etece—e—ceete’e

= ee'e.

Além disso, como /& é soma de elementos autoadjuntos, temos que h €
autoadjunto e, portanto,

e*h=(he)" =e*ee* e he* =e"ee”.

Assim,

eh=ecee'e=he e e'h=e"ee” =he*

2ver (Murphy, 1990), pagina 42.



(ii)

129

e, portanto, & comuta com e e e*. Logo, 4! também comuta com estes
elementos. Com efeito,

e=h"'he=h"teh=eh ™' =h"e.
Analogamente, mostramos que &~ 'e* = ¢*h~!. Definamos agora
pi=eeh”!

€ mostremos que p € uma projecdo em A. Notemos inicialmente que
p €A, pois A é um ideal de A e e € A. Ademais,

P = (ee*h Y(ee*h ™)
ee*eh te*h!
ehh'e*h™!

= ee'h!

= P

p= (ee*hil)* =hlee* =ee’h™ ! = p.

Na demonstragio acima, usamos que 4~ é autoadjunto, pois 4 0 é. Com
isso, p é uma projecdo em A. Por fim, notemos que

ep=cec’h ' =ee’h ' =p

pe=ce*h le=ce'eh™ ' =ehh ' =e,

ou seja, e g p.

Sejam p,q € #(A) e suponhamos que p ~ g. Logo, existe v € A tal que
p=Vvv e g=w"
e, portanto p =~ q.

Por outro lado, suponhamos que p =~ g e p, portanto ¢, é ndo nula. Caso
contrério, o resultado é imediato. Logo, pela proposi¢do 2.31, existem
a,b € A ndo nulos tais que

p=ab, gq=ba, aba=a e b=bab.
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Desta forma,
b*b=Db"a*b*bab = p*b*bp = pb*bp € pAp.

Seja agora H espago de Hilbert tal que A — B(H) e mostremos que para
todox € H,
(([lal*b*b— p)x,x) > 0.

Com efeito,

{(lall6*b— p)x,x) {llall*(6*b)x— (p" p)x.x)
lal|? (bx, bx) — (px, px)

lal[[x]|? — [| px[|*.

Como p = ab e A é uma C*-dlgebra, entdo
[|px]| = llabx|| < |al|[|bx]]
Assim,
(I < l|al*[ox]|? < [lal|?|[£x]| || px]* > 0.

Logo, ((||a]|?b*b — p)x,x) > 0 e portanto p < ||a|*b*b.

Desta forma, como p = 1,4, € p # 0, temos que G4, (||al|>b*b) C [1,0)
e, consequentemente, Gpa,(b*b) C (0,00).

Assim, b*b é inversivel em pAp e, portanto, (b*b)% também o €. Seja ¢
o inverso de (b*b)% em pAp. Como (b*b)% ¢ autoadjunto, entéo

1 1
F=c"p=c"(b"b)2c=((b"b)2c)'c=p‘c=pc=c
e, portanto, ¢ ¢ autoadjunto. Definamos v := bc. Desta forma,

1

Vv =c*b*be = ¢*(b*b)2 (b*b)%c =pp=p



131

e, como qv = gbc = babc = bc =,

who= (qv)(gqv)”
= gbcc*b*q
= bpcc*b*ba
= bpec*(b°b)2 (b*b)2a
= bpcp(b*b)%a
= bpc(b*b)%a
= bpa=qgba
= q

Logo p ~ g, o que finaliza esta prova.

Proposicao 2.38. Se A é uma C*-dlgebra unital, entdo a aplica¢do

H:2(A) — V(A)
Pla = Iplv,

em que D(A) = Pu(A)] ~0 e V(A) =Idem(Mw(A))/ =0 , é um isomorfismo
de semigrupos.

Demonstragdo. Mostremos inicialmente que H estd bem definida. Para tanto,
sejam n € N e p,q € Z.(A) tais que [p]y = [g]». Podemos supor que p e
g possuem o mesmo tamanho, pois se p € £, (A) e g € P,(A), em que
n,m € N, entdo, pondo k = max{n,m},

PDBO0—n~0p~0q~0gD0k_p,

e, portanto, p @ O, ~ g B 0x_,,, uma vez que possuem o mesmo tamanho e
[Plg =[P 0k—n]7 = [a® Ok—m]7 = [g]-

Assim, p ~ g e, pela proposigdo 2.37, p = ¢, isto é [ply = [g]v.

Por outro lado, se p,q € Z,(A) sdo tais que [p]y = [¢]v, temos que
P =9 g e, consequentemente, pela proposicdo 2.37, p ~ g, isto é, H é injetora.

Para vermos que H & sobrejetora, seja e € Idem(Mw(R)). Logo existe
n € N tal que e € Idem(M,,(R)) e, pela proposigdo 2.37, existe p € &, (A) tal
que e =5 p e assim [e]y = [p]y. Logo H([p]2) = [e]v.

Finalmente, mostremos que H ¢ aditiva. Para tanto, consideremos
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p,q € Z,(A). Entio,

H([plz+ldlz) = H([p®qla)

[P @©qlv
[plv + [alv

= H([plz)+H(lq]2)

e, portanto, H € um isomorfismo. O

A proposi¢do acima nos assegura que se A é uma C*-dlgebra unital,
entdo Z(A) 2 V(A). Logo G(Z(A) = G(V(A)) e, portanto, temos a resposta
da nossa pergunta: sim, o grupo Ky de uma C*-algebra unital A é o mesmo
grupo Ky quando A ¢ vista como um anel unital.

Corolario 2.39. Seja A uma C*-dlgebra qualquer, entdo podemos definir
Ko(A) via idempotentes.

Demonstragcdo. Decorre imediatamente da proposicdo 2.37. O
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3 O GRUPO K, TOPOLOGICO

Nosso maior objetivo neste capitulo ¢ demonstrar o Teorema de Serre-
Swan, que nos assegura que a categoria § dos fibrados vetoriais sobre um
espago topolGgico compacto Hausdorff X e a categoria 91 dos C(X)-médulos
projetivos finitamente gerados sdo equivalentes.

Também introduziremos o Ky de um espago topoldgico X, para isso
definiremos e estudaremos algumas propriedades de fibrados vetoriais. Em
seguida, trabalharemos para provar a equivaléncia categdrica desejada, isto é,
o Teorema de Serre-Swan.

Definiciao 3.1. Sejam E e X espacos topoldgicos e 7 : E — X uma funcdo
continua sobrejetiva, tal que 77! ({x}) é um espago vetorial sobre C de di-
mensdo finita. Dizemos que (E,7,X) é trivial sobre um aberto U C X se
existem n € N e um homeomorfismo 4 : 77! (U) — U x C" (com a topologia
produto em U x C") de modo que o diagrama

—>U><(C"

\/

¢ comutativo, em que 7' (x,v) = x, e tal que para todo x € U a restri¢do &, de
han '({x}) é um isomorfismo de espagos vetoriais

({a}) = {x} xCr =

Definicio 3.2. Nas mesmas condi¢des da defini¢do anterior, se a tripla
(E,m, X) é localmente trivial, ou seja, se cada x € X possui uma vizinhanga
aberta U tal que (E,m,X) é trivial sobre ela, dizemos que esta tripla é um
fibrado vetorial sobre X.

Observagdo 3.3. Se (E,m,X) é trivial sobre o aberto U, entdo também é
trivial sobre qualquer aberto V C U.

De fato, basta notarmos que /2, € um homeomorfismo, pois € restrigdo
de um homeomorfismo,

r (V) — v xen
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€ comutativo e, para todo x € V, h, € um isomorfismo.

Com as defini¢des acima, podemos também mostrar facilmente que,
se X é um espaco topoldgico e (E,7,X) um fibrado vetorial sobre X, entdo,
para todo U C X aberto, £, := 7! (U) é um fibrado vetorial sobre U.

Defini¢io 3.4. Chamamos o espago vetorial E; = 7! ({x}) de fibra associ-
ada a x.

Exemplo 3.5. Sejam X um espago topolégico e n € N. Entdo (X x C",m,X)
é um fibrado vetorial, em que X x C" estd munido da topologia produto e
(x,v) =x.

Com efeito, como Tt é claramente continua e sobrejetora e t~' ({x}) é
um espago vetorial de dimensdo finita para todo x € X, basta provarmos que
(E,m,X) € localmente trivial. Para qualquer x € X, basta escolher U = X
e observar que m~'(X) = X x C". Assim, h = idyxcn é um homeomorfismo
que torna o diagrama da defini¢do 3.1 comutativo.

Para mais exemplos, ver (Hatcher, 2009), pagina 6.

A proposicdo a seguir nos dd uma maneira de operar dois fibrados
vetoriais que nos serd util posteriormente para definirmos o grupo Ky de um
espaco topoldgico.

Proposicio 3.6. Sejam X um espago topoldgico e (E,ng,X) e (F,ng,X) fi-
brados vetoriais sobre X. Entdo (E ® F,v,X) é um fibrado vetorial sobre X,

em que
E®F={(vyw) €EEXF :mg(v)=npr(w)},

v(v,w) =71 (v) = i (w) e E B F estd munido da topologia induzida de E X F
com a topologia produto.

Demonstracdo. Notemos inicialmente que, para todo x € X,

(E®F). = v '({x})
= {(vyw)€EEXF:mg(v)=mnr(w)=x}
= {veE:mp(v)=x}x{weF :apr(w)=x}

= mp ({x}) x ' ({x})

= E,XF,.

Além disso, como g e 7y sdo continuas e sobrejetoras, temos que v
também € continua e sobrejetora.

Ademais, como para cada x € X, E, e F; sdo espacos vetoriais de
dimensdo finita, temos que E, X F, também o é.

S6 nos resta mostrar agora que E & F € localmente trivial. Para tanto,
sejax € X. Como E e F sdo fibrados vetorias, pela observagao 3.3, existem
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U C X aberto contendo x, ng,ng niimeros naturais € Ag : ngl (U)—=UxCE
ehp:mp Y(U) = U x C" homeomorfismos tais que os diagramas

s U x CIE —>U><(C"F

\/ \/

sdo comutativos, em que Ty (x,v) = x e T (x,w) = x.
Consideremos agora

g:Ux (C'F x C"'r)

— v‘l(U)
(x,(mw)) = (

hi! (6, v), ! (W)
e mostremos que o contra dominio de g é um subconjunto de v~ (U), ou seja,
que g estd bem definida.

Claramente para (x, (v,w)) € U x (C" x C"F), g((x,(v,w))) € EXF
e, além disso,

ﬂE(hgl(x, V) = 7 (x,v) = x = g (x,w) = ﬂF(hEI(X, w)).

Conclufmos entdo que Im(g) C v=!(U).
Mostremos agora que g é uma bijecdo. Para tanto, consideremos
(x1,(vi,w1)), (x2,(v2,w2)) € U x C"E x C"F tais que

g(x1, (vi,wr)) = g(x2, (v2,w2))).

Desta forma,
(hg ' (er,vr) g (e, wi)) = (gt (x2,v2) g (22, w2)).

Logo, como hy;! e hy! sdo injetoras, (x1, (vi,w1)) = (x2, (v2,w2)) €, portanto,
g € injetora.

Para vermos que g é sobrejetora, seja (z,¢) € v_'(U). Entdo, para
algum x € U, mg(z) = x = 7p ().

Portanto, z € 1 ' (U) et € ;| (U). Como hy' e hy.! sdo sobrejetoras,
existem v € C"E e w € C'F tais que

hp'(xv) =z e hp'(x,w)=t.

Desta forma, g((x, (v,w)) = (z,t) e, portanto, g é sobrejetora.
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Defina h := g_l. Assim, como g € um homeomorfismo, pois kg € hp
o0 sdo, seque gue i ¢ homeomorfismo. Finalmente, sé nos resta mostrar que,
para todo x € X, h, é um isomorfismo. Notemos que

he:vi({x}) — {x}xC"xC¥
(z,t) —  (xu,v),

em que u = mo (hg)(z), v=mho (hp)(t), m: {x} xC"® — C" e
m, : {x} x C"¥ — C" s@o as proje¢des candnicas. Como E, = C"E e
F, = C"F, concluimos que i, é um isomorfismo e, portanto, (E ® F,v,X)
é um fibrado vetorial sobre X.

O

Trabalharemos agora para definir o grupo Ko de um espago topoldgico
X e as seguintes defini¢cdes nos ajudardo a fazé-lo.

Definicdo 3.7. Sejam (E,7g,X) e (F,np,X) dois fibrados vetoriais sobre X.
Dizemos que uma funcio continua ¢ : E — F € um homomorfismo de fibra-
dos vetoriais se o diagrama

E%
X

é comutativo e @y := 0, Ex— F ¢ linear.
X

F

Definicdo 3.8. Dois fibrados vetoriais (E,ng,X) e (F,np,X) sobre X sdo
isomorfos, E =2 F, se existe um homeomorfismo ¢ : E — F de modo que o
diagrama

€ comutativo e ¢, ¢ linear.

Observagdo 3.9. Observemos que nesse caso @, é um isomorfismo. Com
efeito, pela defini¢do 3.7, ¢, é linear e, como ¢ € um homeomorfismo, temos
que @, ¢ injetora. Para vermos que @, é sobrejetora, seja y € F,. Como
¢ é sobrejetora, existe e € E tal que @(e) =y. Se mostrarmos que e € Ej,
chegaremos ao resultado desejado. Provemos entdo tal fato.
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Como ¢ é um homomorfismo de fibrados vetoriais, temos que

7 (@(e)) = me(e)
& mr(y) = mz(e)
54 )C—?'EE( )

Logo e € E, e, consequentemente, ¢, € um isomorfismo.

Observacao 3.10. E ficil ver que a relagdo = dada por isomorfismos é uma
relacdo de equivaléncia.

Definigéio 3.11. Seja X um espago topolégico. Definimos Vect(X) como a
colecdo das classes de isomorfismo de fibrados vetoriais sobre X e denotamos
(E) a classe de equivaléncia de E em Vect(X).

Definamos sobre Vect(X) a operagdo bindria
(E)+(F)=(E®F)

€ mostremos que esta estd bem definida. Sejam E,E’, F e F’ fibrados vetoriais
sobre X tais que E 2 E' ¢ F 2 F'. Entdo existem ¢ : E - E' e w: F — F’
isomorfismos de fibrados vetoriais. Consideremos
0:E®F — E&F
(mw) = (o), y(w))

e mostremos que 0 € um isomorfismo de fibrados. Como ¢ e y sdo homeo-
morfismos e @, e Y, sdo lineares, basta provarmos que o diagrama

EEBF—)E'@F'

N

€ comutativo, em que V(u,v) = g (u) = wp (v) e V(' V') = g (o) = 7w (V).
Para tanto, seja (v,w) € E @ F. Desta forma,

VI(O((nw) =V (o), y(w)) = mp(@(v) = m£(v) = v(u,v)
e, portanto, o diagrama acima é comutativo. Assim, EGF = E' G F/,
ou seja, + € uma operagdo bem definida.

Proposicio 3.12. Seja X um espago topoldgico. Entdo (Vect(X),+) é um
semigrupo abeliano.



138

Demonstragdo. Como ja mostramos acima, + € uma operacio bem definida.
Resta provarmos entdo que (Vect(X),+) € abeliano, pois claramente + ¢ as-
sociativa. Sejam entdo E e F' fibrados vetorias sobre X e consideremos

n:EoF — FOE.
w) = (W)

Claramente 1 € um homeomorfismo e, além disso, facilmente pode-
mos ver que o diagrama

E@F4>F@E

N

¢ comutativo, em que V/'((w,v)) = g (w) = Tr (v)
Logo (E®F) = (F@®E) e portanto (Vect(X),+) é um semigrupo abe-
liano. -

Definiciio 3.13. Seja X um espaco topoldgico. Definimos Ko (X) = G(Vect(X)),
em que G(Vect(X)) é o grupo de Grothendieck do semigrupo Vect(X).

A partir de agora, direcionaremos nosso estudo para provar que a ca-
tegoria § dos fibrados vetoriais sobre X e a categoria 2t dos C(X)-médulos
projetivos finitamente gerados sdo categorias equivalentes, isto €, exibiremos
um dado funtor e demonstraremos que este € uma equivaléncia categoérica.
Desta forma, precisamos da seguinte defini¢o.

Definicao 3.14. Sejam € e © duas categorias. Dizemos que um funtor cova-
riante F : € — ® € uma equivaléncia categdrica se

(i) para cada par A,B € Ob(C) a aplicagio
F :Hom(A,B) — Hom(F(A),F(B))
€ uma bijecao,
(i) para cada D € Ob(D) existe C € Ob(€) tal que F(C) = D, ou seja,
existem morfismos f : F(C) - De g:D — F(C) tais que fg =1idp e
gf =idp(

Nosso primeiro passo rumo a demonstragdo do teorema de Serre-Swan
¢ associar a cada fibrado vetorial sobre X um C(X)-médulo e a cada homo-
morfismo ¢ de fibrados vetoriais um morfismo de C(X)-mdédulo.
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Facamos isto na defini¢do e lemas que seguem.

Defini¢éio 3.15. Dado um fibrado vetorial (E, 7, X), dizemos que uma fungio
continua s : X — E é um secdo se wos = idy, ou seja, s(x) € E, para todo
x € X. Denotaremos o conjunto de tais se¢des por I'(E).

Observagdo 3.16. Notemos que I'(E) # 0, para todo (E,n,X) fibrado veto-
rial, uma vez que

s: X — E

x»—>OEX

€ uma secdo. Claramente, wos =idy e, assim, resta verificar que s € continua.
Com efeito, seja x € X. Logo, existem U aberto de X contendo x, n € N e
um homeomorfismo /4 : 77! (U) — U x C" que satisfazem as condigdes da
definicdo 3.1. Assim, paratodoy € U,

hos(y) = h(0g,) = (5,0),

uma vez que h| £ ¢ um isomorfismo, ou seja,

s(y) =h""(5,0).

Como i~ ! é continua, temos que s € continua em x. Como x € X & arbitrdrio,
segue que s € continua.

Lema 3.17. Seja X um espago topoldgico e (E,m,X) um fibrado vetorial
sobre X. Entdo I'(E) € um C(X)-mddulo sob as operagées

4 T(E)xT(E) — T(E)
(S],Sz) = s1+5

2 CX)xT(E) — T(E),
(fis) = fs

em que, para f € C(X), s1,52 €T(E) ex€X,
(fs1)(x) = f()s1(x) e (s1452)(x) = $1(x) +52(x).

Demonstracdo. Mostremos primeiramente que estas operacdes estdo bem de-
finidas. Para tanto, sejam s,s' € ['(E) € x € X. Entdo, s(x),s' (x) € E, e, como
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este ¢ um espaco vetorial, temos que
(s+5")(x) = s(x) +5'(x) € E,.

Como x € X é arbitrério, concluimos que 7o (s +5') = idy. Para mostrarmos
que s+ s' é continua, sejam V C E aberto e x € (s +')~!(V). Como E é
um fibrado vetorial, existem U, C X aberto contendo x, n € N e um home-
morfismo 4 : 771 (U,) — U, x C" que satisfazem as condigdes da defini¢io
3.1.

Notemos que s(x) +5'(x) € VNz~ ! (Uy). Como V e 7~ (U,) sdo aber-

tos, temos que VN7~ (U,) também o é e h, ) é um homeomorfismo.
T X
Se definirmos /i := m o h, em que @, : U, x C" — C" é a projecdo

candnica sobre C”, temos que, para todo y € U,,

W (3o (s(v) +ha(s' () = (s +5) () € V.

E, portanto, (y,h2(s(y))+ha(s'(y))) € h(V), o que equivale a dizermos
quey € (hpos+hyos') 1 (hy(VNr~!(U,))). Como h é um homeomorfismo,
7, é aberta (ver (Willard, 2004), pdgina 54) € hpos+hyos' : X — C" é
continua, temos que

(s+5) ' (VNa  (U) = (hhos+hyos) (ha(VNr ' (Uy)))

é uma vizinhanga aberta de x contida em (s+s')~!(V), ou seja, (s+s') "1 (V)
¢ aberto e, portanto, s + s’ é continua.

Como a multiplicagdo escalar em C" também € continua, um argu-
mento andlogo mostra que se f € C(X) e s € I'(E), entdo fs € I'(E).

Claramente (I'(E),+) é um grupo abeliano.

Ademais,

(i) Para quaisquer f,g € C(X), s € T(E) ex € X,
((f+8)s)(x) = (f +8)(x)s(x) = f(x)s(x) + g(x)s(x),
como x é arbitrario, (f+g)s = fs+ gs. Além disso,
((f8)s)(x) = f(x)g(x)s(x) = (f(g5))(x),

e assim, (fg)s = f(gs).
Denotando 1 pela fun¢do constante igual a 1, temos que, para todo x em
Xs
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como x ¢ arbitrario, concluimos que 1-s5=s.
(ii) Para quaisquer s1,s52 € ['(E) e f € C(X),
(f(s1+52))(x) = f(x)s1(x) + f(x)s2(x) = (fs1+ fis2) (%)

e, portanto, f(s1 +s2) = fs1+ fs2.

Logo I'(E) satisfaz as condi¢des da defini¢do 2.1 e, portanto, ['(E) é
um C(X)-médulo.
O

Lema 3.18. Sejam X um espaco topoldgico, E e F fibrados vetoriais sobre
X e ¢ : E — F um homomorfismo de fibrados vetoriais. Entdo

I'(p):T(E) — TI(F)
s = @os

é um homomorfismo de C(X)-mddulos.

Demonstragdo. Primeiramente, notemos que I'(¢) estd bem definida. Com
efeito, se x € X, entdo s(x) € Eyx e, consequentemente, ¢ (s(x)) € Fx, pois @ é
um homomorfismo. Além disso, ¢ os é continua pois ¢ e s 0 sdo.

Mostremos que I'(¢) é um homomorfismo entre C(X)- médulos. Se-
jam sq,s2 € T(E). Entéo, parax € X

L(@)(s1+52)(x) = @(s1(x) +52(x))
= 9(s1(%) + 9(s2(x))
= (T(@)(s1) +T(@)(s2))(x).

Como x ¢é arbitrério, segue que I'(¢) é aditiva. Ademais, se s € T'(E),
feC(X)exeX,entdo

L(@)(fs)(x) = (@o(fs)(x)

|
hS)
—~
—
~
—~
=
~—
)
PN
=

I
=
hS]

[¢]

Y

= JT(9)(5)(x),

pois ¢y € linear. Como x € X ¢é arbitrdrio, segue que

L(@)(fs) = fT(9)(s)
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e, consequentemente, I'(¢) é um homomorfismo. O

Proposicao 3.19. Seja X um espago topoldgico. Entdo I" é um funtor co-
variante entre a categoria dos fibrados vetoriais sobre X e a categoria dos
C(X)-mddulos.

Demonstragdo. Com efeito, para cada E € § fibrado vetorial, temos pelo
lema 3.17 que I'(E) € M.

Além disso, para cada par (E,F') de fibrados vetoriais e para qualquer
f:E — F, pelo lema 3.18, existe I'(f) : ['(E) — I'(F) homomorfismo de
C(X)- médulo.

Ademais, claramente I" preserva a identidade e, se E, F e G sdo fibra-
dos vetoriais f : E — F e g : F — G sdo homomorfismos, temos que, para
sel(E),

[(gof)(s) = (gof)os=gol(f)(s) = (I'(g) oT'(f))(s).

Como s é arbitrério, segue que I'(go f) = T'(g) oI'(f) e portanto, I' é um
funtor covariante. O

Corolario 3.20. Seja X um espago topoldgico. Sejam (E,ng,X) e (F, g, X)
fibrados vetoriais sobre X tais que E = F. Entdo T'(E) 2 T(F).

Demonstracdo. Segue da proposicdo 3.19.
O

Trabalharemos agora para mostrar que, dado um espaco topoldgico
compacto Hausdorff X, para todo C(X)-médulo finitamente gerado M existe
um fibrado vetorial E sobre X tal que M = I'(E). Para tal, precisamos nos
assegurar que este isomorfismo € coerente, ou seja, que I'(E) é um C(X)-
médulo projetivo finitamente gerado.

Definicao 3.21. Seja X um espago topolégico e f : X — C uma fungdo con-
tinua. Definimos o suporte de f por

supp(f) = {x € X : f(x) # 0}.

Denotamos o conjunto das fun¢des continuas de suporte compacto por
Ce(X).

Definicao 3.22. Seja X um espaco topoldgico e E um fibrado vetorial sobre
X. Definimos o suporte de uma segéo s € I'(E)) por

supp(s) = {x € X : 5(x) # Og, }.
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Denotamos o conjunto das se¢des de suporte compacto por I'c(E).

Observemos que se X € um espago topoldgico e (E,m,X) um fibrado
vetorial sobre X, entdo, com as operagdes herdadas de C(X) e I['(E), temos
que C.(X) e I'.(X) acima definidos sdo C(X)-mddulos.

Teorema 3.23. Sejam X um espago compacto Hausdorff e (E,ng,X) um fi-
brado vetorial sobre X. Entdo T'(E) é um C(X)-mddulo projetivo finitamente
gerado.

Demonstragdo. Como (E,mg,X) é um fibrado vetorial, entdo para cada x em
X, existem U, C X aberto contendo x, n, € N e h, : ﬂTE’I (Uy) = Uy x C™ tais
que o diagrama da defini¢@o 3.1 é comutativo.

Logo {Uy : x € X} é uma cobertura aberta de X e, como X é compacto,
existem xp,---x; € X tais que

k
x=uj,
j=1

em que U; = U,;, para j € {1,---k}.
Para j € {1,--- ,k}, seja mp definida por

ﬂo:UjXCn-/ — U

(w01, ,0p;) = u
e,param € {1,---,n;}, seja m, : U; x C"7 — C"i dada por
Ton (14, 01, -, Ol ;) = Oty
Definamos entdo, para j € {1,---,k}, a aplicagdo

Vi :Te(Ely;,) —  Ce(Uj)"
s = (f17"'7fnj)

em que E|y, =n;'(U;) eparal <m<nj,
Jfm =Typohjos, em que hj:hxj7

e mostremos que Y; é um isomorfismo entre C(X )-médulos.

Notemos que, para j € {l,---,n}, a fun¢do f,, é continua e
supp(fm) C supp(s) é compacto e, portanto, f,, € C.(U;). Logo, y; estd bem
definida.

Mostremos agora que ; € um isomorfismo:
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(i) y; é injetora.
Sejam s # 5" em I (E|y;). Logo existe x € X tal que s(x) # 5 (x).

Portanto, como A; € injetora, h;(s(x)) # hj(s'(x)). Desta forma, existe
1< m<n; tal que fu(x) £ £ (), ou seja, w(s) # w(s):

(ii) y; € sobrejetora.
Seja (f1,-++, fn;) € Cc(U;)" e definamos
g: Uj — Uj x C"i
X = (xafl(x)v'” 7fnj(x))'

Consideremos s = h;l og e notemos que g € I'.(U; x C"), pois
n/-

supp(g) = U supp(fin), que é compacto. Além disso, se x € Uj, en-
tao "
(g 05)(x) = 7 (hy ' (8(x))) = me(h; ' (x, fi(x), -, fu; (%))).
Mas, como h;l (x, f1(x), - fn; (%)) € ;' ({x}), temos que
(75 08)(x) = 1,

donde s € T¢(E|y;). Ademais, param € {1,---,n;},

—1
Jm=Tnog=myohjoh; og=myohjos

e, portanto, W;(s) = (fi,---, fn;)-

(ili) y; é um homomorfismo entre C(X )-médulos

Sejam sy,s, € T .(E |U,)~ Entdo, como cada 7, é linear em cada fibra e
h il ¢ um isomorfismo,

Vi(si+s2) = (mohjo(si+s2), - My 0hjo(s1+52))
= (mohjosy, My, 0hjosi)+(mohjosy, - My 0hjos)
= Wi(s1) ¥ (s2).

Além disso, se s € I'.(E|y;) e f € C(X), entdo, para x € Uj,

(wj(f9))(x) = (mi (R (f(x)s(x))), -, T (hj (f(5)5(x))))-
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Mas, como hj\g ¢ um isomorfismo e s(x) € E,, temos que
X

hi(f(x)s(x)) = f(x)h;j(s(x))

e portanto, para todo todom € {1,--- ,n;},

T (i (£ (x)5(x))) = 7o (f (X (5(x)) = f () (70 (R (5(x)))),

ou seja, (W;(fs))(x) = (f(;(s))(x). Como x € U, ¢ arbitrério, temos
que y; ¢ um homomorfismo de C(X)-médulos. Desta forma, temos que

Le(Ely,) = C(U).

Notemos agora que para s € I'.(E|y;) e f € Cc(U;)"/, podemos estender
s e f continuamente para X, de modo que assumam O fora de U;. (A
extensdo de f é continua, pois X = U; U (X \ supp f) e a restri¢ao para
cada um destes dois subconjuntos abertos é continua. Analogamente
para s.) Assim, temos que I'c(E|y;) C I'e(E) e C.(U;)" C Ce(X)™,
uma vez que E|y;, € aberto de E e U; aberto de X.

Afirmacio: Existem fungdes continuas ¢; : U; — [0, 1] de modo que
supp@; CUje

L 2
Y 9i(x) =1,
=

para todo x € X.

Primeiramente mostremos que podemos refinar a cobertura aberta
{U;}*_, para uma cobertura aberta {V;---,V,} de X tal que V; C U;, para
cadaie€ {1, ---,k}. Paraisto, usaremos indugdo. Seja

A=X\(UhU---Uly).

k
Notemos que A é fechado e, como X = |J Uj, temos que A C Uj.
Jj=1
Logo, como X é compacto Hausdorff, X é normal' e, portanto regular.
Desta forma, se x € A, existe vizinhang¢a V; 5 x de modo que Vy C Uj.
Mas, como A C X é fechado e X é compacto Hausdorff, A é compacto
e, portanto, existem xi,--- ,x, € A tais que

n
Ac|JintVy,.

i=1

lver (Willard, 2004), pagina 121.
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Além disso,

n n _
Uve =UW, cu.
i=1 i=1

Seja V; := | int(Vy,). Desta forma, existe aberto V| D A de modo que
i=1

Vi C Uy. Eassim, {V},Uy, - ,U;} cobre X.
Suponhamos agora que existam abertos {Vy,---V,,_1 } tais que a cole-
cdo {Vi, - ,Viu—1,Un,Unt1,- -+ ,Uyr} cobre X e seja

B=X\[(ViU---UVp_)U(Upr1 U---UU)].

Logo B C X é fechado e B C U,,. Assim, existe V,,, aberto de modo
que BC V,, eV, C Uy e, portanto, {V1, -+, Viu—1,Vin,Up1, -+, U} cobre X.

Seguindo por indugdo, temos que existem V7, - -,V abertos de modo
queV;CUj, je{l, - k}e

k
x=Uv.
j=1
Assim, dada um cobertura aberta {Uy,---,U;} de X, existe uma co-
bertura aberta {Vi,---,V;} de X tal que V; C U;.
De maneira andloga, temos que existe uma cobertura {W,--- Wi}

aberta de X de modo que W; C V.
Agora, como X é normal, pelo Lema de Urysohnz, paracadal < j<k,
temos que existe uma fun¢@o continua

¢j X = [0,1]
~ tal que ¢;(W)) = {1} e ¢;(X \V;) = {0}. Logo ¢;'((0,1]) CVje
assim,

supp(¢;) C V; C U;.

k
Deste modo, como |J W; = X, temos que
j=1

o(x):= zk: 9j(x) >0, VxeX.
j=1

Logo, podemos definir, para 1 < j <k,

2ver (Willard, 2004), pagina 102.
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[y
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Nay

Assim,

(i) Parax e X,

T~

=X

I
™~
< |5
==
| ~—

I
< e
==
==
S— | —

1

—_

J
(i1) Seja 1l < j <k. Entdo,
9j(x) # 0 ¢;(x) #0
e, portanto, supp @; = supp¢; C U;.

Agora que nossa afirmagdo foi demonstrada, podemos definir os se-
guintes homomorfismos de C(X)-médulos:

@)
k
¢:T(E) — Pcx)m
j=1
k
s = Dwilg;-s)
j=1
(ii)

k
- Pcx)y — T(E).

Jj=1

k k
Dri = Ywille-r
=

Jj=1

Notemos que como X é compacto, temos que ¢; € C.(U,) e, portanto
segue que @; -5 € I'c(E|y;), para toda s € ['(E), ou seja, ¢ estd bem definida.

Analogamente temos que @; - fj € C.(U;), e, portanto, ¢ também estd
bem definida.

Finalmente, se s € I'(E), entéo
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k
(900)(s) = o(Dwile;s))

~

I
Mw-

v (05 vi(9)-9))

~.
Il
-

I
-
€|

T (wilef-9))

—

~.

[
1~
3
[’}
=)
I
\.h

~.

_ k
pois y; € linear. Portanto ¢ o ¢ = idp(g). Definamos agoran:= }. n;.
j=1
k
Desta forma, como @ C(X)" = C(X)", temos que a sequéncia
J=1

0 —— T(E) == C(X)" —"— C(X)"/p(T(E)) —— 0

4

¢ exata com cisdo e portanto, pela proposicédo 2.15, temos que C(X)"
¢ isomorfo aI'(E) & C(X)"/@(T'(E)).

Logo I'(E) é somando direto de um C(X)-médulo livre e, portanto
projetivo. Como C(X)" é finitamente gerado, concluimos que I'(E) é um
C(X)-médulo projetivo finitamente gerado.

O

Proposicao 3.24. Sejam X um espaco topologico compacto Hausdorff e M
um C(X)-mddulo projetivo finitamente gerado. Entdo existe (E,7,X) fibrado
vetorial sobre X tal que M ¢é isomorfo a T'(E).

Demonstragdo. Pela proposi¢ao 2.33, existem m € N e e € Idem(M,,(C(X))
tais que M = C(X)™ - e. Como existe g : M,,(C(X)) — C(X,M,,(C)) isomor-
fismo, podemos considerar e € C(X,M,,(C)).

Para cada x € X, usando o isomorfismo g acima, consideremos

Vy =1Im(e(x)) C C™. Desta forma, temos que | | {x} x V; é um espaco topo-
xeX
16gico sob a topologia induzida de X x C™.

Afirmacdio: ( || {x} x Vi, 7,X) é um fibrado vetorial sobre X, em
xeX
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que m: || {x} xVy — X é dada por 7(x,v) = x.

xeX

Notemos primeiramente que, parax € X, 7' ({x}) = {x} x V, 2V, é
um espacgo vetorial de dimensao finita.

Basta mostrarmos entdo que vale a trivialidade local, uma vez que 7 é
claramente continua e sobrejetora. Seja entdo xo € X e mostremos que existe
U C X aberto tal que dimIme(x) = dimIme(x() para todox € U.

Consideremos U = {x € X : |le(xo) — e(x)|| < 1}. Desta forma, para
x €U, temos que Ay = +e(x) —e(xp) é inversivel. Além disso, parav € C",

Ax(e(x0))(v) = e(x0) (v) +e(x)(e(x0) (v)) — e(x0) (v) = e(x) (e(x0) (v))-

Logo A,(Im(e(xg))) C Im(e(x)). Assim, como Ay é um isomorfismo,
temos que dim(Im(e(xg))) < dim(Im(e(x))).

Por outro lado, temos que By = I + ¢(xp) — e(x) também é inversivel
e, paraw € C",

By(e(x))(w) = e(x0)(e(x)(w)),
isto é, By(Im(e(x))) C Im(e(xo)) e, portanto,
dim(Im(e(x))) < dim(Im(e(xo))),

donde segue a igualdade.
Desta forma, para todo x € U, temos que By : V, — Vi, € um iso-

morfismo. Para mostrarmos que || {x} x V; é um fibrado vetorial, como
xeX

dim(Im(e(xp)) = n, basta acharmos um homeomorfismo
h:n ' (U) = U x Im(e(xp))
tal que, se ' : U x Im(e(xg)) — U denota a proje¢do candnica, temos que

7’ o h = 7. Para tanto, consideremos

h:n Y (U) — UxIm(e(xp)).
(x,e(x)v) = (x,Bu(e(x)(v)))

Como 4 € continua,

g:UxIm(e(xy)) — n Y(U)
(x,e(x0)(w)) = (x,B; " (e(x0)(w)))

é continua e g = h~!, temos que /# é um homeomorfismo desejado.
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Mostremos agora que M = T'( | | {x} x V). Para tanto, consideremos
xeX

yiCX)"e — T(| |{x}xV)

xeX

(fh'" ;fm)'e — W((fl’ ’fm)'e)

em que

W((f],"'afm)'e):x - U{X}XVX

xeX

x o= (5 (i), fa(X) - e(x)

Claramente y estd bem definida. Mostremos que y € sobrejetor. Para

tanto, seja s € I'( | | {x} x V,). Entdo, paratodo y € X,
xeX

s(v) = (v, a(y)-e(y)),

em que ¢ : X — M, (C). Como s é continua, segue que ¢ -e € C(X)™.
Basta notarmos agora que y((a - e) - ¢) = s. Com efeito, para todo y € X,

v((a-e)-e)(y) O, (a(y)-e(y))-e(y))
= (a(y)-e®)
s(y)-

Como y € X é arbitrdrio, concluimos que y((ct-e) - ¢) = s e, portanto,
y € sobrejetor.

Para vermos que y é injetor, sejam (f1,---, f)-ee (g1, - ,&m) €eem
C(X)™ - e tais que

W((f1se s fm)-€) = w((g1,--+,8m) - €)-

Desta forma, para todo x € X,

(6 (f1(x);- -+ fm(2)) - (%)) = (%, (81(x), -+, 8m(x)) - €(x)).

Logo, como x € X ¢ arbritdrio, concluimos que

(fl;"' ;fm)'e:(gla"' agm)'e

e, portanto, ¥ € injetor. Logo y é um isomorfismo e, consequentemente,
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M =T( ] {x} xV,), uma vez que M = C(X)" - e. 0
xeX

Queremos mostrar agora que a aplicagdo
I': Hom(A, B) — Hom(I'(A),I'(B)) 3.1

dada por I'(@)(s) = @ o, para todo s € ['(A), é uma bijecdo, para todo par
A,B € 0b(F).

Para tanto, precisaremos da seguinte defini¢ao e dos seguintes resulta-
dos.

Definicéio 3.25. Seja X um espaco topolégico compacto Hausdorft, (E, 7, X)
um fibrado vetorial sobre X e x € X. Uma base local em x € um conjunto

{s1,--+,sn} CT(E),

para o qual existe V C X vizinhanca de x tal que, para todo y € V,
{s1(»),-- ,sa(y)} é uma base para E,.

Proposicio 3.26. Sejam X um espago topoldgico e (E,n,X) fibrado vetorial
sobre X. Paratodo x € X existe U vizinhanga de x tal que o fibrado E|, possui
uma base local em x.

Demonstracdo. Seja x € X. Entdo, pela defini¢do 3.2, existem U C X aberto
contendo x, n € N e ¢ : 77! (U) — U x C" homeomorfismo tal que
¢yt ({y}) = {y} x C" é um isomorfismo linear, para todo y € U.

Seja B = {vi,---,vn} base de C" e definamos parai € {1,--- ,n},

si:U — E
y = oo vi) =9 ).
Como ¢! é continua, temos que, s; também o é, para todo 1 < i < n.
Além disso, sey € U,

(mosi)(y) =m(@ ' (i) =

Logo s; € I'(E|y), para todo i € {1,---,n}. Desta forma, basta mostrarmos
que {s1(y),---,sn(y)} é base de E,, para todo y € U.

(1) {Sl (y)v T 7Sn(y)} gera Ey.
Seja z € E,. Desta forma, como ¢~ é sobrejetora, existe v € C" tal que
z=9"'(y)
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Por outro lado, como v € C", existem @y, --- , &, € C tais que

n
V= Z o;Vv;.
i=1

Desto modo, como (py_1 é linear,
1 B
2=, (v) = o7 () o)
i=1

— Y ae )

Ot,s,(y)

I
=

|
M:

(i) {s1(y), - ,s:(y)} é linearmente independente.

Sejam B - - -, B, € C tais que
n
0= Bisi(y)
i=1

Como ¢ 1 ¢ injetora e linear,

0 = Zﬁisl()’)
i=1
= Zﬁi%jl("z)
i=1
1 n
= o (X Bw)
i=1
n
=4 Z ﬁiv, =0
i=1
Desta forma, como {vy,---,v,} é base de C", segue que f3; = O para
todoi e {l,---,n}.
Concluimos entdo que {si,---,s,} C ['(E|,) é base local em x.
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Proposicao 3.27. Sejam X um espaco topoldgico compacto Hausdorff,
(E,m,X) um fibrado vetorial sobre X, x € X, U C X uma vizinhanga de x
e s € T(E|y). Entdo existe s € T(E) tal que s e s' coincidem em alguma
vizinhanga de x.

Demonstracdo. Notemos inicialmente que, como X € compacto Hausdorff,
entdo X é normal e, portanto, regular. Logo existe V > x vizinhanga aberta tal
que

xeVCVcCU.

Analogamente, existe W > x aberto de modo que
xeWcCcwWcvcvcu.

Como W e X \ V sio fechados disjuntos e X € normal, pelo Lema de
Urysohn, existe f : X — [0,1] continua de modo que f(W) = {1} e
FXA\V) ={0}.

Definamos entdo s’ : X — E dada por

x)s(x), sexe U
g = [ £,
Og,,sex¢U.
;o
v
tinuas e X é a reunifio dos conjuntos fechados V e X \ V.
Finalmente, mostremos que s’ € uma se¢fo.

Observamos que s” é continua, pois s (fs)ve s" x\v = 0 sdo con-

(i) Sey e U, entao

pois s(y) € E, e este € um espago vetorial.

(ii) Sey ¢ U, entdo claramente
s'(y) = O, € Ey.

Desta forma, temos que 7 os’ = idy, o que finaliza esta prova. O

Corolario 3.28. Sejam X espago topoldgico compacto Hausdorff, (E,m,X)
fibrado vetorial sobre X e x € X. Entdo existem seg¢des sy, ,sn € T(E) as
quais formam uma base local em x.

Demonstracdo. Pela proposicao 3.26, sabemos que existem U > x aberto e
{s1,-++,8n} C T(E|y) uma base local em x. Assim, pela proposi¢do 3.27,
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existem {s},---,s,,} C I'(E) tais que s}|y, = s;|y,, para alguma vizinhanga V;
dexeie{l,---,n}.
Desta forma, temos que {s},---,s,} C ['(E) é uma base local em x.

Com efeito, pela definicao de base local em x, existe uma vizinhanga
W C U de x tal que paratodoy € W, {s1(y),---,5,(y)} é base de E,.

Desta forma, temos que V=W NV;N---NV, é uma vizinhanga de x
e, como s}|y, = sily;, temos que sy = si|y.

Assim, para todo y € V, temos que

{10,550} = {s100), - 52 ()}

€ base de E,. O

Coroléario 3.29. Sejam X um espago topoldgico, (E,n,X) fibrado vetorial
sobre X, x € X e 7 € E,. Entdo existe s € I'(E) tal que s(x) = z.

Demonstragdo. Seja x € X. Entdo pelo coroldrio 3.28, existem segdes
S1,0+,8, em I(E) tais que {s;(x), -+ ,s,(x)} é uma base para E,. Desta
forma, como z € E,, existem Qy,---, &, € C tais que

n
= Z (X,'S,'(X).
i=1

Consideremos agora, parai € {1,---,n}, f; : X — C continua tal que
fi(x) = a;, por exemplo f;(y) = ;, paratodo y € X. Assim, como I'(E) é um
C(X)-mddulos, temos que

s=)Y fisieT(E)

-

Il
=

1

©v

—
=

=
Il

ifi(x)s,»(x)

n
= Z oc;si(x)
i=1

O

Proposicao 3.30. Sejam f,g: E — F homomorfismos de fibrados vetoriais
tais que T'(f) =T(g). Entdo f = g.
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Demonstragdo. Seja z € E. Entdo existe x tal que z € E,. Desta forma, pelo
coroldrio 3.29, existe s € I'(E) tal que s(x) = z. Assim,

f@) = (fos)lx)

Como 7 € E € arbitrario, concluimos que f = g. O

Logo a aplicacdo 3.1 € injetora. Para finalmente mostrarmos o Teo-
rema de Serre-Swan, isto €, que esta aplicagdo é também sobrejetora, preci-
saremos de mais alguns resultados e mais uma defini¢do.

Lema 3.31. Sejam X espaco topoldgico compacto Hausdorff, (E,n,X) fi-
brado vetorial sobre X e x € X. Definal, = {f € C(X): f(x) =0} e

TL(E) = {fﬁsi €T(E): f; € I,s; € [(E),n € N*}.
i=1

Entdo, dada s € T'(E), s(x) = 0 se, e somente se, s € T (E).

Demonstragdo. Suponhamos que s € I'y(E). Entdo existem n € N ndo nulo,
Si,oo s fun€lcesy, s, € T(E) tais que

n
§ = Zfisi.
i=1

Desta forma,

s(x) =

™

filx)si(x) = i{&si.(x) =0.

i=1

Por outro lado, seja s € I'(E), suponhamos que s(x) = 0 e seja
{s1,-++,sn} C T(E) base local em x. Portanto, existe V vizinhanga aberta
de x tal que, paratodoy € V, {s1(y), -+ ,5,(y)} é base de E,.

Definamos fi,---, f, : V. — C por

s0) =Y. £0)s0).

i=
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Observe que se definirmos y : V x C" — 7~ 1(V), por

W0 w1, ) = ilw,»smy),

entdo y é continua e a restrigdo de y a cada {y} x C" é um isomor-
fismo a Ey, e, portanto, ¥ € um homeomorfismo (ver (Hatcher, 2009) Lemma
1.1.). Logo, f; = m; oy~ ! os é continua, para todo i € {1,---,n}, em que
m;: V x C" — C é dada por m;(y, (Wi, ,wy)) = wi.

Como X é compacto Hausdorff, X é normal e, portanto, regular. Logo,
existe uma vizinhanca aberta U de x tal que U C V (ver (Willard, 2004),
pagina 92.).

Como X € normal, podemos usar o Lema de Tietze (ver (Willard,
2004), pagina 103) para estender cada f;|;7 a uma funcdo F; em C(X).

Logo s coincide com i Fisiem U. Como {s;(x),---,sy(x)} C Ex é

i=1

=

base, temos que

0=s(x)= Zn:Fi(x)si(x) = Fi(x)=0,Vie{l,---,n}.
i=1

Portanto F; € I, paratodo i € {1,--- ,n}.

Notemos agora que, como X é compacto Hausdorff, X é normal e {x}
¢ fechado. Assim, como X \ U e {x} sdo fechados disjuntos, pelo Lema de
Urysohn existe g : X — [0, 1] continua tal que g(X\U) = {1} e g({x}) = {0}.

Desta forma, se definirmos

n
s'=s—Y Fsi,
i=1
teremos que
(i) s'(x) =0,
(i) 5’ = gs'.

Com efeito,

n
(i) se y € U, entdo s'(y) = 0, pois s coincide com Y Fjs; em U e,
i=1
assim
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(i) sey¢ U,entdog(y) =1e

Desta forma, temos que

n n
s=s+ ZF,-si =gs'+ ZESi'
i=1 i=1

Logo s € T'y(E), o que finaliza esta prova. O
Sejam M um R-mddulo, N um S-médulo e g : R — S um homomor-
fismo de anéis. Entdo g induz sobre N a seguine estrutura R-médulo: para

todoreReneN,
r-n=g(r)n.

Desta forma, se f: M — N ¢é aditiva e, para qualquer r € R, f(rx) = g(r) f(x),
entdo f é um homomorfismo de R-médulos.

Proposicio 3.32. Sejam X espago topoldgico, (E,m,X) fibrado vetorial so-
bre X, x € X e gx 0 homomorfismo de anéis dado por

g::CX) — C.
fo= f)

Considerando Ex um C(X)-médulo via gy, entdo o homomorfismo de
C(X)-mddulos

y:I(E) — E;
s = s(x)
induz um isomorfismo de C(X)-mddulos

:D(E)/T(E) — E.
[s] s(x)
Demonstragdo. Mostremos inicialmente que V7 est4 bem definida. Para tanto,

sejam 51,52 € I'(E) tais que 51 +1'+(E) = s2 +T'x(E). Desta forma, temos que
s1—s2 €TL(E), ou seja,

_>
’_>

(51 =52)(x) = 0. 51 (x) = 52(x) &= Y([s1]) = ¥([s2])-

E assim, ¥ estd bem definida.



158

Agora, pelo coroldrio 3.29, temos que ¥ é sobrejetora. Mostremos
que V¥ € injetora. Para tanto, sejam [s1], [s2] € ['(E)/T'x(E) e suponhamos que
¥ ([s1]) = w([s2]). Assim, pela proposi¢do 3.31,

s1(x) = s2(x) & (s1 —52)(x) =0 51 — 50 € [ (E),

isto &, [s1] = [s2]. Logo V¥ € injetora e, consequentemente, bijetora.
Notemos agora que se f € C(X) e s € I'(E), entdo

V(fs) = f(x)s(x) = g:(SHw(s).

Desta forma, como claramente ¥ € aditiva, concluimos que ¥ é um
isomorfismo. 0

Lema 3.33. Sejam X espaco topolégico compacto Hausdorff, E e F fibrados
vetoriais sobre X e @ : T'(E) — I'(F) um C(X)-mddulo homomorfismo. En-
tdo, para todo x € X, existe um C(X)-mddulo homomorfismo
0 :T(E)/T(E) = T(F)/T(F) tal que o diagrama

é comutativo, ou seja, 9([s]) = [@(s)]-

Demonstragdo. Definamos

¢:T(E)/Tu(E) — T(F)/Tx(F)
s] = lo(s)]
e notemos que @ estd bem definida, pois se [s],[s'] € T'(E)/I'«(E) sdo tais

que [s] = [s'], entdo s — 5" € T (E). Assim, existem n € N*, fj,---  f, €l e
s1,°++ 8y € T(E), tais que

n
s—s = Zf,s,-.
i=1

Desta forma, como ¢ € um homomorfismo, segue que
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0(s)— 9(s) = p(s—5) zf,s, ¥ fip(s) € Tu(F),
=1

isto &, [p(s)] = [o(s)]. _
Mostremos agora que ¢ é um C(X)-médulo homomorfismo. Para
tanto, sejam [s], [s'] em ['(E) /T (E) e f em C(X). Entdo,

o(s]+ 1) = o(s+fs

I
5=
SRR
_|_
=
)
=

o que finaliza esta demonstracao. O

Teorema 3.34. Sejam X um espaco topologico compacto Hausdorff, E e F
fibrados vetoriais sobre X e ¢ : T'(E) — T'(F) um homomorfismo de C(X)-
modulo. Entdo existe um tinico homomorfismo de fibrados f : E — F tal que

L(f)=o.

Demonstragdo. Seja x € X. Definamos f, : E, — F, por fy:= Yro Qo Yz,
em que Wr e %_1 80 como na proposi¢do 3.32 € ¢ como no lema 3.33.
Agora, notemos que

feoWEopE = Yro@oVE oWgpopg
VFOproQ
= VFrooQ

e portanto o diagrama a seguir € comutativo

Agora definamos f : E — F por f|g, := fy. Notemos que f; é linear

Lo~ o~
pois Yr, @ e Yg o sdo.
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Consideremos agora s € I'(E). Desta forma,

O

L(N)(s)x) = (fos)(x)
= fils(x)) = (froyE)(s)
= fe(WE([s])) = (fro Ve o pE)(s)
= (vroo(s)) = vr(e(s))
= 9(s)(x).
Assim, como s e x sdo arbitrdrios, segue que I'(f) = ¢.
Agora, basta provarmos a continuidade e unicidade de f. Mostremos

primeiramente que f é continua. Para tanto, seja x € X. Pela defini¢do 3.2,
existem U C X vizinhanga de x e m,n € C tais que

hg ' (U) = UxC™ e hp:m'(U)—UxC"

sd0 homeomorfismos que comutam o diagrama da defini¢ao 3.1.
Definamos, parai € {1,---,m},

s;i:U — E
y = hgl(yaei)v

e
si:U — F
x = hpl(xe))
em que {ej, -+ ,en} e {e1, - ,e,} sdo as bases candnicas de C" e C", res-

pectivamente. Desta forma®, {s,---,sn} C [(E},) e {s},---,s,} C T(F,)
sdo bases locais em x.

Pela proposi¢do 3.27, paracadai € {1,--- ,m} e j € {l,--- ,m} pode-
mos estender s; e s'; de modo que 5; € I'(E) e 5; € I'(F).

Definamos agora, paral <i<mel < j<n, ﬁij : U — C dada por

Assim, para todo z € U,

3ver demonstracdo da proposicio 3.26.
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(hro@(si)) Z

como cada @(s;) é continua, concluimos que cada f3; / também o é.

Finalmente, obtemos que, para todo (y,v) € U x C™, supondo que
m

V= Zvel,

i=1

((hp)o fo(he) wy) = (hFOf)(ini(y))

z

e, portanto, hp ofohg1 U x C™ — U x C" é continua. Como x € X ¢ arbi-
trdrio e hg e hy sdo homeomorfismos, concluimos que f € continua.

Para mostrarmos a unicidade de f, consideremos g : E — F homomor-
fismo de fibrados vetorias tais que I'(f) =T'(g). Desta forma, pela proposi¢éo
3.30, temos que f = g.

Logo, para todo ¢ : I'(E) — I'(F) homomorfismo, existe um tnico
homomorfismo f : E — F tal que ['(f) = ¢. O

Teorema 3.35 (Serre-Swan). O funtor 1 induz uma equivaléncia da categoria
§ dos fibrados vetoriais sobre X, X compacto Hausdorff, e a categoria I dos
C(X)-mddulos projetivos finitamente gerados.

Demonstracdo. Pelaproposi¢cdo 3.19, I' € um funtor. Desta forma, basta mos-
trarmos que I' induz uma equivaléncia categérica. Com efeito,

1. Sejam E e F fibrados vetoriais. Entdo, pelo teorema 3.34, temos que
I': Mor(E,F) — Mor(I'(E),I'(F))
€ um bijecao.

2. Pelo teorema 3.24, temos que para qualquer C(X)-mddulo projetivo
finitamente gerado P, existe um fibrado vetorial E tal que I'(E) = P.
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Notemos que se X é um espago Hausdorff compacto, entdo C(X) é
uma C*-dlgebra, e portanto um anel, unital. Desta forma, pela proposi¢cido
2.38,

Ko(C(X)) = Ko(C(X)).
—— ——

anel C*—dlg.

Logo, pelo teorema 3.35,
Ko(X) = Ko(C(X)) = Ko(C(X)).

Exemplo 3.36. Se X é um espago topologico compacto Hausdorff contrativo,
entdo Ko(X) = Z.

Demonstragdo. Como X é compacto Hausdorff, pelo teorema 3.35, temos
que Ko(X) = Ko(C(X))

Notemos agora que, como X é compacto, entdo C(X) é unital e por-
tanto, pela proposicéo 2.38, Ko(C(X)) é o mesmo (a menos de isomorfismo)
na K-teoria algébrica e na K-teoria de C*-dlgebras. Desta forma, como X é

~

contrativo, pelo exemplo 1.56, segue que Ko(X) = Z. O
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