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Don’t collect data. If you know everything about yourself, you know everything. There is
no use burdening yourself with a lot of data. Once you understand yourself, you

understand human nature and then the rest follows.

Gadel, K.



Introducao

A &rea conhecida por Topologia Geral serve de base para muitos outros desenvolvi-
mentos em topologia, por exemplo, topologia diferencial, topologia algébrica e topologia
geométrica, além de servir como fundamento para o desenvolvimento de conceitos basicos
de andlise e geometria. Em sua relacao com a geometria temos que esta oferece a topolo-
gia exemplos concretos de muitos espacgos, por exemplo, superficies como a esfera, o toro,
a faixa de Moebius, garrafa de Klein etc.; os espagos projetivos etc. Enquanto a esfera, o
toro (e superficies em geral) podem ser vistos como subespagos de um espago euclidiano,
0 mesmo ja nao ocorre com o espago projetivo que ¢ um exemplo do que entendemos por
espacos quocientes. Neste sentido, estes espacos quocientes tornam-se mais abstratos e
dificeis de tratar do que os espacos que podem ser vistos como superficies de um espaco

euclidiano.

Neste trabalho analisaremos os espacos quocientes em topologia. Estes espagos se
originam a partir de um espaco topoldgico X quando se define uma certa relacao de equi-
valéncia ~ entre seus pontos. As classes de equivaléncia assim formadas definem entao
um novo espago, denotado por X/ ~, e dito o espago quociente de X por ~. Como ve-
remos, é possivel definir de forma natural uma topologia em X/ ~. A importancia desse
estudo se justifica em parte pela dificuldade em se estabelecer um modo conveniente de
pensar a topologia dos espacos quocientes. Em particular, veremos ao tratar com espagos

quocientes como formalizar de forma precisa certas construgoes intuitivas como “colagem”



de partes de dois espagos, e a identificacao de pontos num espago por uma certa relagao.
Esperamos, assim, ilustrar por meio de exemplos e alguns resultados a maneira de como

se deve pensar estes espagos.

Nosso trabalho é organizado da seguinte forma. No primeiro capitulo trata da forma-
lizacao da topologia quociente, tendo em vista sua caraterizacao mais geral possivel.
Comecando pelas definicoes das topologias induzidas e co-induzidas para depois se de-
finir a quociente, tal como feito em [2]. No capitulo dois é introduzida a caracterizagao
matematica para o ato intuitivo de colagem e suas propriedades mais importantes. Por
fim, sdo apresentados dois mapeamentos que unem os conceitos de relacao de equivaléncia

ao de colagem de espagos.

O texto foi escrito de maneira concisa e direta, de forma a torna-lo tao didatico quanto
possivel. Os assuntos estao separados por topicos e quando necessario subtopicos, onde sao
explanados aspectos gerais. Os exemplos e propriedades sao os mais importantes, tendo
em vista o carater introdutério do assunto. Algumas poucas imagens apenas ilustram
alguns fatos, nao se tornando desta forma parte de demonstracoes ou motivacao para

estudos.

Quanto aos pré requisitos, assume-se que o leitor seja familiarizado com topologia
geral. Conceitos de continuidade, nocoes de espacgos separaveis e teoremas classicos nao
serao aqui apresentados. Para estes, as referéncias [1] ou [2] podem ser consultadas. Para

uma visdo mais geral (no caso [1]) ou detalhes de demonstragoes ([2]).

Gostaria de fazer uma mencao aos livros citados na bibliografia. O livro [1] serviu
como guia para este trabalho ao nortear os assuntos a serem tratados. Entretanto, tal
livro possui a caracteristica de ser muito conciso e direto, isto é, ele fornece as proposicoes
e exemplos chave sem se dar ao trabalho de explanacoes e discussoes mais aprofundadas.
Por este motivo, outros livros foram muito uteis. O livro [2], base para nossa ementa de
curso, serve como grande apoio para teoria geral de topologia. Muitos exemplos sao ali
apresentados, como as topologias induzidas e co-induzidas. Mas no que se refere as topo-
logias quociente, tal livro nao se aprofunda. Assunto este muito bem tratado pelo livro
[3]. Este livro possui uma diddtica muito boa e dedica um capitulo para tratar do mape-
amento identificacao com suas implicacoes em espacos quocientes e também demonstra

varios resultados referentes a colagem de espagos topoldgicos. Também muito importante



foram os exemplos de espagos quocientados por um subconjunto do mesmo, vistos em [5].
Hé também o livro [4] que em seu capitulo introdutdrio trata de muitos dos assuntos deste
trabalho, por exemplo motivando o estudo dos mapementos cilindrico e conico. Por fim,
e nao menos importante, o livro sobre a histéria da topologia [6] trata das bases de cada
assunto estudado em topologia. Ha inclusive referéncias aos trabalhos que deram origem a
varias areas de estudo, assim como motivagoes dos problema que gostaria de se revolver e
os desdobramentos deste em areas da matematica correlacionadas a topologia, com maior
énfase em topologia algébrica. Apenas com o intuito de dica, gostaria de recomendar
as video aulas sobre topologia algébrica, dentre outras, ministradas por N J Wildberger,

professor titular em UNSW (University of New South Wales), Austrélia.

Algumas consideracgoes Histéricas
Afim de situarmos a drea da topologia de forma mais ampla da que iremos analisar aqui,
faremos a seguir uma breve exposicao sobre o desnvolvimento da topologia desde seus

primordios.

Historicamente, a Topologia é a mais nova das linhas da matematica classica. Aquela
surge em meados do século XVIII com Euler. Esse resolveu o problema das pontes de
Koenigsberg em 1736 - nao o primeiro sobre o assunto, mas de certa forma o mais famoso
- trazendo notoriedade e atencao para uma nova area que estava se desdobrando. Sua
formalizacao se deu anos mais tarde no Congresso Internacional de Matemética de 1909,
em Roma, através de uma caracterizacao axiomatica baseada na teoria dos conjuntos e sem
utilizar o conceito de distancia. Por volta de 1914, Hausdorff define os conjuntos abertos
através de axiomas, sem consideracoes métricas. Outras vertentes da topologia se dao via
teoria de Analise Funcional e também Equacoes Diferenciais. Na topologia nao interessa
a distancia, os angulos e tampouco a configuracao dos pontos. Objetos que possam
transformar-se em outros, através de fungoes continuas reversiveis, sao equivalentes e

indistinguiveis.

Destacamos aqui a importancia de se dominar o contetido relativo a espagos quocien-
tes pelo que vemos ja no estudo incial da Homotopia. Esta é uma das areas em que se
divide a Topologia Algébrica cuja ideia essencial é associar, de forma univoca a espagos e
propriedades topoldgicas, estruturas e propriedades algébricas. Esta nasceu nas ultimas
décadas do século XIX quando Poincaré apresentou uma série de trabalhos que a funda-

mentou. Dentre as descobertas de Poincaré destacam-se os conceitos de homotopia e de
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grupo fundamental, além de varios teoremas.

Atualmente, a Topologia Algébrica, em cardter introdutério de estudo, se divide na-
turalmente em duas vertentes: Homologia e Homotopia. A grosso modo, o conceito de
Homotopia se refere a existéncia de uma “deformacao” continua entre duas aplicagoes
fig : X — Y entre espagos topoldgicos X e Y que é o que define mapeamentos ho-
motopicos; em seguida conceitua-se espagos do mesmo tipo homotépico. O estudo das
classes de equivaléncia de mapeamentos homotdpicos surge entao como objeto inicial da
analise. Em particular, ha uma construcao em espacgos quocientes que serve como critério
para verificar se dois mapeamentos f,g : X — Y s@o homotdpicos que involve a cons-
trucao de certos espacgos quocientes, ditos mapeamentos cilindricos, denotados por My,
M,. Assim, se f e g sao homotdpicos temos que My e M, devem ser espagos com 0 mesmo

tipo homotopico. Este resultado nao sera, contudo, abordado aqui.
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CAPITULO 1

Espacos quociente

1.1 Topologia induzida

Seja X um conjunto e (Y, 7y) um espago topoldgico. Considere ainda uma fungao
f: X — Y. A colecao das imagens inversas f~1(U) dos abertos U C Y pela funcao f

define uma topologia em X, conforme sera mostrado.

Proposigao 1. O conjunto 7xina = {f 1 (U); U conjunto aberto em Y} define uma to-

pologia em X.

Demonstragao 1. Devem-se verificar as trés propriedades que definem uma topologia.
Primeiramente, observe que ¢ = f71(¢) € Txina e X = 1Y) € Txina- Em seguida,
dado um ndmero finito de elementos A;, Ay, ..., A, em Tx ;g temos que existem abertos

Ui,Us, ..., U, em 1y tal que se tem

A=), Ay = fFHUL),... A= fHU,) .
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Dai

Yuyn Y ) n...n YU,
YUinUyn...NnU,)

ANAnN...NA4, = f
-
Mas UyNU;N...NU, € 1y dai, por definicao de 7x ;nq4, temos que Y UNUN...NT,) €
TX inds istoé¢ AiNA;N...NA, € TX ind-
Por fim, dada uma familia arbitréria {A;}ic; C Txina, escolha V; € Y aberto tal que
A; = f~YV;). Entao,

Uier A = Uier f (Vi) = f 1 (Uier Vi) € TX,ind-B

Definicao 1. Esta colecao de subconjuntos de X, X 7x ;nq4, definida anteriormente ¢ dita

topologia induzida em X por f.

Se X tem a topologia induzida por f : X — Y, entao qualquer outra topologia em X
segundo a qual f é continua deve conter como abertos pelo menos os conjuntos f~(U),
com U aberto em Y. Assim, 7x ;nq ¢ a topologia menos fina [2] dentre todas as topologias

de X onde se tem f: X — Y continua.

Obs: O caso particular mais importante da topologia induzida é aquele em que X C Y e f
reduz-se & aplicagao de inclusdo i : X — Y. Neste caso, temos 7x ina = {i 1 (U); U € 7y }.

Em geral !

Figura 1: Topologia induzida

Temos i 1(U) = (U NX) =i U)Ni ' (X) =UnNX o que nos permite entao

caracterizar

Tx,ind = {UNX;U € 7y} (1.1)

'Figura 1 gentilmente cedida por Marcelo Carvalho.
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Estando claro que estamos munindo X C Y da topologia induzida, ao invés de escre-

VeI Tx nq €screveremos simplesmente 7x a que nés referiremos pelo nome de topologia

subespaco.
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1.2 Topologia co-induzida

Seja X um espaco topoldgico, Y um conjunto e f : X — Y uma funcao sobrejetora

de X em Y. Considere o seguinte conjunto 7y = {U C Y; f~1(U) é aberto em X }.

Tal definicao leva ao seguinte resultado:

Proposicao 2. (i) 7v;s define uma topologia em Y, e relativa a qual f : X — Y €
continua.

(i1) Tv,y € a maior topologia relativa a qual f é continua.

Demonstragao 2. (i) Veja que f1(¢) = ¢ é aberto em X, logo ¢ € 7ys. Como
f7HY) = X também é aberto em X, segue que Y € 7y ;. Considere agora Uy, Us, ... U,

elementos de 7y y. Temos
AU NUN...NU,) = U)NfFYU) N0 fHU,) .

Mas f~YU,), f[YUy),... N f7Y(U,) sdo abertos em X logo f~Y(Uy) N f~YU)N...N
YU, € 7x e assim f~H (U, NU,N...NU,) € Tx, que por definicao nos dd Uy N Us N
...mUHGTYJ.

Por fim, dada uma familia arbitréria {U;};er C 7y, entao
FHVierUs) = User fH(U;)
¢ aberto. Portanto, U;e;U; € Ty f.

Fica assim provada a primeira assertiva referente a topologia. Quanto a segunda, esta

segue do raciocinio:

(i) Seja 7y uma topologia em X mais fina que 7ys. Entao, existe um conjunto
U € 1y \ 1vy tal que f71(U) ¢ 7x. Assim, f : X — Y nao seria uma fungao continua se
tomamrmos 7y como topologia de Y. Portanto, 7y,; é a topologia mais fina [2] que torna

f continua. m

A topologia 7y ¢ dita co-induzida pela f.

Obs: Seja X um espago topoldgico e ~ uma relacao de equivaléncia em X. Considere

o espago quociente X/ ~. H4 uma maneira natural de munir X/ ~ de uma topologia
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através da projecao canonica

T X =X/~

r— 7(zx) = [z]

onde [x] denota a classe de equivaléncia de x pela relagao ~, isto é, [z] = {2’ € X;x ~ 2'}.
Assim, podemos tomar para topologia de X/ ~ a topologia co-induzida por 7, que neste
caso é dita a topologia quociente. Analisaremos em mais detalhes este tipo de espago no

que se segue.
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1.3 Topologia Quociente

Definigao 2. Seja (X, 7x) um espaco topoldgico, ~ uma rela¢do de equivaléncia em X,
Y =X/ ~en: X — Y aaplicagdo candnica que leva z em sua classe [z]. O espaco

quociente de X por ~ é o par (X/ ~, Tx/ux).

Obs: Em geral, ao invés de denotarmos a topologia de X/ ~ pela notagao usual 7x/

omitiremos a referéncia a proje¢do 7 denotando a topologia de X/ ~ simplesmente como

Tx/N-

A seguir, daremos alguns exemplos de espagos quocientes que aparecem com frequéncia
em matematica. Nos limitaremos apenas a dar uma descricao intuitiva e geométrica de

como a relacao de equivaléncia é introduzida.

Exemplo 1. Toro? [/]: O Toro S* x S' pode ser obtido a partir do retangulo [0, 1] x [0, 1]

pela relacao de equivaléncia que identifica pares de pontos opostos (vide figura), (0,y) ~

(Ly) e (x,0) ~ (z,1).

b
a Tk
a+ il £ * -
b :
b

Figura 2: Toro

Exemplo 2. Garrafa de Klein ® [/]: Modificando a construcao anterior do toro, isto é,
considerando a orientacao reversa de um dos extremos controi-se a superficie chamada

Garrafa de Klein.

2Figura 2 proveniente de [4].
3Figura 3 proveniente de [4].
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i

Figura 3: Garrafa de Klein

Por definicao, a Garrafa de Klein é o espaco quociente do retangulo obtido pela
identificacao dos extremos opostos de acordo com a orientacao exibida. A identificacao
do topo e das laterais do retangulo resulta num cilindro, mas, ao se identificar os dois fins
do cilindro, exige-se que este passe por si mesmo de modo que a orientagao seja mantida,

completando assim a garrafa.

Exemplo 3. Faiza de Mobius [5]: Seja X = [—1,1] e a relagdo ~ que identifica —z ~ z.

Desta forma o espago X x [0, 1]/ ~ representa a faixa de Mobius.

Observagao 1. Nao “Hausdorfficidade” da topologia quociente. Ao se tratar com uma
topologia quociente, esta pode nao ser Hausdorff. Para ilustrar este fato, considere R
munido da topologia usual, e a relagdo ~ tal que x ~ y se, e somente se, (x —y) € Q.
Entao, dois fatos serdao mostrados: (i) R/ ~ é nado enumerdvel e (ii) sua topologia é

T/~ = {R,0}, isto ¢, resulta na topologia trivial (portanto nao Hausdorff). *
Segue a verificagao de i e ii:
(i) O primeiro fato a ser notado é que para qualquer x € R tem-se
[z] = {2 +p/a;p.q € Z,q # 0, mde(p,q) = 1}.

Desta forma, [z] é enumerdvel - pois é formado a partir de somas de nimeros racionais a

um real z fixo. Em seguida, observe que x € Q implica [z] = Q. Se x € (R — Q), entao

[z] ={z +p/¢;p,q € Z,q # 0,mdc(p,q) = 1}

e [z] € (R — Q). Segue destes dois fatos que

(R — Q) = User-gl2] (%)-

4Essencialmente, este resultado nos chama a atencdo de que embora o espaco quociente R/ ~, a
semelhanca de R, continue sendo nao enumeravel, ele, contudo, deixa de ser Hausdorff.
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Sendo [x] enumerdvel, vemos que na unido dada em (*) devemos ter um numero nao-
enumeravel de classes distintas, do contrario, estariamos escrevendo R—Q como uma uniao
enumeravel de conjuntos enumeréveis [z, que por sua vez seria um conjunto enumeravel,

resultando entao que R — Q seria enumeravel, o que é um absurdo. Portanto,

R/ ~={[zl;z € Q} U {[z];z € (R - Q)}
¢ nao enumeravel.

(ii) Segue a verificagdo de que a topologia quociente deste conjunto é a topologia
trivial. Seja m: R — R/ ~ com 7(x) = [z]. Seja V' € 7/~ com V nao vazio. Desta forma,
temos

7 (V) = Upevr ([z]) € Tr.
Como qualquer conjunto aberto em R possui nimeros racionais e irracionais, considere
r € QNa (V). Portanto, m(z) = [z] € V com 7 !([z]) = Q C =7~ (V). Como 71 (V)
é aberto e Q C 7 1(V), para todo r em Q existe §, > 0 tal que (z — 0.,z + d,) C
7= 1(V). Pode-se escolher §, de forma que este seja racional e definir 2/ = z + 4§, € Q.
Analogamente, existe 6,y € Q tal que (' — ,, 2" + 0,) C 7 (V). Dai, Upegq(x — 6z, T +
8,) C 71 (V). Mas podemos identificar

R = Ugeq(z — 0y + d,)
logo temos R C 7~ 4(V). E imediato que 7~ (V) C R, portanto, 7~*(V) = R. Daf,
V =Ugerlz] ={lz];z e R} =R/ ~.
Finaliza-se assim a prova de que Tg/ = {R/ ~, ¢}.

Proposicao 3. Um espaco quociente de um espaco quociente X € um espaco quociente
de X.

Demonstragao 3. Considere (X, 7y), espaco topoldgico, e as fungoes f : (X, 7x) —
(Y.rvy)eg: (Y,7vy) = (Z,724), ambas sobrejetivas. Deve-se mostrar que (i) go f :

(X, 7x) = (Z,Tz,40r) € sobrejetiva e (ii) Tz, 40f = Tz4-
Por serem f e g sobrejetivas a composi¢ao também o serd. Desta forma, (i) é imediata.

Para (i), seja V € 7z,. Segue que g~ *(V') C 7y s, que por sua vez implica f~ (g7 (V)) €
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Tx. Isto é,
(go f)7' (V)= f"g (V) C7x.
Sendo go f : (X,7x) = (Z,Tz40f) temos por definicao de 7z 45 que V € 7740, logo
Tz,9 C TZ.gof-
Seja agora V' € 7z 4. Da continuidade de go f : (X,7x) — (Z,7z405) temos que
(go )Y (V)= fg " (V)) € 7x e da continuidade de f : (X, 7x) — (Y, 7v,s) temos que
g (V) € 7vs. Segue-se entdao da continuidade de g : (Y, 7v;) = (Z,72,) que V € 72,

isto é 74405 C Tz,4. Concluimos entao que 7 40r = 77, B
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1.4 Mapeamento identificacao

O mapeamento que serd definido e o teorema posterior, sao muito tteis para obtencao

de fungoes continuas, como serd visto.

Definigao 3. Dados dois espagos topolégicos (X, 7x) e (Y, 7y), uma fungdo f: X — Y é
chamada mapeamento identificagcao se:

(i) f ¢ sobrejetora e continua;

(ii) v = vy

Proposicao 4. Sejam (X, 7x) e (Y, 1y) dois espagos topolégicos. Considere f: X — Y
sobrejetora. FEntao, f ¢ mapeamento identificacdo se, e somente se, para toda funcdo

g:Y — Z, g € continua se, e somente se, go f € continua.

Demonstracao 4. Suponha f: X — Y é mapeamento identificacao. Entao, f é sobre-

jetora, continua e 7y = Ty ;.

Seja agora g : Y — Z tal que go f : X — Z é continua. Tome U € 74. Logo,

(9o /)~HU) = (g7 (U)) € x.

Como 7v = 1y e f~Hg ' (U)) € 7x temos que g~ (U) € 7y; que nos dé entao que

g:Y — Z é continua.

Considere agora ¢ : Y — Z continua. Logo, a composicao g o f também o sera. Aqui

(151

encerra-se a demonstragao da “ida’”.

Para a outra implicacao, suponha que f : X — Y é sobrejetora e que para toda funcao

g:Y — Z, g é continua se, e somente se, g o f é continua.

Deve-se provar que (i) f é continua e (ii) 7v = 7y,y. Para (i), seja 7y uma topologia
em Y (ndo necessariamente 7y = 7y, ). Observe que g : (Y, 7y) — (Y, 7y) é continua, ou
seja, g = I. Segue que f = (go f) : (X,7x) — (Y,7y) é continua. Para (ii), considere
g1 (Y,rv) = (Y, 7vs), g1(y) =y, funcdo que leva valores de Y com a topologia 7y em Y
com a topologia quociente 7y ;. Temos que gy o f = I (X, Tx) EEIN Y, 7v) 25 (Y, Ty,f)

é continua pois é equivalente ao mapeamento (X, 7x) = (Y, 7v,r) que é continuo. Da

hipétese segue que g; : (Y, 7y) = (Y, 7y,f) é continua.

Consideremos agora, g2 : (Y, 7v,r) = (Y, 7v), ¢2(y) = y. Temos go of =f:(X,7x) EN

(Y, 7vs) -2 (Y, 7v) é continua pois é equivalente ao mapeamento f : (X, 7x) — (Y, 7y)
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que ja vimos ser continuo. Sendo g, o f continuo segue-se da hipétese que go : (Y, 7y 5) —
(Y,7y) é continua. Assim, sendo gs = g; * vemos que g; ¢ homeomorfismo, e dai temos

Ty = Ty,y. Tem-se que f, pois, é mapeamento identificacao.

Proposicao 5. Se (X, 7x) € espaco topoldgico compacto, entio (X/ ~,Tx;.) € compacto
[5].

Demonstracao 5. Sabemos que se f : (X, 7x) — (Y, 7y) é continua e X é compacto tem-
se que (f(X), Trx)cy) é compacto. Para o caso particular de 7 : (X, 7x) = (X/ ~, 7x/~)

temos que 7(X) = X/ ~ e Trx)cx/~ = Tx/~, dal (X/ ~,7x,.) é compacto. B
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1.5 Espaco projetivo

O plano projetivo é geralmente definido como sendo a esfera com os pontos antipodas
relacionados. Repetindo a construcao de espagos quocientes para o caso em questao
temos que dada a esfera S? = {x € R3;|z| = 1} munida da topologia subespago (vendo
S? C R3) introduzimos em S? a relacdo que identifica pontos antipodas e assim temos
definidas classes [z] = {z,—z} € S?/ ~ elementos de S?/ ~. Finalmente, a partir da
projegao candnica 7 : S? — S?/ ~ definimos uma topologia em S?/ ~. Construimos

dessa forma o plano projetivo RP* = (S%/ ~, 7g2,.).
Proposicao 6. RP? ¢ um espaco de Hausdorff.

Demonstracao 6. Sejam U € 752 e —U = {—x;2x € U} € T52. Desta forma,
7(U) ={[z];z €U} = 7' (n(U)) =UU(-U) € 75

Logo, m(U) € Ts2/~.

Sejam (S?/ ~,7Ts2,.) € [z],[y] € S?/ ~ com [z] # [y]. Assim, 7' ([z]) = {2, -z} e
7 ([y]) = {y, —y}. Note que por serem classes distintas, v # y e x # —y. Sendo (S?, 752)
Hausdorff, existem abertos U 2 x e V 3 y tais que U, V, —U, —V sao disjuntos. Suponha
que existe [z] € 7(U) Nxw(V). Logo, [z] € m(U) com z € U ou —z € U. Analogamente,

[z] € m(V) implica z € V ou —z € V. Assim, podem ocorrer as seguintes possibilidades:
()zeUNV;(ii)zelUe —zeV;

(tii) —z€UezeV;(w)—zeUNV.

Como UNV = ¢, (i) e (iv) estao descartados. Sejam agora z € Ue —z€ V. De —z €V
decorre que z € =V, ou seja, z € UN V. Absurdo. Entao, 7(U) N7 (V) = ¢ e conclui-se
que (S?/ ~,7s2;.) é¢ Hausdorff. m

Obs: Outra descri¢ao para o plano projetivo.

E possivel definir o plano projetivo na forma RP? := (D?/~, Tp2/.)
Onde:

2 D?={z € R*: 2? < 1}: disco de raio unitario

20D :={z € R?: 2% = 1}: borda do disco
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J D2/N = [Z]

] = { {z,—2} seze€dD

{z} sezeintD

o7y D? — D?/~ (sobrejetiva)

Queremos mostrar que se tem um homeomorfismo: (D?/~, Tpz,.) = (52 /~, Tg2/.).
Consideremos a injecao

i:D?— S?

o (zl, 22) = (zl, 22, \/1 — (21)2 — (22)2 )

Aqui, a imagem i(D?) = 5% é o hemisfério superior de S?,

D
N/

Note que 7 leva os pontos da borda de D? nos pontos do equador de S%2. Como estes pontos
coincidem com os pontos da borda de D?, a acao de i nestes pontos nao foi representado
na figura.

Temos entao o seguinte diagrama
p* s
Ly N
D/~ s 82
onde k é o inico mapeamento que torna o diagrama comutativo, i.e.

komy=moi

ou ainda k([z]) = [i(z)]. Esta fun¢ao é uma bijegao.
Seja U € Tg2/ . Temos 771 (U) € 752 (pois 7 ¢é continua) e (moi) ' (U) =i ton }(U) €
Tp2 (pois i é continua e 7o i é a composta de fungdes continuas). Mas kom, = moi dali,

mp2 3 (komy) W(U) = a7 (k~'(U)). Mas 7y é continua e da defini¢ao de Tp2/., temos
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que k=Y (U) € Tp2/., i.e. k é continua.

Finalmente, sendo D? compacto em R? (pois é fechado e limitado) temos que (D?/~
,Tp2/~) é compacto. Também, ji vimos que S?/ ~ é Hausdorff. Assim, temos que
k:(D?/~,Tp2).) — (5%/~,Ts2/.) é uma bije¢do continua de um espago compacto em
um espaco de Hausdorff. Assim, obtemos que k é um homeomorfismo, i.e. (D?/~,7p2,.)

e (S?/~, Ts2/.) sdo homeomorfos. W

Exemplo: (S" x I/S™ x {0}) ~ D!

De fato.

Sejam D" = {x € R"™ : |z| < 1}, S := {z € R"™' : |z| = 1} e S™ = JD"*L.
Considere f : S™ x I — D" definida por f(z,t) := tz. Temos que f é continua e dado

S™ x {0} € S™ x I tem-se f(S™ x {0}) = 0. Seja S“an—x{é} > [(z,t)] onde

_ S™x {0} set=0
(1) {{(x,t)} set 0

Defina
g: %X{é} — D" onde se poe g[(z,t)] := f(z,t). Mas, a projegao 7 : S™ x [ — %

¢ um mapeamento identificacao logo da porposicao 4 temos que (g o 7 continua &

g continua). Mas temos f = g o w continua, dai g é continua. Além disso, 7w : S™ x I —

S™"xI  « 3 n 4 n _ _S"xI ¢4 B
Srxqo] © continua e S™ x I é compacto, logo temos que 7(S™ x ) = Soxqoy © compacto. As
sim, temos que g : S*ZnTX{é} — D" ¢ continua, bijetiva definido em um compacto Sﬁl—?é}

: n+1 4 ST n+1
tem por imagem um espaco de hausdorff D", logo g ¢ homeomorfismo ... g7 o ™~ D

(S

Pequenas variacoes destes exemplos, assim como uma discussao mais detalhada pode

ser encontrada em [5], [3] ou mesmo [4].
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1.6 Espago quociente X/A

Sejam X e A conjuntos nao vazios com A C X. Construa a seguinte relagdo ~ em
X: x ~ y se, e somente se, x,y € A ou x = y. Observe que ~ ¢é relacao de equivaléncia
em X. Segue a verificacao:
e [ imediato que x ~ x, assim ~ ¢ reflexiva.
e Seja x ~ y. Por definicao, x ~y = (x,y € Aoux :y) == (y,x € Aouy =
x) = y~ux,istoér~y = y~ xeassim ~ ésimétrica.

e Finalmente, sejam x ~ y e y ~ z. Tem-se
(a:,yEAoux:y) e (y,zEAouy:z).
H& quatro casos
(x,ycAey,z€ A, (i)z,y€ Aey =z,
(iii)r=yey,z€ A, (Wr=yey==z2

De (i), (1), (7i1) temos que x,z € A, logo = ~ z.
De (iv) temos que = = z, logo = ~ z.
Em qualquer dos casos (i) — (iv) encontramos entdao que x ~ z 0 que mostra que ~ é

transitiva.

Com auxilio desta relacao pode-se obter um tipo de espaco quociente ao se relacionar

um conjunto com um de seus subconjuntos. E o que faremos a seguir.

Definigao 4. Sejam (X, 7x) espaco topoldgico e A C X nao vazio. Entao introduzimos

um espaco topolégico (X/A, 7x/4) onde
X/A ={A{z};z e (X \A)}
Tx/a ¢ a topologia quociente induzida pela projecao canonica 7 : X — X/A.

Exemplo 4. Cone® [5]: Seja X espago topoldgico, entao chama-se CX = X x [0,1]/X x
{1} o cone sobre X.

SFigura 4 proveniente de [5].
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XxleXx[01] ;rxlECX
Fi

[ 1]

CX

Figura 4: Cone

Exemplo 5. Suspensdo ® [5]: Dado X espaco topolédgico, o espago
X =X x[-1, 1]/<X x{-1}UX x {1}) ¢ chamado de suspensao ou cone duplo sobre
X.

Xul\

X

X x 07

X x (-7
Figura 5: Suspensao
Proposicao 7. (i) Se X € espago topoldgico reqular e A C X € fechado, entao X/A é
Hausdorff;

(ii) Se X € espago topoldgico normal e A € fechado, entao X/A € normal.

Demonstragao 7. (i) Sejam X regular e A fechado - em particular, X é Hausdorff. Tome

[z1], [x2] € X/A com [x;] # [22]. Tem-se os casos
(a) 1 € A e xy ¢ A (equivalentemente, 1 ¢ A e x9 € A);
(b) T1,T9 ¢ A.

(a) Como X é regular e A é fechado, existem Vi, V5 € 7x tais que x; € A C V) e
x9 € Vo com V3 NV, = ¢. Temos definido a projegao 7w : X — X/A de onde segue que

eV = w(xy) =[] en(Vh) ={A [z];z € (Vi \ A)}.

SFigura 5 proveniente de [5].
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Por um raciocinio anslogo,
w2 € Vi = m(2y) = [12] € m(V2) = {[z]sx € Va}.
Logo,
T (V) =AU{zz e V\A)} =i € 7x = 7(Vi) € Tx/a
Hr(Va)) ={mzeVo} =Vaex = 7(Va) € Tx/a.
Mas,
(Vi) Nm(Va) ={A, [z];z € Vi\ A} n{laf;z € Vo} = ¢ = w(Vi) N (V) = ¢

Dessa forma, tomando U; = 7(V;) e Uy = 7(V5), temos obtido que [z;] € w(V}) e [xo] €
(Vo) e m(Vi) Nw(Va) = ¢ o que mostra que X/A é Hausdorff.

(b) Como X é Hausdorff, existem V;,V; € 7x tais que zy € Vi, 29 € Vo e VI NV, = ¢
Além disso, A é fechado. Entao, X \ A é aberto e x1,29 ¢ A com x1,29 € X \ A. Sejam

Vi=VinX\AeV, =V,NX\ A ambos em 7y.
Por construgao, zy € V{, 2o € Vo, VI NV =¢ e
r € V] = m(11) = [11] € m(V)),
19 € V), = 7(12) = [xo] € w(V5)).
Como V/NA=¢eVyNA=¢, entao
(Vi) ={lzl;z € i} e n(Vy) = {[a];z € V5 }.

Dai
7 Ha (V) ={z;x € V/} = V] € 7x, dai 7(V/) € TX/A

T r(Vy)) = {z;2 € i} = V3 € 7, dal 7(V3) € Tx/a.

Além disso temos que w(V/) N7 (Vy) = ¢. Definindo apenas por conveniéncia 7(V/) = U;
e m(Vy) = Us, segue que X/A é Hausdorff.

(ii) Seja X espago normal. Sejam Fj e Fy conjuntos fechados disjuntos em X/A.
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Como 7 ¢ continua, 7—!(F}) e 7~ (F,) sao conjuntos fechados em X. Notamos que
TH(F) N (B) =1 (RN F) =717 (¢) = ¢.

Inicialmente, notamos que nao pode ocorrer AN 7 1(F) # ¢ e AN (Fy) # ¢. Com
efeito, seja a; € ANT~L(F)). Entdo 7(a1) = [a1] = A € F,. Também, seja ay € ANt~ (Fy)
com 7(ay) = [ag] = A € Fy. Desta forma Fy N Fy # ¢. Absurdo.

Restam as possibilidades:

(a) ANT=YFy) # ¢ e ANTY(Fy) = ¢ (equivalentemente trocando-se Fy por Fy) ;
(b) AnNa Y F)=¢e AN F) = ¢.

(a) Sejam AU Y(F}) e 7~ (Fy)' fechados. Tem-se

(AU (F)) N (F) = ¢.

Como X ¢ normal, existem Vi, V, € 7x com V; NV, = ¢ tais que AUTH(F)) C Vi e
7Y (Fy) C Vo Mas
ACcV, = 7(\V)) ={A,[z];z € 1\ A4}

ANVy=¢ = 7(Va) = {[z];z € Va}.

Logo, 7 H(m(V1)) = AU (Vi \ A) = Vi € 7x e 7 }(m(Va)) = Vo € Ty, isto é temos
que 7w (V1)) € 7x e 7} (m(V2)) € Tx de onde segue-se que w(V;),w(V2) € Tx/a. Em
decorréncia de A C Vi e Vi N Vo = ¢ segue

{A,[e;x e ViN A} {[z];z € Va} = ¢,
isto é, T(V1) N7w(Vy) = ¢. Por fim AU~ (Fy) C V4, aplicando T,

r(AunrY(F)) c7(Vh) = #(A)UF, Cx(Vh) logo Fy C 7(V})

Analogamente, 771(Fy) C V5 implica em Fy, C w(V). Portanto, provamos (neste

caso) a normalidade de X /A.

(b) Tome por fechados em X, AUn~1(F;) e 7 }(F})'. Tem-se entdo que

(Aur ' () N7 1 (F) = ¢.
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Assim, conclui-se de forma andloga ao item anterior (a). Portanto, X/A é normal. B

Observagao: Justificativa de!. Sendo X normal e 771 (Fy), 771 (Fy) fechados e disjuntos
em X, existem Vi, V5 abertos tais que 7~ (Fy) C Vi e~ }(Fy) C V,. Contudo, pode ocorrer
ANVy # ¢ e ANV, # ¢ o que forneceria Fy C w(V1), F» C 7(V3) sem necessariamente
7(Vi) N7w(Vs) = ¢. Para evitar tal situagao, toma-se por fechados AU~ 1(F}) e 71 ().
Segue entdo da normalidade de X que AU~ (F) CV; e 7 (Fy) C V5 em que n(V4) N
m(V2) = ¢.

Definicao 5. Dados A C X e ~ relacao de equivaléncia em X, chama-se
A={z € X;x ~aparaalgum a € A}
de saturacao de A relativo a ~.

Proposicao 8. (i) Sejam A e X nao vazios com A C X. A = X se, e somente se,
[x]NA# ¢ Ve X;

(ii) Seja ~ relagio de equivaléncia tal que A = X. Entdo, k : A/ ~— X/ ~, com
k([a]a) = |a]lx, € homeomorfismo se a saturagdo de cada aberto em A é um aberto em X.

Isto ¢, se U € T4 entao Ue Tx.

Demonstracao 8. (i) Sejam A = X e z € X. Entdo, # € A. Pela definicio, existe um
elemento a € A tal que © ~ a. Desta forma, a € [x] e AN [z] # ¢. Suponha agora que
[z]NA# ¢,Ve € X. Tome x € X. Existe a € A tal que a € [z]. Portanto, x ~ a e
ze A dal X ¢ A. Como A C X, tem-se A = X.

(ii) Injetividade: seja k como na hipétese e suponha k([a1]4) = k([az]a). Desta forma,

[a1] = [a1]x = [a2]x com aj ~ ay. Entao, [a1]a = [as]a.

Sobrejetividade: seja [z]x € X/ ~. Por hipétese A = X x € A, isto é, existe a € A

tal que x ~ a. Assim dado [a]4 tem-se k([a]a) = [a]x = [7]x.

Continuidade: sejam as projegoes canonicas m4: A - A/ ~enx : X — X/ ~. Note
que Tx |4 é continua pois é restrigdo de uma fungao continua. Como mx |4 = k o 74, pela

Proposicao 4 segue da continuidade da composicao que k deve ser continua.

Falta verificar que k£ é funcao aberta. Seja V' € 74,.. Conforme ja verificado, 74 é
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sobrejetora e pode-se escrever
V =ma(my (V) = {mala);a € 73 (V)}.
Aplicando F,
K(V) = {k(ma(a));a € 73 (V)} = {mx(a);a € w4 (V)}.

Observe que 7' (k(V)) = {z € X;7mx(z) € k(V)}. Como mx(x) € k(V), existe a €
71 (V) tal que mx(z) = 7x(a) e x ~ a. Isto é,

—_~— —_~—

e (k(V)={reX;Jacn ' (V),r ~a} =7, (V) = 7 (k(V)) =7, (V).

Como 74 é continua e V' € 74, tem-se 7, (V) € 74 e, por hipétese, segue 7, (V) € 7x.

Entdo, 7' (k(V)) € 7x implica k(V) € 7/ ~. Portanto, k é fungio aberta. m
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CAPITULO 2

Espaco quociente da unido disjunta de espacos

Dados dois espacos topoldgicos X e Y é possivel definir um novo espaco que exibe
certos aspectos dos espagos X e Y e que intuitivamente se assemelha a um processo de
“colagem” de uma parte do espago X no espaco Y. Formalmente, colamos um conjunto
fechado A C X em Y por meio de uma funcao continua f : A — Y, sendo a colagem
efetuada pela identificacdo de A C X com sua imagem f(A) C Y. Isto leva entdo a

definicao de um espaco topoldgico denotado por ¥ Uy X.

Como veremos, os aspectos comuns dos espacos X e Y que sao reproduzidos em
Y Uy X referem-se ao fato que tanto X quanto Y podem ser pensados como mergulhados

em Y Us X.

2.1 Uniao disjunta

Para efetuarmos a construgao de ¥ Uy X inicialmente definimos

Definigao 6. Sejam X, Y espacos topologicos. A uniao disjunta de X e Y, denotada por
X +Y, éoespaco
X+V = (X x {0 U (Y x{1}), 7xsv),
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onde U € Tx,y se

Uﬂ(XX{O}) :Uxx{O}ComUxeTX
UN(Y x{1}) =Uy x {1} com Uy € 1y.

Proposigao 9. i. X x{0},Y x {1} sao conjuntos abertos e fechados em X +Y ; ii. Dadas
as inclusoes ix : X - X +Y comi(x) = (2,0) edy : Y — X +Y com i(y) = (y,1),
tem-se que X 24 ix(X) define um homeomorfismo de X em sua imagem i(X), assim

comoY 2 iy (Y) define um homeomorfismo de Y em i(Y).

Demonstracao 9. i. Observe que

(X x {0}) N (X x {0}) = X x {0} com X € 7y

(X x {0} N (Y x{1}) = ¢ x {1} com ¢ € 7v.
Dessa forma, X x {0} é aberto em X + Y. Também

(v % {1}) 1 (X % {0}) = 6 x {0} com ¢ € 7x

Y x{1}h)Nn¥ x{1}) =Y x {1} com Y € 1y.
Assim, Y x {1} é aberto em X + Y. Note agora que

(X+Y)-Xx{0} =X x{0OhHu(Y x{1})— X x {0}
:YX{]_}GT)(_H/.

Analogamente, Y x {1} é fechado em 7y y.

ii. Seja ix como no enunciado. Note que
ix(X)={(z,0);z € X} =X x {0}.

Logo, ix(X) C X +Y. Seja 7,,(x) a topologia subespaco em X + Y. Por defini¢ao os
abertos desta topologia sdo do tipo ix(X)NU, com U € 7x,y. Dal,

ix(X) = X x {0} — ix(X)NU = (X x{0})nU
:UXx{O}COInUXeTX
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Isto é, caracterizamos a topologia como
TiX(X) = {UX X {O}, UX c Tx}.

A bijetividade de X X x(X) segue diretamente da injetividade de ix : X — X + Y.

Para verificar a continuidade de X =5 ix(X), seja Ux x {0} € 7 (x). Desta forma
i N (Ux x {0}) =Ux € 1x
implicando na continuidade de ix. Finalizando, seja Ux € 7x. Temos
ix(X)=Ux x {0} € 7, (x)

Entao, ix é funcao aberta. Portanto, conclui-se que X X x(X) é homeomorfismo. De

. , iy ,
maneira andloga, prova-se que Y — iy (Y') é homeomorfismo. B
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2.2 Espacos obtidos por colagem

Sejam X e Y espacos topoldgicos e considere a uniao disjunta X + Y. Dados A C X

fechado e f : A — Y continua, uma relacao de equivaléncia é definida em X 4+ Y pondo:

(21,0) ~ (x2,0) se xy =9 ou f(z1) = f(22);
~=4q (z,0) ~ (y,1) se f(z) =v;
(yh 1) ~ (Z/Z, 1) S€ Y1 = Y2.

As classes de equivaléncia sdo dadas por:

[(z,0)] = {(2,0)} se x € X'\ A

(v, D] =A{(y, D} sey € Y\ f(A);

[(z,0)] = {(@",0), (f(2),1); f(z') = f(x), 2" € A} se w € A;

[(y, D] = {(y, 1), (x,0); f(z) =y, v € A} se y € f(A).

Claramente, todas essas classes estdo em X + Y/ ~. Note que se f(z) = y entdo
[(z,0)] = [(y, 1)].

Considere a projegao canoénica m: X +Y — X + Y/ ~. Define-se a colagem de X em

Y pela f como sendo o espaco definido por
YUfX = (X +Y/ N,Tyfo>
TYUrX = TX+Y/~
Proposicao 10. Sejam f : A C X — Y continua e A conjunto fechado. Considere
também Y Uy X, entao
i. iy =motly : Y =Y Uy X € um mergulho topoldgico;
ii. i3-(Y) € um subespago fechado deY Uy X.

Demonstracao 10. i. Para verificar que 7§, é mergulho deve-se mostrar que quando
i (Y') é munido da topologia subespago de YUy X tem-se ¢} : Y — ¢}-(Y") homeomorfismo.
Primeiramente verificaremos a bijetividade. Sejam 1,92 € Y e suponha i} (y1) = i3 (y2),
logo

[(y1, )] = [(92,1)] = (1, 1) ~ (2, 1),

desta forma y; = yo. Quanto a sobrejetividade, basta notar que i}-(Y') é contradominio



2.2 FEspacos obtidos por colagem 35

de 4j-. Quanto ao homeomorfismo, devemos inicialmente verificar a continuidade de
T3 . 3
iy (Y, 1v) — (ZY(Y>7Ti*Y(Y))-

Pela Proposicao 9, a funcao iy é continua, bem como 7 : X +Y — (X +Y)/ ~. Entao,
1y = mo iy serd continua, devido a composi¢ao. Para verificar que j- é funcao aberta,

dado V' € 1y deve-se mostrar que
iy (V) € Tir.(v) , ou seja, iy (V) = iy (Y) N U com U € T(x4v)/~-

O conjunto U deve ser exibido. Da definicdo de 7(x4y)/~, U deve satisfazer 7~ 1(U) €
Tx+y. Tem-se
(V) =7 (@ (Y)NU)
=7 it (V) na Y (U).
Partindo desse ponto, identificaremos como deve ser a forma do conjunto U. Seja V' € 7y.

Escrevamos

Vo=V nf(A) UV f(A))
= iv(V) ={lly, Dy e Vn f(A}U{lly, D]y € V\ f(A)}.

Note que
yeVnfA) = [(w.1)]={w1);ye f(ANV}IU{(z,0);z € A, f(z) =y},
yeVAf(A) = [y, )] ={1);yeV\f(A}
Entao,
iy (V) =7 '{[(y, Dy eV f(ATU{[(y. Dy eV \ f(A)})
=7 {[(y, Ny e VnfAHur'({[y, Dy € V\ f(A)})
={(@,0);f(x) =y, ye VN f(ATU{(y,1);y € VN f(AIU{(y,1);y € V\ f(A)}
={(z,0);z € fH (VN fA)U{(y,1);y €V}
=iy (V) Uix(f71(V N f(A)))
=iy (V) Uix(f~1(V))

Como f: AC X — Y é continua, V € 7y implica f~'(V) € 74 (como usualmente

entendido, aqui temos que 74 refere-se a topologia subespago em X) e assim existe

Wx € 7x tal que f_l(V) =Wy N A.
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Desta forma,

ix(Wx)Nix(A)) (pois ix é injetiva)
x(Wx)) 0 (iy (V) Uix (A))
x(Wx)) 0 (iy (V) Uix (A)).

Note que na ultima linha passamos de iy (V') a iy (Y), o que é justificado lembrando que
Zx(Wx) Cc X X {0}, Zx(A) Cc X x {O}, Zy(V) CY x {1}, Zy(Y) =Y x {1}

Analogamente,

YV =¥ nfA)u\fA)
= iy (V) ={{v. Dy e Y N f(A}U{[(y. D];y € Y\ f(A)}
= 1 ') =7 ({{y, Dy e YN fA ) ur ({l(y, Dy € Y\ f(A)})
={(z, ) v YN fANIU{(y, )y e Y N f(AIU{(y, 1)y €Y\ f(A)}
={(=, 02 e Y NfANIU{(y,1);y €Y}
=ix(fTH (Y N f(A) Uiy(Y)
=ix(A) Uiy (Y) (pois obviamente f~1(Y N f(A)) = f~H(Y) = A).

Com esta igualdade tem-se
7 (i3 (V) = (i (V) Uix (Wx)) N7 (i7(Y)).

Conforme argumento anterior, identificamos U a partir de

7T_1(U) = Zy(V) U Zx<Wx)
= (V xA{1}) u (Wx x {0}).

Mas, como 7 é sobrejetora
U= W(Zy(V) U Zx(Wx)>

Note ainda que
7 HU) N (X x {0}) = Wx x {0} com Wx € 7x.

De forma parecida,
)N (Y x {1}) =V x {1} com V € 7y.

Desses dois tltimos fatos 771(U) € x4y e, assim, U € T(x1y)/~. Para concluir resta ver
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que i} (V) =143.(Y) N U. De fato,

Jé que Zy(Y) N Zx(Wx) = gb

Usaremos a seguir o resultado
f(A=B)N f(B)=¢ = [f(ANB) = f(A)N[f(B) (x)

Note que
iy (Y) = (iy(V) Uix(Wx)) =iy (V) — iy (V)

iy(Y) =iy (V) ={(y, 1);y e Y\V} = 7w(iv(Y) —iv(V)) ={ly, Dy € Y\ V} (24)

Temos também

iy(V)Uix(Wx) =
— W(Zy(V)UZ)((Wx)) =

y, 1)y e VIU{(z,0);2 € Wx};

iy € VIU{[(z,0)];2 € Wx}

sy € VIU{[(z,0));2 € Wx \ A} U{[(z,0)];2 € Wx N A}
sy e VIUL[(z, 0);x € Wx \ A} U{[(y, D]y € f(Wx N A)}
iy € VIU{[(z,0)];x € Wx \ A} (3%).

Segue que
w(iy(Y) — (iy(V) U z’X(WX))> N (iy(V) Uix(Wy)) = W(iy(Y) - ¢Y<V)) A (iy (V) Uix (Wy))
De () e (2+) temos que

W(iy(Y) — (iy(V) U iX(WX))> N (iv(V) Uix(Wx)) = ¢
e de (+) segue que

7 (i (¥) 0 (i (V) Uix (W) ) = 7(iv (V) N (i (V) Uix (W)
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Logo,
iy (V) =x(iy(Y) N (iy (V) Uix(Wy))
= m(iy(Y)) N7(iy (V) Uix(Wx))
=i (Y)NU.
m(iy (Y) — iy (V) n7((iy (V) Uix(Wx)) = ¢.
Logo,
iy (V) =w(iy(Y) N (iy (V) Uix(Wx))
=m(iy(Y)) N7(iy (V) Uix(Wx))

(V)N U

Sendo U € T(x4v)/~ segue que iy (V) € Tiz, isto &, i3, ¢ fungao aberta e portanto

mergulho.

ii. Veja que i3 (Y) é fechado em Y Uy X. Conforme visto

iy (Y)) =iy (Y)Uix(A4) = (Y x {1}) U (4 x {0})
. { wiigi;éyi) N (A x {0}) =Ax {0} com A fechado em 7

Portanto, 73 (Y) é fechado em Y Uy X. W

Proposicao 11. Seja f: AC X =Y, com conjunto fechado. Considere Y Uy X, entao
i.i% : X \A =Y U X é um mergulho topologico;
i1.i% (X \ A) € um conjunto aberto.

Demonstracao 11. Sera empregado um raciocinio semelhante ao usado para verificar o

resultado anterior.

(i) Seja i : X \ A — i%(X). Sejam z1, 22 € X \ A. Suponha % (z1) = i%(z2). Entao
[(z1,0)] = [(2,0)] = (71,0) ~ (22,0) = x1 = 9,

isto é, i% ¢é injetora. A sobrejetividade é imediata.
Conforme a Proposi¢ao 9, ix : X — ix(X) é homeomorfismoen: X +Y — (X +Y)/ ~
¢ continua. Logo, i% = moix € continua.

Falta verificar que é funcao aberta. Seja V € 7x\4. Como A ¢ fechado, entao seu
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complementar X \ A é aberto. Logo,
VerxueVer.
O fato a ser verificado ¢é o seguinte: i% (V) € 7 (x\4), OU seja,
ix(V)=ix(X\A)NU, com U € T(xiy)/~-

Note que

{imv> = {[(z,0)];z € V C X\ A}
(X \A) ={[(z,0)];z € X\ A}.

Em ambos os casos [(z,0)] = {(x,0)} com z € X \ A. Segue entdo que
(% (V) =77 X (X N\ A) na(U)
= Vx {0} =(X\Ax{0})na ).
Como V C X \ A4, identifica-se 7=1(U) =V x {0}.
Da sobrejetividade,

U =n(V x {0}) = {[(x.0)};z € V} = i} (V).

Agora

{ TN U N (X % {0}) = (Vx{0)N (X x{0}) =V x {0},V €ry
PO A (Y X {1}) = (V x {0) N (¥ x{1}) = ¢

— 7T_1(U) € Tx+y — UET(X+y)/~

Sendo U = i% (V)

ix(V) ={l(z,0)z eV CcX\A4}
{[(z,0));z € X\ A} n{[(z,0);z €V C X\ A}
X\ A)Ni*(V)

(X \A)NU.

Assim, tal escolha de U satisfaz as hipéteses e i% (V) é aberto em i% (X \ A). Portanto, a

funcao é aberta e verifica-se o mergulho topolégico.
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(ii) Para ver que i% (X \ A) é conjunto aberto, perceba
x(X\A) ={[(z0);z e X\ A}
= 7 (% (X \A4) =X\ A4x{0}.
Segue que

T (5% (X \ A) N (X x{0}) = (X \Ax{0}) N (X x {0})
=X\ Ax{0}, comX\Aery
(I (XNA) N Y x{1}) =X\ Ax{0})n (Y x{1})
— .

Assim, 71 (i% (X \ 4)) é aberto em X 4+ Y e, portanto, i% (X \ A) é aberto em Y U; X. B
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CAPITULO 3

Os mapeamentos conico e cilindrico

3.1 Mapeamentos conico e cilindrico

Dado um espaco X, imaginemos (ainda que abstratamente) que ele seja uma regiao
do plano. Geometricamente, X x [0, 1] seria visto entao como sendo a regiao constituida
por um cilindro tendo o espaco X (na verdade X x {0}) por base e o intervalo [0, 1] por
altura. Ocorre entao que, dada uma funcao f : X — Y, tem-se induzido uma funcao
fo: X x{0} C X x[0,1] =Y, fo(x,0) := f(z) que permite identificar a base do cilindro
X x I com o espaco Y. Repetindo aqui a construgao do espaco ¥ Uy X, com X x I no
lugar de X, X x {0} no lugar de A e f, no lugar de f, obtemos o espago Y Uy, (X x I)
que chamamos de mapeamento cilindrico da f. A importancia deste espago (bem como o
de outro espago que iremos construir, o chamado mapeamento conico da f) é evidente em
homotopia auxiliando na identificacao de mapeamentos homotopicamente equivalentes

entre dois espacos X e Y.

Definigao 7. Sejam (X, 7x) e (Y, 7y) espagos topolégicos, f : X — Y uma fungao
continua e fo : X x {0} € X x I — Y uma fungao definida como fy(z,0) := f(x). O
mapeamento cilindrico de f é definido como sendo o espaco My =Y Uy, (X X I) com

topologia TM; = T(XXI+Y)/~-
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Observe que as classes de equivaléncia determinadas em (X x I) + Y por ~ via
fo: X x {0} =Y sao

[((z,0),0)] = {((«',0),0), (f(z"), 1); f(2') = f(2)}
[((z,2),0)] = {((x,1),0);0 <t < 1}

[(y, D] ={(y, 1);y € Y\ f(X)}

[(y, D] = {(y, 1), ((%,0),0); f(x) = y}.

Note que

Figura 6: Mapeamento Cilindrico

Proposicao 12. X ~ X x {1} € um mergulho topoldgico em My como espago fechado.

Demonstracao 12. Primeiramente deve-se caracterizar a topologia de X x {1}. Com

este proposito, observe que

Txx; ={Ux X ((a,0)N1);Ux € 7x}
Txxq1p = {(Ux x ((a,b) N 1)) N (X x {1}); Ux € 7x, (a,b) € m=}.

Observe que

(Ux x ((a,0)NnI))N(X x{1}) =UxNX)x ((a,b)NnIN{1})
=Ux X {1}

O que leva a caracterizar

TX><{1} = {UX X {1}, UX - Tx}‘

'Figura 6 proveniente de [4].
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O préximo passo ¢ construir o mergulho propriamente dito. Considere a inclusao
i X x{1l} - (X xI)+Y comi(z,1)=((x,1),0)
e defina a funcao
i"=moi: X x {1} > M;=((XxI)+Y)/~ em quei*(x,1) = [((z,1),0)].

(Note que esta fungao i desempenha um papel semelhante ao da fungao denotada por ix

na proposigao 9.) Desta forma

(X x{1}) ={[((z,1),0)z e X} C (X xI)+Y)/ ~
Tix (X x{1}) ={U N (X x{1});U € T((xxn+v/~) }-

Mas 7: (X x I)+Y — ((X x I) +Y)/ ~, e assim o conjunto U acima é tal que

7T_1(U) N ((X X [) X {0}) = VXXI X {O} com VX><I € TxxI
71 U)N (Y x {1}) =Ty x {1} com Vy € 7y.

E imediato que @* é bijecao. A continuidade é assegurada pelo que segue. Seja

Uﬂl*(X X {1}) - Ti*(Xx{l});U - T((X><])+Y)/N,

logo,
FTHUNF(X x{1}) =i toa Y (UN*(X x {1}))
=i tor (UN{[((z,1),0)];x € X})
=i (7 (U) N7 H{[((2,1),0)]; 2 € X})
= z’l(w’l(U) N ((X x {1}) x {0}))
=i~ (7 (U) N (X x 1) x {0}) N ((X x {1}) x {0})).

Como 7 é continua e U € T((xx1)+v)/~, €ntdao 71 (U) € T(xxr)4y €

7T_1<U)ﬂ ((X X ]) X {0}) = UX><] X {0} com UX><I € TxxI-

Voltando a cadeia de igualdades identificamos
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iTtor  (UN(X x {1}) =i ((Uxxr x {0}) N ((X x {1}) x {0}))
=i ((Uxxr N (X x {1})) x {0}).

Mas temos que
UX><I = UX X ((&,b)ﬁ]),UX € Tx.

Assim,
Uxxi N (X x{1}) = (Ux x ((a,b) N 1)) N (X x {1})
=(UxNX)x ((a,b) NI N{1})
= Ux x {1}.
Finalizando,

ior (U N (X x {1}) =i (Ux x {1}) x {0})
= UX X {1} c TXx{1}s
isto é, i* é continua.

O proximo item a ser verificado ¢ que 7* ¢ funcao aberta relativa a topologia 7j«(x x{1})-

Dado Ux x {1} € Txxq1} com Ux € Tx, temos
(Ux x {1}) = {[((z,1),0)];z € Ux}.
Deve-se mostrar que
"(Ux x {1}) € Ti(xxq1)
isto é,
*(Ux x {1}) =UnNi*(X x {1})
=Un{[((z,1),0);z € X}

com U € T(XxD)+Y)/~- Observe também que

(Ux x {1}) [((z,1),0)];z € Ux}

[((z,t),0)];z € Ux,t € (a, 1]} N{[((z,1),0)];z € X},a > 0.

{
{
Levando a identificar

U={[((z,1),0)];z € Ux,t € (a,1],a > 0}.
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Aplicando 7! obtém-se

Y U) = (Ux x (a,1]) x {0}.
Para ver que U satizfaz as hipdteses, note que

T (U) N (X x 1) x {0}) = ((Ux x (a,1]) x {0}) N ((X x I) x {0})
= ((Ux x (a,1]) N (X x 1)) x {0}
=Ux x (a,1] x {0}

onde Ux X (a,1] € Txxs. Analogamente,
AN (Y x (1)) = 6.
Assim,
©(U) € Txxnyry) = U € Txxnsyyo)-
Fica assim verificado que a funcao ¢é aberta, portanto, mergulho.

Por fim, resta mostrar que o mergulho é fechado. Para isto, deve-se verificar que
71" (X x {1})) é fechado em (X x I) + Y. De fato,

(X xA{1}) ={[((z,1),0));z € X}
— 7 1(*(X x {1})) = (X x {1}) x {0}.
Logo,
(X x {1}) N ((X x 1) x {0}) = ((X x {1}) x {0}) N ((X x I) x {0})
= (X x {1}) x {0},
com X X {1} fechado em 7xy;. Também,
(X < (1)) N (Y x {1}) = (X x {1}) x {0})) N (Y x {1})

=9

= ¢ x {1}.
Portanto, 71 (i*(X x {1})) é fechado em (X x I) + Y, e daf *(X x {1}) ¢ fechado em
Mf. |
Obs: O que este resultado nos diz é que na construcao do mapeamento cilindro temos
que Y (na verdade iy, (Y')) pode ser visto como um subespaco fechado de M.

Definigao 8. Seja A um subespaco do espago topolégico (X,7x) e f : X — A uma
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funcao continua. f é dita uma retracgdo se f(a) = a, VYa € A. O espago A é chamado uma

retracao de X.
Proposigao 13. i}.(Y) € uma retragao de My

Demonstracao 13. Dado My, como foi visto da proposicao 10, Y estd mergulhado
em M/ pela funcao i3 : Y — i3 (Y) C M;. Desta forma, afim de exibir a retracao

My — i3 (Y'), consideremos inicialmente a fungéo r : My — Y definida por

u:{ (1), 0)]

e tomemos 7 := 4y, o r. Vamos mostrar que 7 é uma retracao.
Inicialmente, vemos que 7([(y, 1)]) = i (r([(y, 1)])) = [(y, 1)].

Observe que r é continua. De fato. Seja V' € 1. Pela definicao de r,

r (V) ={lly. Dy € YU {[((2,1),0)[;z € f7H(V),t € T}
O cerne da questao ¢é verificar que 7' (r~*(V)) € 7(xxp+y. Primeiramente,

P V) = ({lw Dl € VI ULl 0,0 € £(V) te 1)
= (. Dlsy € YD U ([0, 0w € £ (V) t € 1))

onde se tem

(. Dy eY}) ={(f(=),1).((x,0),05;z € f(V)}
= (Vx{1H U ((f71(V) x {0}) x {0}),

Dali,
7 r (V) = (V x {1 U ((F1(V) x {0}) x {0})U
U((f~1 (V) x [0,1]) x {0}) U (V x {1})
= ((f71(V) x [0,1]) x {0}) U (V x {1}).
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Desta forma,

AT )N (X3 D) x o)) = (((F74(v)
(

X
~
X
—
(@)
—
SN—
<<
X
—
—_
N
S~—
~—

) x ) x {0}) N (X x 1) x {0}) )u
u( V x {1}) N ((X x I) x {0}))
)< {0})U¢

com (f~YV) x I) € Txxy.

Também,

P V)N x (1)) = () x D) x {0) UV x (1h)n
(Y x {1})
= (V) x D) x {0} N (Y x {1h)u
u((v < {1}) N (Y x {1}) )
= oU(V x {1})
=V x {1}, comV € 7y

Portanto, r~*(V') é aberto em My, e assim r é continua. Sendo i} continua segue-se que

7 =1} o r é continua. Vemos entdo que 7 ¢ uma retragao de My em i3 (V). W

Definimos agora o mapeamento conico 2 da f.

Defini¢ao 9. Seja f : X — Y continua e M; =Y Uy, (X X I). Define-se mapeamento
conico da f como Cy := M;/(X x {1}).

Figura 7: Mapeamento Conico

Note que X x {1}, a rigor, ndo é um subconjunto de M;. Assim, seria mais exato

escrever My/1*(X x {1}) ao invés de My/X x {1}. Contudo, da proposi¢ao 12, temos

2Figura 7 proveniente de [4].
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X x {1} estd mergulhado em My de modo que identificamos X x {1} com i*(X x {1}) o

que justifica entao considerar C'y na forma dada.

O préximo, e ultimo resultado, tem como intencao obter um meio de se saber quando

uma funcao My — Z que leva um mapeamento cilindrico em outro espago ¢ continuo.

Proposicao 14. Uma funcao g : My — Z € continua se, e somente se, g1 := g o ik :

XxI—Zegy:=go1}:Y — Z sao continuas.

Demonstracao 14. Dado g : My — Z consideremos as funcoes g; = goiy,;: X xI = Z
com z = g1(x) = g(i%,;(x)) = g([((z,1),0)]) € g2(y) = go i3 : ¥V = Z com y = go(y) =

905 () = 9([(y, D))

Suponha que g é continua. J& vimos do estudo anterior sobre colagem de espacos X e
Y por meio de uma funcao f : A = Y que as fungoes iy : X = YU X eidy : Y = YU X
sao continuas. O mesmo raciocinio se aplica aqui para mostrar que, tratando da colagem
de X x I eY através de fo: X x {0} = Y, temos que i%,; : X xI — Mse i} : Y — M;
sao fungoes continuas. Como g é continua e g; e g, sao composicoes de funcoes continuas,

segue a continuidade de g; e gs.

Suponhamos agora que se tenha g; e g fungoes continuas. Seja V € 7. Para mostar

a continuidade de g deve-se mostrar que se tem g~1(V) € Tu,, que consiste em mostrar
que 7 (g7 (V)) € T(xxn)1y, isto é,

T Hg (V) N ((X x I) x {0}) = (Ux x ((a,b) N 1)) x {0}

7 Hg N (V)N (Y x {1}) = Uy x {1}.

A fungdo g; é continua, logo g; (V) = i, (77 Hg~*(V))) = Ux x ((a,b) N {0}) com
Ux € 7x. Dali,

[T T ) N (X ) D) x {0)] = i (T V) N (X 1) x {0))
= [Ux x ((a,0)NI)] N (X x I)
= Uy x ((a,b) N 1)
A g V) N (X x ) x {0}) = iXXI<UX x ((a,b) N 1))

— (UX X ((a,b) ﬂf)> x {0}
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Como gy é continua temos que g, ' (V) =iy (771 (g7*(V))) = Uy com Uy € 7y. Daf,
i [T )N (Y X {1Y)] = G T V) nagt (Y x (1))
= UynNY =Uy
7T71(g71<V)) N (Y X {1}) = Zy(Uy) = Uy X {1}
Portanto
g (g7 (V) € T(XxI)+Y = g (V)€ TM;

ou seja, g € continua. Finalizando assim a prova. B
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Ultimas consideracoes

Como pode-se ver ao longo deste trabalho, a nogado muito intuitiva e singela de colar
figuras pode ser também aplicada a estruturas puramente matematicas e abstratas. No
entanto, o maquinario matematico necessario é pesado e delicado. Foi mostrado como
obter obter uma relacao de equivaléncia a partir de um conjunto qualquer e como aquela

se comporta quando queremos quocientar espacos colados.

Como afirmado na introducao, este trabalho serve para dar o salto da topologia dita
geral para a algébrica, comecando pelo estudo de homotopias. Tal passagem pode ser
vista, em particular, com o mapeamento cilindrico que em tal teoria tem desdobramentos
e propriedades importantes. Além do amadurecimento matematico, obtido na abstragao

necessaria a interpretacao de alguns espagos quocientes menos triviais.
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