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Capitulo

Introducao

Em problemas da fisica, quimica, engenharia, economia e tantas outras dreas do conheci-
mento, faz-se necessdria a diminui¢cdo de custos e/ou maximizagao de lucros. Nessa linha, surge
o processo de otimizacdo, que consiste em definir varidveis, quantifica-las através de relacoes,
descrever seu comportamento e por fim determinar o objetivo a ser otimizado. Por este pro-
cesso, chegamos a um modelo matemadtico para o problema, donde necessita-se de uma analise
para verificar a efetividade - usando ferramentas matematicas e observagdao do comportamento
do modelo. Com isso, chega-se a uma conclusdo a respeito do problema, a qual resultard numa
inferéncia dada pelo resultado do problema. Nota-se, como num processo de planejamento, que
se deve realizar uma avalia¢cdo do modelo, testando sua solu¢ao e fazendo as devidas alteracdes.

Nesse sistema descrito, surge a Otimizacdo Matemadtica, assunto abordado neste trabalho.

A Otimizagdo Matemadtica é um conjunto de técnicas e métodos matematicos para auxiliar
a tomada de decisdes nas atividades de organizagdes. Um problema de Otimizagdo implica
na busca de uma solu¢do mais adequada, dentro de algum critério, entre diversas solucdes al-
ternativas, estabelecendo assim critério de identificacdo de solucdo, o qual chamamos fungao

objetivo.

Trazendo para linguagem matematica, temos uma funcdo f em espacgos variados, chamada
func¢ao objetivo, definida no conjunto de restricoes, digamos Q. Dependendo da estrutura de €2,
temos diferentes classes de problemas de otimizagdo, para os quais uma variedade de métodos

de solugdo tem sido desenvolvida.

Abordamos inicialmente problemas irrestritos, os quais podemos considerar Q = R". Para
tais problemas, obtemos resultados que minimizadores locais satisfazem ou que pontos devem

satisfazer para que sejam candidatos a minimizadores locais. Vale destacar que tais problemas



ndo ocorrem com tanta frequéncia na realidade, pois nao se possui quantidades ilimitadas de

produtos e de informagdes.

Em virtude do disposto acima, estudamos problemas com restri¢des, aqueles em que se
tém certas condi¢des a seguir e com maior aplicabilidade nas organizagdes. Em se tratando de
restri¢des, decerto que focamos nas de igualdade, desigualdade e unido destas. Enaltecendo
esta teoria, cito o Teorema de Karush-Kuhn-Tucker, o qual coloca uma condicdo necessaria
para que um ponto seja um minimizador local. Verifica-se o teorema supra sempre que temos

x* um ponto minimizador local e mais uma condi¢@o de qualificacio.

Estudamos, entdo, condi¢des de qualificagcdo, tais como Mangasarian-Fromovitz, posto
constante, dependéncia linear positiva constante, pseudonormalidade, quasenormalidade. Dis-
cutimos implicacdes entre elas; demonstrando que a condi¢io de qualificacdo de dependéncia
linear positiva implica na de quasenormalidade; e exibindo contra-exemplos para mostrar que

as respectivas reciprocas sao falsas.

Por fim, apresentamos uma aplica¢do na anélise de convergéncia de um algoritmo de La-
grangeano Aumentado usando a condi¢do de qualificacdo de dependéncia linear positiva dada

pela Definicao 3.1.6.

Vale expor que fazemos o uso de técnicas iniciais de Andlise Matemdtica, bem como
Célculo em vdrias varidveis, as quais sdo de extrema importancia para chegarmos nos resul-

tados.



Resumo

Otimiza¢do Matematica € um ramo interdisciplinar da Matemdtica Aplicada que faz uso
de modelos matematicos, estatisticos e de algoritmos na ajuda a tomada de decisdes. Num
problema de otimizacdo, temos uma funcdo objetivo e um conjunto de restricdes, ambos re-
lacionados as varidveis de decisdo. No presente trabalho apresentamos a teoria relacionada a
certos conjuntos de restricdes e quais condi¢des sdo necessdrias e suficientes para que um ponto
neste conjunto seja um minimizador local. O principal resultado nesse sentido é o Teorema de

Karush-Kuhn-Tucker e provamo-lo sob as condi¢des de qualificacdo para restricdes lineares.



Capitulo

Condi¢oes de Otimalidade

Neste capitulo estudaremos métodos para minimizar fungdes diferencidveis em conjuntos
de R". As condi¢des de otimalidade sao relacdes entre as derivadas da fungdo objetivo e as
derivadas das func¢des que definem as restricdes. As condicdes necessarias devem ser obriga-
toriamente satisfeitas por minimizadores, enquanto as condi¢des suficientes, quando satisfeitas,

asseguram que o ponto em consideracdo ¢ um minimizador local.

Frequentemente, pontos limites de algoritmos sdo minimizadores, sobretudo quando o méto-
do trabalha ativamente diminuindo o valor da fun¢do objetivo em cada iteracdo. No entanto,

garantir a condi¢do de minimizador local costuma ser dificil.

A drea de otimizacdo desempenha um papel fundamental ndo s6 em matematica, mas
também em economia, planejamento estratégico, andlise de algoritmos, problemas de com-

binatdria, criptografia, e muitos outros temas surpreendentemente distintos.

Comecemos pelo problema de otimizacdo matematica com restri¢des arbitrdrias, isto €, a

solucdo deve estar num conjunto fechado Q C R”.

2.1 Minimizacao em conjuntos fechados arbitrarios

Nesta classe de problemas sob conjuntos fechados arbitrarios, consideraremos o seguinte
problema

minimizar f(x), sujeitoa x € Q, (2.1)

em que f : R" — R é uma funcdo continuamente diferencidvel em R"” e Q C R” € um conjunto
fechado. Conhecendo a classe do problema a ser estudado, vamos a busca de um ponto x* que

quando aplicarmos a fun¢do f, esta seja menor do que quando aplicada em outros pontos em



torno de x*, o que nos leva a defini¢do a seguir.

Definicao 2.1.1. Um ponto x* € Q ¢é dito minimizador local de f sobre Q se 3 € > 0 tal que
f(x) > f(x*) sempre que x € Q e |x —x*| < €. Se f(x) > f(x*) sempre que x € Q,

x—x'|<e€

e X # x* para algum €, entdo x* é dito minimizador local estrito de f sobre Q.

Definicao 2.1.2. Um ponto x* € Q ¢é dito minimizador global de f sobre Q se f(x) > f(x*),
VxeQ. Se f(x) > f(x*), Vx€Q ex#x" entdo x* é dito minimizador global estrito de f
sobre Q.

Munidos da informacao do que seria um ponto de minimizador local, podemos nos pergun-
tar qual seria uma condi¢@o que todos os pontos minimizadores locais de uma fun¢do f t€ém em
comum. Para responder esta pergunta, segue o teorema abaixo, o qual nos dd uma condi¢@o

necessdaria para que um ponto x* seja ponto minimizador local.

Definicao 2.1.3. Dizemos que d € R" é uma direcdo factivel em relacdo ao conjunto € no ponto

X € Q, quando existe € > 0 tal que
X+td e Q¥Vte|0,¢].

Teorema 2.1.4 (Condicao necessaria de primeira ordem). Sejam Q um subconjunto de R" e
f € C! fungdo em Q. Se x* é um minimizador local do Problema (2.1), entdo ¥ d € R" direcédo
factivel em x* dada pela Definicdo 2.1.3, temos que V f(x*)Td > 0.

Demonstragao. Para todo @, em que 0 < o < @, e & € o € da Definigdo 2.1.3, o ponto x(@) =
x* 4+ ad € Q. Também, para 0 < o < @, defina a fun¢do g(a) = f(x(a)). Assim, g tem um

minimo local em o = 0. Do célculo, temos que

g(r) = g(0) = g'(0)ot +o(cx),
o(a)

em que o() denota um termo que tende a 0 mais rapido que a, isto &, lirrb —— =0. Agora,
a—=0 o

se g'(0) < 0, entdo para @ > 0 suficientemente pequeno, segue que g'(0)a +o(a) < 0 e assim
g(a) —g(0) <0, ou seja, g(ax) < g(0). O que contradiz o fato de g(0) ser minimo local.
Portanto, devemos ter g’'(0) = Vf(x*)Td > 0,V d € R" direcdo factivel.

Corolario 2.1.5. Sejam Q C R" e f € C! funcdo em Q. Se x* é um minimizador local do

Problema (2.1) e se x* é ponto interior de Q, entdo V f(x*) = 0.
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Demonstracao. Seja x* € Q ponto minimizador local do Problema (2.1). Vamos supor que
Vf(x*) # 0 e considere d = —V f(x*). Como x* é ponto interior de Q, para d = —Vf(x*),

3 A > 0 suficientemente pequeno tal que x* + Ad € Q, logo d € diregdo factivel. Dessa forma,
Vi) d= V) (=Vf)) =~ || V() [IP<0.
O que contradiz a otimalidade de x*. Portanto, Vf(x*) = 0.

A seguir colocamos finalmente uma condi¢ao necessaria para o problema irrestrito, isto é,
Q=R"
Corolario 2.1.6. Seja x* minimizador local de f em R". Entdo V f(x*) = 0.
Demonstracao. Segue diretamente do Coroldrio 2.1.5.

Vimos, no Teorema 2.1.4, uma condicao necessdria sobre o gradiente da funcdo f. Surge,

entdo, o questionamento se ha alguma relacdo entre pontos minimizadores locais e a hessiana

da fungao f. O Teorema que se segue elucida essa questao.

Teorema 2.1.7 (Condi¢iio necessaria de segunda ordem). Sejam Q C R" e f € C? funcdo em
Q. Se x* é minimizador local do Problema (2.1), entdo para qualquer d € R" direcdo factivel

em x* dada pela Definicdo 2.1.3, temos:

1. Vf(x*)Td >0,
2. Se Vf(x*)Td =0, entdo d" V2 f(x*)d > 0.
Demonstracao. 1. Segue do Teorema 2.1.4.

2. Vale que Vf(x*)Td = 0 por hipétese. Denotando uma fungio x(a) = x* 4+ ad e g(a) =
f(x(ax)), obtemos, sabendo que g'(0) = Vf(x*) = 0 pelo Corolério 2.1.5, que

()~ 2(0) = 58" (0)0 +o(o0)

conforme Teorema de Taylor, em que o(?) denota um termo que tende a 0 mais rapido

que a?. Agora, se g’ (0) < 0, para o suficientemente pequeno, segue que
1
¢"(0)a* +o(a?) <0 edai g(a) < g(0),

2
ou seja, f(x* + ad) < f(x*), o que contradiz o fato de x* ser minimizador local de f em
Q. Portanto, g"(0) = (f(x(x)))" = (VI f(x*)d)' = dTV?f(x*)d > 0.
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Para prosseguirmos no estudo do Problema (2.1), faz-se necessario um conhecimento breve

a respeito de curvas vidveis, para isto:
Definiciio 2.1.8. Dado x € Q, dizemos que Y é uma curva vidvel em Q de classe C* passando

porxsey:|[—€, €& —Q e>0; y(0)=x, Y(0) A0 eycCk

Conseguimos condi¢des necessdrias de primeira e segunda ordens anédlogas as dos Teo-
remas 2.1.4 e 2.1.7, respectivamente, envolvendo curvas vidveis. Demonstra-los-emos nos

préximos dois resultados.

Lema 2.1.9. Se x* € int(Q) é um minimizador local do Problema (2.1) e 'y é uma curva vidvel

em Q de classe C' passando por x* em Q de classe C' passando por x*, entio V f(x*)T ¥ (0) = 0.

Demonstracao. Definimos 7, : [0,€] — Q por 71 (¢) = y(t) e 1 : [0,€] = Q por (1) = y(—t).

Pelo Teorema 2.1.4, sabemos que

Vi) 7(0)>0 e V() %5(0)>0

Mas 71(0) = 7'(0) e %5(0) = —7(0), assim
VIE)TY(0)>0 e —VFx*)TY(0)>0.
Logo, V£ (x*)Ty(0) = 0.
[ |

A partir de agora, denotaremos por V2 f(x) > 0 a matriz hessiana da fungio f e diz que
esta é simétrica semi-definida positiva. Também, V2 f(x) > 0 caracteriza a matriz hessiana da

funcdo f como simétrica definida positiva.

Corolario 2.1.10 (Condicao necessaria de segunda ordem para x* no interior de Q). Seja x*
minimizador local do Problema (2.1), sendo também ponto interior de Q. Se f tem derivadas

segundas continuas numa vizinhanca de x*, entdo V f(x*) =0 e V2 f(x*) > 0.

Demonstracdo. Sejam d € R", d # 0 arbitrario e y: [—€,€] — Q curva vidvel definida por
y(t) = x* +td. Pelo Coroldrio 2.1.5 e Lema 2.1.9, sgabemos que V£ (x*)Td = V£ (x*)Ty(0) = 0.

Agora, como d ¢ arbitrdrio, segue que Vf(x*) = 0.

Definindo ¢ : [—¢&,€] — R por ¢(t) = f(y(t)), temos que ¢'(0) = Vf(x*)TY(0)=0¢e
pelo Teorema 2.1.7, 0 < ¢”(0) = ¥ (0)T V2 f(x*)Y(0) = dT V2 f(x*)d. Da arbitrariedade de d,

concluimos que V2 f(x*) > 0.
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Até agora, conseguimos condi¢des que um ponto x* deve cumprir a fim de que seja can-
didato a minimizador local. No pr6ximo Teorema, daremos condi¢des que garantem que um

ponto x* € int(Q) seja minimizador local, caso as cumpra.

Teorema 2.1.11 (Condicao suficiente de segunda ordem para x* no interior de Q). Sejam
f € C%(Q) e x* ponto interior de Q tal que V f(x*) =0 e V2 f(x*) > 0. Entdo x* é minimizador

local estrito do Problema (2.1).

Demonstracao. Escrevendo a expansio de Taylor para f em torno de x*,

100 = F07) 5 (=) VA6 () o =2 ),

k12
pois Vf(x*) =0, em que lim ollx=~"|I")
X—x* ||)C—)C"‘||2

hipétese V2 f(x*) > 0, sendo & > 0 o menor dos autovalores de V2 f(x*), obtemos que V x # x*,

=0e]| .|| é qualquer norma em R”". Agora, da

(r=x)V2F() (=) = (=) o (x =) = v — |2,

a
Logo, f(x) 2 f(x*) + =[x —x||* 4 o(|x = x*[|?) e para x 7 x*,

SO —f) g+0(Hx—X*H2)
e—x*2 72 fae—x¥]?
k(]2
as o termo o(flx—x|I%) tende a 0 quando x — x*. Consequentemente, para x suficiente-
M ]2 ‘ ‘ P
xX—x
* (12 *
— o — (04 o
mente proximo e diferente de x*, % < 1 Portanto, % - 2 " (_Z) N

a
ik 0. Assim, f(x) > f(x*), ¥ x numa vizinhanga de x*, x # x*.

2.2 Problemas com restricoes de igualdade

Nos problemas que surgem de experimentos fisicos ou de engenharia, economia ou outra
ciéncia, em geral faz-se necessario o uso de restricdes sobre os dados de um certo problema,
em virtude de ter-se quantidade limitada de informagdo, bem como material, dinheiro, dados

em geral. Desta forma, seguimos nosso estudo através de problemas dessa classe.
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Nesta classe com restricdes de igualdade, consideraremos o seguinte problema
minimizar f(x), sujeitoa h(x) =0, (2.2)

em que h: R" — R™ é uma funcdo continuamente diferencidvel em R”. Chamamos Q ao

conjunto factivel do problema. Em nosso caso, Q = {x € R"| h(x) =0}.

Nesta secdo, derivaremos as caracterizagdes matematicas das solu¢des do Problema (2.2)
conforme fizemos na Secdo 2.1, discutiremos as condi¢des de otimalidade sob dois aspectos, a
saber, condi¢des necessdrias e suficientes para um ponto vidvel ser minimizador local. Ainda

da Secdo 2.1, obtemos os seguintes resultados:

Condicées necessarias: Vf(x*)Td > 0 e, caso Vf(x*)Td = 0, entdo d” V2 f(x*)d > 0, com
d € R" direcdo factivel em x* dada pela Definicdo 2.1.3.
Condicdes suficientes: um ponto que cumpra simultaneamente V£ (x*) =0 e d’ V2 f(x*)d >

0 é minimizador local de f, com d € R” direcdo factivel em x*.

Definicao 2.2.1. Se x € Q, chamamos o conjunto tangente a  em x, aqui denotado por M(x),
ao conjunto de todos os vetores tangentes as curvas vidveis em L passando por x, ou seja:

M(x)={veR" v= ¥(0) para alguma curva vidavel y passando por x }.

Denotamos
oh; oh;
FrC R PG I (x) Vi ()"
W (x) = : : = + |= :
oh oh / T
Zm m h,, (x Vh,(x
I ) I ) (x) (x)

Relacionaremos o conjunto tangente M (x) com o nicleo do Jacobiano de i(x), denotado

por N('(x)), pelo lema a seguir.
Lema 2.2.2. Vx € Q M(x) C N(W (x)).

Demonstrac¢do. Sejam v € M(x) e y: [—¢,€] — Q tal que ¥ (0) = v, ¥(0) = x. Defina ¢(z) =
h(y(t)), ¥Vt € [~¢€,€]. Logo, ¢'(t) = (¢/'(t),...,0,"(t))T =0, ¥Vt € (—¢,€). Ademais, pela
regra da cadeia, ¢'(t) = I/ (y(r))Y (t) =0,V t € (—¢€,€). Portanto, 0 = /' (x)¥'(0) = A’ (x)v. Isto
é,veN(H(x)).

Observe que a reciproca desse resultado é falsa. De fato, um contra-exemplo é h(xj,x;) =
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x1x2,x = (0,0)7 e assim M (x) = {v € R?| viv, =0}, mas #'(x) = (0,0) e, claramente, N (' (x)) =
R.

Consideraremos agora uma particularidade de um ponto x*, hipotese esta que é conhecida
como condicdo de qualificac@o para restri¢des lineares. Com ela, conseguimos caracteriza¢oes

importantes de minimizadores locais.

Definicao 2.2.3. Dizemos que x € Q = {x € R"| h(x) = 0} satisfaz a condi¢cdo de qualificacdo
de independéncia linear se o posto de W (x) é igual a m, isto é, {Vhi(x),...,Vhu(x)} é um

conjunto linearmente independente. Chamaremos esta condicdo de LICQ.

Faremos o uso do Teorema da Fungdo Implicita, conhecido do estudo de Anélise Ma-
tematica, o qual omitiremos a demonstracao por ndo ser do objetivo deste trabalho. No entanto,

ressalta-se sua importancia no campo da otimiza¢ao matematica.

Teorema 2.2.4 (Teorema da Funciio Implicita). Seja F : RF x R™ — R uma funcdo de classe

C'. Suponha que F(xq,y0) =0 e

d
det {a—i(xo,yo)] £0.

Entdo existem um aberto W C R* e ¢ : W — R¥ funcdo de classe C' tais que
1. xo € W e §(x0) = yo.

2. F(x,0(x)) =0, VxeW.

Demonstracao. Encontra-se a demonstracao no livro [3] ou outro texto de Anélise.

Chegamos ao resultado que enunciamos anteriormente a respeito da relacdo entre o nicleo

do Jacobiano de &(x) e o conjunto tangente M (x) no caso em que x é ponto que satisfaz LICQ.

Teorema 2.2.5. Seja Q = {x € R"| h(x) =0}, h € CX, x € Q um ponto que satisfaz LICQ. Entdo,
¥ v e N(H (x)), existe uma curva vidvel de classe C* passando por x tal que ¥ (0) = v. Nesse

caso, M(x) = N(H (x)).

Demonstracdo. Seja v € N(#'(x)). Por defini¢do temos que /'(x)v = 0. Queremos encontrar

uma curva vidvel y em Q passando por x tal que ¥'(0) = v.

Consideramos o sistema de equagdes h(x+tv-+h'(x)Tu) =0, em que u € R™, t € R. Para

x e v fixos, esse € um sistema de m equagdes com m + 1 varidveis e escolhendou =0 e t =0,
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temos uma solucdo particular desse sistema. O Jacobiano de A(x +tv + /' (x)Tu) em relagio
auem t=0 & h(x)W(x)T € R"™™e é nio singular, pois x cumpre LICQ, visto que
{Vhi(x),...,Vhy,(x)} é conjunto linearmente independente. Logo, pelo Teorema 2.2.4, existe
y € C* definida em [—¢€, €], € > 0, tal que h(x+tv+H (x)T§(t)) = 0.

Portanto, h(x+tv+h'(x)T9(t)) =0, V t € [~¢,€]. Derivando a expressdo precedente
em relagdo a ¢, para t = 0, temos /' (x)(v+ /' (x)T#(0)) = 0. Como /' (x)v = 0, segue que
W (x)h'(x)T¥(0) = 0. Todavia, #’(x)h'(x)T é ndo singular e portanto 7 (0) = 0. Consequente-
mente, definindo y: [—¢&,€] — Q por y(¢t) = x+tv+h (x)T ¥(t), segue que

Y(0) = v+ 1 (@)77(0) =v.

Assim, y é a curva vidvel procurada. Como v € arbitrério, temos que N(/'(x)) C M(x). Do

Lema 2.2.2, concluimos que M(x) = N(K'(x)).
|
O préximo resultado € importante no sentido de que o problema de minimizacao relaciona

intimamente a fun¢do f e as restri¢des dadas por A.

Teorema 2.2.6. Se x* é minimizador local que cumpre LICQ colocada na Definicdo 2.2.3 com
relagdo ao Problema (2.2), entdo Vf(x*) L N(W (x*)).

Demonstracdo. Seja v € N(/'(x*)), e entdo v € M(x*) pois x* satisfaz LICQ. Assim, existe y
em Q passando por x* tal que ¥ (0) = v. Pelo Lema 2.1.9, Vf(x*)Tv = 0, ou seja, Vf(x*) L
N(H (x*)).

Teorema 2.2.7 (Multiplicadores de Lagrange). Se x* ¢ minimizador local que satisfaz LICQ

com relagdo ao Problema (2.2), entdo existem tinicos Ay, ..., Ay reais tais que
m
VI(x*)+ ) AiVhi(x*) =0.
i=1

Neste caso, A, ..., Ay, sdo chamados multiplicadores de Lagrange do problema.

Demonstracio. Pelo Teorema 2.2.6, Vf(x*) L N(K'(x*)). Logo, Vf(x*) € R(K'(x*)T), isto &,
existe A € R™ tal que Vf(x*) 4+ (x*)T A = 0. Como x* satisfaz LICQ, o Jacobiano h'(x*) tem

posto completo e entdo esse vetor de multiplicadores € Unico.
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Considerando os resultados obtidos para o Problema (2.2), os candidatos a minimizador
local para esse problema serdo pontos que cumprem LICQ e, a0 mesmo tempo, sejam solucdes

do sistema nao linear com n + m equacdes e n + m incognitas:

Vi) +H"(x)TA =0
h(x) =0.

Esses pontos serao chamados de estaciondrios ou criticos. Naturalmente, os pontos que nao

cumprem LICQ com relagdo a  também seriam candidatos a minimizador local.

Definicdo 2.2.8. Chamamos de lagrangeano do Problema (2.2) a funcdo ((x,A) = f(x) +
h(x)T M.

Até agora, conseguimos condi¢des necessarias para que um ponto x* seja minimizador local
envolvendo apenas V f(x). A partir de agora, estamos interessados em que propriedade V2 f(x)
e V2h;(x) devem cumprir neste caso, ou seja, analisar as informagdes de segunda ordem de f e
cada h;(x).

Teorema 2.2.9 (Condicoes necessarias de segunda ordem para restricoes de igualdade).
Vamos supor que f, h € C?, x* é minimizador local que cumpre LICQ do Problema (2.2) e A
é o vetor de multiplicadores de Lagrange definido no Teorema 2.2.7. Entdo v Vo £(x*, A)v >
0, VveN(H(x*)).

Demonstracao. Do Teorema 2.2.7, sabemos que

V) 4+H (x4 =0. (2.3)

Sejav € N(W'(x*)) e entdo, pelo Teorema 2.2.5, existe uma curva vidvel ¥ em Q de classe

C? passando por x*; satisfazendo y(0) = x* e v = ¥/(0), também ¥'(0) € N (' (x*)).

Definindo ¢(¢) = f(¥(t)), pelo Lema 2.1.9, segue que ¢’'(0) = Vf(x*)Ty(0) = 0 e usando

o Teorema 2.1.7:

9"(0) =7(0)"V2f(x")Y (0) +Vf(x")Ty"(0) > 0. (2.4)

Agora, definindo ¢;(r) = Ak (y(2)),i=1,...,m:
7 (t) = A (y(1))Y' (1) =0,
9/ (t) = ¥ () LaV2hi(y(1)) ¥ (1) + Ak (v(1)) " (£) = O,
9/(0) = 7(0)" A V>h:i(¥(0))¥ (0) + Ak (¥(0))¥"(0) = 0,
9/(0) = Y (0)" A:V2hi(x*)¥ (0) + Aihi(x*)y"(0) = 0.

1
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Y 6/(0)=7(0)" Y AiV2hi(x*) 7 (0) + ATH (x*)y"(0) = 0. 25)
j i=1
Somando as Equacgdes (2.4) e (2.5), obtemos que

YO V2 F(x*) + i AV hi(x*)]Y (0) + [V ()T + AT (x")]y"(0) = 0.
i=1

Agora, da Equacio (2.3), conseguimos V f(x*)T +ATH (x*) = 0 e entdio

m

Y(0)7 [V2f (") + Y AVPhi(2)]Y (0) > 0,

i=1
De /(x*,A) = f(x*) +h(x*)T A por defini¢io e como v = ¥ (0) é qualquer, concluimos que

VIVZ l(x*, A)v >0, VveN(H (x)).
|

Finalmente, podemos obter condi¢des que garantem a minimalidade de um ponto x*, en-

volvendo condic¢des necessdrias de primeira ordem, bem como os multiplicadores de Lagrange,

o lagrangeano e nucleo do Jacobiano de 4.

Corolario 2.2.10 (Condicoes suficientes de segunda ordem para restricoes de igualdade).

Sejam f, h € C?, x* € Q satisfazendo as condicdes necessdrias de primeira ordem para o Pro-

blema (2.2), A é o vetor de multiplicadores de Lagrange e y' V?,.0(x,A)y >0,V y € N(I'(x*)),

y # 0. Entdo x* é minimizador local estrito para o Problema (2.2).

Demonstracao. Suponha que x* nao é minimizador local do Problema (2.2). Assim, existe uma

sequéncia {yx}reny com {y;} — x* e f(yx) < f(x*), para cada k € N. Escreva y; = x* + &5y,

em que ||s¢]| =1e & — 0.

Como {s;} é uma sequéncia num conjunto compacto B(0,1), segue que existe K} C N e

s* € R" com ||s*|| = I tal que lim s = s™.
ke,

Note que 0 = lim hve) —h(x") _ lim h(x* + Ges)

= I/ (x*)s", ou seja, s* € N(H'(x*)).
Jim 5 Jim 5 (x™)s*, ou seja, s* € N(h'(x*))

Por Taylor, sabemos que Vi € {1,...,n}
2

0=Ai[hi(yx) = ),,-(hi(x*)) + Sth,-(x*)Tsk + %S,{sz(x*)sk] + 0(5]3), (2.6)
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0 que implica em

52
0> f() = f(x") = Qs VI() + -5t VA )sic+0(8)- @7

Usando as Equacdes (2.6) e (2.7) resulta que

52 n
0> &s! (Vf —1—2th )) —|—7sk (V2 x*)—I—i_zi?l,,-VZh,-(x*))sk—i-o(s%),

n
0> s; <V2 )+Y livzhi(x*)) sk +o(s?),
i=1
pois o primeiro termo da expressao acima € nulo por hipotese. Consequentemente,

0(8;)
5

0> s,{ﬁxx(x*,l) Sk +

Agora, tomando limite para k € K|, concluimos que s*TVxxf(x*,l)s* < 0. O que é uma

contradi¢do, porque s* € N(K'(x*)).

2.3 Problemas com restricoes de desigualdade

Nota-se que nos problemas do cotidiano, ndo temos somente restricdes de igualdade. Mui-
tas vezes, temos uma quantidade maxima de um produto a ser consumido ou nimero de horas
trabalhadas, o que envolve exatamente restri¢des de desigualdade. Digamos que a quantidade

maxima de insumo para um certo produto seja x', entdo deveremos ter a combinagio necessaria
m

que depende desse insumo limitada por x!, isto é, Za,-x,- < x!. Vale ressaltar que podemos
i=1

transformar essas restri¢coes de desigualdade em igualdade introduzindo varidveis de folga e as-

sim tendo um sistema de restricdes com mais varidveis. Todavia, ndo adentraremos ao assunto

por ndo abranger o objetivo deste trabalho.

Analogamente ao que fizemos na Secdo 2.2, nesta se¢do estenderemos os resultados das
condicdes necessdrias e suficientes para problemas com restricdes gerais de desigualdade. Os
conceitos e resultados sdo andlogos aos feitos anteriormente e até agora, para problemas do tipo

(2.2), temos:

Condicdes necessarias: V f(x Z 2iVhi(x*) = 0e yT V2, l(x*,A)y > 0, V y € N(I (x*)).

Condicées suficientes: y' V2,,/(x, 1)y >0,V y € N(I'(x*)),y #O0.
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Consideraremos agora o problema de minimizacao com restricdes gerais de desigualdade
minimizar f(x), sujeitoa c(x) <0, (2.8)

em que ¢ : R” — R? é continuamente diferencidvel.

Para este problema, para cada x € Q = {x € R"| ¢(x) < 0}, chamamos de restri¢des ativas
em x aquelas para as quais ¢;(x) = 0 e denotaremos por /(x) o conjunto das restricdes ativas em

x. Analogamente, chamamos restri¢cdes inativas em x aquelas para as quais ¢;(x) < 0.

Definicao 2.3.1. Como na Definicdo 2.2.3, chamaremos ponto que satisfaz a condi¢do de
qualificacdo para restricoes lineares um ponto de € onde os gradientes das restricoes ativas
sdo linearmente independentes e chamaremos de ponto que satisfaz LICQ para restricoes de

desigualdade.

A questdo que surge € se hd relagdo entre o problema tratado nesta se¢do e o das restri¢des
de igualdade. Para resolver esse impasse, ao Problema (2.8) relacionaremos o Problema (2.2)

através do seguinte Lema:

Lema 2.3.2. Se x* é minimizador local do Problema (2.8) e I(x*) ={i € {1,...,p}| ci(x*) =0},

entdo x* é minimizador local do Problema
minimizar f(x), sujeito a ci(x) =0, i € I(x"). (2.9)

Demonstracao. Suponha que x* ndo € minimizador local do Problema (2.9). Entdo, V € > 0,
existe xg € B(x*,€) tal que f(xg) < f(x*) e ci(xe) =0, Vi€ I(x*). Também, ¢;(x*) =0 Vi€
I(x*)eci(x*) <0 Vie{l,...,p\I(x").

Como c¢; é continua Vi € {1,...,p}, existe & > 0 satisfazendo ¢;(x) < 0, Vx € B(x*,&]) e
ie{l,...,p}\I(x"). Assim, existe xz, € B(x*, &) tal que

f(igl) < f(x*) e ci(fgl) =0, Vie I(x*) € ci(igl) <0, Vie {1,...,p}\1(x*).
Contradizendo o fato de x* ser minimizador local.
[ |

Com base no Lema 2.3.2, ao Problema (2.8) podemos aplicar resultados ja conhecidos para

o problema de minimizacao com restri¢oes de igualdade.
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Lema 2.3.3. Se x* é minimizador local do Problema (2.8), I(x*) = {i € {1,...,p}| ci(x*) =0}
e {Vci(x*), i € I(x*)} é um conjunto linearmente independente, entdo ¥ i € I(x*), existem
u; € R tais que Vf(x*)+ Y uVei(x*) =0.

icl(x*)

Demonstracao. Analoga a do Teorema 2.2.7.
[ |

Em outras palavras, o Lema 2.3.3 nos diz que o gradiente de f é combinagdo linear dos
gradientes das restricdes ativas num minimizador local que satisfaz LICQ para restricoes de
desigualdade do Problema (2.8). O Teorema a seguir mostra que sabemos algo sobre os sinais

dos coeficientes dessa combinacdo linear, o resultado mais importante desta secao.

Teorema 2.3.4 (Condicoes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)). Se x* é minimizador local que
satisfaz LICQ para restrigcoes de desigualdade do Problema (2.8), entdo existem tinicos U; > 0,
i € 1(x*) tais que

Viix™)+ Z wiVei(x*) =0.

iel(x*)

Demonstracao. Do Lema 2.3.3, existem y; € R, i € I(x*) tais que

Vi) + ) miVeix*) =0. (2.10)

iel(x*)

Falta apenas mostrar que y; > 0, i € I(x*). Suponhamos que exista k € I(x*) tal que p; <0
e chamemos
Q={xeR" ¢i(x)=0,ie€l(x")},

Q={xeR"ci(x)=0,i€l(x"), i#k} e

M;(x*) o conjunto tangente a Q; por x* e M;(x*) o conjunto tangente a Q; por x*. Por x*
satisfazer LICQ para restricdes de desigualdade, Vci(x*) ndo é combinagdo linear dos outros

gradientes das restri¢des ativas em x*. Portanto, existe y € My (x*) tal que

Ver(x) Ty <o. (2.11)

Seja y(¢) uma curva vidvel em Q; passando por x* com ¥ (0) = y. Entdo parat > 0
suficientemente pequeno, () € {x € R?| ¢(x) < 0}. Chamando ¢(t) = f(y(¢)), temos que
¢'(0) = Vf(x*)Ty.

Logo, pelas Equagdes (2.10) e (2.11) e 1 < 0, segue que ¢@'(0) < 0. O que contradiz o fato

de x* ser minimizador local.
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2.4 Problemas com restricoes de Igualdade e Desigualdade

Nas duas secdes precedentes, 2.1 e 2.2, estudamos problemas com restri¢des de igualdade
e desigualdade, respectivamente. Agora, abrangeremo-las num problema com a unido dessas
restricdes. Mais precisamente, trataremos do problema a seguir, que € o problema geral de

programacao nao linear
minimizar f(x), sujeitoa h(x) =0 e c(x) <0, (2.12)

emque i : R" = R" e c: R" — R? sdo funcdes continuamente diferencidveis.

Para cada x € Q = {x € R"| ¢(x) <0}, chamamos de restri¢des ativas em x aquelas para as
quais ¢;(x) = 0 e denotaremos por I(x) o conjunto das restricdes ativas em x. Analogamente,

chamamos restri¢des inativas em x aquelas para as quais ¢;(x) < 0.

Definicao 2.4.1. De maneira similar aos casos anteriores, definimos ponto x que satisfaz a
condigdo de qualificacdo das restricoes lineares sobre o conjunto factivel como um ponto
onde os gradientes das restri¢oes ativas sdo linearmente independentes, isto é, {Vh;(x)}!" | U

{Vei(x) }icr(x) € um conjunto linearmente independente.

Teorema 2.4.2 (Condicoes de Karush-Kuhn-Tucker gerais). Sejam x* minimizador local que
cumpre a Defini¢do 2.4.1 sobre o Problema (2.12) e I(x*) = {i € {1,...,p}| ¢i(x*) = 0}. Entdo
existem tinicos Ay,. .., Ay € Re u; >0, Vi € I(x*) tais que

Vf(x*) + i l,-Vh,-(x*) + Z ,LL,'VC,‘(X*) =0.

i=1 icl(x*)
Demonstracao. Analoga a do Teorema 2.3.4.

Desta forma, se x* € um ponto que satisfaz LICQ e é minimizador local para o Problema

(2.12) , definindo p; =0 se i & I(x*), podemos reescrever as condi¢des KKT da seguinte forma:
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Vi) + f AiVhi(x*) + f wVei(x*) =0, 2.13)
. =0, (2.14)
ici(x*)=0,i=1,...,p, (2.15)
W>0,i=1,....p, (2.16)

c(x) <0, i=1,...,p. 2.17)

As n+m+ p Equagdes (2.13) - (2.15) formam um sistema nao linear nas incégnitas x* €
R" A € R™ u € RP. As solucdes desse sistema que satisfazem as Equagoes (2.16) e (2.17)

sdo denominados pontos estaciondrios do Problema (2.12).

Teorema 2.4.3 (Condicoes necessarias de segunda ordem para restricoes de igualdade e
desigualdade). Sejam x* ponto que satisfaz a Definicdo 2.4.1 e é minimizador local do Pro-
blema (2.12) e A matriz cujas linhas sdo os gradientes das restricdes ativas em x*, excluindo os
gradientes daquelas restri¢des de desigualdade cujo multiplicador é zero. Entdo, se A e U sdo

os vetores dos multiplicadores de Lagrange dados no Teorema 2.4.2,
yTvzxxg(X*ala“)y >0

para todo 'y € N(A), onde
m p
0 A ) = f(x)+ Y Aiki(x) + Y pici(x) (2.18)
j 1

i=1 i=

é o lagrangeano do Problema (2.12).

Demonstracdo. Andloga a do Teorema 2.2.9.

Teorema 2.4.4 (Condicoes suficientes de segunda ordem para restricoes de igualdade e
desigualdade). Se x* satisfaz a condicdo necessdria de primeira ordem para o Problema (2.12)
e além disso yT'V? o L(x*, A, 1)y > 0 para todo y € N(A), y # 0, onde a matriz A e a fungdo
l(x,A, 1) estdo definidas no Teorema 2.4.3, entdo x* é minimizador local estrito do Problema

(2.12).

Demonstracao. Anéloga a do Corolério 2.2.10.
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Capitulo

Condig¢oes de Qualificacdo

Abordando problemas de minimizagao de fungdes com restricdes, conforme Secao 2.4,
nos deparamos com as condi¢des de otimalidade e, ainda, com condi¢des de qualificagao das
restrigoes. A implica¢do do Teorema de Karush-Kuhn-Tucker € verificada sempre que temos x*
um minimizador local e mais uma condi¢do de qualificacdo, que no capitulo anterior consistiu
da Defini¢ao 2.4.1, LICQ para restri¢cdes de igualdade, desigualdade e igualdade e igualdade.
Nosso interesse nesta secdo € estudar as condi¢des de qualificacdo e verificar que a condig¢do
de qualificacdo de dependéncia linear positiva implica na de quasenormalidade. Exporemos
as relagdes de implicacdo entre as condi¢des de qualificacdo estudadas e exibiremos contra-

exemplos para verificar que as demais reciprocas nao ocorrem.

3.1 Definicao de algumas condicoes de qualificacao e suas
relacoes

Nesta secdo, estudaremos o Artigo [4], mostrando que a condi¢do de dependéncia linear
positiva dos matemdticos QI e WEI implica em restricdo de qualificacdo de quasenormalidade,
mas a reciproca ndo é verdadeira. No artigo [7], foi definida pela primeira vez a condi¢do de
qualificacdo de dependéncia linear positiva e s6 recentemente, no artigo [6], foi provado que,
de fato, € uma condi¢do de qualificacio. Em [7] esta condic¢do foi essencial para analisar o

algoritmo de Programacao Quadratica Sequencial.

Definicao 3.1.1. Sejam h: R" — R" e g:R" — R? funcoes continuamente diferencidveis. O

conjunto vidvel Q é definido como:

Q={xeR" h(x)=0, g(x) <0}.
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Também, ¥ x € Q, defina o conjunto de indices de restri¢oes ativas de desigualdade como:

I(x)={ie{l,...,p}| gi(x) =0}, J={1,...,m}.

Definicao 3.1.2 (Condicao de qualificacao de independéncia linear - LICQ). Um ponto
factivel x € Q verifica LICQ se os gradientes {Vgi(x)}icix) U{Vh;j(x)}jes sdo linearmente

independentes.

Definicao 3.1.3 (Condicao de qualificacao de Mangasarian-Fromovitz - MFCQ). Um ponto
factivel x € Q verifica MFCQ se os gradientes das restrigoes de igualdade, {Vhj(x)} e, sdo

linearmente independentes e existe uma direcdo d € R" tal que
Vhi(x)'d=0, jeJ e

Vgi(x)Td <0, iel(x).

Dizemos que x € Q é MF ndo regular se existem Ay, ..., Ay, € R, w; >0,V i€ I(x) com

Z A+ Z Wi >0, satisfazendo
= i)

m
Z QLthj(X) + Z ,LL,-Vgi(x) =0.
J=1 icl(x)
Note que um ponto Mangasarian-Fromovitz ndo regular é exatamente um ponto que nao
satisfaz a condicao de qualificagdo MF. Pontos factiveis que satisfazem MFCQ serdao chamados

Mangasarian-Fromovitz regulares.

Definicao 3.1.4 (Condicao de qualificacao de posto constante - CRCQ). Dizemos que x €
satisfaz CRCQ se a independéncia linear do subconjunto dos gradientes ativos - restrigoes de
igualdade e desigualdade - em x implica que esses gradientes sdo linearmente dependentes, V' y

em alguma vizinhanga de x.

Definicao 3.1.5 (Dependéncia Linear Positiva). Sejam x € Q, Iy C I(x), Jo C J. Dizemos que
o conjunto dos gradientes {Vg;(x)}icr, U{Vhj(x)}jcy, € linearmente dependente positivo se

existem escalares {&;} ;. {Bi}icy, tais que

ﬁi > 07 Vie 107
Jj€Jo i€l
Z OCJ'V]’I]'(X) —+ Z B,-Vgi(x) =0.
Jj€Jdo i€ly

Caso contrdrio, dizemos que {Vg;(x)}ici, U{Vh;(x)} jes, € independente linear positivo.
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Definicao 3.1.6 (Condicao de qualificacao de dependéncia linear positiva constante - CPLD).
Um ponto factivel x € Q é dito satisfazer CPLD se é MF regular ou, para alguns Iy C I1(x), Jy C
{1,...,m} tal que o conjunto dos gradientes {Vg;(x)}ici, U{Vh;j(x)} jey, € linearmente depen-
dente positivo, existe uma vizinhanga N (x) de x tal que o conjunto dos gradientes {Vg;(y) }icr, U

{Vh;(y)}jey, € linearmente dependente, ¥y € N(x).

Claramente temos que MFCQ implica em CPLD. No entanto, a reciproca ndo é verdadeira.

Basta considerar o seguinte conjunto: A (x) = xj, hy(x) = x.

Definicao 3.1.7 (Propriedade B-sequencial). Dizemos que x € Q com restri¢des ativas I(x)

satisfaz a propriedade B-sequencial relativa aos escalares Ay, ..., Ay e Wi, i € I(x) se existe

uma sequéncia de pontos, ndo necessariamente factiveis, y, € R" tal que klim yvi=xe Vj€E
—>00

{1,....m} tal que A; # 0 eV i € I(x) tal que p; # 0, tem-se
Ajhj(vi) >0 e wigi(yk) >0, Vke{0,1,...}.

Definicao 3.1.8 (Condicao de qualificacao de quasenormalidade). Dizemos que x € Q satis-
faz a condicdo de qualificacdo de quasenormalidade se é MF regular ou, sendo MF ndo regular
com escalares Ay, ..., Ay € Wi, i € [(x), entdo ndo cumpre a propriedade B-sequencial relativa

a esses escalares.

Em outras palavras, a quasenormalidade diz que a propriedade B-sequencial ndo pode ser

satisfeita se x ndo é MF regular.

Definicao 3.1.9 (Propriedade P-sequencial). Diz-se que x € Q com restri¢des ativas I(x) obe-
dece a propriedade P-sequencial relativamente aos escalares Ay, ..., Ay € Wi, i € I(x) se existe

uma sequéncia, ndo necessariamente de pontos factiveis, y; € R" tal que 1im y;, = x implica em
k—yo0

Y Aihi(i)+ Y, migi(ve) > 0.

j=1 icl(x)
Definiciio 3.1.10 (Condicao de qualificaciio de pseudonormalidade - PCQ). E dito que x € Q
satisfaz PCQ se x é MF regular ou, sendo MF ndo regular com escalares Ay, ..., Ay e W, i €

I(x), entdo ndo cumpre a propriedade P-sequencial relacionada a estes escalares.

Em outras palavras, PCQ traduz que a propriedade P-sequencial ndo pode ser satisfeita

quando a qualificacdo MF nao é cumprida em x.

A fim de provar que a CPLD implica na condicao de quasenormalidade, precisaremos de
3 resultados do Célculo de vérias variaveis, os quais colocaremos nos Lemas 3.1.13, 3.1.14 e

3.1.15 e referenciaremos as demonstragoes.
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Definicao 3.1.11. Um conjunto K C R" chama-se cone quando
deK = tdeK,VteR,.

Definicao 3.1.12. Seja S = {x1, x2,...,x,} um conjunto de vetores de um espago vetorial.

Entdo uma combinagdo linear conica de elementos de S é formada através de
a1x)+axxy +...+apxy,

emquea; >0,i=1,....,ne

n
a; qualquer.

i=1

Lema 3.1.13. Sejam D C R" conjunto aberto, x € D, F : D — R"; F € C(D) e assuma F'(x)

ndo singular, denotando F = (fi,..., fn).

Pelo Teorema 2.2.4, F é um homomorfismo entre uma vizinhanga Dy de x e F(Dy); além
disso, F~' : F(Dy) — D estd bem definida.

Assuma que g € {1,....n—1}, f:D =R, f € CY(D) é tal que Vf(y) é uma combinacéo
linear de {V fi(y),...,Vfy(y)}, Vy€D.
Defina ¢(u) = f[F~'(u)], V u € F(Dy), entdo

2

(u)=0,YueF(Dy),j=q+1,...,n.
du;

Demonstracao. Encontra-se a demonstrag@o no livro [3] ou outro texto de Analise.

Lema 3.1.14. Sejam f, f1,...,fq : D C R" — R continuamente diferencidveis, x € D, sendo D
conjunto aberto. Assuma que {V fi(x),...Vfy(x)} é um conjunto linearmente independente e

Vf(y) é uma combinagdo linear de {V fi(y),...,Vf,(y)} .,V y € D. Em particular, V f(x) =
Zq: AV fi(x). Entdo existem Dy C RY uma vizinhanga aberta contendo (fi(x),. .., f4(x)) e uma
}lezgdo ¢ :Dy » R, ¢ € C'(Dy) tais que V' y € Dy obtemos (f1(y),...,f;(y)) €Dz e f(y) =
PO o) Além diso, 3= G2 i) 7= 1,

Demonstracao. Encontra-se a demonstracao no livro [3] ou outro texto de Anélise.

Lema 3.1.15 (Caratheodory). Sejam G um cone para algum G C R" e x € G. Entdo x pode

ser escrito como uma combinagdo conica de m, m < n vetores linearmente independentes de
G.
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m
Demonstragao. Se x pertence ao cone G, entao x = Z Ajajcomay,....an € GeAy,..., Ay >
j=1
0. Se os ags sao linearmente independentes, entdo m < n e o resultado fica provado. Se ay,...,a;
sao linearmente dependentes, entdo existe (Uj, ..., Wy) # (0,...,0) tal que
m
Z Hu jaj = 0.
j=1

A
SejaA*= max {A>0|A;—Au; >0,V j=1,...,m} = min (l-l_] | >0, )= 1,...,m>;
J
como podemos assumir a existéncia de pelo menos um y; > 0, temos que 0 < A* < co,

m
Seja A/’ = Aj —A*u; > 0. Entdo x = Y Aja; e existe um indice " talque A/ =0e
j=1

portanto podemos reduzir o nimero de a’js.

Aplicando esse método recursivamente chega-se a um subconjunto de {ay,...,a,;} linear-

mente independente que gera x.

Teorema 3.1.16. Sejam h: R" — R, g : R" — R? continuamente diferencidveis, conjunto
vidvel X = {x € R" | h(x) =0, g(x) <0} e x € X satisfazendo CPLD. Entdo, x obedece a

condigdo de qualificacdo de quasenormalidade.

Demonstracdo. Assuma que x € X satisfaz a condicdo CPLD. Assim, se x € MF regular temos
a implica¢do. Suponha entdo que x é MF nao regular. Logo, existem Aj,..., A4, € R, u; >

0, Vi€ I(x) tais que
ZMJ'H- Z ui>0e
j=1

i€l(x)
Y AVhi(x)+ Y, wiVgi(x) =0. (3.1)
Jj=1 i€l(x)

Defina:
L) = {j € {1,...m}| 2; >0},
L(x)=1{je{l,....m}| 2; <O},
Io(x) = {i € I(x)| i > O}

Da Equacao (3.1),

Y Avhix)+ Y Avhix)+ Y wiVgilx) =o0. (3.2)

JELL (%) JEL-(x) i€ly(x)
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Assuma, primeiramente, que /4 (x) # 0. Seja j; € I, (x). Entdo, da Equacéo (3.2),

Ay Vhj(x)=— Y ALVhi(x)— Y AVhi(x)— Y wiVgi(x)

Jel ()\{j1} Jjel-(x) i€l (x)

Consideremos as duas seguintes possibilidades:
Vh; (x) =0, (3.3)
Vhj, (x) #0. (3.4)

Se a Equagdo (3.3) acontece, o conjunto unitdrio {VA; (x)} € linearmente dependente posi-
tivo. Entdo, pela condi¢gdo CPLD, obtemos que o conjunto {V#;, (y)} é linearmente dependente
para todo y em alguma vizinhanga aberta de x. Ademais, VA; (y) = 0 para todo y em alguma
vizinhanga aberta de x . De &}, (x) = 0, concluimos que /;, (y) = O nessa vizinhanga. Assim,
a sequéncia y; — x tal que &;, (yx) > 0 ndo pode existir. Consequentemente, a propriedade

B-sequencial relativa a A,...,A, e l;, i € I(x) ndo pode acontecer.

Agora, assuma que a Equacdo (3.4) ocorre. Entdo, pelo Lema 3.1.15 , existem

Lea(x) C L)\ {in}s - (x) € L (%), Ioo(x) € fo(x)

tais que os vetores

{th(x)}j€]++(x)7 {th(x>}jel,,(x)’ {Vgi(x)}ieloo(X) 3.5)

sdo linearmente independentes e

Ay Vhi(x)=—= Y A;Vhix)— Y} AVh - Y mVgix), (3.6)

JEL+ (%) JEL—(x i€loo(x)
com A_j >0,V jelii(x),
2j<0,Vjel _(x),
@i >0, Vi €lIy(x).

Da independéncia linear dos vetores na Equacdo (3.5) e da continuidade da derivada, os vetores

VR jery 0 VRO Y jer () {V8i0) ien ) (3.7

sao linearmente independentes para todo y numa vizinhanga de x. Mas, pela condi¢ao CPLD,

Aj Vi () VR jer, o VRO jer o {V&O) Yicto)
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sdo linearmente dependentes para todo y numa vizinhanga de x. Dessa forma, A; Vi; (y) deve
ser uma combinacao linear dos vetores na Equacgdo (3.7) para todo y numa vizinhanga de x.

Por simplicidade e sem perder generalidade, escrevemos:
Liy(x)={1,...om}, I__(x)= {mi+1,....mp}, Io(x) ={1,...,p1},

commy + p1 =4q.

Pelo Lema 3.1.14 , existe uma fungo suave ¢ definida numa vizinhanca de (0,...,0) € R?

tal que, para todo y numa vizinhanca de x,

Aj h]l(y) = (p(hl(y)v"'7hm2(y)7gl(y>7'"vgpl(y))' (38)

Agora, suponha que {y;} é uma sequéncia que converge para x tal que
hj(yk) >0, j=1,...,my,

hi(yi) <0, j=m+1,...,my,
gi(yk)>0’ i:]‘?""pl'

d
Das Equagdes (3.6) e (3.8) e do fato de que A; = a_i(hl ),y (9),81(3),---,&p, (), para

k suficientemente grande temos que A; /1, (yx) < 0. Mas isso implica que a propriedade B-
sequencial ndo acontece. As provas para os casos I_(x) # 0 e Ip(x) # 0 sdo anédlogas a esses

casos. Portanto, CPLD implica quasenormalidade.

3.2 Relacoes com outras condicoes de qualificacao

Nesta secdo, exibiremos alguns contra-exemplos mostrando que algumas implicacdes das

condicdes de qualificacdo definidas na Secdo 3.1 ndo ocorrem.
Exemplo 1: [Condicao de qualificacao de quasenormalidade nao implica CPLD]

Cason=2,m=2,p=0
/’l](X],XQ) = xpe!
ha(x1,x2) = x2

x*=1(0,0)
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Temos que Vi (x*) = Vhy(x*). Da equagdo
MVhy (x*) + QLQth(x*) =0,

seque que A; = —A,. Consequentemente, a propriedade B-sequencial ndo ocorre porque o sinal
de hy(x) é o mesmo que h(x), ¥ x € R%. Logo, x* satisfaz 2 condicdo de quasenormalidade e
assim, para toda vizinhanga de x*, existem pontos em que Vi e Vh s@o linearmente indepen-

dentes. Assim, CPLD nio € satisfeita em x*.
Exemplo 2: [CPLD nao implica CRCQ ou MFCQ]

Tomen=2,m=0, p=4,x*=(0,0)

g1(x1,%2) = x1 Vgi(x) = (1,0)
g2(x1,x2) = x1 +x° Vega(x) = (1,2x2)
g3(x1,x2) = x1+x2 Vgs(x) = (1,1)
ga(x1,x2) = —x1 —x2 Vea(x) = (=1,-1)

De Vg3(x*) + Vga(x*) = 0, vemos que x* ndo satisfaz MFCQ. Como Vg;(x*) e Vg(x*)
sdo linearmente independentes, pela continuidade da derivada, em toda vizinhanga de x* existem

pontos em que Vg;(x) e Vga(x) sdo linearmente independentes. Assim, x* ndo satisfaz CRCQ.

Mostremos que vale CPLD. Assuma que i; > 0,i=1,...,4

4 4
Yui>0e Y uvg(x)=0. (3.9)
i=1 i=1

Se up = 0, da Equagdo (3.9), temos que Vg;(x*), Vgs(x*) e Vga(x*) sdo linearmente de-
pendentes. Agora, como g;, g3 € g4 sdo lineares, Vg (x), Vgs(x) e Vga(x) sdo linearmente

dependentes V x € R%. Se u, > 0, temos que
,ul(l,O)—I—,uz(l,O)—|—,u3(1,1)—|—,u4(—1,—1) = (070)7

o que nos fornece U3 = Us € U = — o € assim Uy + Uy + Uz + wa = 23 > 0. Observe que para
toda vizinhanga N(x) de (0,0) = x*, temos que Vg3(x) e Vgs(x) sdo linearmente dependentes
V x € N(x). Logo, cumpre CPLD.

Exemplo 3: [CPLD nao implica condicao de pseudonormalidade]



31
Tomen=1,m=0,p=2,x*=0

gl(xl):_xl Vgl(xl):—l
g (x1) =x1 +x12 Vgo(x1) = 1+2x

LSS

O ponto x* ndo é MF regular pois Vg (x*) + Vga(x*) = 0. Mas, g1(x1) + g2(x1) = x
0, V x; # x*, donde vale a propriedade P-sequencial. Agora, note que Vg (x*) #0 e Vgp(x*) #
0 e Vgi(x), Vga(x) sdo linearmente dependentes, V x € R. Assim, x* obedece CRCQ e, con-

sequentemente, CPLD.
Exemplo 4:[Pseudonormalidade nao implica CPLD]

Tomen=2,m=0,p=2,x"=(0,0)

g1(x1,x2) = —x

g2 (x1,%0) = x1 — x1%x°

Entﬁo, Vgl (xl,xz) = (—I,O)T € Vgg(xl,xz) = (1 —2X1XQ2, —ZXIZXQ)T. LOgO, \ Uy =uy > 0

temos:
w1 V81 (0,0) + 12Vg2(0,0) = (0,0)".
Também,
1181 (x1,%2) + Mg (x1,x2) = —ix1*x2” <0, V (x1,x2) # (0,0).

Portanto, x* cumpre a condi¢ao de qualificacdo de pseudonormalidade. Por outro lado, Vg;(x)

e Vga(x) sdo linearmente independentes se x; # 0, x # 0. O que nos diz que CPLD nio ocorre.

Através dos conhecimentos supracitados, podemos compactd-los em uma tabela compa-
rando as relagdes entre essas condi¢des de qualificacdo, ou seja, quando uma implica ou nao em
outra e que algumas condi¢des sdo mais fracas que outras, donde podemos verificar que pontos

satisfacam certas condi¢des sem exigir muitas hipéteses.



Pseudonormalidade

Quasenormalidade

Figura 1: Tabela de implicacdes das condi¢des de qualificacio

32
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Capitulo I

Aplicagao: Método de Lagrangeano

Aumentado sob condi¢cao CPLD

Nesta se¢ao estudaremos algoritmos de Lagrangeano Aumentado, como no Artigo [10] com
destaque para a condi¢ao de dependéncia linear positiva constante dada na Definicdo 3.1.6, e sua
influéncia na convergéncia desses algoritmos através do estudo do Artigo [9]. A relevancia deste
estudo esta no fato de que resultados de convergéncia que tém, em suas hipdteses, condi¢des
de qualificacdo fracas sao mais fortes do que aqueles baseados em condi¢des de qualificacdo

fortes.

A 1ideia chave para desenvolver as condi¢des necessdrias e suficientes para um problema
de otimizagdo com restri¢oes € transforma-lo em um problema de otimizacdo sem restri¢coes
e aplicar as condicOes para este caso. Uma forma de fazer esta transformacgdo € através da
introducao de uma func¢ao auxiliar, chamada de funcao de Lagrange, definida como na Equagao
(2.18).

Sejam F: R" - R", h:R" - R" e Q = {x € R"| [ < x < u}. Assuma que / admita

primeira derivada continua num conjunto aberto contendo €.

Seja Z4 o operador da projecdo euclidiana num conjunto fechado e convexo A. Um ponto

x € R" é dito satisfazer KKT com relag¢ao ao problema definido por F, 7 ¢ Q se 3 A € R™ tal
que

Pox—F(x) = Vh(x)A] —x =0, h(x) =0, x € Q. 4.1)

Se f: R" — R ¢ diferencidavel e F = V f, a Equacao (4.1) representa as condi¢cdes de KKT do
problema:

minimizar f(x), sujeitoa h(x) =0, x € Q. 4.2)
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Apresentaremos um algoritmo de Lagrangeano Aumentado para resolver o Problema (4.2).
Por um lado, caracterizaremos situacdes em que pontos limites invidveis existem, usando hipéteses
mais fracas que a condi¢do de qualificacdo LICQ dada pela Definicao 3.1.2. Por outro lado, o
fato de que pontos limites factiveis sdo pontos de KKT seguird usando a condi¢ao de qualificacao
de CPLD dada na Defini¢do 3.1.6.

4.1 Algoritmo do Lagrangeano Aumentado

Assumimos F continua. Dados x € Q, A € R™, p € R, definimos:

G(x,),,p) = F(x) + i_n; l,-Vhi(x) + ipihi(x)Vhi(x).

Se o sistema de KKT € originado de um problema de minimizac¢ao suave, 0 mapeamento F

¢ gradiente de alguma f : R” — R. Neste caso, definimos, para p € R, :

m 1 m
L(x,A,p) = f(x)+ Z Aihi(x) + 5 Z pihi(x)z.
i=1 i=1
Esta é a funcdo do Lagrangeano Aumentado associado a Equagao (4.2).

Algoritmo 4.1.1. [Algoritmo A]

Dados xg € Q, T€[0,1],7> 1, —00 < Apin <0 < Apax < o0, p1 € RY_, A1 € [Ain, Amax]™- Seja

{&}ren C Riy sequéncia que converge para 0.

Passo 1. Inicializa

Facak <+ 1.

Passo 2. Resolva o subproblema

Compute x; € Q tal que

| Paox — G(xk, Ay )] — %k oo < &k (4.3)

Passo 3. Estime os multiplicadores
Defina,Vi=1,...,m,

[Ait1]i = [Meli + (o) ihi(xx) - 4.4)

Se h(xy) =0 e Polxi — G(xg, A, pr)] — X = 0, termine a execucdo do algoritmo. Neste

caso, xi € ponto KKT e Ay é o vetor dos multiplicadores de Lagrange associado.
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Sendo, compute

j~k+l € [Zminaimax]m-

Passo 4. Atualize os pardmetros de penalizacdo

Defina Ty ={i € {1,...,m}| hi(xi) > T || h(x¢—1) ||} Se Ty = 0, defina piy1 = pi.
Sendo, defina

Pi+1 = VPk-

Passo 5. Comece nova iteragdo

Faca k < k—+1 e vd para Passo 2.

Os Algoritmos de Lagrangeano Aumentado sdo baseados na resolu¢do de iteragdes inter-
nas, onde calcula-se x; satisfazendo a Equacdo (4.3). No caso de minimizacdo (F = Vf), a
maneira mais razoavel para obter essas condi¢des € resolver aproximadamente o problema de
otimizagao:

minimizar L(x, A, py), sujeitoa x € Q. 4.5)

Agora investigaremos sobre que condi¢des um ponto limite factivel de uma sequéncia ge-
rada pelo Algoritmo de Lagrangeano Aumentado gerado pelo Algoritmo 4.1.1 € um ponto KKT.
Usaremos na prova que um ponto limite factivel cumpre KKT se satisfaz a condi¢do CPLD
dada pela Defini¢ao 3.1.6. Recentemente, como no artigo [6], foi provado que, de fato, CPLD

€ condicao de qualificacdo.
Considere o problema:
minimizar f(x), sujeito a h(x) =0, (4.6)

em que & : R" — R™. Assumindo a condi¢do CPLD conforme Definicao 3.1.6, o resultado que

se segue € mais forte do que se assumissemos a condi¢cao LICQ da Defini¢do 3.1.2.

Teorema 4.1.2. Assuma que {x;} é sequéncia gerada pelo Algoritmo 4.1.1 e seja x* ponto
limite factivel que satisfaz a condicdo CPLD da Definicdo 3.1.6. Entdo, x* é ponto KKT do
Problema 4.6.

Demonstracdo. Escrevemos G¥ = G(xy, A, pi). Defina, V k € N, v = Pq (x, — GY).

Logo, v; € R" € solucdo de

minimizar || v— (x; — G¥)||2?, sujeitoa [ <v <u.
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Pelas condigdes de KKT para este problema, 3t € R’ , ux' € R’ taisque Vk € N

ve— 3+ G+ Y [ iei— Y [ )iei =0 4.7)
i=1 i=1
(S [,uk”]i(ui — [xk]i) = [‘Ltkl]i(li — [xk],-) = O, Vi= 1,.. ., n. (4.8)

Pela Equacao (4.4), klim (vi — x¢) = 0. Entdo, pela Equagio (4.7),
—>00

lim (Gk + Y [t iei = Y [Nkl]iei) =0.

i=1 i=1

Também, definindo A, | como na Equacdo (4.4), ou seja, [Agy1]; = [Ae]i + [ox]iki ()
Jim (F () + VA(x) A1 + Y [ e — Y [Nkl]iei) =0. (4.9)
° i=1 i=1

Assuma agora que K C N tal que

limx;, = x™. (4.10)
kekK

Defina:
L={ie{l,...,n}| [x*]i =1},

L={ie{l,...n}| [x"]i = ui},
Lh={ie{l,..n} | <[x"]; <u}.
Da equacdo 4.10, existe kg € N tal que para todo k € K, k > ko,
i€ly=1; < [xi]i < u.
Agora, pela equacdo 4.8, V k € K,k > ko, temos que:
()i =0, Vigl,
e [w'li=0,Vi¢l,

Conforme equacio 4.9,

lim (F(xk) + V() s + Y [N = Y [.Ukl]iei) =0.
kek icl, icl)
Defina, para k € K, k > ko,
Ex = F(x) + Vh(x) M + Y, [Yiei = Y e

icl, icl)



Claramente,
limEk =0
kek
e Ep—F(u) =Vha) e+ Y [Te — Y [ ]e
icl, i€l

para todo k € K, k > k.
Pelo Lema 3.1.15, sabemos que V k € K, k > kg existem
Z( g {1,‘..,7’”}, de g Iu> Ek g Ila

[Xk]iZOViEZw [ﬁ/?]iZOViEEk, [ﬁlﬁ]iZOViEZk

tais que os vetores
{Vh(xi)}icrs {eiticr,» {—eiticr,

sdo linearmente independentes e

Ei—F(x) = Y WiVhia) + Y e — Y [ e

iEE( ieﬂk i€]~[k
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4.11)

Como s6 ha finitos conjuntos possiveis para Iy, I, Ij; , existe um conjunto infinito de indices

KiC{keK|k>ko}

tal que

Le=1T, Lo =1, I =1,
V k € K;. Ainda, da equagao 4.11,
Ep—F(x) = Zjik]iv}li(xk) + Z [k ]ei — Z [ e
iel iel, il
e os vetores
{Vhi(xi)}iep {eiticr» {—eiticr

sdo linearmente independentes V k € K;. Defina

S = max{max{|[4],], i € Ty, max{|[&],}, i € L.}, max{|[&l],J, i € 1}}.

Consideremos as duas seguintes possibilidades:

L {Sk}iek, € limitada;

2. {Sk}rek, € ilimitada.

(4.12)

(4.13)
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No primeiro caso, exite K, um subconjunto infinito de K tal que

Jim (Al = A,

klgll(lz [ﬁll:]l :ﬁzu >0,Viel,

im 2] = ! > =
,}éllg[uk], B >0,viel

Entdo, tomando limite em 4.12 para k € K3, obtemos que x* € ponto KKT.

Suponha agora que ocorra o segundo caso. Seja K3 subconjunto infinito de K tal que

klir[? Sy =o€ S, >1 V ke K3. Dividindo ambos os lados da equagdo 4.12 por Sy para todo
€K3

k € K3, obtemos:

. ~u . ~l .
= Z [gk]thi(xk) + Z [‘;];]’ei - Z “gfk]’ei. 4.14)
icl;

Ek — F(xk)
Sk

iel iel,
Pela defini¢do de Sy, essa quantidade é o médulo de um dos coeficientes [ik]i, [T [,[Ikl]i que
ocorre em (4.14). Portanto, podemos extrair um subconjunto infinito K4 C K3 tal que , para todo

k € K4, S, ¢ o mdédulo do mesmo coeficiente. Mas, como

%]" <1, % <1, @ <1,
existe Ks, subconjunto infinito de Ky, tal que
G T tim P s o, tim [, — ' >0.
keKs Sy " keks Sy "7 7 keks Sy -

Tomando limite em ambos os lados da equagdo 4.14 para k € K5, obtemos que

Z%,Vh,-(x*) + Z [.Ni;lei — Z ,LNLile,‘ =0.

i€l iel, el

Além disso, pela escolha de K4, 0 médulo de pelo menos um dos coeficientes 7L,~, n, ﬁll ¢ igual

a 1. Logo, pela condicao CPLD, os gradientes

{Vhi(x)}ie {ei}iefu’ {_ei}iefl

devem ser linearmente dependentes numa vizinhanga de x*. Mas isso contradiz (4.13). Portanto,

{Sk}xek, € limitada e conforme prova do caso anterior, limitado, x* ¢ KKT.
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Este resultado € relevante pois, antes de ser apresentado em [9], a convergéncia do Algo-
ritmo de Lagrangeano aumentado era obtida sob a condi¢ado MFCQ em relag@o ao ponto limite
do algoritmo. Relembrando que, da Figura 1, temos que MFCQ é uma condicao de qualificacdo

mais forte do que a CPLD.



40

Capitulo

Conclusao

Neste trabalho, o objeto de estudo foi condi¢des de otimalidade e condi¢des de qualificacao.
Iniciamos a abordagem pelo problema de minimizac¢ao sobre conjuntos irrestritos, concluindo
condicdes a que um minimizador local deve satisfazer, bem como caracteristicas que pontos
devem cumprir a fim de serem candidatos a tais requeridos pontos. Do fato de que essa classe
de problema ndo tem grande aplicabilidade na realidade, adentramos na minimizagao sobre
conjuntos com restricoes, passando por igualdade, desigualdade e conjuncao destas. Note-se
que as conclusdes sdo andlogas nessas hipéteses de restricdes, com modificagdes pequenas e

ideias parecidas.

Destaco os resultados de condi¢cdes necessdrias e suficientes, tratados no Teorema 2.2.9
e Corolario 2.2.10 para conjuntos de igualdade e posteriores modificagdes para as demais
restricdes. O Teorema de Karush-Kuhn-Tucker € importante computacional e teoricamente,
e a demonstracao € feita supondo a independéncia linear dos gradientes no ponto analisado.
No entanto, aplicabilidade em algoritmos préticos €, por muitas vezes, dificil. Donde faz-se

necessdrio o estudo de outras maneiras de determinar pontos minimizadores locais.

Sob esse aspecto, estudamos condi¢des de qualificacdo, as quais quando aplicadas junto
com a condi¢do de um ponto ser minimizador local implica no Teorema de Karush-Kuhn-
Tucker. Verificamos que a condi¢cdo de qualificacdo de dependéncia linear positiva implica
quasenormalidade, discutimos as implicacdes entre elas e verificado que algumas sdo realmente

mais fortes que outras.

Com o objetivo de ilustrar uma aplicacdo, na Secdo 4 estudamos um algoritmo de Lagran-

geano Aumentado sob a condi¢do de qualificacdo de dependéncia linear positiva constante.

No que concerne o estudo envolvido neste trabalho, ressalto que foi relevante para a cultura
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matematica, bem como desenvolvimento do gosto pelo saber, despertando interesse pela drea

de Otimizacao Matematica, a qual pretendo seguir.
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