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Introducao

Entre 1500 e 1515, o matemaético italiano Scipione del Ferro descobriu um

procedimento para resolver a equagao cibica 2% + px = ¢ (p,q > 0).

[...] Del Ferro mostrou que a equagao é resoluvel por radicais. A solugao
de Del Ferro colocou o seguinte desafio para os algebristas: sera que toda

equacao algébrica é resoluvel por radicais?

[...] As pesquisas visando responder a essa questao se arrastaram por
mais de dois séculos e meio, frustraram alguns dos grandes matematicos
desse periodo e contribuiram decisivamente para a criacao do conceito

de grupo.

[...] Com o tempo, verificou-se que a idéia de grupo era um instrumento
da mais alta importancia para a organizacao e o estudo de muitas par-
tes da matematica. Em nivel mais elementar, um exemplo é a teoria
das simetrias, muito importante para a cristalografia e a quimica, por
exemplo. Essencialmente, os grupos podem ser usados para retratar
simetrias geométricas: a cada figura associa-se um grupo, grupo esse

que caracteriza e retrata a simetria da figura.

Nesse trabalho, o leitor vai conhecer os principais conceitos, propriedades e
resultados da teoria de grupos que, como dito anteriormente, servira de base para
os mais variados ramos da matematica. Apresentamos uma disposicao geral de
nosso trabalho.

No capitulo 1, estudamos os conceitos de grupos e subgrupos, bem como suas
principais propriedades. Apresentamos alguns exemplos, a fim de fixar melhor os
conceitos estudados.

No capitulo 2, estudamos classes laterais e fornecemos exemplos das mesmas,

mostrando inclusive que podemos ter classes laterais a esquerda que nao sao classes



laterais a direita e vice-versa. De posse do conceito de classe lateral a direita (a
esquerda), apresentamos os conceitos de subgrupos normais e de grupos quocientes
que sao importantes para o estudo de grupos. Os principais motivos para estudar-
mos grupos quocientes é para obtermos outros grupos a partir de um grupo dado,
assim como, para identificarmos um grupo mais simples e facil de trabalharmos
com outro mais complexo, via isomorfismo de grupos. Mais uma vez apresentamos
exemplos para fixagao.

No capitulo 3, estudamos os conceitos de homomorfismo e isomorfismo, bem
como resultados importantes desses conceitos que serao de extrema utilidade para
os conceitos apresentados no capitulo 4. Uma importante aplicagao de isomorfismo
de grupos é o teorema de Cayley que afirma que todo grupo G é isomorfo a um
subgrupo do grupo das permutacoes de G.

Finalmente, no capitulo 4, estudamos o teorema do homomorfismo, um dos
principais sendo o mais importante dos teoremas vistos na teoria de grupos. Apre-
sentamos também seus corolarios a fim de aprofundarmos o estudo e aplicarmos o

dito teorema.



Capitulo 1

Grupos

Nesse capitulo, o objetivo principal é apresentar defini¢coes, propriedades e

exemplos de grupos.

1.1 Definicao e exemplos

Seja G um conjunto ndo vazio onde estd definida uma operagao entre pares de

G, denotada por

x: GxG = @G
(r,y) +— x*y.

Dizemos que o par (G, *) é um grupo se sao validas as seguintes propriedades:

Gi)ax(bxc)=(axb)*cV a,b,c€ G, ou seja, a operagao * é associativa;

Gy) de € Gtal que axe =exa = a, V a € G, dizemos que e é o elemento
neutro para a Operagao x;

G3)VaeG, 3beGtal queaxb=>bxa = e, oelemento b € G é chamado
simétrico para a em relacao a operacao .

Se ocorre a xb = bx*a, V a,b € G, dizemos que o grupo (G,*) é um grupo
comutativo ou abeliano (em honra ao matemdtico noruegués N.H. Abel - 1802-
1829).

A fim de simplificar notagoes usamos G ao invés de (G, *) para denotar um
grupo. Usamos também a - b = ab, em vez de a * b, para representar o resultado
de a operado com b. Disso, fica claro que estamos usando notacao multiplicativa.

Nesse contexto, o elemento b tal que ab = ba = e é chamado inverso de a e o



denotamos por b= a~! e G ¢ dito um grupo multiplicativo, (G, -).

Definigao 1.1. Seja G um grupo multiplicativo. Se a € G e m € Z, a poténcia
m-ésima de a de expoente m, € o elemento de G denotado por a™ e definido da

sequinte maneira:
e se m=0
" mlg se m>0
(a=™)71 se m<0.
Proposicao 1.2. Propriedades imediatas de um grupo. Seja (G,-) um grupo.
(i) O elemento neutro é tnico;
(ii) Para cada a € G, eziste inico b € G tal que ab = ba = e, ou seja, o
elemento inverso € unico;
(iii) a™a™ = ™", VYa € G, ¥ m,n € Z;
(iv) (a™)* =a™",Ya € G,V m,n € Z;
(v) (ab)~! =b"ta"t.

Demonstragdo. (i) Sejam e, ey € G elementos neutros de G. Logo, e = ejes = es.
(ii) Sejam by, by € G tais que ab; = bja = e e abs = bya = e. Segue que
by = eby = (baa)by = ba(aby) = b e portanto, by = bs.
(iii) Demonstramos primeiro para o caso particular: n > 0em+n > 0. O
raciocinio sera por indugao sobre n.

m 0 m m+0 __

Se n = 0, entdao a™a™ = a™a’ = a™e = " = a = g™,

Portanto, a
propriedade é verdadeira quando n = 0.

Seja r > 0 e suponhamos que, para qualquer inteiro m tal que m + r > 0, se
tenha ™" = a™a”. Entdo a™a’+ a™(a"a) = (a™a")a () gmtrg & gman)+1,
Em (%) usamos definigdo de poténcia e em (*x) usamos a hipétese de inducao.

Para o caso geral, sejam m e n inteiros quaiquer. Tomemos um nimero inteiro

p>0talque p+n>0ep+m-+n >0, o que obviamente sempre é possivel,

pois Z é ilimitado superiormente. Isso posto, observemos primeiro que, devido a

defini¢ao, aPa™P = aP(aP)~! = e. Entdo
gmtn  — am-i-n(apa—p) = (am+nap)a—p
amtn)tpg—p = gmt(ntp)g—p
= (a™a"P)a? = [a™(a"aP)]aP
= [(a™a™)aPla™? = (a™a")(aPa"P)
= (a™a")e = ama".

(iv) Demonstramos primeiro para o caso particular: n > 0 e mn > 0. O

raciocinio serd por indugao sobre n.



Sen = 0, entdo (a™)" = (a™)? = e = a® = a™" = a™". Portanto, a propriedade

é verdadeira quando n = 0. Seja r > 0 e suponhamos que, para qualquer inteiro m

tal que mr > 0, se tenha ™" = (a™)". Entdo (a™)" ! = (a™)"(a™)* ©) gmrgm ()

a™rtm = ¢+ em (%) usamos a hipétese de inducio e em (%) usamos (iii).
Agora suponhamos n < 0. Entao (a™)" ® [(@™)~ "]~ = (a=™)~! (&) a™m,
usamos em (*) a defini¢do de poténcia e em (xx) a definicdo de inverso.
(v) Temos que (ab)(b"'a™') = ((ab)b~Ha™t' = (a(bb™'))a™! = (ae)a™! =
aa~! = e. Também, (b=ta"1)(ab) = b= (a"(ab)) = b~ ((a ta)b) = b~ 1(eb) =
b=l =e. Logo, (ab)~t =b"ta" L. O

Exemplo 1.3. Seja S um conjunto nao vazio e seja

G={f:5—S: [ bijetora}.
Consideremos o a operacgao composicao de fungoes, e definimos

x: GxG — G
(9. f) = gof

entdo (G, o) é claramente um grupo tendo I como elemento neutro. Esse grupo é
chamado de grupo das permutacoes do conjunto S e denotamos por S(G).

Se S ={1,2,--- ,n} denotaremos esse grupo por Sy, e temos que o nimero de
elementos de S,, é exatamente n!.

Agora vamos mostrar que os grupos S,, n > 3, sao exemplos de grupos nao
abelianos.

De fato, sejam f, g € S,, definidas como segue:

f:4{1,2,3,---,n} - {1,2,3,--- ,n}

f(l):2,f(Q):l,f(ﬂf):CL‘\V/l‘,?)gxgne

g:{1,2,3,--- ,n} —»{1,2,3,--- ,n}

9(1)=2,9(2)=3,93)=1,9(z) =2V, 4 <z <n.



temos que go f # fog.

Exemplo 1.4. Grupo aditivo de classe de restos (Zy,+), n > 2.

Lembremos que, para qualquer inteiro n > 2, o conjunto das classes de resto
médulo n, ou seja, Z, = {0,1,2,--- ,n — 1} é o conjunto quociente de Z pela relagao
de equivaléncia congruéncia médulo n. A adicdo é definida por: @+ b = a + b.

Nao é dificil ver que esta operacao € associativa e comutativa e, além disso, tem

0 como elemento neutro e Va € Z,,3n—a € Z, talque a+n—a=a+n—a =

= 0. Portanto, (Z,,+) é um grupo comutativo.
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Exemplo 1.5. Grupo dos elementos invertiveis de Z,, - (U(Zy), ).

Se considerarmos primeiramente o conjunto Zg com a operagao multiplicativa,
vemos facilmente que 0,2, 3,4 nao possuem inverso em Zg e portanto, (Zg, ) nao é
um grupo. Agora se excluirmos estes elementos, ficamos com o conjunto U(Zg) =
{1,5} cujos elementos sdo invertiveis em Zg, pois 11 = 1, o que implica I-! =1 e
55 = 25 = 1, o que implica que 57! = 5. Este é o grupo dos elementos invertiveis
de Zg.

Mas como descobrir quais sao os elemento invertiveis de Z,? Mostramos a
seguinte afirmagao: 7 € Z,¢é invertivel & M DC(z,n) =1

(=) Temos por hipétese que Z é invertivel. Assim, 35 € Z, tal que Zj = 1, ou
seja, Ty = 1. Portanto, n|zy — 1 e zy — 1 = ng para algum ¢ € Z.

Logo, xy + n(—q) = 1, o que implica, M DC(xz,n) = 1.

(<) Temos por hipdtese que o MDC(xz,n) = 1. Dali, nag + xby = 1, para
convenientes inteiros ag e by (identidade de Bezout). Temos que 1 — xzby = nag e

isso implica que n|1 — by, isto é, xbg = 1 = by = 1 e T é invertivel.

Exemplo 1.6. Grupo das simetrias do triangulo equilatero, Ds.

Para caracterizar geometricamente as simetrias do triangulo equildtero, indi-
quemos seus vértices consecutivamente por 1,2, 3 e consideremos as seguintes retas
pelo baricentro O do triangulo: «, pelo vértice 1, y pelo vértice 2, e z, pelo vértice
3. Denotando-se por Ry, R e Ry as rotagoes de 0,27/3 e 47/3 radianos em torno
de O no sentido anti-horario e por X,Y e Z, respectivamente, as reflexces es-
paciais de 7 radianos em torno das retas z,y e z. Mostremos que o conjunto
{Ro, R1, R2, X,Y, Z} com a composicao de transformagoes é um grupo nao abeli-

ano.



o| Ro | Ry | R | X
Ry | Ro | 1 | Re | X
Z
Y

Ri | R | Ry | Ry
Ry | Ry | Ro | Ry
X| X| Z| Y| Ry| Ry | Ru
Y| Y| X| Z|R | Ry|Ro
Z| Z| Y| X| R | Ri| Ry

Por meio da tdbua acima verificamos o fechamento, que Ry é o elemento neutro
eque Ry' = Ro, R{7' =Ry, Ry' =R, X '=X, Y '=YeZ'=2Z Valea
associatividade por se tratar de composicao de transformagoes, entao efetivamente
se trata de um grupo. Denotamos esse grupo por D3 = { Ry, R1, R2, X, Y, Z}. Como
XY = Ry # Ry = Y X, o grupo nao é abeliano. Por outro lado, observando-se que
R}?=RioR =Ry, XoRy=Ze XoR?=Y,entdo D3 = {R},Ry,R?}, X, X o
Ry, X o R?}.

1.2 Subgrupos

Nessa secao, definimos o conceito de subgrupos, apresentamos algumas de-

finigoes equivalentes e alguns exemplos.

Definigao 1.7. Sejam G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. Dizemos

que H € um subgrupo de G se H for ele proprio um grupo com a mesma operagao
de G.

Se H for um subgrupo de G denotamos isso por H < G.

Antes da proxima proposi¢ao, observamos que se H é um subgrupo de G, ey
é o elemento neutro de H e ex é o elemento neutro de GG, entao eg = eq. Isso
acontece, pois para todo z € H, existem x;ll (o inverso de x em H) e ibél (o inverso

. -1 _ 1. _ -1 _ -1 _ .
de z em Q) tais que xx); =, ¢ =eg e xx; = x5 T = eq. Assim,
_ _ —1y _ -1 _ -1 _
en =epeg =eg(rxg ) = (egw)rs =205 = eq.

Donde, e = eq.

Aproveitamos a oportunidade para mostrarmos que para todo z € H, ml_{l =

1 -1 _ S G RS TN RN DS R I C) N |
xg . De fato, x7y = ey = (vgx)ry =ag (w2 ) =25 en = x5, em que

as igualdades (x) e (*x*) sao devidas ao fato de que ey = eg.



Proposicao 1.8. Sejam G um grupo e H um subconjunto de G. As seguintes
condicdes sao equivalentes:
(a) H é um subgrupo de G;
(b) (i) e € H;
(ii) Ya, b € H tem-se ab € H;
(iii) Va € H tem-se a™! € H;
(c) H#0D eVa, b€ H tem-se ab~' € H.

Demonstragao. (a) = (b) Segue imediatamente da definigao de subgrupo.

(b) = (c) Primeiramente, se e € H entdo H # () e se b € H entdo b~ € H por
(i)

Assim, se a, b € H temos que a, b=' € H e por (ii) segue ab~! € H como
queriamos demonstrar.

(c) = (a) Sendo H # (), 3h € H. Dai, e = hh~! € H. Dado = € H e como
e € H, segue que z~' = ex~! € H. Finalmente, dados =,y € H, sabemos que
y~! € H e portanto, zy = z(y~!)~! € H. Como a associatividade é herdada de G,

segue que H é um subgrupo de G. O

Exemplo 1.9. Seja G um grupo. Entao
Z(G)={a€G: ar =zaVx € G}

é um subgrupo de G. Z(G) é denominado centro do grupo G. Além disso, Z(G) é
um subgrupo abeliano do grupo G.

De fato, e € Z(G) pois ze = ex = x, Y € G. Dados a,b € Z(G), (ab)x =
a(bzx) = a(zb) = (ax)b = (za)b = z(ab), Yz € G. Logo, ab € Z(G). Também, se

a € Z(@G), entdo ar = za, Vo € G. Dai, a '(ax) = a ' (za) = = = (¢ 'x)a =

1 1 1

ra !t = (a"'r)aa! = a7z, ouseja, ra~! = a~lz, Vo € G e portanto, a=! € Z(G).

Finalmente, Z(G) é comutativo, pois para qualquer z,y € Z(G), trivialmente,

Ty = yx.
Exemplo 1.10. Sejam G um grupo e x € G. Se n € Z ja sabemos que

e se n=20
n —
T = 2"l se n>0

(7)1 se n<0.



Se denotarmos < x >= {2™ : m € Z} C G entdao como 2’ = e, (z™)"1 = z™™

e xMx" = ™" (propriedades (iii) e (iv) de grupos) segue que < x > é um grupo
chamado subgrupo ciclico gerado pelo elemento x € G.
No caso em que G =< z >, GG é dito grupo ciclico gerado pelo elemento z.
Em notacgao aditiva

<z >={nzx:necZ}

o grupo ciclico gerado por x e

e se n=10
nr=< (n—1z)+z se n>0
—((—=n)z) se n<0.

Proposicao 1.11. Todo grupo ciclico € abeliano.

Demonstragao. Seja G um grupo ciclico. Entao G =< & >= {2 : m € Z}. Sejam

m ¢y = x". Pela propriedade (iii) de grupos, temos

" e portanto, ™" = g tm

2,y € G. Entio 2 =z

que zMz" = g™t = z"2™. Logo, todo grupo ciclico é

abeliano. O

Exemplo 1.12. O grupo aditivo das classes de restos (Zy,,+), n > 2, é um grupo
ciclico gerado por 1, pois VZ € Z,,, T=a1=1+1+--- + 1 n vezes.

Exemplo 1.13. Seja G = { Ry, R1, R2} com a operagao composigao de fungoes,

o grupo das rotagoes planas do triangulo equilatero. Temos que G é ciclico
gerado por Rj, pois R% =Rse R% = Ryo Ry = Rg.

2

Exemplo 1.14. Considerando u = cos%—i—isenﬁ, o conjunto {1,u,u?, -, u" 1},

para n > 1 é um grupo ciclico gerado por u. Tal grupo é conhecido como o grupo

das raizes n-ésimas da unidade.

2T

Notemos que u" = (cos2E+isen®2)" = cos2m+isen2m = 1. Consequentemente,

para qualquer k € Z, pela divisao de k por n, segue que existem ¢,r € Z tais que
k=ng+7rcom0<r<n-—1. Assim, v = (u™)?u" e com isso, uF = 4" com
0 <r <n—1para todo k € Z, ficando claro que o grupo das raizes n-ésimas da

unidade é gerado por wu.



Capitulo 2

Classes laterais e grupos

quociente

Nesse capitulo, introduzimos os conceitos de classes laterais a direita e a es-
querda. Fixado um subgrupo H de um grupo G, o fato de que classe lateral a
esquerda e a direita de H em G para certos elementos de G podem ser distintas,
traz a necessidade da definicao de subgrupos normais. Tais subgrupos possibilitam

a construcao de grupos quocientes.

2.1 Classes laterais

Proposicao 2.1. Sejam G um grupo e x,y € G. Seja H um subgrupo de G.
Dizemos que * = y(modH) < zy~! € H. Entio = (modH) é uma relacio de

equivaléncia no conjunto G.

Demonstragao. Sejam x,y,z € G. Entao

i)z =2 (mod H) Vo € G pois e = 2z~ € H.
(i) ( )

1 1

ii) Se z = y (mod H) entdo y = x (mod H), pois se xy~ " € H entdo yx~ " =

(
(zy~H)~te H.
(iii) Se x =y (mod H) e y = z (mod H) entdo x = z (mod H), pois

vy leHeyzt e H=mzt = (2y 1) (yz7!) € H.

e isto demonstra a proposicao. O

10



Consideremos agora um elemento qualquer x € G, sua classe de equivaléncia é

definida como

z={yeG:y=x(modH)}.

Assim,y €z <y =2 (mod H)< yr ' =h € H, paraalgum h € H & y = hx
para algum h € H. Logo, Hx = {hxz : h € H} = & e a chamamos classe lateral
a direita de H em G determinada por x. Alertamos o leitor para o fato de que
podemos usar ambas as notacgoes, ou seja, Hx ou Z.

Analogamente a Proposicao 2.1, podemos definir a relagao de equivaléncia x = y
(mod H)& 271y € H.

Nesse caso zH = {xh : h € H} é chamada classe lateral a esquerda de H em

G determinada por x.

Proposicao 2.2. Sejam x,y € H. Entdo Hx = Hy se, e somente se, xy~' € H.

Analogamente, tH = yH se, e somente se, 'y € H.

Demonstragao. (=) Suponhamos Hx = Hy. Sendo assim, x € Hy e isso implica
que =y (mod H) que, por sua vez, implica que zy~! € H.

(<) Suponhamos que zy~! € H. Seja z € Hr. Entdo z = hax para algum
h € H e dai, zy=! = hay™' € H. Logo, z € Hy e Hx C Hy. Analogamente,
Hy C Hx e portanto, Hy = Hx. [

Calculamos abaixo algumas classes laterais e o leitor observard casos em que
classes laterais a direita e classes laterais a esquerda podem ser distintas e podem ser
iguais. Certamente, se o grupo ¢é abeliano, para quaisquer elementos do grupo, suas
classes laterais a direita e a esquerda coincidem, independentemente do subgrupo

em questao.

Exemplo 2.3. No grupo multiplicativo G = {1, —1,7, —i} das raizes qudrticas da
unidade, consideramos o subgrupo H = {1, —1}. As classes laterais a esquerda e &

direita, nesse caso sao:

1H={1,-1} = H1
(—1)H ={-1,1} = H(-1)

iH = {i,—i} = Hi
(—i)H = {—i,i} = H(—i).

Portanto, temos duas classes laterais a direita (que também sao classes laterais

a esquerda), a saber, H1 e Hi (respectivamente 1H e iH).

11



Exemplo 2.4. No grupo das simetrias do triangulo, D3 = { Ry, R1, R2, X, Y, Z} =
{Ro, Ry, R?,X, X o Ry, X o R?}, consideramos o subconjunto H = {Ry, X}. Nao
é dificil observar que H é subgrupo de Ds3. Agora, vejamos as classes laterais

determinadas por Z:

ZoH ={Z Ry}
HoZ={Z Ry}

Vemos neste caso que a classe lateral & esquerda e a direita determinadas por

Z sao diferentes.

Ao observarmos os exemplos acima, percebemos que hé casos em que as classes
laterais & esquerda e a direita sdo diferentes e em outros casos elas sao iguais.
Nosso foco daqui para frente serd nos casos em que elas sao iguais. Porém, antes
disso, mostramos alguns resultados envolvendo classes laterais como, por exemplo,

o Teorema de Lagrange.

Proposicao 2.5. Sejam G grupo e H um subgrupo de G. Entao, para quaisquer

x,y € G, existe uma bijecdo entre Hx e Hy e também entre H e Hx.

p: Hx — Hy
hxr +— hy

Demonstragio. Primeiro mostramos que ¢ é injetora. Suponhamos ¢(ha) = @(h'z).

l=hyy'=h=h=hr=h'z

Entdo hy = h'y = hyy~
Agora mostremos que ¢ é sobrejetora. Seja z € Hy. Entao z = hy para algum
h € H e dai, hx € Hx e ¢(hx) = hy = z. Logo, Hz e Hy possuem a mesma
cardinalidade.
Além disso, seja
p: H — Hz

h +— hx
Temos que ¢ é claramente sobrejetora. Por outro lado, se p(h1) = ¢(hg) entao

hix = hax e isso implica que hy = hy e dai, ¢ é injetora. O

Proposicao 2.6. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Entao existe uma
bijecao entre o conjunto das classes laterais a direita e o conjunto da classes laterais

a esquerda.
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v: {Hr:xe€G} — {zH:zeG}
Hz — v H

Demonstra¢do. Primeiro mostramos que ¢ estd bem definida (ndo depende do re-
presentante). De fato, se Hx = Hy, isto implica que zy~' € H pela Proposicio
2.2. Como (z71)7ly=! = xy~! € H segue, novamente pela Proposi¢iao 2.2 que,
v 'H =y~ H e portanto, p(Hz) = p(Hy).

Agora, mostremos que ¢ é bijetora. Temos que ¢ é injetora, pois se p(Hx) =
o(Hy) entdo 2 'H =y~ 1 H e dai, (x71)"ly~! =ay~! € H, ou seja, Hx = Hy.

Por tltimo, mostremos que ¢ é sobrejetora. Seja z € {xH : x € G}. Entao
z = yH, para algum y € G. Claramente Hy ! € {Hxz : * € G} e portanto,
p(Hy )= (y ') 'H=yH == O

Antes de provarmos o conhecido teorema de Lagrange, consideremos G um
grupo finito, chamamos ordem de G ao nimero de elementos do grupo G e notamos

por |G|.

Teorema 2.7. (Teorema de Lagrange) Se G é um grupo finito e H é um subgrupo

de G entao o numero de elementos de H ¢ um divisor do numero de elementos de

G.

Demonstragao. Definindo em G a relacao de equivaléncia = (mod H) e sendo G
um grupo finito segue imediatamente que o conjunto das classes laterais a direita
(e & esquerda) de H em G é finito. Seja n o numero de classes laterais a direita de

G. Assim,
G=HxiUHzoU---UHzx,

(uniao disjunta) e portanto, segue que
|G| = |Hxy| + |[Hzo| + -+ - + |Hay).

Pela Proposicao 2.5, G = n|H| e assim, |H| é um divisor de |G|. O

Com a notacao acima, mas no caso particular em que H é normal em G (estu-
damos normalidade na préxima secao), temos que n = |G/H| é a ordem do grupo
quociente G/H e, por Lagrange, G = |G/H||H]|.

Corolario 2.8. Todo grupo finito de ordem prima € ciclico.
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Demonstragao. Seja G um grupo tal que |G| = p onde p é um nimero primo. Como
p > 2, existe x € G, x # e. Entao < z > é um subgrupo de G contendo o conjunto
{e,z}. Assim, pelo Teorema de Lagrange, | < z > | é um divisor de |G| = p e como

| <z >|>1,segue que | <z >|=peissonos diz que G =< & >. O

Coroldrio 2.9. Se G é um grupo tal que |G| <5 entao G € abeliano.

Demonstragdo. Se |G| = 1 entao G = {e}. Se |G| = 2, 3 ou 5 e como esses sao
nimeros primos segue, pelo corolario acima, que G é ciclico e portanto abeliano.
Para |G| = 4 temos dois casos. Primeiro caso, se 3x #e, z € G tal que < z >=G
entao G ¢ ciclico e portanto abeliano. No segundo caso, V& € G, x # e, temos
< x ># G. Ora, pelo teorema de Lagrange, segue imediatamente que | < x > | = 2.

2

Assim, x° = e, Vx € G e, nesse caso G é abeliano, veja observagao abaixo. O

Observacao: Se 22 = e, Vz € G entdo G é abeliano. Sendo z? = e, segue que

1

r=x"1 Ve G Assimzy = (2y)~' =y '2~! = yx. Logo, G é abeliano.

2.2 Subgrupos normais

O objetivo de se estudar normalidade é exatamente o fato de querermos obter
grupos quocientes e, para tanto, serd necessario introduzir uma operacao num
conjunto quociente e tal operacao so estarda bem definida se o subgrupo em questao

for normal no grupo dado.

Definigao 2.10. Seja G um grupo. Dizemos que um subgrupo H de G € normal
em G se gH = Hg,Vg € G.

Trivialmente {e} e G sdo normais em G e sao chamados subgrupos normais
triviais de GG. Usamos a notacdo H < G para dizermos que H é um subgrupo
normal em G.

Um resultado direto desta defini¢ao é que se G é abeliano, entao todo subgrupo
de G é normal. De fato, seja H um subgrupo de G. Seja z € gH. Entao x = gh,
para algum h € H. Mas G é abeliano, entao x = hg € Hg. Sendo assim, gH C Hg.
Analogamente, Hg C gH.

Observe que o subgrupo H do Exemplo 2.3 é normal em G (G é abeliano), mas

o subgrupo H do Exemplo 2.4 nao o é.
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Podemos definir a normalidade equivalentemente como segue. Seja G um grupo
e seja H um subgrupo de G. Se g € G definimos a fungao ¢4 (conjugacao pelo
elemento g € G) por

g G = G
r = pg(z) = g lag.

Observemos que ¢q4(H) = {pg(h) : h € H} = {g7'hg : h € H} = g 'Hg.

Notemos que ¢~ ' Hg é também um subgrupo de G, pois

(i) e=g lege g 'Hy;

(ii) Dados g 'hig e g 'hag em g 1Hg, temos que g th1gg thag = g 'hihag €
g 'Hg;

(iii) Dado g~ thg € g"'Hg, temos que (¢ 'hg) "' =g 'h"lgc g 'Hg.

Assim, a fungdo conjugagao transforma subgrupos de G em subgrupos de G.

Definicao 2.11. Seja G um grupo. Dizemos que um subgrupo H de G € normal

(ou invariante por conjugacao) em G se pa(H) C H, Vg € G.

Proposicao 2.12. (Equivaléncia das defini¢coes de normalidade). Sejam G um

grupo e H um subgrupo de G. Entdo H<G se, e somente se, g 'Hg C H,Vg € G.

Demonstragao. (=) Como H < G, temos que Hg = gH, Vg € G. Sejam g € G
ex € g 'Hg. Entdo 2 = g 'hg, para algum h € H. Mas hg € Hg = gH e dai,
hg = gh', para algum h' € H. Logo, x = ¢ 'gh' = eh' = h' € H e portanto,
g 'HgC H.

(<) Temos que g 'Hg C H, Vg € G. Devemos mostrar que Hg = gH,
Vg € G. Seja x € Hg. Entdo x = hg para algum h € H. Mas = = (g9~ )hg =
g(g 'hg) = gh' € gH, onde h' = g~ 'hg € H. Assim, = € gH, ou seja, Hg C gH.
Analogamente, gH C Hg. O

Agora, mostramos algumas propriedades de subgrupos normais.

Proposicao 2.13. Seja G um grupo. Entdo sao vdlidas.

(i) Se N1,N2 <G entdo N1 N Ny < G.

(ii) Se H é um subgrupo de G e N<G entao HN ={hn:he€ H,n€ N} é um
subgrupo de G.

(iii) Se N1, Ny <G entdo N1 Ny < G.

(iv) Se H € um subgrupo de G e N <G entao H NN < H.
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Demonstracao. (i) Sejam © € Ny N Ny e g € G. Entao x € N e © € Na. Assim,
g trg € g ' N1g C Ny e g lzg € g7 Nag C Ny, ou seja, g 'zg € Ny N Ny. Assim,
g HN1NN2)g C N1 NNy, Vg €QG.

(ii) Sejam H subgrupo de G e N<G. Vamos provar que L = HN = {hn: h € H,
n € N} é um subgrupo de G. De fato, e = ee € HN. Sejam hiny, hong € L. Entao
hinihong = hl(hghz_l)nlhgng = (hlhg)(hglnlhg)ng. Se denotarmos h = hihs,
n = (hy 'nihg)ng, teremos h € H e n € N (pois N 9G) e assim,

(hlnl)(hgng) =hneL=HN.

Sex = hn € Lentdo 27! = n7'h™! = h{(hn"'h™Y). Mas h™! € H e
hn~th=t € (h"H)"INh=! C N e portanto, ! € L = HN e isso demonstra o item
(ii).

(iii) Basta observarmos que Vg € G, temos g~ (N1 N2)g = (971 N1g)(g 1 Nag)
e como g !N1g C Ny e g7 Nag C No, Vg € G, segue que g~ (N1 No)g € N1 N
VgeGqG.

(iv) Sejam x € HNN e h € H. Entdo x € N e h*zh € h"*Nh C N. Como
x,h € H segue imediatamente que h~'azh € HNN Yh € H. Logo, HONN<H. O

Exemplo 2.14. Z(G) é um subgrupo normal de G. De fato, mostremos que
9 ' Z2(G)g C Z(G),Yge€G. Sejam g € G, x € Z(G) e y € G. Entao

(9 wg)y =29 gy = 2yg g = yxg g = y(g ' xg).

2.3 Grupos quocientes

Agora definimos grupo quociente. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G.
Sabemos que para z,y € G, * = y (mod H)& xy~! € H define uma relacio de

equivaléncia em G.

O conjunto G/H = {g : g € G} é o conjunto quociente de G por essa relagao
de equivaléncia onde g = Hg = {hg : h € H} é a classe de equivaléncia médulo H
tendo g como representante.

Se H é um subgrupo normal em G, podemos introduzir de modo natural uma
operagao no conjunto das classes G/H de modo que G/H seja um grupo com esta

operacao. Este grupo receberda o nome de grupo quociente de G por H.

Teorema 2.15. Sejam G um grupo e H um subgrupo normal em G. Entado,
Ve,y € G, zy = Ty define uma opera¢ao no conjunto das classes G/H e mais

ainda G/H é um grupo com essa operagdo.
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Demonstragao. Para demonstrarmos que Ty = Ty define uma operagao em G/H
temos que provar que a definicao acima nao depende da escolha dos representantes
das classes. De fato, se Z = a e § = b provaremos que Zj = ab, isto é, Ty = ab.

Para isso é suficiente provarmos que Hxy = Hab, ou equivalentemente (zy)(ab) ! €
H. Mas zy(ab) ' =aybla ' eZ=aey=>bnos dizque za~' € Heyb ! € H.

Sexa™! =hy € Heyb ! = hy € H, entdo (zy)(ab)~! = xhea™! = (h1a)haa™! =
hi(ahaa™') e como hy € H e ahsa™! = (a7 ') thoa™' € H segue imediatamente
que (xy)(ab)~! € H e a definicio niao depende da escolha dos representantes.

Agora, vejamos que G/H é um grupo.

(1) 2(g2) = 2(yz) = 2(y2) = (vy)z = (zy)z = (2Y)7, V1,9, € G/H.
(ii) Se e é o elemento neutro de G, entao € = He = H ¢ o elemento identidade

de G/H, pois ex =ex =T =7e =Te,Vr € G/H.

(iii) Se & € G/H entdo z—1% = Tz~ 1 =e.
Assim G = G/H é um grupo com a operacao definida pela regra 7y = 77,

Vz,y €. O
Proposicao 2.16. Sejam G um grupo e N <G. Entao sao vdlidas as afirmagoes.
(i) Se G € abeliano entdo G = G/N ¢ abeliano.

(ii) Se G € ciclico entdo G = G/N ¢é ciclico.

Demonstracdo. (i) Sejam 7,5 € G = G/N. Entao

Ty =TY =yr =Y.

(i) Se G =<z >= {2™ : m € Z} entdo Vy € G temos que y € G =< x > e
assim y = ™, para algum m € Z e dai, segue que

g=am=z"e<z>={z":r € Z}.

Logo, G =< & > como queriamos demonstrar. O
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Capitulo 3

Homomorfismo e isomorfismo

de grupos

Nesse capitulo, definimos homomorfismo e isomorfismo de grupos e apresenta-

mos as principais propriedades relacionadas ao tema.

3.1 Homomorfismo

Sejam G1 e Go grupos. Para facilitar a escrita, usamos notagao multiplicativa

para ambos grupos.

Definigcao 3.1. Um homomorfismo de Gy em Go € uma f : Gy — Gs tal que, para

quaisquer x,y € G1 vale
flzy) = f(x)f(y).

No caso particular em que G; = G2 = G e f é um homomorfismo, chamamos

f um endomorfismo de G.

Proposicao 3.2. Sejam Gi e Ga grupos, f : G1 — Go um homomorfismo de
grupos e ey e ey elementos neutros de Gy e Ga, respectivamente. Sdao vdlidas as
sequintes propriedades.

(i) f(e1) = e2.

(i) fla™) = (f(a)", Va € G.

(iii) A imagem de f, Im(f) = f(G1) = {f(z) : x € G1}, € um subgrupo de Gs.

(iv) O nicleo de f, Ker(f), definido como Ker(f) = {x € Gy : f(z) = ea} €
um subgrupo normal de G.

(v) f € injetora se, e somente se, Ker(f) = {e1}.
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(vi) Seja g : Go — G3 homomorfismos de grupos. Entao go f : Gi — Gs € um

homomorfismo de grupos.

Demonstracdao. (1) Temos que f(e1) = f(eie1) = f(e1)f(e1), ou seja, f(e;) =
f(e1)f(e1) e multiplicando-se ambos os lados dessa igualdade por f(e1)~!, segue

que, ez = f(el)-

(ii) Usamos o item acima. Temos que f(a)f(a™1) = f(aa™) = f(e1) = ez e
analogamente, f(a~!)f(a) = ey e isso implica que f(a™!) = (f(a))~! (definicio de

elemento inverso).

(iii) Como es = f(e1) € Im(f), segue que Im(f) # (). Agora, sejam ¢,d €
Im(f). Entao ¢ = f(a) e d = f(b), para convenientes elementos a,b € G1. Logo,
cd !t = fa)(f(B)"t = fla)f(b~') = f(ab~'). Como ab~! € Gy, entdo cd™! €
Im(f). Sendo assim, I'm(f) é um subgrupo de Gs.

(iv) Primeiro mostremos que Ker(f) é um subgrupo de G1. Como f(e1) = eq,
entdo e; € Ker(f) e portanto, Ker(f) # (). Por outro lado, se a,b € Ker(f), entao
fla) = f(b) = ez e da,

Flab™) = F@F (b7 = F@)(F(B) " = eze5 = ea.

Isso demonstra que ab~! € Ker(f) e portanto, Ker(f) é um subgrupo de G;.

Agora, para mostrarmos que Ker(f) < Gy basta mostrar que x~'Ker(f)z C
Ker(f) Yz € Gy, ou seja, f(z ' Ker(f)z) = ea. Sejay € Ker(f). Entdo

fla™tyz) = fa™)f (W) f(2) = fla™Neaf(x) = fz ™ x)ea = fler)ez = ezez = ea.
Logo, x *Ker(f)r C Ker(f) e portanto Ker(f)< Gj.

(v) (=) Seja a € Ker(f). Mostremos que necessariamente a = e;. De fato,
como a € Ker(f), entdo f(a) = ez. Mas sabemos que f(e;) = ez e sendo f é
injetora, segue que a = eg.

(<) Sejam z,y € G elementos tais que f(z) = f(y). Multiplicando-se cada
membro dessa igualdade por (f(y))~!, obtém-se f(z)(f(y))~! = es. Mas ey =

fF@)(f)™ = f@)f(y™) = flzy™"). Portanto, zy~" € Ker(f) = {e1}. Entdo

xy~! = e; e assim, z = y. Donde, f é injetora, como querfamos demonstrar.

(vi) Sejam z,y € Gi. Temos que (go f)(zy) = g(f(zy)) = g(f(x)f(y)) =
g(f(x)g(f(y)) = (go f)(z)(go f)y). [
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Exemplo 3.3. Homomorfismo trivial. Sejam G e G2 grupos.

f: G1—>G2

x = €2

Sejam x,y € G1. Entao

flzy) = ez = ezea = f(2) f(y).
Logo, f é um homomorfismo.
Exemplo 3.4. A identidade I é um homomorfismo. Seja G um grupo. Entao

I: G - (G
g = g
é claramente um homomorfismo. Basta observarmos que dados quaisquer g1,g2 € G

temos que I(g192) = g192 = I(91)1(g2)-
Exemplo 3.5. Inclusdo candnica. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G.

v H — G
h — h

Sejam hi, ho € H. Entao
L(hlhg) = hlhg = L(hl)b(hg).
Logo, ¢ é um homomorfismo.

Exemplo 3.6. Projecao candnica. Sejam G um grupo, N< G e G = G/N o grupo
quociente de G por N. Entao

T G = G

Il
I

x — w(z)
é um homomorfismo sobrejetor. De fato, m(xy) = Ty = 2y = w(x)n(y) Y,y € G.
Também, Ker(w) = {x € G: w(x) =€} = N, pois 7(x) = € se, e somente se, T = €

se, e somente se, x € N.

Exemplo 3.7. Sejam G um grupo e g € G fixo. A funcao ¢, (conjugacao pelo

elemento g € G)

pg: G = G
r = glzg
é um homomorfismo. De fato, sejam x,y € G. Entao

pg(zy) =g ayg = (g7 '29) (97 yg) = pg(x)py(y).
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Agora, vejamos alguns exemplos envolvendo nicleo de um homomorfismo.

Exemplo 3.8. Seja f : Z — C* definida por f(m) = i"™ para todo m € Z. E fato

que f é um homomorfismo, pois f(m + n) = ™" = i™" = f(m)f(n).

Sendo Ker(f) ={m € Z: f(m) = 1}. Assim, se m € Ker(f), entdo i™ =1e
por um simples célculo, concluimos que o conjunto das solucoes dessa equagao, ou

seja, o nucleo de f, é
Ker(f)y={--,-8,-4,0,4,8,---}

Exemplo 3.9. Consideremos a funcao f : C* — R* definida por f(z) = |z| onde

|z| representa o médulo de z € C*. E claro que f é um homomorfismo de grupos,

pois f(z122) = [2122] = |21][22| = f(21) f(22).

Sendo Ker(f) ={z € C*: f(z) = 1}, entao para determinarmos o nicleo de f,
temos que encontrar as solugdes de |z| = 1, ou seja, o nucleo é formado por todos
os nimeros complexos de médulo igual a 1 que sdo exatamente os pontos de R?

situados na circunferéncia de centro na origem e raio 1.

3.2 Isomorfismo

Agora, estamos interessados nos casos em que um homomorfismo é bijetor,
pois a partir desse fato, poderemos dizer, por exemplo, que dois grupos sao ou
nao isomorfos. Um dos resultados principais envolvendo isomorfismo serd visto no

ultimo capitulo desse trabalho.

Definicao 3.10. Sejam G e Gy grupos. Dizemos que G1 e Go sao isomorfos se

existe um homomorfismo ¢ : G1 — Go bijetor.

Notamos G1 = (G2 para dizermos que os grupos G1 e GGo sao isomorfos. No
caso em que G; = G2 = G e p : G — G é um isomorfismo, chamamos ¢ um

automorfismo de G.

Exemplo 3.11. A identidade I : G — G é um automorfismo, pois como ja vimos,
a identidade é um homomorfismo e é claramente bijetora. Sendo assim, I é um

automorfismo.

Exemplo 3.12. A funcdo ¢4 (conjugacao pelo elemento g € G) é um isomorfismo.
Vimos anteriormnte que a mesma é um homomorfismo. Devemos entao mostrar

que @4 ¢ bijetora.
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Mostremos que Ker(pq) = {e}. De fato, seja a € Ker(pq). Entao ¢g4(a) =e e
assim, @g4(a) = e = py(e) e isso implica que g~tag = g~leg = e, donde a = e.

Finalmente, mostremos que ¢4 é sobrejetora. Seja y € G. Consideremos x =
gyg~! que, claramente, pertence a G. Logo, p4(z) = g lzg = g lgyg g =y e

isso demonstra o que querfamos.

Exemplo 3.13. Seja S3 o grupo das permutages do conjunto S = {1,2,3}. Es-

crevemos um elemento h € S3 do seguinte modo

b 1 2 3
S\ a) ) oK) )

O grupo S3 possui os seguintes elementos

(v o (r23) ., (123
f0_<123>’f (231)’f (312)
(1 23\ o (123\ , (123
g_<132>’gf_<321>’9f—<213)'

Lembramos que o grupo das simetrias do triangulo equilatero é dado por D3 =

{Rp, R1, R, X,Y, Z}. Construimos um isomorfismo entre D3 e Ss.

Suponhamos ¢ : D3 — S3 um homomorfismo, entao necessariamente, ¢(Rp)

fo e escolhemos ¢(R;) = f. Segue portanto que, p(R2) = p(R?) = p(Ry o Ry)
©(R1)op(Ry) = fof = f2. Agora escolhendo p(X) = g temos p(Y) = p(XoR?)
p(X)op(R]) = gf* e p(Z) = p(X 0 R1) = ¢(X) 0 p(R1) = gf.

Por construcao ¢ : D3 — S5 € bijetor e nao é dificil ver que, assim definida, ¢

¢ um homomorfismo e portanto, um isomorfismo.

Apresentamos agora dois resultados que serdo tteis como aplicacdo do teorema
do homomorfismo, feito no préximo capitulo.

Seja G um grupo. Definimos
Aut(G) ={f: G — G : f é isomorfismo}.

Proposicao 3.14. Se G € um grupo entao (Aut(G),o) € um grupo, no qual o € a

operacdo composicdo de funcgoes.

Demonstragdo. Sabemos que a composi¢ao de homomorfismo é um homomorfismo,

veja Proposicao 3.2 (vi). Por outro lado, a composicao de fungoes bijetoras é
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bijetora. Logo, fog € Aut(G), YV f,g € Aut(G), ou seja, a operagao o é fechada.
A composigao de fungoes é associativa (fato sabido) e, além disso, a identidade em
G, I € Aut(G) é o elemento neutro, pois [ o f = fol = f,V f € Aut(G).

Seja f € Aut(G). Mostremos que f~! € Aut(G). Sabemos que f~! é bijetora.

S6 resta ver que f~! é um homomorfismo. De fato,

’ /

FHay) = FHFEFE) = FHfEY) = (Flof)@'y) =2y = @) f )

em que z = f(z') ey = f(y') e por isso f~Hx) = 2" e f~1(y) = y. Logo,
(Aut(G),0) é um grupo. O

Agora definimos
Inn(G) ={pg: G = G : py(z) = g lzg,Vz, g9 € G}.

Este é o conjunto das conjugacoes por todos os elementos de G. Abaixo é
mostrado que Inn(G) é um subgrupo e portanto, um grupo, chamado grupo dos

automorfismos internos de G.

Proposicao 3.15. Se G € um grupo entio Inn(G) < Aut(QG).
Demonstragao. Primeiramente, se g1, g2 € G, entao g, 0 @g, = @g,q,- De fato,

Coog1 (T) = (9201) '2(g201) = 97 (95 ' 292) 1 = ©g. (95 'Tg2) = (pg,094,)(z) V2 € G.

Assim, Inn(G) é um subconjunto fechado em relagao a composicao de fungoes.
Como I = ¢, € Inn(G) e (pg) ' = @ -1 € Inn(G)Vg € G (pois -1 0 pg = @e =

I = p40p,-1), segue imediatamente que Inn(G) é um subgrupo de G.

Agora, sejam g € G e f € Aut(G). Entao

(fhowgo flz) =g fla)g) = (fH(g) " af T (9) = ¢s1g)(2), Yz € G,

ou seja, flop o f= r-1(g) € Inn(G), V f € Aut(G) e Vg € G. O

3.3 Teorema de Cayley

Como ja vimos, a natureza dos grupos varia amplamente. H4 grupos de niimeros,
grupos de permutagcoes, grupos de matrizes, entre outros. O objetivo central desta
secao é mostrar que hd um certo elo entre eles, uma vez que cada grupo sera

isomorfo a um subgrupo do grupo das permutagoes desse grupo.
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Definigao 3.16. Seja G um grupo. Para cada a € G, a aplica¢do
00 :G— G

tal que 6q4(x) = ax, para qualquer x € G, serd chamada transla¢ao & esquerda

definida por a. De maneira andloga € definida translacdo a direita.

No caso de GG ser um grupo aditivo, a translagao a esquerda definida por um
elemento a € G ¢ definida como 0,(z) = a + x.
Nas consideracoes a seguir, € indiferente usarmos translacoes a esquerda ou a

direita, efetivamente as primeiras serao usadas.

Proposicao 3.17. Toda translacdo por elementos de um grupo G € uma bijecdo,

ou seja, € uma permutacdo dos elementos de G.

Demonstragao. Sejam a € G e 0, uma translagdo de G. Suponhamos d,(x) =

lax = a lay e isso implica que

dq(y). Entao ax = ay e portanto, x = y, pois a~
x = y. Donde, 0, é injetora. Para mostrar que é sobrejetora, dado um elemento
qualquer y € G, deve ser possivel encontrar x € G tal que axz = y. Consideremos

r=a"ty € G edai §(z) = a(a"ly) = y. Entdo J, é sobrejetora. O

Adotando a notagao T'(G) para indicar o conjunto das translagoes em G e
lembrando que S(G) é a notacdo adotada para o conjunto das permutagoes dos

elementos de G, entao essa proposigao nos diz que T'(G) C S(G).

Proposicao 3.18. Seja §, uma translagao de um grupo G. Entdo sao vdlidas as
afirmagoes.

(i) A composicdao de translagoes é uma operagao sobre T(QG).

(ii) A inversa da translagdo 6, € a translagao d,-1.

(iii) T(G) é um subgrupo do grupo S(G).
Demonstragao. (i) Sejam d, e dp translagoes de G. Entao, Va € G,
(0 © 0p)(x) = 04(0p(x)) = da(bx) = a(bx) = (ab)x = dgp(x)

0 que mostra que d, © 0y = dgp-

(ii) Como 4, € bijetora, procede falar em aplicacdo inversa nesse caso. O

enunciado ja aponta como “candidata’, a translagao d,-1. Daqui para a frente

¢é apenas questao de verificacdo. Temos

(640 0,-1)(x) = 84(6,=1(2)) = da(a™z) = ala™'z) = (aa Nz =z = I(z),
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entao 6 0 9,-1 = I.

Da mesma forma se prova que §,-1 0 d, = I. Portanto, d,-1 € a inversa de J,,
isto 6, (0,) 71 = 4-1.

(iii) Sejam d, € dp € T(G). Entao

0q © (5b)_1 =040 (5b—1) = 0gp-1-
Donde, 6, 0 (0,) " € T(G) e portanto, T(G) é um subgrupo de S(G). O
Teorema 3.19. (Teorema de Cayley) Se G é um grupo, entiao a aplicagdo

f: G — T(G)

a — I,

€ wm isomorfismo de grupos.

Demonstragdo. Sejam a,b € G tais que f(a) = f(b). Entao d, = 0, e portanto,
dq(x) = 0p(x), para todo = € G. Temos que ax = bz, Vo € G. Em particular, para
T = e, segue que ae = be, ou seja, a = b. Logo, que f é injetora.

Seja 1 € T(G). Entao ¢(x) = ax para todo x € G e para a € G fixo (defini¢ao
de translac@o). Assim, f(a) = J, e para todo x € G, temos que J,(z) = ax = P(z)
e dai, ¢ = §,. Portanto, f é sobrejetora.

Para quaisquer a,b € G,
flab) = 6qp = 0q 0 0p = f(a) o f(b)
e portanto, f é um homomorfismo de grupos. O

O teorema de Cayley mostra que efetivamente todo grupo G ¢é isomorfo ao

subgrupo T(G) do grupo das permutagoes dos elementos de G.

Exemplo 3.20. Consideremos o grupo aditivo Zs das classes de resto moédulo
3. Para facilitar a notagdo, nao colocamos os tragos sobre os elementos de Zg.
Portanto, Zs = {0,1,2} e a operagao considerada é claramente a adicao médulo 3.

A tédbua do grupo, sem os tracos, fica assim

o= |lo|+
N = OO
SN | ==
= O N

25



Assim, a translacao a esquerda definida por a, ou seja, a aplicagdo d, que associa

a cada = do grupo o elemento a + x, sera denotada por

0 1 2
0q = .
<a+0 a+1 a+2>

Portanto, as translacoes sao

01 2
1 20
01 2

dg = .
2 01

Pelo teorema de Cayley, T'(Z3) = {do, 01,02} é isomorfo ao grupo Zs. De fato
5% == 52, 5% = 51 (63 5152 = 50.
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Capitulo 4

Teorema do homomorfismo e

suas aplicacoes

Agora, demonstramos um dos principais teoremas bésicos da teoria de gru-
pos que possui diversas aplicagoes tanto na dlgebra como em outras dreas da ma-

temaética.

4.1 Teorema do homomorfismo

Teorema 4.1. Sejam Gy e Gy grupos e ¢ : G1 — Go um homomorfismo de grupos.
Entio Gy /Ker(p) = Im(p).

Demonstra¢ao. Definimos

p: Gi/Ker(p) — Im(p)

g — 2(@) = ¢(9)-

Mostremos que p estd bem definida, ou seja, suponhamos que g = ; Entao
gg/_1 € Ker(p) e dali, @(gg/_l) = es. Logo, cp(g)gp(gl_l) = eg e isso nos diz que
P(9e(g) ™ =2 0l9) = ¢(9) & B(9) = B(9)-

Também, @

é um homomorfismo de grupos. De fato, @(EE) = @(E) =

©(g9g) © o(9)e(9) = B(@)@(d), a igualdade (x) ocorre, pois ¢ é um homomor-
fismo de grupos.
Agora, para encerrar a demonstracao devemos mostrar que @ é bijetora.
Temos Im() = {9(9) : g € G1/Ker(p)} = {p(g) : g € G1} = Im(p), ou seja,

© é sobrejetora.
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Finalmente, mostremos que @ é injetora. Suponhamos que %(g) = ez e portanto,

©(g) = ea. Logo, g € Ker(p) e isso nos diz que g = €7 e assim, @ é injetora. O

4.2 Aplicacgoes do teorema do homomorfismo

Apresentamos nessa secao algumas aplicacbes importantes que, na verdade, sao
corolarios do teorema acima. As mesmas sao bastante usadas na teoria geral de

grupos.

Corolario 4.2. Sejam Gy e Gy grupos finitos e ¢ : G1 — Go um homomorfismo
de grupos. Entao

(i) [Im(y)| € um divisor de |G1|;

(ii) Se Gy é um p-grupo entdo (G1) = Im(y)) é também um p-grupo.

Demonstragao. (i) Pelo teorema do homomorfismo, G1/Ker(1)) é isomorfo a Im(v)).
Como G é finito, segue que G1/Ker(1)) também o é, e portanto, Im(z)) é um sub-
grupo finito de G3. Pelo teorema de Lagrange, |G1| = |Ker(v)||G1/Ker(¥)| =
|Ker(vy)||[Im(v)| e isso implica que [Im()| divide |G1].

(ii) Se G é um p-grupo, isto é, |G| é uma poténcia do primo p, e como |[Im(v))]

S

é um divisor de |G| = p™, m > 1, segue imediatamente que, [Im(y)| = p®, s < m,

por causa do Teorema Fundamental da Aritmética. ]

Corolario 4.3. Sejam G um grupo e Z(G) o centro do grupo G. Entdo Inn(G) =
G/Z(G).

Demonstracdo. Definimos
p: G — Inn(QG)
g = elg) =p4

Temos que ¢ é um homomorfismo, pois para quaisquer g,h € G, segue que

¢(gh) = ¢gny-1- Para todo = € G, vem que

plgh)(x) = @gm-1(2) = ((gh)~) " a(gh)™! = g(heh™")g™!
g((h=)~tah™Hg™t = (7)) wn-1(2))g = g1 ((0n-1)(@))
= (pg-1 o pp-1)(2) = (p(9) 0 p(h))(2).
Assim, ¢(gh) = p(g) o p(h), Vg,h € G.
Temos que Im(p) = {v(g) : g € G} = {p,1 : g € G} = Inn(G) e p é

sobrejetora.
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Para finalizar a demonstragao, devemos mostrar que Ker(y) = Z(G). Temos
que
Ker(p)={9eG:0(g) =1} ={gcG:p,1 =1},

ou seja, para todo z € G, g -1(z) = I(z) =z & (97") leg ! =2 & gag™! =

xr < gr = xg, e isso nos diz que g € Ker(yp) & g € Z(G). Assim, Ker(p) = Z(Q)
e, pelo teorema do homomorfismo, Inn(G) = G/Z(G). O
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Conclusao

Esse trabalho possibilitou o conhecimento sobre assuntos que infelizmente nao
vi em minha graduagdo. Sou aluno do curriculo antigo e ele ndo contempla a dis-
ciplina de Algebra I1, disciplina essa que tem em sua ementa o contetido abordado
nesse trabalho. Por esse motivo e por ter sido muito interessante minhas aulas na

disciplina de Algebra I, escolhi como tema deste trabalho a teoria de grupos.

Através desse trabalho pude ver que os grupos possuem estruturas extraor-
dindrias com uma infinidade de utilidades nos mais variados ramos da matematica.
Ainda vi que a disciplina de Algebra pode ser mais explorada no curso de licencia-
tura para que possamos ter contato com assuntos mais sofisticados que enriquecem

nossa formacao.

Considero esse projeto a atividade mais importante que realizei durante o curso,
pois pude estudar durante um ano um tnico tema e aprofundéa-lo o tanto quanto
foi possivel nesse periodo. Percebo ao terminar tal trabalho, que ainda ha muito
a ser estudado sobre grupos, suas propriedades e aplicacdes e, por isso, convido a

quem ler o mesmo a continuar a pesquisar sobre o assunto.

Finalmente, espero que esse possa ser ttil a outras pessoas como um material

de estudo e/ou consulta.
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