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Introducao

O objetivo principal deste trabalho ¢é definir e exemplificar algebras e algebras com
identidades polinomiais. Uma algebra consiste em um conjunto nao vazio munido de trés
operacoes: soma, produto e produto por escalar, em que estas operacoes estao sujeitas
a algumas regras. Se uma algebra tem a propriedade de que existem polinomios, em
um conjunto de varidveis, que se anulam quando avaliados em quaisquer elementos da
algebra, entao estes polinémios sao denominados identidades polinomiais para a algebra
em questao.

Apresentamos uma disposicao geral de nosso trabalho. No primeiro capitulo, apre-
sentamos um estudo preliminar para o entendimento das algebras e das algebras com
identidades polinomiais. Nesse capitulo estudamos os principais conceitos, propriedades
e resultados das estruturas e das subestruturas de: grupos, anéis e espacgos vetoriais,
afim de usé-los no capitulo 2. Entre os conceitos comentados estao os de grupos, anéis
e espacos vetoriais quocientes, conceitos esses importantes para o entendimento do, nao
menos importante, teorema do homomorfismo, que apresentamos em cada estrutura uma
versao do mesmo.

No segundo e tltimo capitulo, definimos formalmente a estrutura de algebra e estu-
damos algumas de suas subestruturas, como subdlgebras e ideais de algebras. Veremos
que uma algebra é uma estrutura que, com relagao as operacoes de soma e produto, se
comporta como um anel e com relacao as operacoes de soma e produto por escalar, se com-
porta como um espaco vetorial. Um dos exemplos de dlgebras é o conjunto dos polinomios
em um conjunto de variaveis, com as operagoes usuais de polinomios que denotaremos

por K(X). Veremos também o teorema do homomorfismo para dlgebras.

Também estudamos nesse tultimo capitulo, as dlgebras com identidades polinomiais
que, como ja dito, sao polinomios que quando avaliados em quaisquer elementos da algebra
se anulam. Um dos exemplos de dlgebras com identidades polinomais é a chamada algebras
de Grassmann. No conjunto dos polinomios iremos definir um polinomio chamado de
comutador que serd uma identidade polinomial para a algebra de Grassmann. A partir
do chamado polinomio standard, veremos que todas as algebras finitas sao algebras com

identidades polinomiais.



Mostraremos ainda, que o conjunto de todas as identidades polinomiais de uma algebra
A, denotado por T(A), é um ideal da algebra dos polinémios K(X), que chamaremos de
T-ideal de A. Apresentamos um resultado que mostra que o T-ideal T(A) é finitamente
gerado. Para finalizar apresentamos algumas perguntas a respeito dos T-ideais e veremos

que existem perguntas que ainda nao foram respondidas sobre os mesmos.



1 FEstruturas Algébricas

Uma estrutura algébrica é formada por um conjunto nao vazio, munido de uma ou
mais operacoes, em que estas operacoes estao sujeitas a algumas regras. Dependendo
da estrutura algébrica, algumas operagoes sao entre elementos do conjunto principal e
elementos de um conjunto externo, denominado conjunto de escalares. Nesse capitulo,
estudaremos um pouco das estruturas algébricas como: Grupos, Anéis e Espagos Ve-
toriais, que sao fundamentais para o entendimento das Algebras e das Algebras com

Identidades Polinomiais, estruturas que definiremos no préximo capitulo.

1.1 Grupos

Em 1824 o matematico noruegués Niels Henrik Abel (1802-1829) provou que nao ha
uma féormula geral por radicais para resolver as equagoes polinomiais de graus maiores
ou iguais a 5. Dessa maneira, surge uma questao: “Por que algumas equagoes algébricas
com graus maiores ou iguais a 5 sao soliveis por radicais e outras nao?”. A resposta
para essa pergunta foi dada pelo matemético francés Evariste Galois (1811-1832). Galois
associou a cada equacao um grupo formado por permutacgoes de suas raizes e condicionou
a resolubilidade por radicais a uma propriedade desse grupo. Surge assim, a teoria de
Galois que, grosso modo, procura descrever as simetrias das equacoes satisfeitas pelas
solugoes de uma equacao polinomial; e essa é a origem historica do conceito de grupos.
Com o tempo, a ideia de grupos se mostrou um instrumento muito importante para a

organizacao e o estudo de varias partes da matematica.

Defini¢ao 1.1. Um grupo € um par ordenado (G, x); em que G é um conjunto ndo vazio,
munido de uma operacdo denotada por x, tal que para todo x,y,z € G, as sequintes
condigoes sao satisfeitas:

G1: (z*y)*z=uxx(y=*2z) (associatividade);

G2: Eziste um elemento e € G, tal que exx = xxe = x (existéncia do elemento neutro);



G3: Para cada elemento x € G, existe ©’ € G, tal que v x 2’ = ' x x = e (existéncia do

elemento simétrico).
Observacao: A operacdao x € uma funcao do tipo:
x: GxG — G

(x,y) +— xx*y.

Quando a operacao do grupo é uma soma conhecida, dizemos que (G, +) é um grupo
aditivo. O mesmo acontece quando a operacao ¢ uma multiplicacao conhecida, neste caso
dizemos que (G, -) é um grupo multiplicativo. Quando ficar subentendida a existéncia da

operagao, vamos nos referir ao grupo (G, *) simplesmente por grupo G.

Exemplo 1.2. (M(R),+) € um grupo, em que a operagio + € a soma usual de matrizes.
Obviamente, a operagao + ¢é fechada em Ms(R).
a a b b c11 a
Sejam A = e ,B = oo =T ") € M,(R) quaisquer.
Q21 Q22 ba1 Do C21 Ca2
Associatividade:
ailr aig b1 bio C11 Q12
A+ (B+C) = + +
a1 Qa22 ba1 Do Ca1  C22
_fan an + bii +ci1 bz +ci2
Qo1 Q22 ba1 + ca1 bag + oo

_(an+ (b +cn) arz+ (b + ci2)
a1 + (bo1 + 1) aga + (baz + c22)

~((ain +bu) +enn (a2 +bia) + crn
(ag1 + ba1) + co1 (a9 + baa) + o2

(a0 a+ bz n C11 Q12
a1 + ba1  agy + by Ca1  C22
| air Q@2 bir b2 €11 Ci2
- + + =(A+B)+C.
| \@21 @G22 bo1 b2 Co1 (22

Observe que nesta demonstracao foi usada a associatividade da soma dos nimeros

reais.



0 g) € My(R).

Existéncia do elemento neutro: Considere a matriz nula F = (

Assim temos:
A " E— a1 a2 I 0 0 _ ap; + 0 ao + 0 _
(21 A2 0 0 ag1 +0 ag+0
0+ 0+ 0 0
_ 11 Q12 — A= ail a12 _ X 11 Q12 _Ei A
a1 Q22 0+ax 0+ ax 0 0 a1 Q22
Logo, F ¢é o elemento neutro.

ail Az

Ezisténcia do elemento simétrico: Seja A = < > € My(R) qualquer e tome

ag1 A2

—ai; —ai2 .
A = ( . Assim, temos

—Q21 —A22
a a —a —a ai] — a a1 — a 0 0
At A — 11 Q12 n 11 12) _ [an 11 a12 12) B .
a1 A2 —a —ag A1 — A1 Qg2 — A2 0 0
—a —a a a —a11 +a —a12 +a 0 0
At A— 11 12 n 1 G2} 11 11 12 12) _ B
—G21 —a2 o1 Q22 —G21 + Q21 —G22 + Q22 0 0

Portanto, A" é o simétrico de A.

Mostramos assim que (M(R),+) é um grupo.

Defini¢ao 1.3. Seja (G, %) um grupo. Dizemos que (G,*) € um grupo abeliano quando
a operagao x € comutativa, ou seja, para quaisquer x,y € G temos:

G4: xxy =yx*x (comutatividade).

Exemplo 1.4. (My(R),+) € um grupo abeliano.

De fato, j4 mostramos no exemplo anterior que (My(R), +) é um grupo. Resta mos-

. . air Q2 bir bi2
trarmos que vale a comutatividade. Para tanto, sejam A = , B =
Q21 QA22 ba1  bao

€ M,(R) quaisquer.



Comutatividade:
A+ B— air a2 n bi1 bio _ ay; + b ag + b
Q21 (92 ) a1 + ba1  age + b
_ b1 +ann b2+ ane _ bi1 bio I aix a2 _BLA
ba1 + ag1 by + ag ba1  bao Q21 QA22

Observe que nesta demonstracao foi usada a comutatividade da soma dos ntmeros

reais.
Portanto, (M3(R),+) é um grupo abeliano.

A seguir, mostraremos um exemplo de grupo que sera importante para o nosso ultimo

capitulo, mas antes, precisamos entender um conceito necessario para o nosso exemplo.

Seja X um conjunto nao vazio. Uma funcao bijetora f : X — X é denominada
permutacao de X. Sejam k € N* e X, um conjunto qualquer com k elementos, por

exemplo, X, = {1,2,...,k}. Denote por Si o conjunto de todas as permutacoes de Xj.

a as ... a
Seja 0 € S qualquer. Denotaremos essa permutacao por o = b " tal
bi by by,
que para todo i € {1,2,...,k}, a; =i e o(a;) = b;.

Para melhor entendermos, considere X3 = {1,2,3}. Como exemplo, considere também
uma permutacdo o € Sz tal que, o(1) = 3; 0(2) = 1 e 0(3) = 2. Portanto, pela notagao
12 3

3 1 2
de uma notacao que representa a permutacao o € Ss.

que usaremos temos o = ( ) Perceba que nao se trata de uma matriz, mas sim,

Exemplo 1.5. (S, 0) € um grupo, em que o € a operagdo composi¢cao de fungoes, definida
por
o: Sy xS, — S
(frg)  — foy,
em que, para todo x € Xy, (fog)(x) = f(g(z)).

Note que se f,g € Sk, entao fog € Sk, pois a composicao de duas bijecoes é uma
bijecao.

Para mostrarmos que duas fungoes sao iguais, devemos mostrar que a lei de formagao
é a mesma e, além disso, devemos mostrar que seus dominios e contradominios sao iguais.

No nosso caso, todas as fungoes possuem o mesmo dominio e contradominio, logo basta

mostrarmos que elas tém a mesma lei de formacao. Para tanto, sejam f,g,h € Si e



r € X quaisquer.

Associatividade:
[folgoh)(z)=f((goh) (@) =[(g(h(z))=(fog)(h(zx))=I[(fog)oh] ()
Logo,
folgoh)=(fog)oh.

FEzxisténcia do elemento neutro: Para todo g € S e x € Xy, tome f. € Si tal que
fe(x) = x. Assim,

(gofo)(@)=g(fe(z))=g(z) e
(feog) (@) = fe(g(x)) =g(2).

Logo, f. é o elemento neutro.

Existéncia do elemento simétrico:
Seja f € Si, qualquer. Como f é bijetora, existe a funcao inversa f~! € Sj tal que para

todo x € X,
(fof™) (@) =fe(@)=(f"of)(2).
Assim,
fofTt=fTlof=f
e, portanto, f~! é o simétrico de f.
Mostramos assim que (Sg,©) é um grupo.

Observacao: O grupo Sj é chamado de grupo de permutacoes ou de grupo simétrico

do conjunto Xj.

ay as ... Qag

b1 bQ e bk
e definido por:

Definicao 1.6. Seja 0 = ( ) € Sk qualquer. O sinal de o é o numero

g

real, denotado por (—1)

ai—aj

1) =

em que o produto é estendido a todos os pares (i,7) de indices tais que i > j.



1 2 3
Exemplo 1.7. O sinal de 0 = < ) €955 ¢é

2 31
2—-1 —1 -2 1
() =y iy e =1 (-2) 5 =1
3—2 1-2 1-3 -2

Observacao: Nao iremos provar aqui, mas o sinal de uma permutagao é sempre 1 ou

—1.

1.1.1 Subgrupos

Definigao 1.8. Sejam (G, x) grupo e H C G ndo vazio. Dizemos que H € um subgrupo
de G se:

(1) H € fechado com relagao a operagao *, ou seja, se x,y € H tem-se v xy € H;

(i) (H,*) € um grupo.

Lema 1.9. Sejam (G,*) um grupo, (H,*) um subgrupo de (G,*) ey € H qualquer.
Entao o inverso dey em H é o mesmo inverso de y em G e o elemento neutro de H € o

mesmo elemento neutro de G.

Demonstrag¢ao. Seja y € H qualquer e denote por y” o inverso de y em H e por ¢y’ o
inverso de y em G. Vamos mostrar que y” = y'. Denote ey o elemento neutro de H e eg

o elemento neutro de G. Entao,

y*?/”:eH:eH*ereH*(y*y/)
=(em*y)*xy =yxy
=y *x(yxy") =y *(yxy)
= (' *xy)xy" =y

=Seaxy =eqxy =y =1. (1.1)

Também,
en =y*xy =yxy =eqc=en = eq,

ja que 3" = y/. Concluimos assim a demonstracio.

Proposicao 1.10. Sejam (G,x*) grupo e H C G nao vazio. H € subgrupo de G se, e

somente se, para quaisquer x,y € H tem-se xxy' € H, em que iy’ € o simétrico de y.



Demonstracao.
(=) Sejam z,y € H quaisquer. Como H é subgrupo de GG, pelo lema 1.9 na pédgina 8,

temos: vy € H e como H é fechado com relacao a *, temos que x xy' € H.

(<=) Temos agora como hipétese que para quaisquer x,y € H tem-se zxy’ € H, devemos
mostrar que (H,x) é um subgrupo de (G,x*). Para tanto, mostremos primeiro que H é
fechado com relacao a operacao *. Note primeiro que se x € H temos que xxx’ = e € H,
em que e é o elemento neutro de GG, ou seja, mostramos assim que o elemento neutro de
G estd em H. Agora sejam z,y € H quaisquer. Sabendo que e € H e usando a nossa
hipétese, temos que: e xy =y € H e assim temos: x * () = z xy € H. Logo, H é

fechado com relacao a operagao .

Mostremos agora que (H,*) é um grupo.

Associatividade: Note que, H C G e como * é associativa em (, em particular x é

associativa em H (propriedade hereditéria).

Ezxisténcia do elemento neutro: Ja mostramos que o elemento neutro de G esta em H, ou

seja, o elemento neutro de H é o mesmo de G.

Existéncia do elemento simétrico: Seja x € H qualquer, ja mostramos que ' € H,

portanto, todo elemento de H tem simétrico.

Exemplo 1.11. Considere o grupo aditivo Ms(R). Vamos mostrar que o conjunto sly(R) =

{ (az Y ) (XY, 2 € R} ¢ um subgrupo de My(R).

zZ —X

o R . (00 .
Primeiro note que sly(R) nao é vazio, pois € sly(R) e ainda sly(R) C M (R).
0 0

Q21 —a11 by —b1y

—-b —b —b —b
AL (—B) _ (flll 11 A12 12 ) _ <G11 11 a12 12 )) c SZQ(R).

as; — by —ay +bny az; — by —(an —bn

b b
Sejam A = (an 2 > ,B = ( e ) € sly(R) quaisquer. Assim temos,

Portanto, pela proposicao anterior, temos que sly(R) é subgrupo de Ms(R).
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Na nossa proxima subsecao, falaremos sobre homomorfismos de grupos, que nada
mais é do que uma correspondéncia entre dois grupos, sujeita a algumas regras. De-
vido a importancia de algumas correspondéncias especificas, que trataremos no decorrer
desse trabalho, achamos necessario e util uma visao geral sobre correspondéncias entre

conjuntos.

Definigao 1.12. Sejam V e W conjuntos nao vazios. Uma aplicacao de V em W é uma
fungao, ou seja, € uma relagao pela qual a cada elemento de V estd associado a um unico
elemento de W. Se F indica essa relagdo e v € V qualquer, entdo F(v) indica o elemento
associado a v e se denomina a imagem de v por F'. Assim, definimos o conjunto imagem
de F' como

Im(F) ={F(v);v € V}.

E ainda indicamos esta aplicacao por
F:yv—W.

Definicao 1.13. Uma aplicagao F : V — W é denominada injetiva, se para todos

v1, vy €V, tais que F(v1) = F(vy) tem-se vy = vs.

Definicao 1.14. Uma aplicacao F : V — W € denominada sobrejetiva, se para todo
w e W, existe v €V tal que F(v) = w. Nesse caso, Im(F) =W.

Definicao 1.15. Uma aplicagao F' : V — W é denominada bijetiva se F' € injetiva e

sobrejetiva.

Exemplo 1.16. A aplicacio F : R* — R?, definida para todo (x,y) € R? por F(z,y) =
(x,—y) € bijetiva.

De fato, mostremos que F' é injetiva. Para tanto, sejam (z1,y1), (z2,y2) € R? tais

que, F(x1,11) = F(xs,y2). Entao temos,

(xlu _yl) = (fza —yz) — 1 = T3 € Y1 = Yo.

LOgO, (xbyl) = ($2>y2)'

Agora dado (z,y) € R? qualquer, tome (z, —y) € R%. Assim temos,
F(z,—y) = (z,—(-y)) = (z,y).

Logo, F' é sobrejetiva.
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Concluimos assim que F' é bijetiva.

1.1.2 Homomorfismos de Grupos

Nessa subsecao, estudaremos fungoes entre grupos. As fungoes de interesse aqui,
sao aquelas que preservam as operacoes dos grupos. Essas funcoes sao chamadas de

homomorfismos de grupos.

Definigao 1.17. Sejam (G, %) e (H,-) grupos. Um homomorfismo de G em H € uma
funcao f: G — H que satisfaz, para quaisquer x,y € G,

flxxy) = f(z)- fy).

Exemplo 1.18. Seja (G, %) e (H,-) grupos. Considere a funcio f : G — H, tal que, para
todo x € G tem-se f(x) = ey em que, ey € o elemento neutro de H. Vamos mostrar que

f € um homomorfismo.

De fato, sejam x,y € G quaisquer. Entao temos:
flxxy) =en=en-en=f(z) f(y)

Observacgao: Esse homomorfismo é chamado de homomorfismo nulo.

Definicao 1.19. Um homomorfismo injetor é chamado de monomorfismo. Um homo-
morfismo sobrejetor € chamado de epimorfismo. Um homomorfismo bijetor é chamado
de isomorfismo. Um homomorfismo f : G — G € chamado de endomorfismo. Um iso-

morfismo f: G — G é chamado de automorfismo.

Definicao 1.20. Sejam G, J grupos. Se existe f : G — J um isomorfismo de grupos,

dizemos que G € isomorfo a J e denotamos por G ~ J.

Proposicao 1.21. Sejam G e J grupos, e e ey seus respectivos elementos neutros e

seja [+ G —> J homomorfismo. Entao f(eq) = ey e para qualquer x € G tem-se

fl@™h) = fla)™".

Demonstra¢ao. Primeiro note que,

esf(eq) = fleq) = fleges) = f(eq)f(ec)
)

— esf(eq

(
(ec)

—> esf(eq)flec)™ = fleq)fleq)fleq)™
(ec)

:>e]:f
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Agora seja x € G qualquer. Assim temos,

)=/
= f(@)f(@™") = f(2)f(z)"
= —f(@)f(@)f(a™") = f(@) " f(2)f(z)"
= fla™") = f(2)™".

De agora em diante, denotaremos o elemento neutro de um grupo GG por eg, de um

grupo J por ey, ou seja, o indice do elemento neutro indica de qual grupo ele é.

Definicao 1.22. Seja f : G — J um homomorfismo de grupos. O nicleo de f, denotado

por N(f) ou ker(f), é o sequinte conjunto:

N(f) ={z e G flx) = e}

Proposicao 1.23. Sejam G, J grupos quaisquer, H subgrupo de G e f : G — J
homomorfismo. Entao f(H) = {f(z);x € H} é um subgrupo de J.

Demonstra¢ao. Note que O € H pois H é subgrupo de G, entao f(0g) =05 € f(H) e

assim f(H) nao é vazio.

Sejam z,y € f(H). Entdo existem a,b € H tais que f(a) =z e f(b) = y. Assim
vyt = f@)f(0) = fla)f(07) = flab™").

Como ab™ € H temos que f(ab™') € f(H). Desta forma, xy~' € f(H) e pela
proposigao 1.10, temos que f(H) é subgrupo de J.

Proposicao 1.24. Sejam G, J grupos quaisquer e f : G —> J homomorfismo. Entao:

(i) N(f) é um subgrupo de G;

(i) Im(f) € um subgrupo de J.
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Demonstracao. (i) N(f) é nao vazio, pois como visto na proposicao 1.21, eq € N(f)

Agora sejam z,y € N(f) quaisquer. Vamos mostrar que zy~* € N(f). Note que,

flay™)

F@) fy™) = f@)fly) " =eses =ey.

Logo, zy~! € N(f) e pela proposi¢ao 1.10, temos que N(f) é subgrupo de G.

(ii) Segue da proposigao 1.23, pois Im(f) = f(G).

Proposicao 1.25. Sejam G, J grupos e f : G — J uwm homomorfismo. Entdao
N(f) ={eg} se, e somente se, f € injetiva.

Demonstracao.

(=) Sejam z,y € J, tais que, f(x) = f(y). Entao,

f@)(fW) " =es = fl@)fly™") = flay™) =ey.

Logo, zy~' € N(f) e como N(f) = {ec}, temos

xy_lze(;:>:z::y,

0 que prova a injetividade de f.
(<) Seja x € N(f) qualquer. Entao,
f(x) =e; = f(ec).
Como f é injetiva, temos que = = eg. Assim,
N(f) < {eg}'

Note que, {e,} € N(f), pois f(e,) = e;.

Concluimos assim que N(f) = {e,}.
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1.1.3 Classes Laterais, Subgrupos Normais e Grupos Quocientes

Considere (G, ) um grupo qualquer e H um subgrupo qualquer de G. Para a demons-
tracao das proposicoes dessa se¢ao, usaremos a notacao multiplicativa, por simplicidade.

Entao quando nos referirmos a G como grupo, usaremos ry ao invés de x xy, ou seja, fica

subentendido que x * y = xy e ainda o simétrico de z em G notaremos como !,

Proposicao 1.26. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e x,y € G quaisquer. A
rela¢ao

yRr <= 27 'y € H

¢ uma relagao de equivaléncia em G.

Demonstracao.
i) (Reflexiva) Seja x € G qualquer. Temos, z 7'z = e € H, logo xRx.
(2) (
(77) (Simétrica) Sejam x,y € G quaisquer. Temos que,

1

yRr =z 'y € H=—= (v 'y) ' =y 'z € H= zRy.

(ii7) (Transitiva) Sejam x,y e z € G quaisquer, tais que, yRr e zRz. Entao, x 'y € H

e 2z lo € H. Assim,

(z'2)(z7'y) € H= 2"'y € H = yRz.

De maneira analoga, se G é um grupo e H um subgrupo de G, a relagao
Ry <= yr e H

¢ também uma relacao de equivaléncia.

Perceba agora que,
yRr <= 2" 'y € H <= 3h € H, tal que
v ly=h<=y=ach<=ycaH ={zh;hc H}.
A classe de equivaléncia de x € G, definida pela relagao R, é

{y € G;yRx} = zH.
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No caso em que a relacao é yR*r <= yx~ ' € H, a classe de equivaléncia de y € G é
q G ) Y Y

{y € G;yR*z} = Hz.

Isso motiva as seguintes defini¢oes:

Definigao 1.27. A classe de equivaléncia xtH = {xh;h € H} € chamada classe lateral de

x a esquerda de H em G.

Defini¢ao 1.28. A classe de equivaléncia Hx = {hx;h € H} € chamada classe lateral de
x & direita de H em G.

Definicao 1.29. Um subgrupo H de um grupo G é chamado de subgrupo normal se, para

todo x € G, se verifica a igualdade
xH = Hz.

Exemplo 1.30. Seja f : G — J homomorfismo de grupos. Vamos mostrar que N(f) é

um subgrupo normal de G.

J& mostramos na proposi¢ao 1.24 na pagina 12 que N(f) é um subgrupo de G, resta
mostrarmos entao, que para todo x € G tem-se xtH = Hx, vamos mostrar por dupla

inclusao.

Primeira inclusdo xN(f) C N(f)z. Sejay € N(f) qualquer. Entao, existe n € N(f)

tal que y = xn. Note que

y=an= rnx tz.

Assim, temos
Flana™) = F@) ) f () = f@)es @) = ()2 = e

1

Portanto, znz~! € N(f), logo existe n; € N(f) tal que, xnz™ = n;. Assim, temos

y=anr 'z =nx € N(f)z.

ou seja, Concluimos assim que xN(f) € N(f)z.
De maneira andloga, demonstra-se que N(f)z C xN(f).

Portanto, zN(f) = N(f)x.
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Sejam GG um grupo e H C G um subgrupo normal de G. Sabemos que para x,y € G
yRr <= 2 'y € H
¢ uma relacao de equivaléncia em G. O conjunto
G/H ={zH;x € G} = {Hz;z € G}
é o conjunto das classes de equivaléncia modulo H.

Lema 1.31. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e x,y € G quaisquer. Entdo:

(i) yeoH < zH =yH;

(ii) y € Hr <= Hx = Hy.

Demonstracao.

(i) (=) Como y € xH, temos yRx, por simetria temos que zRy. Vamos mostrar
que xH C yH. Se z € xH, entao zRx. Mas xRy logo, pela transitividade, temos zRy.
Portanto, z € yH.

yH C xH é anélogo.
(<) Como y € yH e yH = xH, entdo y € zH.

(ii) E semelhante ao item (i), basta trocar a lateralidade.

Proposicao 1.32. Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G. Defina a sequinte
0peracao
-+ G/HxG/H — G/H
(xH,yH) — xyH.
Entao (G/H,-) € um grupo.

Demonstracdo. Primeiramente, vamos mostrar que a operacao esta bem definida. Para
tanto, sejam zH,yH,x1H e yyH € G/H tais que, tH = x1H e yH = y;H. Vamos

mostrar que xyH = x1y H.

Como *H = x1H e yH = y;H, pelo lema 1.31 temos que, z; € zH e y; € yH, ou

seja, existem hy, ho € H tais que, 1 = xhy e y; = yhy. Assim,

r1y1 = (xh1)(yhe) = x(hyy)ho.
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Note que, hyy € Hy e como H é normal, temos que Hy = yH. Portanto, existe
hs € H tal que, hyy = yhz. Assim,

r1y1 = x(hy)he = x(yhs)ha = wy(hshs).

Como hsz, hs € H temos que hshy € H, ou seja, existe h € H tal que, hghy = h.
Portanto,

r1y1 = xy(hshy) = xyh € zyH.

Logo, pelo lema 1.31 na pégina 16, temos que xyH = x1y; H. Concluimos assim, que

a operacao esta bem definida.

Provaremos agora os axiomas de grupos.

Associatividade: Sejam xH,yH e zH € G/H quaisquer. Assim,

(xH -yH)-zH = xyH - zH = (vy)zH = z(yz)H = xH - y2zH = xH - (yH - zH) .

Ezisténcia do elemento neutro: Considere eH = H € G/H e dado *H € G/H qualquer,

temos:

eH -oH =exH =2H e

zH -eH = xeH = xH.

Logo, eH é o elemento neutro de G/H.

Existéncia do elemento simétrico: Seja xH € G/H qualquer. Note que v 'H € G/H e
que
cH- -2 '"H=xx"'H=eH e

t'H- -xH =2 '2H = eH.
Portanto, o simétrico de H é x~*H. Concluimos entao, que (G/H,-) é um grupo.
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1.1.4 Teorema do Homomorfismo para Grupos

Sejam G e J grupos. Dado f : G — J um homomorfismo, podemos colocar a seguinte
questao: como podemos construir um isomorfismo, apartir de f? Bom, sabemos que
um isomorfismo é um homomorfismo injetor e sobrejetor. Podemos, tentar resolver essa
questao por partes. Se pensarmos em construir um homomorfismo sobrejetor, podemos
mudar o contradominio de f, para Im(f), o que resolve a sobrejetividade. Mas, e a

injetividade? Uma motivagao para a resposta seria o seguinte: Se, z,y € G sao tais que

f(z) = f(y) entao,
flx)=fly) = f)fy) ' =e;= fa)fly") = flay") =e,.

Isso significa que xy~' € N(f), ou seja, x e y estao relacionados pela relagao de equi-
valéncia médulo N(f). Quando quocientamos G por N(f), fazemos com que o elemento
neutro de G/N(f) seja a classe do e,N(f) = N(f). Isso nos da, uma pista de que pode-
mos trocar o dominio G de f por G/N(f). Para ficar claro, vamos para o teorema que

dé nome a essa subsecao.

Teorema 1.33 (Teorema do homomorfismo para grupos). Sejam G,.J grupos e ainda

f: G — J um homomorfismo. Entdao, a fun¢do

p: G/N(f) — Tm(f)
eN(f)  — [f(2)

€ um isomorfismo.

Demonstracao.

Vamos primeiro mostrar que ¢ estd bem definida. Para tanto, sejam xN(f),
yN(f) € G/N(f) quaisquer, tais que zN(f) = yN(f). Assim, yRz, ouseja, 'y € N(f).
Note que, p(zN(f)) = f(z) e (yN(f)) = f(y), entao

PN () (N = fl=) (fly)
= f@)f(y™)
= flzy™) = ey
= @(@N(f)) = eyN(f))

Portanto, ¢ estd bem definida.

Mostremos agora que ¢ é um homomorfismo. Sejam zN(f) e yN(f) € G/N(f)
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quaisquer, assim
(N (f)-yN(f)) = p(xyN(f)) = f(zy) = f(2)f(y) = (@N(f))eyN(f))-

Logo ¢ é um homomorfismo.

Mostremos que ¢ é injetiva. Seja N (f) € N(¢) qualquer. Entao

e(xN(f)) =e; = f(x) =ey.

Logo, x € N(f), assim
N(p) ={zN(f);z € N(f)} = {N(f)}-

Vimos na proposigao 1.32 na pagina 16, que a classe e,N(f) = N(f) é o elemento
neutro do grupo quociente G/N(f). Logo, pela proposigao 1.25 na pagina 16, temos que
v ¢é injetiva.

Mostremos que ¢ é sobrejetiva. Seja y € Im(f) qualquer. Entao existe z € G tal
que, f(z) =y, logo existe zN(f) € G/N(f) tal que,

p(xN(f)) = f(z) =y.
Portanto, ¢ é sobrejetiva.

Como ¢ é homomorfismo injetor e sobrejetor, temos que ¢ é um isomorfismo, ou seja,
G/N(f) é isomorfo a Im(f), em notacao fica, G/N(f) ~ Im(f). Concluimos assim, a

demonstracao.

Exemplo 1.34. Seja G um grupo. Considere H = {e,}, em que e, € o elemento neutro

de G. Entio G/{e,} ~ G.

Primeiro, note que H é um subgrupo normal de G, pois para cada g € G temos
gH = gey = eq9 = Hg. Agora considere f : G — G tal que, para todo z € G temos,
f(z) = x, assim, para x,y € G quaisquer temos, f(xy) = xy = f(x)f(y), ou seja, f é
homomorfismo. Note agora que, N(f) = {e,} e Im(f) = G, segue entao, do teorema do

homomorfismo que G/{e,;} ~ G.
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1.2 Anéis

A definigao formal de anel foi elaborada em 1914 pelo matemético alemao A. Fraenkel
(1891-1965) . O conceito de anel foi fundamental para axiomatizacao da algebra. Surgiu
como consequéncia da sistematizacao de conjuntos numéricos, principalmente do conjunto
dos numeros inteiros. O conceito de anel esta intimamente relacionado com as seguintes
questoes: qual o conjunto minimo das propriedades de adicao e da multiplicacao em 7Z
é necessario para demonstrar as outras propriedades de Z? Ou seja, quais propriedades
as operagoes de um determinado conjunto tem que ter, para que possamos operar nesse
conjunto de forma semelhante que operamos em Z?7 As respostas para estas perguntas

levaram aos seis axiomas de anel.

Definigao 1.35. Um anel € uma tripla ordenada (R, +,*), em que R € um conjunto ndo
vazio, munido de uma operac¢ao denotada por + (chamada de soma) e de uma opera¢ao
denotada por x (chamada de multiplica¢ao), tais que para quaisquer x,y,z € R, as se-

guintes condi¢coes sao satisfeitas:
S: (R,+) € um grupo abelino;
P1: (xxy)*xz=2x%(y*2z2) (associatividade do produto);

P2: zx(y+z2)=xxy+x*xze(x+y)xz=x*xz+y*z (distributividade da soma

com respeito ao produto).

Definigao 1.36. Seja (R, +,*) um anel. Dizemos que:

(i) (R,+,*) € um anel comutativo se x for comutativa, ou seja, para quaisquer x,y € R

temos Tx Yy =y * x;

(ii) (R,+,%) ¢ um anel com unidade se existe 1z € R tal que, para todo x € R temos

lpxx=x*x1g =21,
(iii) a € R ea # 0 é um divisor de zero, quando existe b € R e b # 0, tal que, axb = 0;

(iv) a € R (um anel com unidade) e a # 0 é um elemento inversivel, se existe b € R e
b=#£0, tal que, axb="bxa = 1g.

Defini¢ao 1.37. Um anel (R,+,*) comutativo, com unidade e sem divisores de zero é

chamado de anel de integridade ou dominio de integridade.

Definicao 1.38. Um anel de integridade (R,4+,%) em que todo elemento ndao nulo é

inversivel € chamado de corpo.
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Definicao 1.39. Seja K um corpo, dizemos que a caracteristica de K ¢é igual a n e

denotamos por char K =n, sen é o menor inteiro positivo, de forma que

1+1+...+1=0.
~————

n—uvezes

Quando nao existe inteiro positivo tal que isso ocorra, dizemos que char K = 0.

E possivel mostrar que a caracteristica de um corpo é sempre zero ou um nimero

primo. Trabalharemos apenas com corpos de caracteristica zero.

Exemplo 1.40. (Q,+,:), (R,+,-) e (C,+,+) sao corpos de caracteristica zero com as

operacoes USuaGLS.

Observacao: Quando ficar subentendida a existéncia das operagoes, vamos nos referir
ao anel (R, +, *) simplesmente por anel R.
Exemplo 1.41. (M5(R),+,-) com as operagoes usuais de soma e multiplicagdo de ma-

trizes € um anel.

J& vimos no exemplo 1.2 na pagina 4 que (M3(R),+) é um grupo abeliano. Resta

a; a
mostrarmos entao que P1 e P2 sao satisfeitas. Para tanto, sejam A = ( ! 2) ,
as a4

by b
B=|[ " " ,C = a e € Ms(R) quaisquer.
b3 b4 C3 (4

P1 (associatividade do produto)

Temos que
by b
A-(B~C): a; G2 . AN C1 C2
as a4 bs by C3 C4
ap s bicy + bacz  bica + bacy
as Qy bgCl + b463 bgCQ + b4C4

<a1(blc1 + bacs) + ag(bscy + bacg) ai(bica + baca) + as(bsca + 5404)>
az(bycy 4 bacs) + ag(bscy + bycg)  az(bica + bacy) + ag(bsca + bycy)

(1.2)

a1b101 + a1b203 + CL2b301 + a2b463 a1b1€2 + a1b204 + agbgcg + CL2b4C4
agblcl + a3b203 + (I4b301 + a4b463 CL3[)1€2 + a3b204 + CL4b3C2 + CL4b4C4 '
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Por outro lado,
(AB)C: [ a; as ‘ bl bg ) C1 Co
| \d3 Qa4 bz by C3 C4
o [ a1b1 + CLng albg + a2b4 C1 Co
L a3b1 + a4bg agbg + a4b4 C3 C4

<(CL1b1 + CLng)Cl -+ (a162 + CL2b4)Cg (Clel + a2b3)02 -+ (a1b2 + CL2Z)4)C4>

(a3b1 + (l4b3)01 + (a3b2 + a4b4)03 (a3b1 + a4b3)02 + (a362 + a4b4)c4

<a1b101 + CLngCl + aleCg + a2b403 alblcg + CLngCQ + a1b204 + a264c4>

aszbici + agbzcy + asbacs + agbscs  azbicy + asbzcy + azbacy + asbycy

(1.3)

. <a1b101 + aleC;J, + a2b361 + azb403 a16102 + (Z1b264 + agbgcg + a2b4c4>

a3b101 + ClgbgCg + CL4b301 + a4b463 a3b1€2 + a3b204 + a41)362 -+ a4b4c4

Note que (1.3)=(1.2).

Logo, (A-B)-C =A- (B - () e portanto, a associatividade do produto ¢ vélida.

P2(distributividade do produto com respeito a soma):

a; a by b ¢ c
A . (B + C) _ 1 2 . 1 2 + 1 2
as ay bs by C3 C4
e a bi+c1 by +co
as Qq b3 + c3 b4 + ¢4
_ a1(61 + Cl) + ag(bg + C3) al(bg + C2) + a2(b4 + C4)
a3(61 + Cl) + (l4(b3 + Cg) (lg(bg + CQ) -+ a4(b4 + 64)

. albl +ajc; + a2b3 + ascCs a1b2 + ajco + a2b4 + CLQC4> (1 4)

azby + azcy + asbs + ascs  asby + aszcy + asby + ascy

Por outro lado,

A-BiA-C— a; G2 ' bi by i ay G2 ) C1 Co
a3 ay bg b4 a3 Qg C3 C4
_ <a161 + agbs  a1by + a254> n (G1C1 + asc3  aicy + a204)

a3b1 + (1453 (Lgbz + a4b4 aszC1 + a4C3 Qa3Csy + a4Cy



_ a1by + agbs + aic; + ascs
(1,3b1 + (14b3 + aszcy + a4C3

_ (albl + aic1 + agbs + ascs

ngl “+ aszcy + G4b3 + aycs

Note que (1.5)=(1.4). Logo, A- (B + C)

Agora,

(A+B)-C=

Por outro lado,

(A-C+B-C) =

ai|cy + aoCs + b161 + bgCg
ascy + ascs + bzcy + bycs
aicy + bicy + ascs + bocs

azcy + bycy + agcs + bycs

aicy + ascs
a3C1 + a4C3

Note que (1.6)=(1.7). Logo, (A+ B)-C =

Portanto, (M3(R),+,+) é um anel.

Exemplo 1.42. Seja F(R) =

+: F(R) x F(R)

(f.9)

[ ap as b1 bg
+
L as ay bg b4
_fart+bi ag+by 1 Co
asz +bs a4+ by 3 ¢4
(a1 + b1)61 + (CLQ + 52)63

(a3 + b3)cy + (aq + bg)cs

a|cy + blcl + ascs + b263

asCy + bgCl + a4C3 -+ b403

C1 C
+
a1Cy + CLQC4> n <b101 + bQC3

a3Cy + a4Cy

23

a1by + agby + ajca + ascy
ang + CL4b4 + asce + aqcy

arby + ajcy + asby + asc
102 1C2 204 24> (1.5)

ang “+ ascy + a4b4 + a4cyq

=A-B+A-C.

)|

1 C2
C3 C4

(a1 + bl)CQ + (ag + b2)64>
(ag + 63)62 + (Cl4 + b4)C4

a1y + bica + ascq + bacy (16)
a3Co + bgCQ + aycy + b4C4 ' .

bl bg C1 Co
by by €3 C4
b1 Co + bQ C4>

b361 + b4C3 b302 + b4C4

a1Co + G2C4 + blcz + b204>

ascy + ascy + bsca + bycy

(1.7)

a1y + bicy + aseq + bacy
asCo + b362 + a4Cy + b4C4 '

A-C+B-C.

{f : R —R; fé funcdo}. Defina as sequintes operagies:

—  F(R)
— f+y,
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em que para todo x € R, (f + g)(z) = f(x) +g(z) e

FR) x F(R) — F(R)
(fag) — fg7

em que para todo x € R, (f-g)(z) = f(x) - g(x).

(F(R),+,-) € um anel comutativo com unidade.

Associatividade da soma: Sejam f,g e h € F(R) quaisquer. Entao para todo z € R

temos,

(f +9) +h)(x) = (f + 9) (@) + hz) = f(z) + g(x) + h(z)
= f(2) + (g +h)(x) = (f + (g + h)(x),

ja que a associatividade da soma em R é valida.

Logo, (f+g)+h=f+(g+h).

Comutatividade da soma: Sejam f, g € F(R) quaisquer. Entao para todo x € R

temos:

(f +9)(x) = f(z) + g(=).
Devido & comutatividade da soma nos reais, temos
f(@) +9(x) = g(z) + f(z) = (9 + f)(@).
Logo, f+g=9g+ f.

Ezisténcia do elemento neutro para soma: Seja f € F(R) qualquer e considere

ep : R — R tal que, para todo = € R temos eo(z) = 0. Assim,
(o + [)(@) = eo(x) + f(x) =0+ f(z) = f(z) e
(f +eo)(@) = f(2) +eo(z) = f(2) + 0= f().

Portanto, ey é o elemento neutro da soma em F(R).

Ezisténcia do lemento simétrico para soma: Seja f € F(R) qualquer. Considere
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—f € F(R) tal que, para todo z € R tem-se (—f)(x) = —f(x), assim temos,
(f +(=M) = fl2) + (=@) = f(2) - f(2) =0=eo(x) e
(=f+ @) =(=NH)+ f(2) = —f(2) + fz) = 0= eo(x).

Portanto, — f é o simétrico de f. Mostramos entao que (F(R), +) é um grupo abeliano.

Associatividade do produto: Sejam f,g e h € F(R) quaisquer. Entao para todo z € R,

temos

Logo, (f-g)-h=f-(g-h).

Comutatividade do produto: Sejam f,g € F(R) quaisquer. Entao para todo z € R

temos,

(f-9)(x) = f(z) - g(x).

Pela comutatividade do produto em R temos

Logo, f-g=g- f.

Distributividade(produto com respeito a soma): Sejam f,g e h € F(R) quaisquer. Entao

para todo = € R temos:
((f +9)-h)(x) = (f + 9)(@)  h(z) = (f(z) + 9(x)) - h()
e pela distributividade nos reais temos,
(f(@)+g(@)) - hz) = f(z) - h(z) + g(z) - h(z) = (f - h) (@) + (g h)(x) = (f - h+g-h)(2).
Por outro lado, pelo primeiro caso e pela comutatividade do produto, temos
(f+g)-h=f-h+g-h e

h-(f+g)=h-f+h-g.
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Ezisténcia do elemento neutro para o produto: Seja f € F(R) qualquer e considere

e : R — R tal que, para todo = € R temos e(x) = 1. Assim, temos

Logo, e é o elemento neutro do produto em F(R). Portanto, (F(R),+,-) é um anel

comutativo com unidade.

Considere

0, sex>0 1, sex >0
flz) = e g(x) =
1, sex <0 0, sex <0

Note que f,g € F(R) e f,g # ep, no entanto f(z) - g(z) = 0 = ep(x), ou seja,
f g = eo. Portanto, F(R) tem divisores de zero. Assim, F(R) nado é um anel de

integridade e conseguentemente também nao é um corpo.

1.2.1 Subanéis, Ideais e Anéis Quocientes

Definicao 1.43. Sejam (R,+,-) um anel e B C R nao vazio. B é denominado subanel
de R quando:

(1) as operagées + e - sao fechadas em B, ou seja, para todo x,y € B tem-se x +y € B

ex-y € B;
(i) (B,+,-) € um anel.

Proposicao 1.44. Sejam (R,+,-) um anel e B C R nao vazio. B € subanel de R se, e
somente se, (B,+) € subgrupo de (R,+) e dados quaisquer x,y € B tem-se x -y € B.

Demonstracao.
(=) Como B é subanel, por definicao B é anel, assim (B,+) é grupo e como B C R,
temos que (B, +) é subgrupo de (R, +) e pelo fato de que B é anel, temos x -y € B.

(«<=) Por hipétese, para quaisquer z,y € B temos z -y € B, logo a operacao multi-
plicagdo é fechada em B. Como (B, +) é subgrupo de (R, +) temos que (B,+) é grupo e

portanto a operacao soma também é fechada em B.
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Resta mostrarmos entao, que P1 e P2 sao satisfeitas. Para tanto, sejam x,y e z € B
quaisquer, como B C R entao z,y e z € R logo, pela associatividade do produto em R,

temos que
z-(y-z)=(x-y) 2

o que mostra a associatividade do produto em B. O mesmo ocorre com a distributividade.

Portanto (B, +,-) é anel. Concluimos assim que B é subanel de R.

Exemplo 1.45. Considere F(R) definido no exemplo 1.42, na pdgina 23. Seja
B={feFR); f(1) =0}, entio B € subanel de F(R).

De fato, note que B nao é vazio, pois a fungao g : R — R, definida como g(z) = z—1

pertence a B.

Agora sejam f, g € B quaisquer. Entao temos,

(f—9)(1)=f(1)—g(1)=0-0=0,

ou seja, f—g € B logo, pela proposigao 1.10 na péagina 8, (B, +) é subgrupo de (F(R), +).
Também,

(f-9)(1) = f(1)-g(1) =0-0=0

assim, f - g € B. Entao, pela proposigao anterior, temos que B é subanel de F(R).

Defini¢ao 1.46. Seja (R,+,-) um anel e Z C R nao vazio. T é denominado um ideal a

esquerda de R quando:

(i) Para quaisquer x,y € T tem-se x —y € L;
(ii) Para todo x € T e para todo y € R tem-sey-x € T.

Definicao 1.47. Seja (R, +,-) um anel e T C R nao vazio. T é denominado um ideal &

direita de R quando:

(i) Para todo x,y € T tem-se x —y € Z;
(ii) Para todo x € T e para todo y € R tem-se x -y € T.

Definicao 1.48. Seja (R, +,-) um anel e T C R ndo vazio. I é denominado um ideal

de R ou um ideal bilateral de R quando Z é um ideal a direita e a esquerda de R.
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Proposicao 1.49. 7 € um subanel de R.

Demonstragao. De fato, a condi¢do (i) garante que (Z,+) é um subgrupo de (R,+) e
a condicao (ii) garante o fechamento da multiplica¢do. Assim pela proposigao 1.44 na

pagina 26, temos que Z é um subanel de R.

Exemplo 1.50. Sejam R anel e a € R fizo, qualquer. Entao,
T ={x € R;xza=0g}
¢ um ideal a esquerda de R.

De fato, note que Z nao é vazio pois Or € 7.

(i) Sejam z,y € Z quaisquer, entdo za = Ogr e ya = Og. Assim,

(x —y)a=za —ya=0gr —0g =0g.

Portanto, x —y € Z.

(i) Sejam x € Z e y € R quaisquer. Assim,
(yr)a = y(xa) = yOr = Og.

Portano, yx € Z. Logo, Z é um ideal a esquerda de R.

De maneira andloga mostra-se que Z* = {x € R;ax = Og} é um ideal a direira de R.

Exemplo 1.51. Sejam R = {f : [a,b] — R; f¢é funcao} e S C [a,b]. Vamos mostrar
que o conjunto

IT={feR;VxeS, f(x)=0}
€ um ideal de R.
De fato, note que Z nao é vazio, pois para todo z € R considere e(x) = 0 em que e(z)

é o elemento neutro (soma) de R, em particular, temos que, para todo = € S e(z) = 0,

assim e(x) € Z.

(i) Sejam f,g € T quaisquer. Entdo para todo x € S temos f(xz) = 0 e g(z) = 0.

Assim, para todo x € S temos,

(f—9)(x)=f(z) —g(x) =0-0=0.
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Portanto, f —g € Z.

(ii) Sejam f € Z e g € R quaisquer. Entao, para todo x € S temos,
(9- @) =g(x) f(z)=g(r)-0=0.

Portanto, g - f € Z e, assim, Z é um ideal a esquerda de R.

Agora, para todo x € S temos,
(f-9)(x) = f(x) g(x) =0-g(z) = 0.

Portanto, g - f € Z e assim Z é um ideal a direita de R.
Logo, Z é um ideal de R.

Vimos na se¢ao de grupos que para G um grupo e H C G um subgrupo de G as
relacoes

yRr <=z 'yc H e
yR'z <= ya '€ H

sao relagoes de equivaléncia. Vimos também, que essas relacoes, determinam classes de
equivaléncias e as chamamos de classes de equivaléncia modulo H. Agora, novamente de
maneira natural, vamos definir uma relacao de equivaléncia determinada por um #deal de
um anel. Seja R um anel qualquer e Z um ideal de R. Assim, o ideal Z define no anel R
a relacao

y=x (mod I) <= y—x el

Quando y — x € Z, dizemos que y é congruente a x modulo Z ou y estd relacionado

com x mddulo Z. Vale salientar que a relagao
y=z(mod I)<—=y—zxe€l

é uma relagao de equivaléncia, pois (Z,+) é subgrupo de (R, +).

Considere R um anel e Z um ideal de R. J4 mostramos na proposicao 1.49 na pagina
28 que Z é um subanel de R. Portanto (Z,+) é um subgrupo de (R,+). Nao é dificil
mostrar que se (R, +) é abeliano, todos os seus subgrupos sao normais. Assim temos que

T é subgrupo normal de (R, +).

Com essas informagoes, faz sentido considerarmos o grupo quociente R/Z em que,

sua operagao é a operacao de classes, definida na se¢ao de grupos. Para lembramos, se
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r+Z,y+7Z € R/Z, operamos os elementos da seguinte forma:

(z4+1)+ (y+I)=(x+y) +ZI

Também, o elemento neutro de R/Z é a classe 0 +Z e o oposto da classe © +Z é a
classe (—z) +Z. A seguir, mostraremos que o grupo (R/Z,+) torna-se um anel, com a

escolha apropriada de uma operacao de multiplicacao.

Proposicao 1.52. Seja Z um ideal de um anel R. Considere (Z,4+) como subgrupo
normal de (R,+), entdo o grupo quociente R/Z € um anel, com a sequinte operac¢ao de
multiplicacao:

R/IXxR/I — R/T

(x+Z,y+7I) — (x+I)-(y+71),
em que para quaisquer x +Z,y+7Z € R/Z tem-se (x+7ZI) - (y+ZI)==xzy+Z.

Demonstracao. Primeiramente, vamos mostrar que a operacao multiplicacao estd bem
definida. Para tanto, sejam v +Z, y+Z, z+Zeh+Z € R/Ztaisquex+Z=y+7 e
247 = h+Z, mostremos que zz +Z = yh + 7.

Como z+Z = y+Z, temos que x —y € Z, de maneira andloga, temos que z —h € Z.

Como Z é um ideal de R temos que, (x —y)z € Z e y(z — h) € Z. Assim,
(z—y)z+y(z—h)]=x2z—yz+yz—yh =22 —yz € Z,

ou seja, rz e yh estao relacionados e portanto, estao na mesma classe de equivaléncia.

Assim, zz +Z = yh + 7 e a operagao multiplicacao estd bem definida.

Vamos mostrar agora as propriedades da multiplicagao, necessarias para que R/Z seja

um anel.

(Associatividade): Sejam x +Z,y+Z e z+Z € R/Z quaisquer. Assim, temos

(x+2) - [(y+Z2) - z4+D)])=(@+7I) [yz+I] =z(yz) + Z.

Por outro lado, pela associatividade em R temos,
r(yz)+Z=(xy)z+Z=[(zy)+Z]- z+D) =[x +2)- (y+2)]- (2 +I).

Portanto,
(@+I)-[y+1) - +D)]=[e+I)-(y+I)- (= +1).
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(Distributividade): Sejam x +Z,y+Z e z +Z € R/Z quaisquer. Assim temos,

(z+I)- [(y+D)++D)]=(@+I) [(y+2)+I)=(z(y+2) +T
=(wy+zz)+Z=(y+I2)+ (rz+1I)
=(x+I) - (y+I2)+(xz+7) - (z+72).

Por outro lado,

(z+D)+Ww+ID)] - +D)=[(z+y)+Z] - z4+I)=(r+y)z+Z
=(rz4y2)+Z=(x24+72)+ (yz+7I)
=(x+D)- z+D)+(y+2) (2+1).

Portanto, (R/Z,+,-) é um anel.

Definicao 1.53. Sejam R um anel e T C R um ideal. O anel (R/Z,+,-) é denominado

anel quociente de R por Z.

1.2.2 Homomorfirmos de Anéis

Assim como em grupos, agora vamos estudar fungoes entre anéis. Da mesma forma,
as fungoes de interesse aqui sao aquelas que preservam as operagoes de anéis, essas fungoes

sao chamadas de homomorfismos de anéis.

Definigao 1.54. Sejam (R,+,-) e (B, A, *) anéis. Uma fungao f: R — B € denomi-
nado uwm homomorfismo de anéis quando, para todos x,y € R tem-se:

(1) flz+y) = f(@)Af(y);

(ii) f(z-y) = f(z) = f(y).

Observagao: Quando estamos estudando homomorfismos entre anéis é comum de-
notarnos as operagoes dos anéis pelos mesmos simbolos. Assim (R, +,-) e (B, +,-) tém

simbolos iguais, mas apesar disso, designam operacoes diferentes em R e B.

Definicao 1.55. Um homomorfismo injetor é chamado de monomorfismo. Um homo-

morfismo sobrejetor é chamado de epimorfismo. Um homomorfismo bijetor é chamado
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de isomorfismo. Um homomorfismo f : R — R € chamado de endomorfismo. Um

isomorfismo f: R — R é chamado de automorfismo.

Definigao 1.56. Sejam R e B anéis. Se existe f : R — B um isomorfismo, dizemos

que R e B sao isomorfos e denotamos por R ~ B.

Exemplo 1.57. Seja Z um ideal de R. A fun¢io f : R — R/Z, tal que, para todo

r € R tem-se f(x) = x + I é um homomorfismo, chamado de homomorfismo canonico.

De fato, sejam x,y € R quaisquer. Assim:
faty)=@+y)+I=>@+ID)+y+I)=[f(2)+fly) e
f@y) =@ y+IT=>e+I) (y+I)=[f(x) fy)

Exemplo 1.58. Considere R e My(R) como anéis com suas operagdes usuais. Seja

0
f R — My(R) uma fungao, tal que, para todo x € R tem-se f(x) = (:c > vamos
0

mostrar que f € um homomorfismo de anéis.

Sejam z,y € R quaisquer. Assim temos:

) _[zty 0 [z 0 y 0\ .
S R N (LT (X, e

y _xyO_af:O.yO:x'
o= (2 )= ) )

Portanto, f é um homomorfismo.

Proposicao 1.59. Sejam (R, +,-) e (B,+,-) anéis e f : R — B um epimorfismo, entdo:

(i) Se R tem unidade, entdo B tem unidade e f(1g) = 1p;

(ii) Se R tem unidade e x € R € inversivel em R, entdo f(x) € inversivel em B e

fla)=h = f(a™h).

Demonstracao.

(i) Seja y € B qualquer. Como [ é sobrejetiva, existe x € R tal que f(z) = y. Assim,

y-f(lr) = f(x)- f(lg) = f(w-1g) = f(x) =y e
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f(r) -y =f(1r) - f(z) = f(1r - 2) = f(z) = y.

Portanto, f(1g) = 15.

(i) Seja = € R tal que = é inversivel. Assim temos,
f@™h) - fl@) = fa™"-2) = f(lp) =15 e
fl@)- fla™h) = fla-27) = f(lr) = 1p.
Logo, f(z~1) é o inverso de f(x), ou seja, f(z~1) = f(z)~L.

Definigao 1.60. Seja f : R — B um homomorfismo de anéis. O nucleo de f, denotado

por N(f) ou ker(f), é o conjunto:

N(f) ={z € R; f(x) = 05} .

Proposicao 1.61. Sejam (R,+,-) e (B,+,-) anéis e f : R — B um homomorfismo.

Entao, Im(f) é um subanel de B.

Demonstra¢ao. Primeiro, note que (R,+) e (B,+) s@o grupos e que f também é um
homomorfismo de grupos, entao pela proposigao 1.23(ii) na pagina 12, (IJm(f),+) é sub-
grupo de (B, +). Agora sejam yi,ys € Im(f) quaisquer. Entao, existem x1, o € R, tais
que f(z1) =y e f(22) = yo. Assim,

yl'yzzf(xl)'f(@) Zf(ﬁl'xz)-

Logo, y1 - y2 € Im(f), j& que x1 - x5 € R. Portanto, pela proposigao 1.44 na pagina
26, temos que IJm(f) é subanel de B.

Proposicao 1.62. Sejam (R,+,-) e (B,+,-) anéis e f : R — B um homomorfismo.
Entao N(f) é um ideal de R.

Demonstracao. Note que pelo que ja argumentamos na proposi¢ao anterior, temos que
(R,+) e (B,+) sao grupos e que f é um homomorfismo de grupos, entdo novamente pela
proposigao 1.23(i), temos que (N(f),+) é subgrupo de (R, +). Agora sejam z,y € N(f)
quaisquer. Assim,

f@-y)=f(x)- fly) =05 05 = 0p.
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Logo, = -y € N(f). Portanto, pela proposicao 1.44 que N(f) é subanel de R.

Agora, sejam x € N(f) e y € R quaisquer. Assim,

fly-x) = fy) - f(z) = f(y)0p = O,
jd que, x € N(f). Logo, y-z € N(f) e, assim, N(f) é ideal a esquerda de R

Da mesma forma, temos
flx-y)=f(x)- f(y) =05 f(y) = 05.

Logo, -y € N(f) e, assim, N(f) é um ideal a direta de R.

Portanto, N(f) ¢ um ideal de R.

1.2.3 Teorema do Homomorfismo para Anéis

Na secao de Grupos, demonstramos um teorema de fundamental importancia para
Algebra, que é o teorema do homomorfismo para grupos. Esse teorema é uma ferramenta
matematica muito importante, pois é usada para a producao de isomorfismos, tanto entre

grupos, quanto entre anéis, como vamos ver agora.

Teorema 1.63 (Teorema do homomorfismo para anéis). Sejam R, B anéis, e

f R — B um homomorfismo. Entdao a funcdao

p: R/N()  — Im(f)
r+N(f) —  [flx)

€ um isomorfismo.

Demonstracao. Ja mostramos no teorema 1.33 na péagina 18, que ¢ estd bem definida,
que ¢ é injetiva e sobrejetiva e que ainda preserva a primeira operacao. Desta forma,
resta apenas mostrar que ¢ preserva a segunda operacgao, ou seja, preserva a operagao

multiplicagao de classes. Sejam = + N(f),y + N(f) € R/N(f) quaisquer. Assim,

o(ry + N(f))
fley) = f(2)f(y)
oz + N(f)e(y + N(f))-

p((z+N(f) - (y+ N())
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Portanto, concluimos que ¢ é um isomorfismo. m

Exemplo 1.64. Considere o conjunto F(R) = {f: R — R; f¢é funcao}. Esse conjunto

com as operagoes

(f+9)(x)=flx)+g(x) e
(fg)(z) = f(x)g()

¢ um anel (ver exemplo 1.42 na pagina 23).
Seja f € F(R) qualquer. Defina ¢ : F(R) — R por ¥(f) = f(0). Vamos mostrar
que ¥ é um epimorfismo.

Primeiro note que, para quaisquer f, g € F(R) temos
O(f +9) = (f +9)0) = f(0) + 9(0) = ¥(f) +¢(g) e
(fg) = f(0)g(0) = ¢(f)¥(g).

Portanto, 1 é um homomorfismo de anéis. Vamos mostrar agora que 1 é sobrejetiva,
para tanto, tome ¢ € R qualquer e escolha em F(R) a fungao constante ¢, ou seja, para

todo = € R tem-se f(z) = c. Assim, ¢(f) = f(0) = ¢, logo 1 é sobrejetiva.

Vamos calcular N(v). Seja f € N(¢) qualquer. Entao, ¥(f) = f(0) = 0.

Logo, N(v) = {f : R — R; f(0) = 0}, ou seja, o nucleo de ¥ é formado pelas fungoes
que se anulam em 0. Assim, pelo teorema do homomorfismo, temos que

F(R)/N(y) ~R

uma vez que IJm(y) = R.

1.3 Espacos Vetoriais

Quando estudamos a estrutura de anéis, verificamos que na definicao estd presente
a estrutura de grupos. Agora, iremos estudar mais uma estrutura, em que esta presente
a estrutura de grupos. Isso reforca a importancia dos grupos. Na secao de anéis demos
a definicao de corpo (ver definigdo 1.38 na pagina 20). Agora, vamos ver que podemos
definir uma operacao entre os elementos do conjunto e os elementos de um corpo, estes

ultimos chamados de escalares.
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Defini¢ao 1.65. Seja K um corpo. Um espago vetorial (V,+,-) sobre K € um conjunto
ndao vazio V, munido de uma opera¢do denotada por + (chamada de soma), e de uma
operacdo entre os elementos de K e os elementos de V, denotada por - (chamada de pro-
duto por escalar), tais que para todo x,y € V e a, 3 € K, as sequintes condigoes sao

satisfeitas:

S: (V,+) é um grupo abeliano;

PE1: - (- -z) = (af) - z;

PE2: 1-xz=x, em que 1 é a unidade de K;
PE3: (a+p) - z=a-z+ [ x;

PE}: o - (z+y)=a-z+a-y.
Mais uma vez por simplicidade diremos que ¥V é um espago vetorial sobre K, em vez
de (V,+,-), ou seja, fica subentendida a existéncia das operagoes.

Definicao 1.66. Seja V um espacgo vetorial sobre K. Denominamos os elementos de V
de vetores e o elemento neutro da soma em Y, denominamos de vetor nulo e o denotamos

por 0.

Exemplo 1.67. Considere o conjunto My(R) com a soma usual de matrizes. (Ma(R), +,-)

¢ um espago vetorial sobre R, em que a multiplicacao por escalar para quaisquer o € R e

A= (an au) € M(R) € definida abaizo:

a21 Q22
a11 Q12 aapr s
a-A=a- = ,
a1 a2 Qazr Qa2
onde o produto a;; € o produto em R, em que, i,j € {1,2}.

De fato, j4 mostramos no exemplo 1.2 na pagina 4, que (Ms(R),+) é um grupo abe-

liano. Resta mostrarmos as propriedades PE1, PE2, PE3 e PE4. Para tanto, considere
a1 a by b
A= ( H 12) ,B = ( H 12) € M>(R) e «, 5 € R quaisquer.

Q21 A2 ba1 b

PEla-(8-4)=a- (5_ (an am)) . (6@11 ﬁam)
az1 Qg2 Basy Bags
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a(Bar) aBaiz) (aB)anr  (aB)ai ap amp
(a( 21) f )) ((aﬁ)am (aﬁ)am) () (azl a22> (@)
( a12> (1a11 1a12> <a11 a12>
PE21-A=1- = = =A.
22 lag: lag Q21 Q22

PE3 (a+p5)- A= (a+0) - (an a12> _ <<0‘ +Ban (o + B)a12>

21 @22 (a+ Blag (a+ B)ag
_[aan + fan aaiz + Par\  [aan aarp n fair  fai
aag + Ba  aags + Bags Qo1 (oo Baz1  Pags
a1 a ay a
B AT 48 11 Q12 0 At BA
as1 99 az1  A22
aijy a b a1 +byy app+0b
PE4a-(A+B)=a- 11 Q12 n 11 D12 B 11 Q12 12
o1 Q22 ba1 Do a1 + bar  age + bao

(Oé(an +b11) alas + b12)> _ <aa11 +aby aan + ozbu)

Oé(azl + bgl) O./(CLQQ + bgg) Q91 + abgl a9 + Oébgg

aay; a2 abyy  abio a1 Qa2 bi1 b1
+ =a- +a- =a-A+a-B.
Qa1 G22 abyy  aby Q21 A22 ba1  bao

Portanto, (M3(R),+,+) é um espago vetorial sobre R.

i~

Na verdade, de forma andloga, mostra-se que (M, (R),+,-) é um espago vetorial sobre
R, para n € N, n > 2. Mais ainda, mostra-se que (M, xn(R),+,-) é um espaco vetorial

sobre R, para m,n € N, m,n > 2.

Exemplo 1.68. Seja K" = {(x1,x2,...,2,); 21, ..., 2, € K}, Sejam X = (21, x9,...,2,)
eY = (y1,Y2,---,Yyn) elementos de K". Chamamos x1,xs,...,x, de coordenadas de X.
Definimos

X+Y:<$1+y1>x2+y27"'7xn+yn>-

Se a € K, definimos

aX = (axy,...,az,).

Pode-se mostrar, que K™ com as operacgoes definidas anteriormente, € um espaco vetorial
sobre K.

Exemplo 1.69. Considere o conjunto F(R) = {f : R — R; f¢é fungao}. Mostramos no
exemplo 1.42 na pdgina 23, que (F(R),+) € um grupo abeliano. Mostremos agora que
(F(R),+,-) € um espago vetorial sobre R, em que o produto por escalar - € definido, para
todo a,z € R e f € F(R), como (a- f)(z) = af(x).
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De fato, sejam a, 8,z € Re f, g € F(R) quaisquer. Assim temos:
PEl a- (8- f)(z) = a- (Bf(z)) = (aB) f(x) = ((af) - f)(z).
Logo, a- (8- f) = (aB) - f.
PE2 (1. f)(z) = Lf(z) = f(z). Logo, (1- f) = f.
PE3 ((a+5) - f)(x) = (a+ B)f(x) = af (x) + Bf(x) = (- f)(z) + (B - f)(2).
Logo, (a+8)-f=a-f+8-f.
PE4 (a-(f+9)(x) =a(f +9)(x) = alf(x) + g(z))
= af(z) +ag(r) = (a- f)(z) + (a-g)(x).
Logo, a- (f+g)=a-f+a-g.

Mostramos assim, que (F(R),+,-) é um espago vetorial sobre R.

1.3.1 Subespacos Vetoriais, Base e Dimensao

Definicao 1.70. Seja V um espaco vetorial sobre K. Um subespaco vetorial de V é um

subconjunto nao vazio YW C V, tal que para todo x,y € W e o € K tem-se:
(1) z+yew;

(i) a-zeW.

Proposicao 1.71. Seja (V,+, ) um espago vetorial sobre K. Se W C 'V é um subespago

vetorial de V, entao (W, +,-) € um espago vetorial sobre K.

Demonstra¢ao. Primeiramente, por definicdo VW é nao vazio. Agora, pelo item (ii) da

definigao acima, tomando oo = —1, em que —1 é o oposto de 1(unidade em K). Temos
Oy=(1-Ny=1ly—ly=y—ly=0=y—y,
em que —y é o oposto de y. Assim,

y—ly=y—y=— —ly=—v.

Portanto, para todo y € W temos que —ly = —y € W, assim pelo item (i) temos
x—y € W. Portanto, pela proposigao 1.10 na pagina 8, temos que (W, +) é um subgrupo

abeliano de (V, +), uma vez que (V,+) é abeliano.
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Sejam x,y € W e «, € K quaisquer. Assim temos:

PE1 é valida por (iii) e pelo fato de que W é um subconjunto de V.

PE2 ¢ valida pelo fato de que W é um subconjunto de V.

PE3 é vélida por (iii) e pelo fato de que W é um subconjunto de V.

PEA4 ¢é vélida por (ii) e por (iii) e pelo fato de que W é um subconjunto de V.

Portanto, (W, +,-) é um espago vetorial sobre K.

T

Exemplo 1.72. O conjunto sly(R) = { ( Y ) (T, Y, 2 € R}, ¢ um subespaco vetorial
-

z

de MQ(R)

De fato, j4 mostramos no exemplo 1.11 na pégina 9 que sla(R) C M5(R) e que a soma
air a2

Q21 —a11

a a aa aa aa aa
W Aeq. [ @2 11 12 _ 11 12 o sho(R).
21 —a11 QG 04(—@11) Qa1 —adn
Logo, sla(R) é subespago vetorial de M(R) e, portanto, é também um espago vetorial
sobre R.

é fechada em sly(R). Agora sejam A = ( > € sla(R) e @ € R quaisquer. Assim,

Definicao 1.73. Sejam V um espaco vetorial qualquer sobre K e by, bs, ..., b, elementos

de V. Sejam aq,qs, ..., a, elementos de K. Uma expressao do tipo:
by + -+ 4 by,
¢ denominada uma combinacao linear de by, - -+, b,.

Definicao 1.74. Sejam V um espacgo vetorial sobre K e by, bs, ..., b, elementos de V. O
conjunto

W ={aiby + -+ ayby; ..., 0, € K}
¢ denominado conjunto gerado por by,--- ,b, e o conjunto

Sz{bl,bg,...,bn}

¢ denominado conjunto gerador. Nesse caso, dizemos que S gera o conjunto VW ou que

W € gerado por S.
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Nao é dificil mostrar que W é um subespaco vetorial de V.

Definicao 1.75. Sejam V um espaco vetorial qualquer sobre K e by, by, ..., b, elemen-
tos de V. Diremos que by, bs, ..., b, sao linearmente dependentes sobre K, se existem
aq,Qa, ..., em K, nem todos nulos, tais que:

Oélbl+"'+()énbn:6.

Se nao existem tais numeros, dizemos que by, by, ..., b, sdo linearmente independen-

tes, ou seja, se ay, o, ..., Qp SGO tals que
Oélb1+"'—|—06nbn:0
entao, para todo i = {1,2,...,n}, tem-se o; = 0.

J4 mostramos no exemplo 1.69 na pagina 37, que F(R) é um espago vetorial sobre R.
Nao provaremos isso aqui, mas o subconjunto V de F(R) formado por todas as fungoes
continuas de R em R é um subespaco vetorial de F(R). Assim como o subconjunto W
de V formado por todas as fungoes diferenciaveis é um subespaco vetorial de V, uma vez

que toda funcao diferencidvel é continua.

Exemplo 1.76. Considere as fungoes f(z) = e® e g(x) = €*® ambas sdo elementos
de W, ou seja, sao diferencidveis. Vamos mostrar que estas funcoes sao linearmente

independentes.

De fato, suponha que existam «, 8 € R tais que:

ae” + Be* =0

Derivando com relacao a x temos:

ae® + 256296 =0

Subtraindo a primeira da segunda temos Be** = 0, assim, 8 = 0 e da primeira relacao

segue que ae® = 0, logo o = 0 e portanto, e* e €2 sido linearmente independentes.
Definicao 1.77. Uma base de um espago vetorial V sobre K é um conjunto B C 'V

linearmente independente que gera V.

Nao iremos provar aqui, mas todo espago vetorial admite uma base, nao necessaria-

mente finita. E possivel mostrar que duas bases quaisquer de um espago vetorial tém a
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mesma quantidade de elementos. Estes fatos motivam nossas préximas definigoes.

Definicao 1.78. Sejam V um espaco vetorial sobre K e B CV uma base para V. Deno-

minamos dimensao de V a quantidade de elementos que formam a base B.

Definicao 1.79. Diz-se que o espaco vetorial V tem dimesao finita se admite uma base
B = {by,...,b,} com um nimero finito n de elementos. Nesse caso, denotamos a di-

mensao do espago vetorial ¥V por dim) = n.

Definicao 1.80. Diz-se que o espaco vetorial V tem dimesao infinita e denotamos por
dimV = oo quando ele nao tem dimensao finita, ou seja, quando nenhum subconjunto

finito de V é uma base.

Exemplo 1.81. Vamos determinar uma base e a dimensdo do espago vetorial My(R).

a; a
Seja A = R IS Ms(R) qualquer. Temos
21 22

air ai2 1 0 01 0 0 00
=a + a9 + a9 + a99 )
ag1 a92 0 0 0 0 10 0 1
ou seja, os vetores:
10 01 00 0 0
Y 9 e
0 0 0 0 10 0 1

geram os elementos de My(R). Além disso, se

SO0 RO 9 R R

entao a = f = v = A = 0 e logo os vetores sao linearmente independentes, portanto, o

o o) oo (o) o))

¢ uma base para Ms(R) e dimM,(R) = 4.

conjunto

A base determinada de M, (R) a cima é a chamada base canonica. Para representarmos

os elementos da base candnica, usamos a seguinte notacao:

0 1
€12 =
0 0

ou seja, e indica que o numero 1 se encontra na primeira linha e segunda coluna, os
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outros elementos da matriz sdo nulos. De maneira genérica, o conjunto {e;;} tal que,

i,j € {1,2,...,n} constitui uma base para M, (R) e ainda dimM,,(R) = n?.

Exemplo 1.82. Consideremos o subespago vetorial sla(R) de My(R). Vamos encontrar

uma base para sla(R) e calcular a dimensdo desse espago vetorial.

Note que se A € sly(R) é qualquer, entao A é da forma
e perceba que

ou seja, os vetores

1 0 01 0 0
: e
0 -1 0 0 10
geram os elementos de sla(R).

Resta mostrarmos que esses vetores sao linearmente independentes. Para tanto, con-

sidere a, 3,7 € R tais que,

b ) a) o))
oo )G ()0 2) -6

logo a = 3 = v = 0. Portanto, o conjunto

{EEAREE )

¢ uma base para sly(R) e sua dimensao ¢é exatamente o numero de vetores que forma a

Assim,

base, ou seja, dim sly(R) = 3.

Definicao 1.83. Sejam V um espaco vetorial sobre K e Wi, Ws, ..., W) subespacos ve-
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toriais de V. Definimos a soma dos subespacos vetoriais Wi, Wa, ..., Wy por
k
i=1

Definicao 1.84. Sejam V um espaco vetorial sobre K e Wi, Ws dois subespagos de V,
tais que V = Wy + Ws. Dizemos que V = W; + W, € a soma direta dos subespacos
Wi, Wy se Wi N W,y = {6} Nesse caso, denotamos

V = W1 EB WQ.
E possivel mostrar que se ¥V = W; & W, entao todo € V se escreve de forma tinica

como x = wi + we, em que w; € Wi e wy € Wh.

Nao provaremos, aqui, a nossa proxima proposicao a prova pode ser encontrada em

[6], pagina 36.

Proposicao 1.85. Sejam V um espago vetorial de dimensao finita sobre K e Wy, Wy dois

subespacos de V, tais que V = W) & Ws. Entao,

dim(V) = dim(Wr) + dim(WVs).

1.3.2 Transformacoes Lineares

Nessa subsecao, estudaremos um pouco sobre aplicagoes entre espacos vetoriais. Mais
especificamente, estamos interessados em aplicagoes que tém algumas propriedades impor-

tantes. Estamos falando, das transformagoes lineares, um caso particular de aplicagoes.

Na definicao abaixo, por simplicidade, vamos usar os mesmos simbolos denotando as
operagoes de + (soma) e - (produto por escalar), tanto em V, quanto em W. O leitor
deve estar atento que apesar da notacao estes simbolos denotam operagoes em espagos

diferentes.

Definicao 1.86. Sejam V e W espacos vetoriais sobre K. Uma transformacao linear
F.v—w
¢ uma aplicagdo que satisfaz as sequintes propriedades:

(i) Para quaisquer x,y € V tem-se F(x +y) = F(z) + F(y);

(ii) Para quaisquer x € V e a € K tem-se F(a-z) = o - F(x).
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Exemplo 1.87. Seja P uma matriz inversivel em M,(R). Para todo A € M,(R) defina
F: M,(R) — M,(R) por F(A) = P~YAP. Vamos mostrar que F € uma transformagdo

linear.

De fato, sejam A, B € M,(R) e a € R quaisquer. Assim
F(A+B)=P Y A+ B)P=P AP+ P 'BP=F(A)+ F(B) e
F(aA) = P HaA)P = a(P~'AP) = aF(A).

Nesse exemplo, é usado o produto usual de matrizes que é associativo e o produto por

escalar usual de matrizes.

Vimos um exemplo nao trivial de transformacoes lineares, mas sera que, dados quais-
quer dois espagos vetoriais, sempre existe uma transformagcao linear entre eles? O nosso

préximo exemplo mostrara que sim.

Exemplo 1.88 (Transformacao linear nula). Sejam V e W espagos vetoriais sobre K.
Considere F' : V — W, tal que para todo x € V tem-se F(x) = 0, em que, Op € 0

elemento neutro da soma em W. Entao F é uma transformagao linear.

De fato, sejam z,y € V e a € K quaisquer. Como V é espaco vetorial, entao r+y € V

e axr € V. Assim,

Logo, F' é uma transformacao linear.

Exemplo 1.89 (Transformagao linear identidade). Seja V um espaco vetorial sobre K.
Considere F : V — V, tal que para todo x € V tem-se F(x) = x. Entao F € uma

transformacao linear.

De fato, sejam z,y € V e a € K quaisquer. Como V é espago vetorial, entao z+y € V
e axr € V. Assim,

Flx4+y) =x+y=F(z)+ F(y) e

F(az) = ar = aF(x).
Logo, F' é uma transformacao linear.

Definicao 1.90. Sejam V, W espacgos vetoriais e F : V — W uma transformacao
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linear. O nucleo de F, denotado por N(F') ou ker(F), € o conjunto:
N(F) = {m eV flx)= (1,,}

Proposicao 1.91. Sejam V, W espacos vetoriais e F' : V — W wuma transformac¢ao
linear. Considere 6v, 0, 0s vetores nulos, respectivamente de V e W, e —x o simétrico

de x € V. Entao:

(1) F<6U) = 6107‘

(ii) F(—z) = —F(z), em que —F(x) € o simétrico de F(x) em V.

Demonstragao. (i) De fato, temos,

ou seja,

F(x) = F(z) = F(x) + F(-x),

operando com o simétrico de F'(x) em ambos os lados, temos

—F(z)+ F(z) — F(z) = =F(z) + F(z) + F(—x).

Portanto, —F'(z) = F(—x).
Concluimos assim nossa demonstragao.

Proposicao 1.92. Sejam V e W espacos vetoriais sobre K. Seja F :'V — W uma

transformacao linear. Entao N(F) é um subespago vetorial de V.
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Demonstragao. De fato, sejam z,y € N(F) e a € K quaisquer. J4 mostramos na

proposicio anterior, que F(0,) = 0,, assim, 0, € N(F). Agora,

F(z+y)=F(z) + F(y) = 0, + 0, = O,

Logo, z +y € N(F'). Também,
F(az) = aF(z) = a0, = 0,.
Logo, ax € N(F). Portanto, pela definicao 1.70 na pégina 38, temos que N(F') é um

subespaco vetorial de V.

Proposicao 1.93. Sejam V e W espacos vetoriais sobre K. Seja F :'V — W uma

transformacao linear. Entao Im(F') é um subespago vetorial de .

Demonstracao. Primeiro note que, pela proposi¢ao 1.91 na pagina 45, temos F(dv) = O,
ou seja, 0, € IJm(F). Agora sejam y1,y, € Im(F) e a € K quaisquer, entdo existem

x1, 29 €V tais que, F(z1) = y; e F(x2) = yo. Assim, temos

Y1 +yo = F(x1) + F22) = F(1 + 22).

Logo, y1 + y2 € Im(F).

Agora, temos

ayy = aF(xy) = F(ax).

Logo, ay; € Im(F).

Portanto, pela defini¢ao 1.70 na pagina 38, temos que Im(F') é um subespago vetorial
de W.

Proposicao 1.94. Sejam V e W espacos vetoriais sobre K e F,'T" transformacoes lineares

deV em W. Defina, para todo x € V e a € K a soma:
(F+T)(z)=F(x)+T(x).

E o produto por escalar:
(- F)(x) = aF (z).
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Entao, F +T e - F sao transformacaoes lineares de V em W.

Demonstrag¢ao. Sejam x,y € V e «, f € K quaisquer. Assim,

(F+T)x+y)=Fx+y)+T(x+y)=F(x)+ Fly)+T(x)+T(y).

Como (W, +) é um grupo abeliano, temos que
Flz)+ F(y) + T(x) + T(y) = F(z) + T(z) + F(y) + T(y) = (F+ T)(2) + (F+ T)(y),

ou seja,

(F+T)(x+y) = (F+T)(x)+ (F+T)(y).
Agora temos,
(F + T)(ax) = F(az) + T(az) = aF(z) + aT (),
pois F e T sio lineares. Assim,
aF(z) + oT(z) = a(F(z) + T(x)) = a(F + T)(z),

ou seja,
(F+T)(ax)=a(F+T)(x).

Portanto, F' + T é transformacao linear.
Agora,

(a- F)(z+y) = aF(a +y) = a(F(z) + F(y))
— aF(2) + aF(y) = (- F)(x) + (a- F)(y) e

(a- F)(fz) = aF (Bz) = afF(z),

pois F é linear. Assim,
afF(x) = f(aF(x)) = Bla- F)(x).

Portanto, o - F' é transformagao linear.

Concluimos assim, a demonstracao.
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Exemplo 1.95. Sejam V e W espacos vetoriais sobre K. Consideremos o conjunto de
todas as transformagoes lineares de V em W e denotemos esse conjunto por L(V, W).

Defina, para quaisquer F\T € L(V, W) e a € K as sequintes operagoes:

LW X LOVW) — LOV,W)
(F,T) — 4T,

em que (F+T)(x)=F(z)+T(x) e

Kx LV,W) — LV,W)
(o, F) — o« F,

em que (o F)(x) = aF(x). Entao (L(V,W),+,-) € um espaco vetorial sobre K. Note que
a soma em F+T é a soma definida em L(V, W) e a soma em F(x)+T(z) € a soma em
W, também o produto por escalar em « - F € o produto definido em L(V, W) e o produto

por escalar em aF(x) € o produto em W .

Demonstra¢ao. Primeiramente, £(), V) nao é vazio, pois a transformagao nula (ver exem-
plo 1.88 na pagina 44) pertence a L(V,W). Note que as operagoes acima sao fechadas,

devido a proposicao anterior.

Vamos mostrar que £(V, W) é um grupo abeliano. Para tanto, sejam F,T,S €

LV, W) e x €V quaisquer. Assim temos:

Associatividade: (F + (T + 9))(z) = F(z) + (T + S)(z) = F(z) + (T'(x) + S(z)). Pela
associatividade em W temos
F(z)+ (T(z)+ S(x)) = (F(x) + T(x)) + S(z) = (F+T)(x) + S(x) = (F+T)+ S)(x).

Logo, F+(I'+S)=(F+T)+S5.

Comutatividade: (F + T)(x) = F(x) + T(x). Pela comutatividade em W temos,
F(x)+T(x) =T(x)+ F(zx) = (T + F)(x).

Logo, F+T =T + F.

Ezisténcia do elemento neutro: Considere, para todo z € V, T,(x) = 0,,. Assim,

(F+T.)(z) = F(z) + T.(x) = To(z) + F(z) = 0, + F(z) = F(z).

Portanto, F+ 1. =T, +F = F.
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Ezisténcia do elemento simétrico: Considere —F(x) o simétrico de F(z) em W e de-

fina
-F: YV — w

r — —F(z).

Assim,

Logo, FF+ (—F)=T. e (—F)+ F =T, portanto —F é o simétrico de F.

Mostramos assim que (L(V,W),+) é um grupo abeliano. Resta mostrarmos entao
as propriedades PE1, PE2, PE3 ¢ PE4 de espaco vetorial. Para tanto, sejam F)
TeLV,W), zeVeaq,pleK quaisquer. Assim,

PE1l: (a- (8- F))(zx) = a(f - F)(z) = a(fF(z)). Como F(x) € W que, por sua vez

¢ um espaco vetorial, temos
a(BF(x)) = (af)F(z) = ((aB) - F)(x).

Logo, a- (- F) = (afB) - F.

PE2: (1- F)(z) = 1F(z). Novamente, como F(x) € W que, por sua vez, ¢ um espago

vetorial, temos 1F(z) = F(z), em que 1 é a unidade de K.

Logo, 1- F =F.

PE3: ((a+p)- F)(z) = (a + f)F(x) = aF (z) + fF(x) = (a- F)(z) + (- F)(x).
Logo, (¢ +B)-F=a-F+ - F.
PE4: (o - (F+T1))(z) =a((F+T)(z)) =a(F(zx)+T(z)) = aF(z) + oT ()
=(a- F) (@) + (- T)(2).
Logo,a- (F+T)=a-F+a-T.

Portanto, mostramos que (L(V, W), +,+) é um espaco vetorial sobre K.
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Exemplo 1.96. Sejam V e W espacos vetoriais sobre K. Vimos no exemplo anterior
que L(V, W) € um espago vetorial sobre K, em partircular, se tomarmos V = W temos

também que L(V,V) € um espago vetorial sobre K. Neste caso, denotamos L(V,V) por
End (V).

1.3.3 Teorema do Homomorfismo para Espacos Vetorias

Seja V um espaco vetorial sobre K e W C V um subespaco vetorial de V. Assim, como
em grupos e anéis, podemos agora, em espacos vetoriais, definir de maneira natural, uma
relacao de equivaléncia que determinara classes de equivaléncia apartir de WW. A ideia é
definir espacos vetoriais quocientes e mostrar assim, que o teorema do homomorfismo ¢é

valido também para espacos vetoriais.

Definicao 1.97. Sejam V um espaco vetorial qualquer sobre K e W um subespaco vetorial
de V. Dados x,y € V, dizemos que y é congruente a x modulo VW ou y estd relacionado

com x modulo W, quando y —x € W e denotamos por

y=x (mod W)<=y—zeW.

Vale salientar que esta é uma relacao de equivaléncia. De maneira natural e seme-

lhante, como em grupos e anéis, denotaremos a classe de z € V por

r+W={zr+w,we W}

Seja (V, +, ) um espago vetorial qualquer sobre K e W um subespago vetorial de V.
Por defini¢ao, (V,+) é um grupo abeliano e como W C V temos que, (W, +) é subgrupo
de (V,+). Como (V, +) é abeliano, temos que (W, +) é subgrupo normal de V. Com essas
informagoes podemos considerar o grupo quociente V/W, lembrando que, os elementos

desse grupo sao as classes de equivaléncia denotadas por

r+W={z+w,we W}

Dessa forma,

VW= {x+W;x € V}.
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Sejam x + W,y + W € V/W, operamos duas classes da seguinte forma

(z4+W)+(y+W) =(z+y) +W.

Note que o elemento neutro de V/W é a classe 0, + W = W e o simétrico da classe

x+ W éaclasse (—z) +W.

Iremos mostrar a seguir, que o grupo (V/W, +) torna-se um espago vetorial com uma

multiplicagao por escalar apropriada.

Proposicao 1.98. Seja (V,+,-) um espago vetorial qualquer sobre K e W um subespago

s

vetorial de V. Considere (W, +) como subgrupo normal de (V,+), entao (V/W,+,-) é

um espacgo vetorial sobre K, com a sequinte multiplicacao por escalar

Kxy/WwW — V/wW
(,z4+W) — a-(z+W),

em que - (x +W) = ax + W.

Demonstracao. Primeiro, vamos mostrar que a multiplicagao por escalar, definida acima,
estd bem definida. Para tanto, sejam x+W,y+W € V/We « € K tal que z+W = y+W.
Vamos mostrar que ax + W = ay + W. Como x + W = y + VW temos que © —y € W,
assim

alz —y)=ar —ay € W,
pois as operacoes de soma e produto por escalar sao fechadas em W.

Portanto, ax e ay estao relacionados pela relacao de equivaléncia médulo W, logo

eles estao na mesma classe, ou seja, axr + W = ay + W.

Vamos mostrar agora, as propriedades de produto por escalar, necessarias para que
(V/W,+, ) seja um espago vetorial sobre K. Para tanto, sejam z + W,y + W € V/W e

a, f € K quaisquer. Assim temos,
PELl: a-[B-(x4+W)]=a- (Bx+W)=a(fz)+ W = (af)z+W = (af) - (x + W);
PE2: Considere 1 € K a unidade de K, assim 1- (z + W) =1z + W =2 + W;
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=(ax+W)+ (Bx+ W)
=a-(+W)+6-(x+W);

PE4: a-[(z+W)+y+W)]=a-[(x+y)+W]=alzx+y)+W
=(ax+ay)+ W= (az+ W)+ (ay + W)
=a-(x+W)+a-(y+W).

Concluimos assim, que (V/W, +,+) é um espaco vetorial sobre K.

[ |
Definigao 1.99. O espago vetorial (V /W, +,-) é denominado espago vetorial quociente.
Nao iremos provar aqui, mas se dois espagos vetoriais V e W sao isomorfos, ou seja,

se existe F': V — W um isomorfismo, entao dim) = dimW.

Proposicao 1.100. Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita sobre K e W, S dois
subespagos de V, tais que V =W @& S (ver definigio 1.84 na pdgina 43). A aplicag¢ao

F: S — V/W

r — x+W.

¢ uma transformacao linear bijetiva, ou seja, € um isomorfismo. Além disso, se V tem

dimensao finita, entao V /W tem dimensao finita e

dimV /W = dimV — dimWV.

Demonstra¢ao. Primeiramente, vamos mostrar que F' é uma transformagao linear. Para

tanto, sejam x,y € S e a € K quaisquer. Assim temos,

Flz+y)=(@@+y)+W=(+W)+(y+W)=F(z)+ F(y).
Também,

Flar)=ar+W=a-(z+W) =a- F(z).

Portanto, F' é transformacao linear.

Vamos mostrar agora, que F' é injetiva. Para tanto, seja © € N(F') qualquer, assim

temos
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ja que, W é o elemento neutro de V/W. Assim, por definicao de relacao de congruéncia

médulo W, temos que, z — 0, = z € W. Assim, z € WNS e como
V=Wea&S,

temos que WNS = {0,}, logo = = 0,.

Portanto, pela proposicao 1.25 na pagina 13, temos que, F' ¢ injetiva. Mostremos
agora, que F' é sobrejetiva. Seja x +W € V/W qualquer, assim z € V como V =W & S,
existem w € W e s € S tais que, . = w + s, assim x — s € W, ou seja, x é congruente a
s médulo W, logo

r+W=s+W=F(s).

Portanto, F' é sobrejetiva.

Concluimos assim, que F' é isomorfismo, ou seja, S é isomorfo a V/W. Como S é
isomorfo a V/W eV =W& S, temos

dimV /W = dimS.

Portanto, pela proposi¢ao 1.85 na pagina 43, temos que,
dimV = dimW + dimV /W,

ou seja,

dimV /W = dimV — dimWV.
Donde segue a tltima afirmagao.

Sejam V um espago vetorial de dimensao finita n e B* = {b,...,b,} C V um sub-
conjunto linearmente independente de V, com k < n ( logo, B* ndo é uma base para
V). E possivel mostrar que o subespaco gerado por B* tem dimensao finita k. Um fato
importante em espacgos vetoriais é que é possivel completarmos o subconjunto B* a fim
obter uma base para V. Ou seja, podemos completar B* com os vetores by 1,...,b, que
serao linearmente independentes entre si e entre os vetores de B*, formando assim uma
base B = {b1,..., bk, bkt1,...,b,} para V. Também, se W, é o subespago gerado por B*
e W, é o subespaco gerado por bgiq,...,b,, teremos que V = W; & W;.

Exemplo 1.101. Sejam V, W espacgos vetoriais e F' : VYV — W wma transformagao
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linear. Vimos na proposicao 1.92 na pdgina 45, que N(F') é um subespago vetorial de V.
Seja B = {by,...,bx} uma base para N(F). Como vimos podemos completar B a obter
uma base para V. Sejam byiq,...,b, 0s vetores que faltam para completarmos a base de

V. Assim, se S € o subespago gerado por bgi1,...,b,, temos que V = N(F)® S.

Teorema 1.102 (Teorema do homomorfismo para espagos vetoriais). Sejam V, W espa¢os

vetoriais sobre K e F': V — W uma transformacao linear. Entdo, a aplicacdao

p: V/N(F) — Im(F)
r+ N(F) — F(x)

€ um isomorfismo.

Demonstracao. Pelo teorema do homomorfismo para grupos temos que ¢ é uma bijecao
e que ¢ preserva a operacao soma. Resta mostrar que ¢ preserva a operacao produto por

escalar. Para tanto, sejam =+ N(F) € V/N(F) e a € K quaisquer. Assim, temos

pla- (x+ N(F))] = ¢plax+ N(F)) = Flaz) = aF(x) = ap(x + N(F)).

Logo, ¢ ¢ transformacao linear bijetiva. Portanto, temos que ¢ é um isomorfismo,
ou seja, V/N(F) é isomorfo a Im(F'), em notagao fica, V/N(F) ~ Im(F'). Concluimos

assim, a demonstracao.

Coroléario 1.103 (Teorema da dimensao). Sejam V., W espacos vetoriais de dimensdo
finita sobre K e F' : V — W uma transformagado linear. Entao,
dimV = dimN (F) + dimJIm(F')

Demonstragao. De fato, pelo teorema anterior, temos que, V/N (F') e Im(F’) sdo isomorfos

e portanto,
dimV/N(F) = dim Im(F).

Por outro lado, pela proposi¢ao 1.100 na pagina 52 e pelo exemplo 1.101 na pégina

53, temos
dimV/N(F) = dimV — dimN(F).

Assim temos,

dimIm(F) = dimV/N(F) = dimV — dimN (F).



Portanto,

dimV = dimN (F') + dimIm(F).
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2 filgeb'm,s

2.1 Definicao e Exemplos

Neste capitulo, vamos definir a estrutura algébrica mais importante desse trabalho. A
ideia é capturar informacoes obtidas no capitulo 1 e usé-las agora para definir a estrutura
algébrica que sera chamada de Algebra. Como veremos a seguir na definicao formal,
uma algebra é um conjunto nao vazio munido de trés operagoes, soma, produto e produto
por escalar, que se comporta bem com relagao a estas operagoes. Ainda neste capitulo,
estudaremos algebras com identidades polinomiais, que como veremos no decorrer do
capitulo, essas identidades sao polinomios, que se anulam quando avaliados em quaisquer

elementos da algebra.

Definicao 2.1. Seja K um corpo. Uma algebra sobre K é uma quddrupla ordenada
(A, +,%,-), em que A é um conjunto nao vazio, munido de uma opera¢io denotada por
+ (chamada de soma), de uma operag¢ao denotada por x (chamada de produto) e de uma
operagao entre os elementos de K e os elementos de A, denotada por - (chamada de
produtos por escalar), tais que para todo z,y € A, a € K, as sequintes condi¢des sao

satisfeitas:

Al: (A +,%) € um anel;

A2: (A, +,-) € um espago vetorial sobre K;

A3: (a-x)xy=zx*(a-y)=a-(xxy).

Seja (A, +, *,-) uma algebra sobre K. Quando nao houver possibilidade de dividas,
diremos apenas que A é uma K-algebra, ou seja, ficam sobentendidas as operacoes.

Também, quando nao houver duvidas com relacao ao corpo que estamos trabalhando,

diremos apenas que A é uma &algebra.
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Exemplo 2.2. O conjunto My(R) com as operagéoes de soma, produto e produto por

escalar usuais € uma R-dlgebra.

De fato, jd& mostramos no exemplo 1.41 na pagina 21 que M5(R) é um anel, com
as operacoes usuais de matrizes. Também, mostramos no exemplo 1.67 na pagina 36

que Ms(R) é um espago vetorial. Resta entdo, mostrarmos que vale a condigdo A3 da

aj; a b1 b
definicao de &lgebra. Para tanto, sejam A = ( M 12) ,B = ( H 12) € MyR) e

Q21 A22 ba1 Do

a € R quaisquer. Assim, temos

(aA) "B—a aix a2 ' b1 bio [ @G Qdarz ) bi1 bio
Q21 A2 ba1 Do Qg1 Q22 ba1  bao
B (aaubn + aaigby  aapbiz + aalzbz2>

Qa1 b11 + aageba  aasibis + cvagabas

(anbn + aizbar  ai1big + a12b22>

a21011 4 ag2bar  ag1bia + ageba
b b
. ai; a2 . 11 012 :a(A-B).
a21 A2 ba1 Do

Logo, (aA) - B = a(A - B). Note agora que

A-(aB) = an a2 b1 b2 _ [ a2 aby;  abyg
ao1 Qoo b21 1922 Qo1 G99 ab21 ab22

ajiobyy + ajpaby;  apabiy + 01204522>
a12b22)
G2zb22)

<G11511 + aigby;  aibig + a12b22>

ag by + ageaby;  agyabiy + ageabys

Oé((lllbll) + Oé(a12b21) Oé((lllblg) +
Oé((lubn) + Oé(CLngQl) Oé(aglblg) +

—

a12b11 + agabar  aznbia + axba
by b
— ain @iz} (011 012 — a(A- B).
(21 Q22 bar b2
Logo, temos (aA) - B =a(A-B) = A- (aB). Concluimos assim, que a condigdo A3

é satisfeita.

Portanto, Ms(R) é uma élgebra.
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Exemplo 2.3. Considere o conjunto slo(R) = {(m Y > 1T, Y, 2 € R}. Dadas duas
z -

matrizes A, B € sly(R) quaisquer, defina o produto

] sla(R) x slo(R) —  sla(R)
(A,B) — [A, B,

em que [A,B] = AB — BA e AB € o produto usual de matrizes. Considerando + (soma
usual de matrizes), - (produto escalar usual) e [-,:] (produto definido acima). Vamos

verificar se (slo(R),+,[,+],-) € uma dlgebra.

J& mostramos no exemplo 1.72 na péagina 39 que sly(R) é um espago vetorial sobre

R. Portanto, basta mostrarmos que (sla(R),+,[-,:]) ¢ um anel e que vale A3. Vamos
primeiro, mostrar que a operagao [, | é fechada em sly(R). Para tanto, sejam

a a by b
A= 2 ), B=|" 7 |e€ sly(R) quaisquer. Assim, temos

as —ay b3 —b

[A B] — AB—_ BA — aq a9 b1 bz _ b1 b2 aq a9
7 as —a b3 —bl b3 —b1 as —ajp
B a1b1 + CLng ale — a2b1> B <b1a1 + b2a3 bl(lg — bgCLl)

azb; — aibs agby + a1by bsa; — biaz bsaz + biay
ariby + asbs — biay — byaz  a1by — agby — bras + baay
agbl — a1b3 — bgal + blag CLgbg + a1b1 — bgag — blal

a2b3 — b2a3 2@1[)2 — 2a2b1>

2a3b1 — 2a1b3 —(1263 + CL3b2

agbg — b2a3 2a1b2 — 2&2()1

== ) € SlQ(R)

2@3[)1 — 2@1()3 —<Cl2b3 - bgag)

Logo, a operagao [, | é fechada em sly(R).

a; a
Vamos mostrar agora que vale A3. Para tanto, sejam A = ( b ) ,
as —ai

by b
B = (bl Z ) € sla(R) e a € R quaisquer. Assim, temos
3 —01

@A, Bl = (aA)B — B(aA) = A(aB) — (aB)A=[A,aB] e

[A,aB] = A(aB) — (aB)A = a(AB) — a(BA) = a(AB — BA) = a[A, B].
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Logo, [@A, Bl = [A,aB] = a[A, B] e assim A3 é satisfeita.
Vamos verificar agora se (sl2(R), +, [, ]) é um anel.

Ja sabemos que (sl3(R), 4+, ) é um espago vetorial, logo (sla(R), +) é um grupo abe-
liano. Resta mostrarmos a associatividade do produto e a distributividade do produto

com respeito a soma. Vamos mostrar primeiro a distributividade. Para tanto, sejam

A, B e C € sly(R) quaisquer. Assim, temos

[A,(B+C)=AB+C)— (B+C)A
— AB+ AC — (BA + CA)
— AB+ AC — BA—CA
= AB— BA+ AC — CA
= [A,B] +[A,C).

Também temos

(A+B),C]=(A+B)C - C(A+ B)
=AC+BC—-CA-CB
=AC-CA+BC-CB
=[A,C|+ [B,C].

Portanto, a distributividade é satisfeita. Resta entao, a associatividade do produto.

Considere as seguintes matrizes:

A:(O 1),B:<0 1) ecz(o 1)6812@@.
10 20 3 0

[A, B],C] = [A, BIC — C[A, B] = (AB — BA)C — C(AB — BA)
— ABC — BAC — CAB + CBA

Assim, temos
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Por outro lado,

[A,[B.C]) = A[B,C] - [B,C]A
— A(BC — CB) — (BC — CB)A
= ABC - ACB — BCA+ CBA
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Note que (2.1)# (2.2). Logo, [[A, B],C] # [A, [B,C]].

Portanto, a associatividade do produto nao é satisfeita. Como nao temos a associati-

vidade do produto, por definicao

(812(R)7 =+, ['7 ])
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nao ¢ um anel. Isso mostra que
(SZQ(R>7 +, ['7 ']7 )

nao é uma algebra. Porém, quando nao temos a associatividade do produto, mas todas
as outras condigoes necessarias para que um conjunto seja uma algebra, sao satisfeitas,
dizemos entao que esse conjunto com suas operacoes definidas é uma dlgebra nao associ-

ativa.

Portanto, concluimos que (sla(R),+,[-,-],-) ¢ uma algebra nao associativa.

Definicao 2.4. Uma dlgebra A € dita ser comutativa, se A € um anel comutativo, ou

seja, se para todo x,y € A tem-se:
TxY =Y *T.

Definigao 2.5. Uma dlgebra A ¢é dita algebra com unidade, se A € um anel com unidade,

ou seja, se existe 1 € A, tal que, para todo x € A tem-se:
rxl=1%xx=u=x.

Exemplo 2.6. O conjunto F(R) visto nos exemplos 1.42 e 1.69 nas paginas 23 e 37

respectivamente, com suas operagoes definidas, para todo f,g € F(R) e a, x € R como:
(f +9)(x) = f(z) + g(x);

(f-9)(x) = flx)g(x) e
(af)(x) = af(z),

¢ uma dlgebra comutativa com unidade.

De fato, ja mostramos no exemplo 1.42 na pagina 23 que (F(R),+,:) é um anel
comutativo com unidade. Mostramos também, no exemplo 1.69 na pégina 37 que F(R)
¢ um espaco vetorial sobre R. Resta entao, mostrarmos a condicao A3 da definicao de

algebra. Para tanto, sejam f,g € F(R) e o, z € R quaisquer. Assim temos

((@f) - g)(x) = (af)(@)g(x) = (f (x))g(x) = a(f(x)g(x)) = a(f - g)(x).

Logo, (af)-g=al(f-g).
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Agora, como a, f(z) e g(x) € R, temos que

Logo, (af)-g = f-(ag). Assim temos,
(af)-g=a(f g9)=f(ag).

Portanto, F(R) é uma algebra comutativa com unidade.

Exemplo 2.7. Jd mostramos no exemplo 1.95 na pagina 47, que o conjunto L(V, W) das

transformacoes lineares com as operacoes:
(F+T)(z)=F(x)+T(x) e

(o T)(x) = aT(x),

¢ um espago vetorial sobre K. Vimos também no exemplo 1.96 na pdgina 50, que End (V)
¢ também um espago vetorial sobre K. Defina agora, para todo F,T € End(V) ex € V

a operac¢ao produto

o: End(V)x End(V) — End(V)
(F,T) —s FoT,

em que (F o T)(x) = F(T(x)). Vamos mostrar que (End(V),+,0,:) é uma dlgebra

associativa com unidade.

De fato, j4 mostramos no exemplo 1.96 que (End (V),+, ) é um espago vetorial sobre
K. Resta entdo, mostrarmos que (End (V),+,0) é um anel com unidade e que vale A3.
Vamos mostrar primeiro que (End (V),+,0) é um anel com unidade. Para tanto, sejam
F,T,S € End(V), z,y € V e a € K quaisquer. Como (End(V),+,-) é um espago
vetorial, temos que (End(V),+) é um grupo abeliano, assim sé precisamos mostrar que
a associatividade do produto e a distributividade do produto com respeito a soma sao
vélidas. Mas antes, vamos mostrar que a operagao o é fechada em FEnd (V). De fato,

temos que

(FoT)(z+y)=F(T(x+y)),

como T ¢ linear, temos

F(T(z +y)) = F(T'(x) + T(y))



e como F' é linear, temos

F(T(x) +T(y) = F(T'(x)) + F(T(x)) = (FoT)(x) + (FoT)(x).

Portanto, (F o T)(z +y) = (FoT)(x)+ (FoT)(x).

Agora, temos também
(FoT)(azx)=F(T(ax)),

como T é linear, temos

F(T(ox)) = F(aT(x)),

como F' é linear, temos

F(oT(z)) = aF(T(z)) = a(F o T)(x).

Logo, F o T é linear. Portanto, F'o T € End (V) e a operacao é fechada.
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Mostremos agora, as propriedades necessarias de pruduto para que (End (V),+,o0)

seja um anel.

Associatividade do produto:

(F'o (T o S))(x) = F((T o 5)(x)) = F(T(5(x))).

Por outro lado, temos

((FoT)oS)(x) = (FoT)(S(x)) = F(T(5(x))).

De (2.3) e (2.4) temos que,

(Fo(ToS))(z)=(FoT)oS)(x).

Portanto, FFo (T'0oS) = (FoT)oS.

Distributividade da soma com respeito ao produto:

(Fo (T +9))(x) = F((T + 5)(x)) = F(T() + S(x)).

(2.3)

(2.4)
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Como F' é transformagao linear, temos

F(T(x)+ S(z)) = F(T'(x)) + F(S(z)) = (FoT)(x) 4+ (FoS)(x).

Logo, Fo(T+S)=FoT+ FoS.

Também temos

(F+T)oS)(x)=(F+T)(Sx))=F(Sx))+T(S(x)) =(FoS)(z)+ (T o95)(x).

Logo, (F+T)oS=FoS+TobS.

Assim temos

Fo(T+S)=FoT+FoS e
(F+T)oS=FoS+ToS.

Concluimos assim, que a distributividade ¢é valida.

FEzisténcia do elemento neutro do produto: Considere para todo x € V, Ti(x) = x. Note

que, pelo exemplo 1.89 na pégina 44, 71 € End (V). Assim, temos
(F o Th)(z) = F(Ti(x)) = F(x);
(Ty o F)(x) = T1(F(x)) = F(x).

Segue que,
Foli=TioF =F.

Portanto, T} é o elemento neutro do produto o.
Concluimos assim, que (End (V),+,0) é um anel com unidade.
Mostremos agora que vale A3.

((a-F)oT)(z) = (a- F)(T(x)) = aF(T(x))

= a((FoT)(x)) = (o (FoT))(x).

Logo, (- F)oT =a-(FoT).

Por outro lado, temos

al(T(x)) = F(aT(x)) = F((a- T)(z)) = (F o (a- T))(x).
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Logo, (a- F)oT =«a-(FoT)=Fo(a-T).
Concluimos assim, que (End (V),+, 0, ) é uma dlgebra associativa com unidade.

Exemplo 2.8. Considere R com as operacoes usuais e A = {a} um conjunto unitdrio
qualquer. Considere o conjunto F = {f : A — R, fé funcdo }. Defina, Para quaisquer

f,g € F ea€R, as sequintes operagoes em F:

+: FxF — F
(f,g) = f+g,

em que (f +g)(a) = f(a) + g(a),
x: FxF — F
(f,9) = [f=xg,
em que (f = g)(a) = f(a)g(a) e

KxF — F

(Oz,g) — «-g,

em que (a - f)(a) = af(a). Note que, as operagies no membro direito da igualdade
anterior, sao as operacoes em R e as operacoes no membro esquerdo, sao as operagoes

em F. Vamos mostrar que (F,+,x*,-) € uma R-dlgebra com unidade.

Primeiro, vamos mostrar que as operagoes sao fechadas. De fato, sejam f,g € F e

a € R quaisquer. Assim, temos

(f +9)(a) = f(a) +g(a) € R,

pois f(a),g(a) € R. Logo, f+g € F.

Também temos,
(f*9)(a) = f(a)g(a) ER,
pois f(a),g(a) € R. Logo, f*g € F.

E ainda,

pois a, f(a) € R. Logo, a- f € F.

Concluimos assim que as operacoes sao fechadas. Vamos mostrar agora que F é uma
R-algebra associativa com unidade. Primeiro, vamos verificar que (F,+,*) é um anel

com unidade. De fato, vamos mostrar que os axiomas de anéis sao validos. Para tanto,
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sejam f,g € F e a € R quaisquer.

Associatividade da soma:

Observe que usamos nessa demonstracao a associatividade da soma em R.

Logo, f+(g+h)=(f+g)+ h.

Comutatividade da soma:

(f +9)(a) = f(a) + g(a) = g(a) + f(a) = (g + [)(a).

Observe que usamos nessa demonstracao a comutatividade da soma em R.

Logo, f+g=g+ [.

FEzxisténcia do elemento neutro da soma: Considere a funcao fy : A — R, tal que,

fo(a) = 0. Assim temos,
(fo +9)(a) = fola) + g(a) = 0+ g(a) = g(a);
(9 + fo)(a) = g(a) + fo(a) = g(a) + 0 = g(a).

Logo, fo + g9 =g+ fo = g. Portanto, f; é elemento neutro da soma.

FExisténcia do elemento simétrico para soma: Considere —f € F tal que,

(=f)(a) = —f(a). Assim temos,
(f + (=) = fla) + (=f)(a) = f(a) = f(a) = 0 = fola);
((=f)+ Nla) = (=f)a) + fla) = = f(a) + f(a) = 0 = fo(a).

Logo, f+ (—f) = (=f) + f = fo. Portanto, —f é o simétrico de f.
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Mostramos assim que (F,+) é um grupo abeliano. Falta mostrarmos a associativi-

dade do produto e a distributividade. Vamos a elas:

Associatividade do produto:

Observe que usamos nessa demonstracao a associatividade do produto em R.

Logo, f*(g*h) = (f*g)*h

Distributividade da soma com respeito ao produto:

(f (g +h)(a)

fa)(g + h)(a)
f(a)lg(a) + h(a)]
fla)g(a) + f(a)h(a)

= (f*g)(a) + (f xh)(a)

=(f*g+ f=xh)a).

E ainda,

((f +9) x h)(a) = (f + g)(a)h(a)
= [f(a) + g(a)]h(a)
f( )h(a) + g(a)h(a)
*h)(a) + (g x h)(a)
*h—l—g*h)( ).

)
9

/\/‘\

Observe que usamos nessa demonstracao a distributividade da soma com respeito ao

produto em R.

Logo,
fxlg+h)=fxg+fxh e
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(f+g)xh=fxh+gx*h.

Ezisténcia do elemento neutro do produto: Considere f, € F; fi(a) = 1. Assim, temos
(f = f1)(a) = f(a)fi(a) = f(a)l = f(a);
(f1x /)(a) = fi(a)f(a) = Lf(a) = f(a).
Logo, f* fi = fi * f = f. Portanto, f, é o elemento neutro do produto.

Concluimos assim que (F, 4+, %) é um anel com unidade.

Vamos mostrar agora que (F,+,+) é um espago vetorial. J& mostramos que (F,+)
é um grupo abeliano. Resta mostrarmos as propriedades PE1, PE2, PE3 e PE4 de
espacgos vetoriais, ver definicao 1.65 na pagina 35. Para tanto, sejam f,g € F e a,5 € R

quaisquer. Assim temos,

PEL: (- (8- f)(a) = a(f- f)la) = a(ff(a) = (af)f(a) = ((af) - f)(a).
Logo, a- (8- f) = (aB) - f.

PE2: (1-f)(a) = Lf(a) = f(a). Logo, (1-f) = f.

PE3: ((a+7)-f)(a) = (a+B)f(a) = af(a) + Bf(a) = (- f)(a) + (5 - f)(a).
Logo, (a+f8)-f=a-f+B-F.

PE4: (- (f+9))(a) =alf +g)a)
(

Logo, a-(f+g)=a-f+a-g.

Concluimos assim que (F, +, -) é um espago vetorial sobre R. Resta ainda, mostrarmos

que vale a propriedade A3 da definicao de dlgebras. Para tanto, sejam f,g € F e « € R
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quaisquer. Assim, temos

(- f)xg)(a) = (a- f)(a)gla) = (af(a))g(a) = a(f(a)g(a))
=a(f*g)(a) = (a-(f xg))(a).

Logo, (a - f) xg=a - (f*g).

E ainda, como «, f(a) e g(a) € R temos que,
a(f(a)g(a)) = (af(a))g(a) = (f(a)a)g(a) = fla)(ag(a)) = (f * (a - g))(a).
Logo,
a-(frg)=[fx(a-g)

Assim temos,

a-(f*xg)=(a-flxg=[f*(a-g).

Concluimos assim que (F, 4+, *,-) é uma algebra com unidade.

2.2 Subadalgebras

Definigao 2.9. Uma subdlgebra de uma dlgebra A € um subconjunto nao vazio S de A
que ¢ fechado em relagdo as trés operagoes de A, soma, produto e produto por escalar, ou

seja, este subconjunto € ao mesmo tempo um subespaco vetorial e um subanel de A.

a b
Exemplo 2.10. O conjunto Uy(R) = {( ) ;a,b,c € R} das matrizes triangulares
0 ¢

superiores de ordem 2 com entradas em R € uma R-subdlgebra de Ms(R).

0 0
De fato, primeiro note que Us(R) néo é vazio, pois ( ) € Uy(R). Vamos mostrar
0 0

. . . air a2
agora que Us(R) é um subespago vetorial de My(R). Para tanto, sejam A = ( ) :
0 ax

bir bi2 : :
B = ) € U3(R) e a € K quaisquer. Assim temos,
0 boo

a1 a by b ajp +by1 appt+b
A + B _ 11 12 + 11 12 _ 11 11 12 12 c UQ(R) o
0 a9 0 b22 0 a99 + 622
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a1 a aap;  aa
QA — o [P @2 _ 11 12 € Up(R).
0 ao 0 070))
Portanto, pela definigdo 1.70 na pégina 38, temos que Us(R) é um subespago vetorial

de M3(R). Com isso, Uz(R) é também um espago vetorial, logo (Uz(R),+) é um grupo

abeliano. Vamos mostrar agora que Us(R) é um subanel de Ms(R). De fato, temos

b1 b b b b
A.B— 11 A2 _ 11 12) _ 11011 11012 + @120922 c U2<R).
0 a9 0 b22 0 a22b22

Portanto, pela proposicao 1.44 na pdgina 26 temos que Uy (R) é um subanel de M, (R).
Concluimos assim que Uy(R) é uma R-subdlgebra de Ms(R).

Exemplo 2.11. O conjunto R[z] dos polinomios
f@)=co+crz+ ...+ cpat,

em que ¢; € R para todoi € {1,2,...,k} ek € um inteiro nao negativo é uma R-subdlgebra
de F(R).

De fato, primeiro note que R[z] C F(R), pois todo polinémio é uma fun¢ao. Também
R[z] nao é vazio, pois para todo = € R se tomarmos f(z) = 0, ou seja, o polinomio nulo
tem-se que f € R[x]. Vamos mostrar agora que R[z] é um subespaco vetorial de F(R).

Para tanto, sejam f,g € R[z] e a € R quaisquer. Assim, temos
f@)=cotexr+.. ..+ ae R ie{l,2,... .k} e

g(x) =do+dyx+ ... +da'; d; € R, je{1,2,...,1},

em que k e [ sdo inteiros nao negativos. Suponha, sem perda de generalidade, que | < k.

Assim temos,

(f+g)(x)=f(z) +g(x)=co+cx+... +ea®+ (do+dyx+... +dat)
= (co+do) + (cr +d)x+ ...+ (g +d)r" + ...+ cpa® € R[z].

Também temos,

(af)(z) =af(x) =alco+cazr+...+ cre®) = aco + acyr + ..+ aca” € R[x].

Logo, pela definigao 1.70 na pédgina 38 temos que R[z| é um subespaco vetorial de
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F(R). Assim, R[z] também é um espagco vetorial e (R[z], +) é um subgrupo abeliano de
(F(R),+). Agora temos,

(f-9)(x) = f(z) - g(x)
= (co+crz+ ...+ cpa®) - (do + dix + ... + dizh)
= (cody + codyx + ... + codiz’) + (crdox + crdya® + ... + cydiz™) +
4+ (cpdox® + cpdiz™ L+ cpdia™)

Portanto, pela proposi¢ao 1.44 na pégina 26 temos que R[z] é um subanel de F(R).
Portanto, concluimos que R[z] é uma subdlgebra de F(R).
Pelo fato de R|x] ser uma subdlgebra de F(R), temos que R[z] é também uma algebra.

Podemos generalizar o exemplo anterior e mostrar que o conjunto K[z] dos polinomios
¢ uma K-algebra com a soma, produto e o produto por escalar usuais de polinomios em

uma variavel.

Exemplo 2.12. K[z, y] € o conjunto dos polindmios comutativos nas varidveis x ey com

coeficientes em K. Um polinomio desse conjunto € da forma
[, y) = coo + croz + cony + ... + ™y’

com ¢;; € K, para todo i € {1,2,...,k} e para todo j € {1,2,...,1}, em que k el sao
inteiros nao negativos. Da mesma forma que K[z] é uma K-dlgebra, temos que K[z, y]

também é uma K-dlgebra.

Exemplo 2.13. Também ¢é possivel mostrar que o conjunto
FRxR)={f:RxR—R; f € funcao},

com as operagoes de soma, produto e produto por escalar, definidas abaixo respectivamente

para todo f,g € F(R X R), 2,y e a« € R é uma R-dlgebra.

+: FRxR)x F(RxR) — FRxR)
(f.9) —  [f+y
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em que (f +g)(z,y) = f(z,y) +g(z,y),

x: FRxR)x F(RxR) — F(RxR)
(f,9) —  [xg,

em que (f * g)(x,y) = f(x,y)g(x,y) e

FRxR)x FRxR) — FRxR)
(fag) — fga

em que (a-f)(x,y) = af(z,y). Também, ndo é dificil mostrar que Rz, y| é uma subdlgebra
de F(R x R).

Se considerarmos o conjunto dos polindmios sobre K nas variaveis x e y, de forma
que ry # yx, ou seja, as variaveis sao nao comutativas e denotarmos esse conjunto por
K(z,y), ainda assim, K(z, y) é uma K-dlgebra. Podemos ainda, definir de maneira analoga
K(x1,2s...,x) 0 conjunto dos polinémios nao comutativos sobre K em um nimero finito

de varidveis 1, xs . .., z} e mostrar que K(x1, x5 ..., x;) é uma K-dlgebra.

Exemplo 2.14. Seja X = {x1,x2,...} um conjunto infinito enumerdvel. O conjunto
K(X) é uma generaliza¢ao do conjunto K(zy,xs ..., x), considerando dessa vez um con-
junto infinito de varidveis. FEsse conjunto com as operacoes usuais € uma K-dlgebra,
chamada algebra associativa livre, livremente gerada por X. Note que, apesar de X ser

um conjunto infinito, os elementos de K(X) sao polinomios finitos.

Definigao 2.15. Uma subdlgebra T de A é chamada um ideal a esquerda de A se para
quaisquer a € A ei € I, tem-se ax1 € L. E chamada um ideal a direita de A se para
quaisquer a € A ei € T, tem-se ixa € L. Se L € simultaneamente um ideal a esquerda e

a direita, dizemos que I € um ideal bilateral de A ou simplesmente ideal de A.

Nao é dificil mostrar que em uma algebra comutativa todos os seus ideais sao ideais

bilaterais.

Sejam A uma algebra com unidade e § = {s1,...,8,} C A, em que m € N*. Como
construir um ideal que contenha S? O ideal que estamos interessados aqui é o menor

ideal de A que contém S. Considere o conjunto

J={Z CA; TéidealeS CT}.



73

Note que J nao é vazio, pois A € J e § C A. Nao iremos provar aqui, mas

Nz

Ied

¢ um ideal de A. Serd que S C () Z 7 A resposta é sim, pois para todo Z € J, temos
Zed
S C 7. Claramente

é o menor ideal que contém S.

Denotamos este ideal por (S). E possivel mostrar que (S) é o conjunto de todas as
somas finitas da forma

a151C1 + a282C2 + . .. + Gy Sy Cim,
para todo a;, ¢; € Aes; €S, em quei € {1,2,...,m}.

Definigao 2.16. Sejam A uma dlgebra com unidade, T C A um ideal de A e S C T um

subconjunto de I. Dizemos que Z é um ideal gerado por S se

T=(S).

Se existe S finito tal que isso ocorra, dizemos que I ¢ finitamente gerado.

2.3 Homomorfismos de Algebras

Como vimos em grupos, um homomorfismo de grupos é uma fungao que preserva a
operacao do grupo em questao. Em anéis, um homomorfismo preserva as duas operagoes
do anel. Em espagos vetoriais, uma transformacao linear preserva as operacoes de soma
e produto por escalar, embora nao as chamamos de homomorfismos. Um homomorfismo
de algebras se comporta, com relagao as operagoes de soma e produto, como um homo-
morfismo de anéis. Com relagao as operagoes de soma e produto por escalar, como uma
transformacao linear. Ou seja, um homomorfismo de algebras preserva as trés operagoes:

soma, produto e produto por escalar.

Na definicao abaixo, por simplicidade, vamos usar os mesmos simbolos, denotando as
operagoes de + (soma), % (produto) e - (produto por escalar), tanto em A;, quanto em
As. O leitor deve estar atento que apesar da notacao estes simbolos denotam operacoes

diferentes.

Definigao 2.17. Sejam A, e As duas K-dlgebras. Dizemos que a func¢ao ¢ : A; — Ay
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¢ um homomorfismo de dlgebras se, para todo x,y € Ay e a € K, temos:

(1) ez +y) =p(x) +ey);

(ii) @z xy) = @(x) * o(y);

(iii) ¢(a-z) = a-p(x).

Definicao 2.18. Um homomorfismo injetor é chamado de monomorfismo. Um homo-
morfismo sobrejetor é chamado de epimorfismo. Um homomorfismo bijetor é chamado

de isomorfismo. Um homomorfismo f : A — A é chamado de endomorfismo. Um iso-

morfismo f: A — A é chamado de automorfismo.

Definigao 2.19. Sejam A, Ay dlgebras. Se eziste p : Ay — Ay um isomorfismo de

dlgebras, dizemos que A; € isomorfa a As e denotamos por A; ~ A,.

Definigao 2.20. Sejam Ai, As dlgebras, 05 o elemento neutro da soma em As e

v Ay — Ay um homomorfismo de dlgebras. O nucleo de ¢ € o conjunto
N(p) ={z € As;0(z) = 02}

Exemplo 2.21. Sabemos que (F,+,*,-) € uma dlgebra associativa com unidade, ver

exemplo 2.8 na pagina 65. Defina,

p: F — R
f— fla).

Vamos mostrar que ¢ € um isomorfismo, ou seja, que F € isomorfo a R.

De fato, sejam f,g € F e a € R quaisquer. Assim temos,
o(f +9) = (f +9)(a) = fa) + g(a) = o(f) + »(9);
o(fxg) = (f*g)(a) = fla)g(a) = ¢(f)e(9);

Assim, temos que
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pois o dominio é unitario. Portanto, ¢ é injetiva, logo pela proposicao 1.25 na péagina 13,

temos que N(p) = {fo}, em que, fy é o elemento neutro da soma em F.

Note também, que ¢ é sobrejetiva, pois se x € R basta tomarmos h : A — R tal

que, h(a) = x, ou seja, h € F, assim temos

Logo, ¢ é sobrejetiva. Portanto, ¢ é um homomorfismo injetor e sobrejetor.
Concluimos assim que ¢ é um isomorfismo, ou seja, F ~ R.

Definimos no primeiro capitulo nas classes de grupos, anéis e espacos vetoriais, os
conceitos de ntucleo e imagem de um homomorfismo. Tais conceitos sao de extrema
importancia, pois por exemplo os usamos no teorema do homomorfismo. Agora, na classe

de algebra esses conceitos aparecem novamente de maneira natural.

Proposigao 2.22. Sejam Ay, Ay dlgebras e ¢ : Ay — As um homomorfismo de dlgebras.

O congunto Im(yp) € uma subdlgebra de As.

Demonstracao. De fato, considerando ¢ como uma transformacao linear e a proposicao
1.93 na pégina 46, temos que IJm(p) é um subespago vetorial de A;. Também, conside-
rando ¢ como um homomorfismo de anéis, temos pela proposi¢ao 1.61 na pagina 33, que

Im(p) é um subanel de A,.

Portanto, pela defini¢ao de subdalgebra, concluimos que Im(p) é subdlgebra de Aj.

Proposigao 2.23. Sejam A, As dlgebras e ¢ : Ay — As um homomorfismo de dlgebras.

O conjunto N(p) € um ideal de As.

Demonstracao. De fato, considerando ¢ como uma transformacao linear e a proposi¢ao
1.92 na pagina 45, temos que N(p) é um subespago vetorial de A;. Agora, considerando
¢ como um homomorfismo de anéis, temos pela proposigao 1.62 na pégina 33, que N(p) é
um ideal de anéis em A;. Pela defini¢ao de ideal de anéis, temos que N(¢) é um subanel
de A;.

Portanto, pela definigdo de subélgebra, concluimos que N(p) é subélgebra de A;.
Como N(¢) é subdalgebra de A, e pelo fato de N(¢) ser um ideal bilateral de anéis, temos
que N(yp) também é um ideal bilateral de &lgebras.
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2.4 Teorema do Homomorfismo para Algebras

Sejam A uma algebra sobre K e Z C A um ideal de A. Assim como em grupos, anéis
e espacos vetoriais, podemos agora em &lgebras definir de maneira natural uma relagao
de equivaléncia que determinard classes de equivaléncia apartir de Z. A ideia é definir
algebras quocientes e mostrar assim que o teorema do homomorfismo é valido também

para algebras.

Definicao 2.24. Sejam A uma dlgebra sobre K e Z um ideal de A. Assim, dados x,y € A
dizemos que y € congruente a x modulo Z ou y esta relacionado com x modulo L, quando

y —x € L e denotamos por

y=x (mod I) <= y—x €.

Vale salientar que a relagao
y=x(mod I) <= y—x €T,
é uma relacao de equivaléncia. Também, j4 mostramos que a classe de x € A é dada por

r+Z={z+1ieI}

Sejam A uma algebra sobre K e Z um ideal de A. Por definicao de ideal, temos que
7 é uma subdlgebra. Por definicao de subalgebra, temos que Z é um subespago vetorial e

um subanel de A, mas Z é mais que subanel de A, é também um ideal de anel.

Com essas informagoes, podemos considerar o anel quociente (A/Z,+,%), com a
soma e o produto de classes. Também, podemos considerar o espago vetorial quociente

(A/Z,+,-), com soma e produto por escalar de classes.

Note que o elemento neutro da soma em A/Z é a classe 04 +Z = Z e o simétrico da
classe z+7 é a classe (—x)+Z. J4 mostramos que as operagoes de soma, produto e produto
por escalar de classes estao bem definidas, ver as versoes do teorema do homomorfismo
para grupos, anéis e espagos vetoriais. Vamos mostrar agora, que A/Z com as operagoes

de soma, produto e produto por escalar é também uma algebra.

Proposicao 2.25. Sejam (A, +, *, ) uma dlgebra sobre K e Z um ideal de A. Considere
(Z,+,*) como ideal de (A,+,%) e (Z,4+,-) como subespago vetorial de (A,+,-). Entao
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A/Z € uma dlgebra, com as operagoes de soma, produto e produto por escalar de classes,
dadas por
(z+ID)+(y+I)=(r+y) +7Z,
(4+D)x(y+Z)=ay+Z e

a-(r+7Z)=ax+T.

Demonstragao. De fato, pelo que ja comentamos acima, temos que (A/Z, +, %) é um anel
e (A/Z,+,-) é um espaco vetorial sobre K. Resta mostrarmos que vale a condigao A3 da

definigao de élgebras. Para tanto, sejam x +Z,y +Z € A/Z quaisquer. Assim, temos

- (@+ D))+ (y+I)=(ax+I)x(y+I)

=(az)y+ T =wz(ay) +1
= (@ +I)x* (o) +I)
= (

v+ 1) (- (y+1)).

Logo, [ (x + D]+ (y +I) = (¢ + I) x (- (y + I)).

Também temos,

- (@ + D)+ (y+ 1) = (ax + 1) * (y + 1)
=(ar)y+Z=a(zy)+7Z
= [(zy) + 1]

a-[(e+I)«(y+1)]

Logo, [a- (z+ D)+ (y+1) = (z+I)x(a-(y+1)) =a-[(z+I)*(y+I)]
Portanto, a condigao A3 da definigao de algebra é satisfeita.

Concluimos assim que (A/Z, +, x,-) é uma algebra.

Defini¢ao 2.26. A dlgebra (A/Z,+,x,-) € denominada algebra quociente.

Teorema 2.27 (Teorema do homomorfismo para dlgebras). Sejam Ay, Ay dlgebras sobre
o corpo K, e f: Ay — Ay homomorfismo de dlgebras. Entdo a fun¢ao
p: A/N(f)  — TIm(f)
(z+N(f) —  [flz)
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€ um isomorfismo.

Demonstra¢ao. J4 mostramos no teorema 1.63 na pagina 34 que ¢ esta bem definida, que
¢ é injetiva, sobrejetiva e que ainda preserva a primeira e segunda operagoes de A; /N (f).
Também ja mostramos no teorema 1.102 na pagina 54 que ¢ preserva a terceira operagao
de A1 /N(f). Segue da defini¢cao de homomorfismo de algebras que ¢ é um homomorfismo

de algebras injetor e sobrejetor. Concluimos assim, que ¢ é um isomorfismo.

2.5 Algebras com Identidades Polinomiais

Vamos estudar agora algumas algebras com propriedades interessantes. Estamos fa-
lando de algebras que quando avaliados seus elementos em um determinado polindémio
especial, o mesmo se anula. Quando isto acontece, dizemos que esse polindbmio é uma

identidade polinomial para a algebra em questao.

Definicao 2.28. Seja A uma K-dlgebra, dizemos que f(xq,...,z,) € K(X) € uma iden-

tidade polinomial para A, se para quaisquer aq,...,a, € A,
flay,...,a,) =0.
Lembrando que X = {z1,xs,...} é um conjunto infinito enumeravel e K(X) é a

algebra de polindmios nao comutativos.

Um exemplo trivial de identidade polinomial é o polindémio nulo, ou seja, f(z) € K(X),
tal que, para todo = € X tem-se f(z) = 0. Neste caso, f(x) é identidade polinomial para

qualquer algebra.

Definigao 2.29. Uma K-dlgebra A é denominada uma algebra com identidade polino-

mial, ou uma Pl-dlgebra, se A satisfaz alguma identidade polinomial nao trivial.

Exemplo 2.30. Seja A uma dlgebra comutativa, entio f(x1,x2) = x1x9 — T2 € UMA
identidade polinomial de A.

Defini¢ao 2.31. Seja A uma dlgebra, a aplicagao [-,-] : A x A — A, definida para
quaisquer a,b € A por

[a,b] = ab — ba,

é denominada comutador.
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Note que se A é uma algebra comutativa, entdao o comutador de quaisquer dois ele-

mentos de A é igual a zero.

Proposigao 2.32. Seja A uma dlgebra. Entao o comutador [-,-] : Ax A — A € uma

aplicacdao bilinear, ou seja, para quaisquer a,b,c € A e a, B € K, temos que:

(i) [aa+ Bb, ] = afa,c] + B[b, c|;

(ii) [a,ab+ Bc] = ala, b] + Bla, c].

Demonstracao. Sejam a,b,c € A e a, € K quaisquer. Assim, temos

[aa + b, c] = (aa + Bb)c — c¢(aa + Bb) = aac + fbc — caa — ¢fb
= aac + fbc — aca — feb = (aac — aca) + (Bbe — Beb)
= a(ac — ca) + B(bc — cb) = ala, ] + B[b, c].

Também,

la,ab + pc] = a(ab+ Bc) — (ab+ fe)a = aab + afic — aba — fea
= aab + fac — aba — Beca = (aab — aba) + (fac — PBea)
= afab — ba) + f(ac — ca) = afa,b] + Bla, c].

Portanto,

laa + Bb, c] = ala,c] + Blb,c] e

[a, ab + Bc] = ala, b] + Bla, cl.
[

J& estamos mais preparados para entendermos nosso proximo exemplo. A ideia é
construir uma algebra apartir de uma lista de simbolos, chamados de geradores, sujeitos a
algumas relagoes. Por exemplo, considere o conjunto de simbolos X = {xy, 2o, ..., z,}, em
que n € N*. Os elementos de X serao considerados como letras de um alfabeto e com este
alfabeto, construiremos uma lista com todas as palavras finitas formadas com estas letras.
Deste modo, temos um novo conjunto que denotaremos por A. Note que, os elementos
de A sao palavras finitas, formadas apartir dos simbolos x1,zs, ..., x,. Consideramos
também como um elemento de A a palavra vazia, ou seja, aquela em que nao figura

nenhum dos simbolos x4, xs, ..., x,.
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Podemos agora, definir um produto em ./1/, este produto é dado pela concatenacao
entre quaisquer dois elementos de .Z, ou seja, o produto é definido simplesmente colocando
um elemento ao lado do outro. Claramente, tal procedimento é associativo. Feito isso,
construimos o espago vetorial gerado por A sobre um corpo K e o denotamos por A,
dessa forma, impondo a condi¢ao de que vale a distributividade da soma com respeito
ao produto, teremos assim uma algebra. Essa algebra é chamada de dlgebra dada por
geradores e relagoes. No nosso proximo exemplo, iremos estudar o caso particular em
que o conjunto de geradores possui apenas trés elementos e é imposta uma relacao na

construcao da algebra.

Exemplo 2.33. Seja Vs um espaco vetorial de dimensao 3, com base {e1,eq, e3}. A
algebra de Grassmann denotada por E(V3), € a dlgebra gerada por {ey, e, €3}, satisfazendo

para todo i, j € {1,2,3} a relagao

€i€j = —E€;€;. (25)

Vamos mostrar que E(Vs) satisfaz a sequinte identidade:

[[z1, z2], @3] (2.6)

Primeiramente, vamos encontrar um conjunto de geradores que gere F(V3) como um
espago vetorial. Primeiro, vamos mostrar que os produtos possiveis terao, no maximo,

comprimento igual a trés. Note que, para qualquer i € {1,2,3} tem-se

eie; = —eie; = eie; + eje; =0 = 2e2 = 0 = e} = 0.

Agora sejam 1,7,k e [ € {1,2,3} quaisquer. Assim, existem pelo menos dois indices

iguais. Suponha, sem perda de generalidade, que ¢« = j, desta forma temos
— — 2 —
e;ejepe; = eeiepe; = ejepe; = 0,

se 1 = k temos

€i€jCLEl = €;€;€,€] = —€;€;€;€] = —e?ejel =0,

se © = [ temos
€i€jCLEl = €i€j€LE; = —E€i€€i€ = €,€,€;C = e?ejek = 0,

pois €2 = 0. Logo, os produtos possiveis tém comprimento no maximo 3. Isso quer dizer

que, se tivermos um produto com 4 ou mais elementos, esse produto sera igual a zero.
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Agora, vamos listar todos os produtos possiveis de comprimento menor ou igual a 3.

Produtos com 2 elementos:

€1€2, €1€3, €2€1, €2€3, €361 € €3€3.

De (2.5) temos que:

€169 = —€2€1, €163 = —€3€1, €263 = —E€3€2.

Assim, os geradores formados por 2 elementos sao: ejey, eje3 e eses.

Produtos com 3 elementos:

€1€2€3, €1€3€2, €2€1€3, €2€3€1, €3€1€C2 € €3€2€1.

De (2.5) temos que:

€1€9€3 — —E€9€1€3 — €9€3€] — —E€3€2€1] — €3€1€9 — —€1€3€9.

Neste caso, temos como gerador formado por trés elementos apenas ejeses.

Assim, o conjunto dos geradores de E(V3), como espago vetorial, é o conjunto

{61, €2, €3, €1€2, €1€3, €2€3, 616263}' (2-7)

Vamos mostrar agora, que [[x1, 23], z3] é uma identidade polinomial para E(V3). Para
isso, precisamos mostrar que [[x1, 23], 23] se anula para quaisquer elementos de F(V3). Um

elemento arbitréario de E(Vs) é uma combinacao linear dos elementos do conjunto (2.7).

Como todo elemento é uma combinacao linear dos elementos do conjunto (2.7) e pelo
fato do comutador ser bilinear, pois ja provamos isso na proposicao 2.32 na pagina 79,
precisamos apenas verificar que [[z1,x2],x3] se anula para quaisquer trés elementos do
conjunto (2.7). Note que, pelo fato de €? = 0 e pela condigdo (2.5), podemos reduzir

nosso trabalho, veja

e1(erey) = eley =0

ei(eres) = efes =0
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2
es(e1eg) = ege169 = —ege9e; = —eze; =0
_ 2 =0
eo(ege3) = ese3 =

2
ez(eae3) = ezegey = —egezeq = —ezeq = 0.

Sabemos também, que um produto com comprimento maior que 3 é zero. Entao, se
algum elemento do conjunto (2.7) aparecer no comutador com outro elemento de compri-

mento 3, temos que algum e; terd que se repetir e dessa forma o comutador é zero.

Dessa forma, sé resta verificar que [[z1, 3], x3] se anulard para os elementos e, es €

e3. Para tanto, sejam i, j e k € {1,2,3} quaisquer. Assim temos,

[lei e5], ex] = les, e5lex — exles, €]
= (eie; — eje;)er, — ex(ee; — eje;)
= €,€€) — €;€;€) — ELE;E; + €LE;E;
= e;ejer + eeje + eere; — ejere;
= 2e;ejer, — e;ejer + eje;ey,

= e;eje + ejeier = eeje — eejey = 0.

Logo, [[x1, 2], 23] se anulard para os elementos eq, e e e3.

Portanto, concluimos assim que [[x1, 23], 23] é uma identidade polinomial para F(V3).

Logo, a algebra de Grassmann F(V3) é uma Pl-dlgebra.

Definicao 2.34. Seja V um espaco vetorial de dimensao infinita enumerdvel, com base
denotada por {ey, eq,€3,...}. A dlgebra de Grassmann E(V) de V, € a dlgebra gerada por

{ei; i € N*}, satisfazendo para todo i,j € N* a sequinte relagao:

€i€j = —6]'6,'.

Observacgao: E possivel mostrar que [[z1, x2], 23] é uma identidade polinomial para
EWV).

Vamos definir agora, um importante polinomio, e, em seguida, vamos ver que ele é
identidade polinomial para uma classe de algebras. Mas, para isso, temos que lembrar
do grupo de permutacoes Sy visto no exemplo 1.5 na pagina 6, e da definicao do sinal de
uma permutagao, denotado por (—1)7, visto na definicdo 1.6 na pédgina 7. Observamos

também que o sinal de uma permutacao é sempre 1 ou —1.
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Definicao 2.35. Seja k € N*. O polinomio
Sk(iﬂl, Ce ,ZL’k) = Z (—I)JZL‘J(l), c. 7I'U(k),
o€ Sk

em que (—1)7 € o sinal de o, é denominado polinémio standard de grau k.
Proposigao 2.36. Seja A uma dlgebra. Entao
s3: AXxAxA — A
(a1,a2,a3) > szar,as,a3),

em que para quaisquer ai,as e az € A tem-se
s3(ay, az, ag) = a1a2a3 — A103a9 — A20103 + A2a301 + A3a109 — A3A201,

¢ uma aplicagao trilinear, ou seja, para quaisquer ai,as,az e ay € A e o, € K temos

que:

(i) ss(aay + Bag, as,as) = ass(ay, as, as) + fss(aq, ag, aq);
(ii) ss(ar, cas + Bag, as) = ass(ay, as, as) + Bss(ar, as, aq);

(iii) s3(a1,as, aaz + Bay) = asz(a, az, az) + Bsz(ar, az, as).
Demonstracdao. Sejam ay,as,a3 e ay € A e a, f € K, quaisquer.

(1) s3(aay + Bag, as,as) = (ay + Pasg)asay — (aay + fag)agas — az(aay + Pas)ay
+ azay(ay + Pag) + ag(aay + Bag)az — agaz(aa; + Pas)
= aaqazay + Pasazay — aaiagaz — Pasasas — azaaay
— agfasay + azascay + asagfas + agaaias + agfasas
— agazaay — agazPBas
= (A10304 — QA1A403 — XA30104 + QAA3A401 + QG4Q7103
— aaqazay + Pazazay — Basasaz — Bazazas + Pazasas
+ Basazaz — Pasazas
= a(ajazay — ajasaz — azaiay + azaga; + agaia3 — agazaq)
+ f(asazay — asasaz — agasay + azasas + agasaz — a4a3a5)

= ass(ay, as, as) + Bss(az, as, as).

Os casos (ii) e (iii) sao andlogos.
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Portanto, s3(ai, as,as) é uma aplicacao trilinear, ou seja, é linear em cada entrada.

Teorema 2.37. Seja A uma dlgebra de dimensdo r, entao s,.1 € uma identidade polino-

mial de A.

Demonstragao.(parcial) Vamos verificar o caso particular em que r = 2. Sejam .4 uma
algebra de dimensao dois e {ry,r3} uma base de A. Note que, um elemento arbitrario

a € A pode ser expresso de maneira tinica como
a=ary + fr,

onde, o, f € K. Ja mostramos na proposicao 2.36 na pagina 83, que s3 ¢ linear em cada
entrada, ou seja, s6 precisamos verificar se s3 se anula para os elementos da base. Note
que, precisamos de trés elementos para aplicar em s3, e, s6 temos dois elementos distintos
na base, ou seja, algum deles teremos que repetir. Sem perda de generalidade, considere

r1 o elemento que aparecera repetido quando calcularmos s3. Logo,
83(T'1, 79, 1) = T1T9L — T1T1T9 — TaliTy + Tor1Ty + 11Ty — 71T

= (rirory — rirory) + (roryry — roryry) + (ririre — ririre) = 0.

Também nao é dificil mostrar que a ordem em que os elementos aparecem em sz nao

é relevante. Assim, concluimos que s3 é uma identidade polinomial para A.
[ |

Sabemos que a &lgebra de matrizes M, (K) tem dimensao n?. Como consequéncia do

teorema anterior temos o seguinte resultado.

Corolario 2.38. A dlgebra de matrizes M, (K) satisfaz a identidade standard de grau
n?+1.

Demonstragao. De fato, como M, (K) tem dimensao n?, pelo teorema anterior, temos que

M, (K) satisfaz a identidade standard de grau n* + 1.

Em particular, s; é uma identidade polinomial para Ms(K), pois dim Ms(K) = 4.
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Podemos concluir assim do teorema 2.37 que toda algebra de dimensao finita é uma

PI-algebra.

Vimos que nao é tao facil mostrar que determinado polindmio é uma identidade po-
linomial para alguma algebra. Nos nossos dois ultimos exemplos, tivemos um pouco de
trabalho, pois para que um polindomio seja uma identidade de uma &lgebra ele tem que
se anular para todos os elementos da algebra. Para mostrar que um polindmio nao é
uma identidade polinomial para uma algebra, basta encontrar elementos dessa algebra,

de modo que este polinomio nao se anule neles.

Exemplo 2.39. O polinomio standard de grau 3 ndo € uma identidade polinomial para
My (K).

De fato, ja comentamos no exemplo 1.81 na pagina 41, que os elementos da base
canonica de M, (K), sdo as matrizes e;;, em que i,7 € {1,2} e tais que, e;; é a matriz
em que o numero 1 se encontra na ¢-ésima linha e na j-ésima coluna e o restante dos
elementos sao todos iguais a zero. Nao ¢é dificil mostrar que se e;; e e sao matrizes da

base canonica de M;(K), entao

e, se ] ==k

0, se j # k.

€ijCkl =

Agora considere as matrizes,
10 01 0 0
€11 = y €12 = y €21 = .
00 0 0 10

S3(1, Te, T3) = T1T2X3 — T1T3T2 — TaT1T3 + TaT3T] + T3T1Tg — T3TaX1,

Como

entao

33(6117 €12, 621) = €11€12€21 — €11€21€12 — €12€11€21
+ e12€21€11 + €21€11€12 — €21€12€11
= €e12€21 + €11€611 + €21€12

=ey1 + 11 + e = 2611 + €2

oo lon)=C )6
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Portanto, s3 nao é uma identidade polinomial para M, (K).

Ja sabemos a definicao de uma identidade polinomial e de uma PI-algebra. Natu-
ralmente, podemos perguntar: O conjunto de todas as identidades polinomiais de uma
algebra, possui alguma propriedade interessante? Veremos a seguir que a resposta é afir-

mativa. Mas antes, vamos definir e denotar este conjunto.
Defini¢ao 2.40. Seja A uma dlgebra, denotamos por T(A) o conjunto de todas as iden-
tidades polinomiais de A, em que T(A) C K(X).

Note que T(.A) nao é vazio, pois o polinémio nulo ¢é identidade polinomial para qual-
quer algebra.
Exemplo 2.41. [[z1,22], 23] € T(E(V)) e s5 € T(M(K)).

Perceba que T(A) C K(X). Entao, faz sentido perguntarmos se T(A) possui alguma

estrutura, ja que K(X) é uma algebra. Vamos ver isso na préxima proposigao.

Proposicao 2.42. Seja A uma dlgebra, entao T(A) € um ideal de K(X).

Demonstra¢ao. Primeiramente, vamos mostrar que T(A) é uma subdlgebra de K(X).
Para tanto, sejam f,g € T(A), ai,...,a, € A e a € K quaisquer. Note que sem perda
de generalidade, podemos considerar f e g nas mesmas variaveis, x;,, Z;,, . . . , Z;, tais que

i1 <1y <...<1,. Assim, temos
(f—f—g)(al,...,a,,):f(al,...,a,,)—i—g(al,...,ar):0+O:O,

pois f, g sao identidades polinomiais para A. Logo, f + g é uma identidade polinomial

para A, ou seja, [+ g € T(A). Também temos
(af)(a,...,a.) =af(a,...,a,) =a0=0.

Logo, af € T(A).

Portanto, pela defini¢ao 1.70 na pagina 38, temos que T(.A) é um subespagco vetorial
de K(X). Assim, T(A) também ¢ um espago vetorial e (T(A),+) é um grupo abeliano e
portanto, (T(A),+) é subgrupo de (K(X),+). Agora temos

(f-9)ay,...,a,) = flar,...,a.)-g(ar,...,a,) =0-0=0.

Logo, f-g € T(A).
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Portanto, pela proposicao 1.44 na pagina 26, temos que T(.A) é subanel de K(X).
Concluimos assim, que T(A) é uma subélgebra de K(X).

Vamos mostrar agora, que T(A) é um ideal de K(X). Para tanto, sejam f € T(A),

g € K(X) eay,...,a € A quaisquer. Novamente, sem perda de generalidade, podemos
considerar f e g nas mesmas variaveis, x;,, T;,, ..., ;. tais que iy < iy < ... < 1,. Assim,
temos

(f-9)ay,...,a,) = flar,...,a.)-glar,...,a.) =0-g(ay,...,a.) =0;
(9-flar,...,a,) =glay,...,a.) - fla,...,a.) = glay,...,a,)-0=0.

Logo, f-geg-feT(A).

Portanto, T(.A) é um ideal de K(X).

Definigao 2.43. Seja A uma dlgebra, T(A) € denominado T-ideal de A.

Além de T(A) ser um ideal de A, ele tem a propriedade de ser invariante por endo-

morfismos, ou seja, se ¢ : K(X) — K(X) é um endomorfismo de algebras, entao

p(T(A)) CT(A).

Isso quer dizer que, dada uma identidade polinomial nao importa o “nome das variaveis”.

Por exemplo, se A é uma élgebra comutativa, sabemos que

f(331>$2) = [931>$2] = T1T2 — T2

¢ uma identidade polinomial para A. Note que, se trocarmos x, ro por s, 15 0 po-
linomio

f(I217$15) = [$21, $15] = T21T15 — XL21L15
continua sendo uma identidade polinomial de A. Mas ser invariante por endomorfismos é
mais do que trocar varidveis, podemos também trocar uma variavel por qualquer elemento
de K(X). Exemplificaremos mais uma vez com uma algebra comutativa A. Considere o
polinoémio

g(4, 17, 013, To1) = [T05 + 22213, 101 = F(T25 + 22213, 791).

Vamos mostrar que g é uma identidade polinomial para A. Para tanto, sejam a, b, ¢
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e d € A quaisquer. Assim temos

g(a,b,c,d) = [7a® + b’c,d] = (7a® + b%c)d — d(7a® + b?c)
= (7a® + b*c)d — (7a® + b*c)d = 0,

pois A é comutativa. Logo, g é também uma identidade polinomial de A.

Concluindo, T(.A) ser invariante por endomorfismos de K(X) significa que para todo
f(z1,...,2,.) € T(A), podemos trocar qualquer z;, i € {1,...,r}, por qualquer elemento

de K(X), e f, depois dessa alteracao, continuara sendo uma identidade polinomial de .A.

Vimos na definicao 2.16 na pagina 73, o conceito de ideal gerado por um conjunto
de elementos, sera que é possivel encontrar geradores para os T-ideais? Mais ainda, sera
possivel encontrar um conjunto finito de geradores? Este problema é conhecido como
Problema de Specht. O mesmo foi resolvido por Kemer, quando a caracteristica do

corpo K é zero.

Definigao 2.44. Seja S um subconjunto de K(X). Definimos o T-ideal gerado por S,
denotado por (S)T, como sendo a intersecg¢io de todos os T-ideais de K(X) que contém

S, ou seja,

(8)T = N 7.

T é T-ideal, SCT

Teorema 2.45 (Kemer). Seja A uma dlgebra sobre K. Se char(K) = 0, entdo o T-ideal
T(A) € finitamente gerado.

A prova do teorema 2.45 pode ser encontrada em [10].

Vamos ver agora, alguns exemplos de problemas na teoria de PI-algebras.
Perguntas naturais:

e Dada uma algebra, determinar se ela satisfaz alguma identidade polinomial.

e Sabendo que uma algebra satisfaz uma identidade polinomial, determinar se seu

T-ideal é finitamente gerado ou nao.

e Sabendo que o T-ideal de uma algebra é finitamente gerado, determinar seus gera-

dores.
e Determinar um conjunto minimal de geradores, denominado base.

Veja dois resultados que determinam uma base para dois T-ideais.
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Teorema 2.46. Seja E(V) a dlgebra de Grassmann, entio o T-ideal T(E(V)) € gerado
como T-ideal por [x1,xq,x3).

Teorema 2.47. Se char(K) # 2, entdo o T-ideal T(M>(K)) é gerado como T-ideal por

[[x1, za]?, 23] € 54.
As provas para os teoremas 2.46 e 2.47, podem ser encontradas em [11] e [12], respec-
tivamente.

Apesar do resultado anterior, ainda nao sabemos uma base, nem mesmo uma lista de

geradores, para o T-ideal T(M,,(K)) em que n > 3.

Essa é uma das belezas da Matematica: problemas nem tao dificeis de entender, porém

complicadissimos de se resolver.
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Consideracoes Finais

Antes de partirmos efetivamente para as consideracoes finais, gostaria de dizer que
este trabalho possibilitou com que eu me aprofundasse um pouco mais nos conteudos
das disciplinas de Algebra I e II, disciplinas que eu particularmente, penso ser umas das
mais importantes do curso, pela generalidade que permite. Além disso, pude interligar
conteudos que sao, aparentemente separados, como grupos, anéis e espagos vetoriais.

Entre os resultados apresentados neste trabalho, destaco a dlgebra de Grassmann como
uma Pl-dlgebra, tendo [[z1, 22|, 3] como uma identidade polinomial e o teorema 2.37 na
pagina 84, que surpreende pela generalidade, pois com ele concluimos que qualquer algebra
de dimensao finita é na verdade uma Pl-algebra, tendo o polinomio standard de grau k
como identidade polinomial para qualquer algebra de dimensao igual a £ — 1. Vimos que
s5 é uma identidade polinomial para M;(K), mas que s3 nao é identidade polinomial para
M5 (K), entre sz e s5 passou, de certa forma despercebido, o s;, uma pergunta natural
seria: s, é identidade polinomial para Ms(K)? A resposta para essa pergunta é afirmativa
e faz uso de um teorema conhecido como O teorema de Amitsur-Levitzki. Provado na
década de 50, este teorema nos garante que sy, é identidade polinomial para M, (K) e
sua prova faz uso de propriedades do polinomio standard e da teoria de grafos, o que nao
compete a esse trabalho de carater introdutorio.

Pode-se dizer que ainda héa um grande caminho a percorrer na teoria de algebras com
identidades polinomiais. Sabemos que T(M>(K)) é gerado como T-ideal por [[z1, To]?, 3]
e s4, mas quais identidades polinomiais de M, (K) nos permitem reconstruir todas as
outras? A resposta para essa pergunta ainda nao se sabe. Dessa forma, fica evidenciado
neste trabalho, uma das mais belas caracteristicas da Matematica, que é a de fornecer

problemas de facil compreensao, mas de uma complexidade enorme para se provar.
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