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1  Lista de simbolos

Seja (G, *) um grupo. Denotaremos apenas por G o grupo (G, *);

Seja (S, *) um semigrupo. Denotaremos apenas por S o semigrupo (S, *);
K: um corpo qualquer;

C: o conjunto dos nimeros complexos;

R: o conjunto dos nimeros reais;

Z:: o conjunto dos nimeros inteiros;

N: o conjunto dos niimeros naturais;

f og: composicdo das fungdes f e g;

Cla,b]: conjunto de todas as fungdes f : [a,b] — R continuas;

D(a,b): conjunto de todas as fungdes f : (a,b) — R diferenciaveis;

I,,;: matriz identidade n X n;

A élgebra sobre K, denotaremos o elemento neutro da dlgebra A por 04;

A = B: A € isomorfo a B.
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2 Introducdo

Estudar Algebras é um ponto de partida para aqueles que futuramente querem estudar *—
Algebras e em seguida C*— Algebras, pois tais estruturas estdo presentes na matemética mo-
derna em aplicacdes para mecanica quantica e para um estudo de andlise funcional. Outra
estrutura que podemos estudar logo apds conhecer dlgebras é a Algebra de Lie que surgiu com

Sophus Lie quando estudava equagdes diferenciais.

Consideramos pré-requisitos para estudar dlgebras, a teoria basica de grupos, anéis e espagos
vetoriais. Grupos e Anéis podem ser encontradas em [2], onde o leitor pode encontrar as
defini¢Oes, inimeros exemplos e diversos exercicios. Para espacos vetoriais, recomendamos

a leitura de [1] por possuir um texto bem compreensivel e inimeros exercicios.

Nosso primeiro passo serd construir uma teoria basica sobre algebras com o intuito do leitor
conhecer vdrios exemplos de dlgebras e com isso perceber o quanto elas estavam presentes
durante o curso de Matemdtica. Desenvolveremos as no¢des de subdlgebras, homomorfismos
de algebras, nicleo de homomorfismos, ideais, relagao de equivaléncia e por fim o teorema do

homomorfismo para dlgebras.

Logo em seguida responderemos a seguinte pergunta: serd que a partir da operagao de um
grupo conseguimos, de uma maneira natural, construir a dlgebra do grupo em questao? Feito
isso estudaremos alguns exemplos mais sofisticados de dlgebras e terminaremos com o teorema
do homomorfismo para dlgebras mostrando algo bem interessante sobre a dlgebra do semigrupo

N e a dlgebra dos polindmios em uma variavel com coeficientes em C.



3  Algebras

O objetivo deste capitulo € construir uma teoria basica sobre dlgebras, comec¢ando com a

defini¢do de algebra sobre K, exemplos e por fim o teorema do homomorfismo para algebras.

Definicao 1. Seja K um corpo. Uma dlgebra sobre K é um espaco vetorial A, sobre o mesmo

corpo, munido com uma operacao bindria

tAXA — A
(a,b) — a-b

chamada de multiplicacdo que satisfaz as seguintes propriedades, para quaisquer a,b,c € A e
o ck:
(i) a-(b+c)=a-b+a-c
(ii)) (a+b)-c=a-c+b-c
(iii) (a-b)-c=a-(b-c)
(iv) (aa)-b=oa(a-b)=a-(ab).

Observacgao 2. As condigdes (i), (ii), (iii) nos dizem que (A,+,-) é um anel e a condigdo (iv)
indica como a mutiplicag¢do por escalar se compatibiliza com a multiplicacdo na dlgebra. Note
que dada A uma dlgebra sobre K, A com a soma e multiplica¢do por escalar € um espaco vetorial
sobre K e, A com a soma e a multiplicacao € um anel, ou seja, A € um espaco vetorial e anel ao

mesmo tempo.

Durante o curso de Matemdtica vemos constantemente um exemplo de dlgebra que ndo nos

¢ apresentado dessa forma.



Exemplo 3. Considere C com as operagdes usuais de adi¢do e multiplicacdo de nimeros com-
plexos. Podemos enxergar C como um espago vetorial sobre C, definindo a multiplicacio
por escalar por dado o € C (escalar) e a € C (vetor), ata € simplesmente o vetor dado pela

multiplicacdo dos nimeros complexos @ € a.

Vejamos que o espaco vetorial C com multiplicacdo de niimeros complexos é uma algebra
sobre C. Isto ocorre, pois a multiplica¢do de nimeros complexos distribui em relagdo a adicao
de nimeros complexos, e € associativa, e, portanto, as condi¢des (1)-(iii) sdo satisfeitas. Também
a condicdo (iv) € satisfeita, pois o vetor (aa)b é simplesmente a multiplicagdo de nimeros com-

plexos e ja vimos que essa multiplicacdo € associativa.

Quando estudamos o plano cartesiano conhecemos, dado um nimero natural n fixo, o R”
que € o conjunto das n — uplas ordenadas de nimeros reais. Se definirmos as operagdes de
soma e multiplicacdo entrada a entrada em R”, € facil provar que R" com tais operagdes é
um anel, pois estaremos somando e multiplicando n niimeros reais (€ facil concluir porque R
¢ um corpo). Definindo em R" uma operacdo de soma e multiplicacido por escalar entrada a
entrada também, pode-se verificar que R”" com estas operacdes é um espaco vetorial(veja [S]

p.31 Exemplo 1). O exemplo abaixo nos mostra o mesmo para C”.

Exemplo 4. Fixe n € N e considere C", o conjunto das n — uplas de nimeros complexos.
Vamos mostrar que C" é uma dlgebra sobre C com as operagdes usuais do espaco vetorial C" e

multiplicag@o definida entrada a entrada, ou seja, (ay,...,a,) - (b1,...,by) = (ay-by,...,a,-by).

Sabemos que C" é um espaco vetorial (veja [[1], p.9). Vamos verificar que os itens da

Definicdo 1 sdo satisfeitos.

(i) Dados a,b,c € C", ou seja, a = (ay,...,a,),b = (by,...,b,) em que cada a;,b; € C,i =

1,...,n vamos mostrar que a multiplicagdo distribui em relagdo a soma pela direita:

a-(b+c) = (ai,...,an) [(b1,...,bn) +(c1,...,cn)]
= (a (b1+01) an(by+cn))
= (aiby,...,ayb )+(a101,...,ancn)
= (ay,.. ) (b1,....by)+(ay,...,ay)-(c1,-..,cn)
= a-b+a-c

(i) Agora dados a,b,c € C" vamos mostrar que a multiplicacao distribui em relacdo a soma

pela esquerda:



(a+b)-¢c = [(at,...,an)+ (b1,-..,bn)] (c1,-.-,¢n)
= ((a1+b1)ct,- ., (an+by)cn)
= (ajcyy...,ancy) + (bicy,...,bycy)
= (ap,...,an)-(c1y.oycn)+ (b1,...,by) - (c1y---,Cn)
= a-c+b-c
(iii) Dados a,b,c € C", ou seja, a = (ay,...,an),b = (b1,...,b,),c = (c1,...,c,) em que cada

ai,bj € C;i =1,...,n. Vamos mostrar que a multiplicacdo é associativa:

(@a-b)-c = [(a1,....an)(b1,....bn)] (c1,...,cn)
(b1, anby) - (c1e . C0)

= ((0151)01, -, (anbn)cn)
(a1(bicr), - .. ;an(bncy))
(ai,...,an) - (b1,c1,...,bycy)

— a'(b~c)

Note que a multiplicag@o é associativa, pois cada coordenada é um ndmero complexo e

sabemos que a multiplicacdo de nimeros complexos € associativa.

(iv) Dados o € Ce a,b € C", amultiplicacio se compatibiliza com a multiplicagdo por escalar

do espago vetorial C":
(aa)-b =

(
= ((aal)bl,. e ((Xan)bn)
(a(aiby),...,o(anby))

aal,...,aan)-(bl,...,bn)

= af(aiby,...,anby)

(
(a-b)

=
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Por outro lado, temos também:

(aa)-b =

Portanto, C" é uma élgebra sobre C.

Exemplo 5. Fixado um n € N, o conjunto M,,(C) formado por todas as matrizes com n linhas, n
colunas e entradas em C é uma dlgebra sobre C com suas operagdes usuais (o leitor que quiser
saber mais sobre matrizes, suas propriedades e operagdes bdsicas pode consultar por exemplo

[6], capitulo 3).

A multiplicacdo de matrizes usual ndo é como a soma (feita entrada a entrada). E porque ndo
utilizamos a operacao de multiplicacdo de matrizes entrada a entrada (que é bem mais facil de
fazer as contas)? Ha duas justificativas para essa pergunta. A primeira € que se considerarmos
a multiplicacdo entrada a entrada, multiplicar matrizes seria 0 mesmo que fazer a multiplicagcdo
como em R", por exemplo, e isso ndo nos acrescenta nada de novo, logo poderiamos ficar
apenas com R”. O outro motivo é que com a multplicacdo definida multiplicando linha por
coluna podemos mostrar um isomorfismo entre a dlgebra das matrizes e a dlgebra do proximo

exemplo.

Exemplo 6. Fixe V um espaco vetorial sobre K. Considere o seguinte conjunto:
ZL(V):={T :V — V|T é transfomagdo linear}
Vamos provar que .2 (V') é uma élgebra sobre K com as operagdes de soma e multiplicacao

por escalar definidas pontualmente e a multiplicagdo da dlgebra é a composicao de fungoes.

Vamos comecar mostrando que .Z (V') é um espaco vetorial sobre K.

(A1) Vamos mostrar que dadas T,R,S € Z(V), entdo a transformag@o linear (7 +R) + S é
iguala T + (R+S), ou seja, a soma é associativa. Para tanto é suficiente comparar seus

valores em um vetor genérico v € V. Entao:

(TH+R)+S)(v)=(T+R)(v)+S(v)=(T(v)+R(»))+S(v)=THv)+ (R(WV)+S(v)) =



(A2)

(A3)

(A4)

M1)

M2)

(M3)

11

TW)+(R+S)(v)=(T+(R+93))(v)

Como queriamos.

Vamos mostrar que a soma é comutativa, ou seja, dadas T, R € .Z (V) que a transformagao
linear 7+ R € igual a R+ T. Para tanto € suficiente comparar seus valores em um vetor
genérico v € V. Logo:

(T+R)(v)=T(»)+R(v)=R(W)+T()=(R+T)()

Logo,T+R=R+T.

Vamos mostrar que existe E € .Z (V) tal que paratodo T € Z(V), T+E=E+T =T.
Seja E € £(V) a transformagdo linear nula, isto é, E(v) = qu’ Yv € V, o vetor nulo do
espaco vetorial V. Dado v € V, arbitrario, temos:

(T+E)»)=T(W)+EW) =T(1)+0y =T(v)

Logo, TH+E =T.

Vamos mostrar que para cada 7 € £ (V) existe N € £ (V) tal que T + N = E. Para tanto,
para cada v € V, defina N(v) = —T(v). Entdo:

(T+N)() =T(W) +NW) =T») +(~T()) =T(v) = T(v) =0y

Assim, T +N =E.

Agora vejamos que a multiplicagdo por escalar satisfaz as propriedades de espaco vetorial.
Dados a € K, T,R € £ (V) vamos mostrar que a transformacao linear o/(T + R) € igual
a T 4+ aR. Para tanto € suficiente comparar seus valores em um vetor qualquer v € V.
Entao:

[o(T +R)](v) = a[(T+R)(v)] = &[T (v) + R(v)] = &T (v) + aR(v) = (&T)(v) + (aR)(v)
Assim, o(T +R) = aT + aR.

Dados a,f € Ke T € Z(V), vamos mostrar que a transformacao linear (a+ )7 € igual
aoT + BT. Para isso, tome v € V. Entio:

((a+B)T)(v) = (a+B)T(v) =T (v)+BT(v) = (aT)(v)+ (BT)(v)

Assim, (oo + )T = aT + BT.

Dados o, € K, T € Z(V), vamos mostrar que a transformacao linear (a3)T € igual a
o(BT). Para isso, basta mostrar que dado v € V, temos:

(@B)T)(v) = (aB)T(v) = a(BT(¥)) = [(BT)|(v)

Logo, (aB)T = a(BT).
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(M4) Seja 1 € K a unidade do corpo. Vamos mostrar que 17 =T paratoda T € .Z(V). Para

isso, tome v € V, e entao:
(IT)(v) =1T(v) =T(v)

Concluindo assim que .Z (V) é um espago vetorial sobre K.
Agora resta mostrar que a multiplicacdo de .2 (V) satisfaz os itens da Defini¢éo 1.

(i) Dados T,R,S € £ (V) vamos mostrar que a transformagdo (7 +R)-SéigualaT -R+T-S.
Para isso, € suficiente mostrar que seus valores coincidem num vetor qualquer v € V.

Entao:

(T+R)-S)(v) =

Assim, (T+R)-S=T-S+R-S.

(ii) Vejamos agora que dadas T,R,S € £ (V) as transformacdes lineares T - (R+S) e T -R+
T - S sdo iguais. Para isso, tome v € V e verifiquemos que seus valores coincidem em v.

Entao:

(T-(R+5))(v) = (To(R+S))(Vv)

Como queriamos.

(iii) Agora dadas T,R,S € .Z (V) vejamos que a multiplicacdo € associativa, ou seja, que as

transformagoes lineares (7-R)-Se T - (R-S) sdo iguais. Como a multiplicacdo é definida
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pela composicdo de funcdes, que sabemos ser associativa, segue que a multiplicacdo é

associativa.

(iv) Dado aa € Ke T,R € £ (V) vamos verificar que a multiplicacao por escalar se compati-
biliza com a multiplica¢do, ou seja, (T)-R= (T -R) = a- (aR). Para isso, tome v € V
e vamos mostrar que seus valores coincidem:
((aT)-R)(v) = [(aT)oR](v) = aT (R(v)) = a(T o R)(v) = [a(T - R)](v)
((aT)-R)(v) = [(aT) oR](v) = aT (R(v)) = T(aR(v)) = T((aR)(v)) = [T - (¢R)](v)

Assim, fica provado que .Z (V') é uma élgebra sobre K.

Exemplo 7. Seja X um conjunto ndo vazio, e considere o conjunto:
F(X,C):={f:X — C|f é funcdo}

Definindo as operag¢des pontualmente (induzidas das operacdes em C), ou seja, dados f,g €
F(X,C) exeX, temos (f+g)(x) = f(x)+g(x) e (af)(x) = of(x). Definindo ainda a
multiplicagdo pontualmente, ou seja, (f - g)(x) = f(x)g(x), provemos que .#(X,C) é uma

algebra sobre C. Comegaremos provando que .7 (X,C) é um espago vetorial sobre C:

(A1) Dados f,g,h € F(X,C), vamos mostrar que (f+g)+h e f+ (g+h) sdo iguais. Para
tanto, tome x € X e verifiquemos que os valores das funcoes coincidem em x:
(f+8) +1)(x) = (f +8)(x) + h(x) = (f(x) +8(x)) +h(x) = f(x) + (g(x) + h(x)) =
fO)+(g+h)(x) = (f+(g+h)(x)

(A2) Dados f,g € % (X,C) vamos mostrar que f + g e g+ f sdo iguais. Entdo, tome x € X:
(f+8)(x) = f(x) +8(x) = g(x) + f(x) = (g + f)(x)

(A3) Vamos mostrar que existe s € .7 (X,C) tal que f+s=s+ f = f, paratoda f € .7 (X,C).
Para isso, seja s = 0, ou seja, s € a fungdo nula para todo x € X. Sendo assim, dado x € X,

temos:

(f+5)(x) = f(x) +5(x) = f(x) +0 =0+ f(x) = f(x)

(A4) Para qualquer fungdo f € .#(X,C), defina h € .#(X,C) como sendo a fungdo h(x) =
—f(x), para todo x € X. Assim, temos:

(f+1)(x) = f(x) +h(x) = f(x) = f(x) =0
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(M1) Dados a € C, f,g € .%(X,C) vamos mostrar que &(f+g) e af + otg sdo as mesmas
fungdes. Tome x € X, entdo:
[oe(f +8)](x) = a(f +8) (x) = a(f(x) +8(x)) = af(x) + ag(x) = (uf) (x) + (axg) (x) =
(ouf +ag)(x)

(M2) Dados «,3 € C, f € #(X,C) mostremos que (a+ f3)f e af + Bf sdo iguais. Tome
xeX:

((e+B)f)(x) = (a+B)f(x) = af(x) + B f(x) = (oef)(x) + (Bf) (x) = (eef + Bf)(x)

(M3) Dados «, B € C, f € A vamos verificar que (af)f = (B f). Para isso, tome x € X:
((aB)S)(x) = (aB)f(x) = a(Bf(x)) = (a(BSf))(x)

(M4) Seja 1 € C a unidade do corpo. Entdo, dados f € A vamos mostrar que 1f e f coincidem.

Entao tome x € X:

(1f)(x) = 1f(x) = f(x)

Logo, A = .% (X, C) é um espago vetorial. Note que em todas as contas feitas acima, concluimos
que as propriedades de espaco vetorial valiam, pois em C valem, ou seja, o contradominio foi
de grande valia. Agora verifiquemos que a multiplicacdo, definida pontualmente, satisfaz os

itens da Definicao 1.

(i) Dados f,g,h € A vamos verificar que (f+g)-he (f-h)+ (g-h) sdo iguais. Para tanto,
tome x € X e verifiquemos que seus valores coincidem em x:
(f+8)-hx) = (f+8)x)-h(x) = (f(x) + 8(x)) - h(x) = f(x)h(x) + g(x)h(x) = (f -
h)(x)+(g-h)(x) = (f - h+g-h)(x)

(ii) Dados f,g,h € A vamos verificar que f-(g+h) e (f-g)+ (f-h). Para tanto, tome x € X
e verifiquemos que seus valores coincidem em x:
(f - (g +h)x) = f(x) - (g +h)(x) = f(x) - (g(x) + h(x)) = f(¥)g(x) + f(0)h(x) = (f-
g)X) +(f-h)x) = (f-g+f-1)(x)

(iii) Dados f,g,h € A vamos verificar que (f-g)-he f-(g-h). Para tanto, tome x € X e
verifiquemos que seus valores coincidem em x:
((f-8)-m)(x) = (f-g)(x)-h(x) = (f(x)-g(x))-h(x) = (f (x)8(x))2(x) = f (x) (g (x)h(x)) =
f(x)-(8(x) - h(x)) = f(x) - (g:h) (x) = (f - (8- 1) (%)

(iv) Agora, dado o € C e f,g € A verifiquemos que (o f)-g, o(f-g) e f-(ag) coincidem.

Para isso, tome x € X:
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((eef)-8)(x) = (oef) (x) - g(x) = [oef (x)]g (x) = f(x)[og (x)] = f (x) - [og] (x) = (f - [exg]) (x)

Também:

((eef)-8)(x) = (af(x))-g(x) = [oef (x)]g(x) = [ f(x)g(x)] = ex[(f - g)](x) = [ex(f - 8)] (%)

Concluindo assim que A € um espaco vetorial com uma operacdao de multiplicagdo que
satisfaz os itens da Definicdo 1. Assim, A é uma algebra sobre C. Note que em nenhum
momento foi preciso utilizar o fato de que a dlgebra é sobre C. Sendo assim poderiamos definir

este mesmo exemplo sobre um corpo K qualquer.

Quando estuda-se célculo aprendemos o que sdo fun¢des continuas e em seguida funcdes
derivaveis. Podemos entdo pensar no conjunto de todas as funcdes continuas e de todas as
fungdes derivaveis e poderiamos fazer a seguinte pergunta: serd que esses conjuntos munidos
com uma operacao de soma e multiplicacdo por escalar formam um espaco vetorial?. E, se
sim, serd que poderiamos adicionar uma opera¢do de multiplicacdo que satisfizesse os itens da

Defini¢do 1? Para os exemplos abaixo considere o corpo R.

Exemplo 8. Considere o conjunto Cla,b] := {f : [a,b] — R : f é continua}. Definindo as
operagdes de soma, multiplicacdo por escalar e multiplicagdo pontualmente, Cla,b] é uma

algebra sobre R.

Sabemos que a soma, multiplica¢do por escalar e multiplicacdo de funcdes continuas defi-
nidas pontualmente é uma func¢éo continua([4], p.77, Exemplo 11), portanto C[a,b] é fechado
com tais operagdes. Note que uma funcdo continua, em particular, € uma fungao e, portanto,
tudo que foi feito no Exemplo 7 vale para este exemplo. O importante aqui também € notar que
a fun¢do nula sempre € continua e que se f € uma funcdo continua entdo — f também. Portanto,

Cla,b] é uma dlgebra sobre R.

Exemplo 9. Seja D(a,b) :={f : (a,b) — R : f ¢ diferencidvel}. Definindo as operagdes de

soma, multiplicagdo por escalar e multiplicagdo pontualmente, D(a,b) é uma édlgebra sobre R.

Sabemos que a soma, multiplicacdo por escalar e multiplicacdo de funcdes derivéaveis de-
finidas pontualmente é uma fungdo derivavel (veja [4], p.154, Teorema 1), portanto D(a,b) é
fechado com tais operacdes. Note que uma fungdo derivavel, em particular, € uma funcio e,
portanto, tudo que foi feito no Exemplo 7 vale para este exemplo. O importante aqui € notar
que a funcdo nula € derivdvel e que se f é uma fun¢do derivavel entdo — f também. Portanto,

D(a,b) é uma dlgebra sobre R.
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Exemplo 10. O conjunto P(KK) formado por todos os polindmios em uma varidvel com coefici-
entes em K é uma dlgebra sobre K. Sabemos que P(KK) é um espago vetorial sobre K (veja [6],

p.76 Exemplo 4.2) e também um anel (veja [2], p.282).

3.1 Subalgebras

Na Observacao 2 foi dito que uma algebra € a0 mesmo tempo um anel e espago vetorial.
Sabemos que anéis possuem subanéis e que espagos vetoriais possuem subespagos vetoriais. A

defini¢do abaixo nos dird o mesmo sobre algebras.

Definicao 11. Sejam A uma algebra sobre K e § um subconjunto ndo vazio de A. Dizemos que

S € uma subdlgebra de A se:

(1) S ¢é fechado com as operacdes de A.
(i1) S também € uma algebra sobre K.

Exemplo 12. Sejam .7 (|a,b],R) e Ca,b] como nos Exemplo 7 e Exemplo 8, respectivamente.

Vamos provar que C|a, b| é uma subélgebra de .Z (|a,b],R).

Sabemos do Exemplo 8 que C[a, | é fechado com as operagdes de soma, multiplicagdo por
escalar e multiplicacdo definidas pontualmente e que também € uma 4lgebra sobre R. Portanto,

Cla,b] é uma subélgebra de .7 (|a,b],R).

Exemplo 13. Seja M,(C) a élgebra das matrizes 2 x 2 sobre C e S C M,(C) o conjunto das

matrizes 2 X 2 triangulares superiores. Vamos mostrar que S € uma subélgebra de M;(C).

Note que o conjunto das matrizes triangulares superiores ¢ um subespaco vetorial de M>(C),
portanto as operacdes de soma, multiplicacdo por escalar e multiplicacio de matrizes triangu-

lares superiores sdo fechadas. Falta apenas mostrar que a mutiplicacdo satisfaz os itens da

. . ay a by by cr .
Defini¢do 1. Sejam A = , B = eC= ,a;,bj,cieC,i e
0 ay 0 b4 0 Cq4

{1,2,4} matrizes triangulares superiores.



(i) Dadas A,B,C € S vamos mostrar que (A+B)-CeA-C+ B-C sdo iguais:

(A—l—B)-C B ar+by ar+by . c1 €
0 as+by 0 ca

B ajc1+bicy aycy+axes+bicy+bacy
0 ascq+ bycy

( ajcy ajcy+ajcy ) n ( bici bicy+byey

0 ascy 0 bacy

= A-C+B-C

(ii) Dados A,B,C € S vamos mostrar que A- (B+C) e A- B+ A - C sdo iguais:

a a bi+c1 by+c
A. (B+C) _ 1 2 ) 1 1 2 2
0 au 0 bs+cy
aiby+aicy aiby+aicy+axbs+azcey
0 asbs +ascy

B ( arby a1by+axby > n ( ajcy aicy+acy

0 asby
= A-B+A-C

0 ascy

(111) Sabemos que o produto de matrizes € associativo (veja [3], p.20 teorema 8).
(iv) Dados a € C e A,B € S vamos mostrar que (@A) -B=a(A-B) =A-(aB):
oa; oa by b
(0A)-B = 1 2 ) 1 b2
0 oay 0 b4
B (Otal)bl (Otal)b2+(06a2)b4
0 (OCa4)b4

_ [ a(ab) al(ab2+a2(ab4))
0 a4(06b4)

B a, a ab; oab;
0 a4 0 aby

)

)

17
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Também temos que:
o o by b
(0A)-B — ap Qaz \ 1 b2
0 aaq 0 by
- ((Xal)bl (Otal)bz —+ (Otaz)b4
0 (OCa4)b4

_ [ @laiby)  aaib) + a(azb) )
0 (X(a4b4)

B (X(albl) a(a1b2+a2b4) )

0 (X(a4b4>

ap az by by

0 ay 0 b4
= a(A-B)

Assim a multiplicagc@o satisfaz os itens da Definicdo 1 e portanto S é uma algebra sobre C.

Sendo assim, S é uma subdlgebra de M,(C).

O seguinte resultado nos dard uma caracterizag@o para subdalgebras.

Proposicao 14. Seja A uma dlgebra sobre K e B C A. Entdo B € uma subdlgebra de A se, e

somente se, B € um subespaco vetorial de A e subanel de A.
Demonstragdo:

(=)Vamos comecgar provando que se B C A € uma subdlgebra de A entdo B € um subespago
vetorial e subanel de A. De fato, se B C A € uma subalgebra de A, pela Defini¢do 11, B € fechado
com as operacdes de A e uma dlgebra sobre K. Logo, B € um espaco vetorial e anel ao mesmo
tempo. Como B C A ¢é fechado com as operacdes de A e € um espaco vetorial de A entdo B é

um subespaco vetorial e também um subanel de A.

(<)Sabemos que B C A é um subespaco vetorial e subanel de A. Sendo assim, B é fechado
pelas operagdes de A. Pela defini¢dao de subespaco vetorial e subanel temos que B € um espago

vetorial e anel. Portanto, B € uma algebra sobre K. ]
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3.2 Homomorfismo de Algebras

Na Teoria de Anéis e Grupos aprendemos o que sao homomorfismo entre anéis e homo-
morfismo entre grupos. Em Algebra Linear aprendemos o que é uma transformacao linear entre
espacos vetoriais que podem ser entendidos como homomorfismos entre espagos vetoriais. A

seguir, veremos o que ¢ um homomorfismo entre dlgebras e alguns exemplos.

Definicao 15. Fixe um corpo K. Sejam A e B dlgebras sobre K e ¢ : A — B. Dizemos que ¢ é

um homomorfismo entre dlgebras se, dados a,b € A e o0 € K quaisquer, valem:

(i) ¢(a+b)=o(a)+o(b);
(i) ¢(aa) = ag(a);

(iii) ¢(a-b)=¢@(a)-@(b).

Observe que na defini¢do acima temos que ¢ ¢ um homomorfismo de anéis (i e iii) e também

uma transformacao linear (i e ii).

Exemplo 16. Seja A uma algebra sobre K. Afirmamos que a funcao identidade ids : A — A,a +—>

a, ¢ um homomorfismo de algebras sobre K.

Vamos mostrar que a funcio id4 satisfaz as condicoes da Defini¢ao 15. Tome a,b € A e
o c K:
(i) ida(a+Db) =a+b=ids(a)+ids(D).
(ii) ids(oa) = aa = aidy(a).

(iii) ids(a-b) =a-b=ids(a)-ids(b).

Portanto, id4 € um homomorfismo entre dlgebras.

Exemplo 17. Seja A uma élgebra sobre K. A fun¢do nulao:A — A, o(a) =04, em que 04 é 0

elemento neutro da dlgebra A, ¢ um homomorfismo de dlgebras sobre K.

Vamos mostrar que a funcao o satisfaz as condi¢des da Defini¢do 15. De fato, tome a,b € A

eackK:

(i) o(a+b) =04 =04+04 =0(a)+o(b).
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(ii) o(aa) =04 = 004 = to(a).

(iii) o(a-b) =04 =04-04 = 0(a)-0(D).

Portanto, 0 € um homomorfismo entre dlgebras.

Observacao 18. Os dois exemplos acima nos garantem o seguinte: dada uma édlgebra A sobre
um corpo K, sempre existem pelo menos dois homomorfismos de A em si propria, 0 homomor-

fismo identidade e 0 homomorfismo nulo. A menos € claro se A for a dlgebra nula.

Exemplo 19. Seja R visto como uma élgebra sobre R. Vamos determinar todos os homomor-

fismos ¢ : R — R.

Fixe um homomorfismo ¢ : R — R e seja a = ¢(1). Sabemos que se conseguirmos identifi-
car o que a fun¢do @ faz no elemento neutro da multiplica¢do de R, conseguiremos determina-la
para todos os reais, pois dado ¢ € R, com ¢ # 1, ¢(c) = ¢(c.1) = c@(1) = ca. Se a = 0, entdo

a funcdo ¢ € a fungdo nula. Considere a # 0. Entao:

a=o¢(1)=¢(1-1)=p(1)p(1) = ¢(1)* = >

2

Logo,a=a"eassima=0oua=1. Como a # 0, segue que a = 1 e assim a fung¢do ¢ € a

funcao identidade. Portanto, o homomorfismo ¢ ou € a fun¢do identidade ou € a fun¢do nula.

Exemplo 20. Considere M,(C) a dlgebra das matrizes n x n sobre C. Fixe uma matriz T €
M,(C) inversivel. Sabemos que existe a matriz inversa de T, denotada T~! e que 7T~ ! =
T~'T =1, em que I é a matriz identidade de M, (C). Defina ¢ : M,(C) — M, (C) por, dada
S € M,(C), ¢(S) := TST~!. Vamos mostrar que ¢ é um homomorfismo bijetor. Mostremos

que ¢ satisfaz os itens da Defini¢éo 15. Tome S,R € M,,(C) e o € C:
(i) @(S+R)=T(S+R)T ' =(TS+TR)T ' =TST ' +TRT! = ¢(S) + ¢(R).
(i) @(aS)=T(aS)T~ ' =aTST ' = a(S).
(iii) @(S-R) = @(SR) =TSRT ' =TSIRT ' =TST'TRT~! = ¢(S)@(R) = ¢(S) - ¢(R).

Logo, ¢ ¢ um homomorfismo entre dlgebras. Provaremos agora que o homomorfismo ¢ é

injetor. Para tanto, tome R, S € M tais que @(R) = ¢(S). Sendo assim:

O(R)=@(S) =& TRT ' =TST ' &« TRT'T =TST"'T < TRI=TSI = T~'TR =
T'TS<IR=SI<R=S
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Portanto, ¢ € injetor. Provemos agora que ¢ é sobrejetor. Tome Y € M, (C). Agora,
considere a matriz X = T~'YT € M,(C). Entio:
oX) =T 'YT)=TT " 'YTT ' =IYI=Y
E assim, @ € sobrejetor. Portanto, @ € um homomorfismo bijetor entre dlgebras.

Exemplo 21. Considere V = R? como espaco vetorial sobre R com base ¢ = (1,0) e & =
(0,1), denotada base canénica de R?. Considere o conjunto B = {é},é>}. Dada T : R? — R?,
uma transformagdo linear, podemos associar a matriz [T]5 como abaixo. Defina ¢ : £ (V) —

M,(R), T ~ [T]3. Vamos mostrar que ¢ é um homomorfismo entre dlgebras sobre R.

Lembre que para montarmos a matriz [T]5 procedemos da seguinte forma:

1. Aplicamos T nos vetores da base;

2. Colocamos os escalares que acompanham o vetor 7'(¢€]) na primeira linha e os escalares

que acompanham o vetor T (&) na segunda linha da matriz [T5.

Exemplificando, considere a base B acima. Temos que:
T(¢é)) = ael +be,
T(é3) = cei +deé;

Logo,

B _ a ¢
- (2)

Sendo assim, vamos mostrar o item (i) da Defini¢do 15. Dados 7, S € £ (V) temos que:

T(e1) = aiel +axé> , S(e1) =cre1 +c2és
T(ey) =bie1 +byer , S(e3) = die1 +daré>
Assim,
ap by c1 di
o(T) =T} = e o(S) =[SI5 = -
ay by 2 dy
E assim,

ap b c1 d; ai+c1 by+d;
o(T)+o(S) =TI5+ S5 = + =
a by ¢ do ar+cy bry+dy
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Por outro lado,

(T+S)(e1) =T(e1)+S(e1) = ar€1 +axés +créi +czet = (a1 +cr)ée1 + (ax +c2)és
(T+S)(é2) =T(e2) +S(€2) =bie] +brer+dié) +dré) = (b1 +dy)él + (by+dy)éer
Assim:

ar+cy by+d; )

O(T +S)=[T+58]5 =
ar+cy by+dp

Portanto, (7 +S) = @(T) + @(S). Provando o item (i). Vamos mostrar agora o item (ii)
da Defini¢do 15. Dados x € Re T € Z(V), temos:

(aT)(e1) = aT(e)) = a(aie) +azér) = aare] + oaés

((XT)(?Q) = OCT(eE) = Oﬂ(ble_i +b252) = abe) + oabyer

Assim:

o(aT) = [aT]8 = ( oar @b ) —a ( @ b ) — a[T]8 = ap(T)

oar oby a by
Provando o item (ii). Vamos mostrar agora o item (iii) da Defini¢do 15. Dados 7, S € Z(V),

temos:

(TS)(e1) = T(S(e1)) =T(c1e1 +c2e2) =c1T(é1) + 2T (e2) =

= ] (a151 +a252) +C2(b151 +b252) = (clal +02b1)51 + (Claz +C2b2)52

(TS)(e2) = T(S(e2)) =T(d1e1+dre5) =dT(é1)+drT(é2) =
= di(a161 +a283) +dr(b1&1 +brer) = (dia) +doby)él + (diax + dabs)ér

Portanto, temos:

b di+bd b d

o(Ts)=(rsp=( ¢TI @ATOR ) [ B () g
ac1+brcr axdy + byds a, by ¢ do

o(T)o(S)

Como queriamos. Portanto, ¢ é um homomorfismo entre algebras. Mais ainda, ¢ é um

homomorfismo bijetor de dlgebras (veja [6], p.184, teorema 7.2).
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Proposicao 22. Dadas A e B élgebras sobre K vamos mostrar que se ¢ : A — B é um homo-
morfismo de dlgebras entdo Im(¢) € uma subdlgebra de B.
Demonstracdo:

Para mostrarmos isso, pela Proposi¢do 14, vamos verificar que Im(¢@) é um subanel e um

subespaco vetorial de B. Para tanto precisamos mostrar o seguinte:

(i) Im(g)# 0;
(i1) Para quaisquer a,b € Im(¢) e o € K temos oca+ b € Im(9);
(iii) Para quaisquer a € Im(@) e @ € K temos aa € Im(9);

(iv) Para quaisquer a,b € Im(¢) temos a-b € Im(¢).

Como ¢ é um homomorfismo entre algebras, em particular, ¢ € uma transformacao linear
entre os espacos vetoriais A e B. Da dlgebra linear sabemos que Im(¢) é um subespaco vetorial

de B, portanto sdo satisfeitas as condicdes (i), (ii) e (iii). Provemos entdo a condi¢ao (iv):
(iv) Se a, b sdo dois elementos quaisquer de Im(¢) entdo existem ¢,d € A tais que a = @(c) e
b= ¢(d). Logo,
a-b=¢(c) ¢(d)=¢(c-d)

Como c-d € A segue que a-b € Im(¢).

Provando assim que Im(¢) € um subespaco vetorial e subanel de B. Portanto, Im(¢) € uma

subdlgebra da dlgebra B. ]

Definicao 23. Dadas A, B dlgebras sobre K considere o homomorfismo ¢ : A — B. O niicleo de

¢, denotado por Ker(¢), € o seguinte conjunto:

Ker(p)={a €A : ¢(a) =03}

Observacao 24. Note que sempre temos que o elemento neutro da dlgebra A pertence ao

Ker(¢), pois:

@(04) = ©(04+04) = 9(04) +@(04) = ¢(04) =0p

Portanto, 04 € Ker(¢) pela defini¢do.
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Exemplo 25. Sejam A e B élgebras sobre K e ¢ : A — B um homomorfismo entre dlgebras.

Vamos mostrar que Ker(¢) é uma subdlgebra de A.

Para tanto, pela Proposi¢do 14, precisamos mostrar que Ker(¢) € um subanel e um subespaco
vetorial de A. Para Ker(¢@) ser um subespaco vetorial de A temos que mostrar que dados a,b €

Ker(¢) e o € K entdo (aa+ b) € Ker(¢). De fato, dados a,b € Ker(¢) e o € K, temos:
p(aa+b) =¢@(aa)+ @(b) =ap(a)+¢(b) = a0+ 0p =0p

Portanto, (aa+ b) € Ker(¢) e Ker(¢) é um subespago vetorial de A. Agora, para mostrar-
mos que Ker(¢) ¢ um subanel de A precisamos mostrar apenas que dados a,b € Ker(¢) entao

a-b € Ker(¢). De fato, dados a,b € Ker(¢), temos:

¢(a-b) = ¢(a)-¢(b) =0p
Portanto, a- b € Ker(¢) e Ker(¢) é um subanel de A. Logo, Ker(¢) ¢ uma subalgebra da

algebra A.

Exemplo 26. Considere o homomorfismo entre adlgebras do Exemplo 20. Vamos calcular quem

¢é o nucleo desse homomorfismo.

Sabemos que sempre temos Ker(¢) # 0. Tome A € Ker(¢). Como A € Ker(¢) temos que:

P(A) = Oy,
TAT™' = TOp,c)T""
T'TAT'T = T7'0y,)T

A - OMn ((C)

Portanto, Ker(¢) = {OM,,((C)}’ ou seja, o nicleo do homomorfismo do Exemplo 20 é apenas a
matriz nula. Isso nos faz refletir: na teoria de anéis quando um homomorfismo entre anéis era
injetor o seu nucleo era apenas o elemento neutro do anel, e sabemos que 0 homomorfismo do
Exemplo 20 € injetor (bijetor inclusive). Serd que vale o mesmo para dlgebras? A proposi¢ao

seguinte nos dird que sim.

Proposicao 27. Sejam A e B algebras sobre K e considere ¢ : A — B um homomorfismo entre

algebras. Entdo @ € injetor se e somente se Ker(¢p) = {0,4}.
Demonstracao:

(=) Temos que mostrar que o Unico elemento pertencente ao Ker(¢) é 04. Tome e €

Ker(¢). Entdo, @(e) = 0. Mas ¢(04) = 0p, logo ¢@(¢) = ¢(04). Como ¢ é injetor, por
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hipdtese, temos que 04 = e.

(<) Sejam ay,ay € A tais que @(a;) = @(az). Queremos mostrar que a; = ap. Como a; € A

entdo —ap € A. Agora, temos:

¢(ar)+@(—ax) = @(a1) — ¢(az) =0 = ¢(a; —az) = Op

Assim, a; — ay € Ker(¢). Como Ker(¢) = {04} entdo a; —ay = 04. Logo, a; = ap, como

queriamos.

Portanto, ¢ € injetor. u

3.3 Ideal

Definicao 28. Sejam A uma élgebra sobre K e I C A uma subalgebra. Dizemos que / € um ideal
de A se:

(1) ax,xa € l,Yae A Vx €l

Neste ponto ja sabemos que uma élgebra se comporta como anel e espago vetorial sobre
K dependendo se considerarmos a soma com a multiplicagdo ou a soma com a multiplicacdao
por escalar. Veremos abaixo que um ideal de uma 4lgebra nada mais € do que um subespago

vetorial e um ideal de um anel.

Proposicao 29. Seja A uma algebra sobre K. Uma subdlgebra I C A é um ideal de A se e

somente se:

(i) I é subespaco vetorial de A, ou seja, dados x,y € [ e a € K entdo (ax+y) € I;

(i1)) SeaceAexelentioax,xacl.

Demonstracdo:

(=) Por hipdtese sabemos que a subdlgebra I é um ideal da dlgebra A e, portanto, ax,xa € I,
para todo a € A e x € I. Agora, como / é uma subdlgebra de A, em particular / € um subespago

vetorial de A, entdo (ax+y) € [LlVx,ycle a € K.

(<) E imediato, basta olhar para a definicio dada. [ ]
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Exemplo 30. Seja A uma dlgebra sobre K. Vamos mostrar que I = {04} e I = A sempre sdo

ideais de A. Tais ideias sdo chamados ideais triviais da algebra.

Dados x,y € I = {04} e a € A, temos:

@) (ax—l—y) = (aOA+OA) =044+04 =04 €1

(i1) (ax) =a04 =04a=04 € 1.

Dadosx,ycI=Aea € A, temos:

() (ax+y)=(ax+y) €A=L
(ii)) (ax) eA=1Ie(xa)cA=1

Exemplo 31. Seja R visto como algebra sobre R. Vamos mostrar que os Unicos ideais de R sdo

os ideais triviais, ou seja, I = {Og} ou I = R.

Seja I ideal de R. Entdo, pela Proposicao 29, I ¢ um subespaco vetorial de R logo dim 7/ =0

ou dim I = 1, e o resultado segue.

Proposicao 32. Sejam A e B dlgebras. Se ¢ : A — B ¢ homomorfismo de dlgebras entdo Ker(¢)
¢ ideal de A.

Demonstracao:

(i) Sempre temos que 04 € Ker(¢), logo Ker(¢)# 0.
(ii) Se a,b € Ker(@) e o € K entdo (oa+ b) € Ker(¢), pois o niicleo é uma subdlgebra de A.
(iii) Dados a € A e i € Ker(¢), temos:
¢(ai) = @(a)@(i) = ¢(a)0p = Op.
Logo, ai € Ker(¢). Analogamente prova-se que ia € Ker(@). [ ]

Exemplo 33. Seja X um conjunto ndo vazio e A = .% (X, C) a dlgebra sobre C do Exemplo 7 e

Y C X. Considere o conjunto
Ay ={f: X =>C|f(y)=0,VyeY}.

Vamos mostrar que Ay € ideal de A.
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Tome g,h € Ay, ¢ € C ey € Y. Entdo, temos que:
(ag+h)(y) = (ag)(y) +h(y) = ag(y) +h(y) =a0+0=0
Logo (ag+h) € Ay.

Agora, tome g € Ay, f € Aey € Y. Entio:

(fe)(y) =f(v)g(y) = f(»)0=0

(8f) () =8 f(y) =0f(y) =0

Logo, fg,gf € Ay. Portanto, Ay € ideal de A.

Note que caso Y =0 entdo Ay = A e caso Y = X entdo Ay = {0}.

3.4 Relacao de equivaléncia e Quociente

Seja A uma algebra sobre K e / um ideal de A.

Definicao 34. Dados a,b € A diremos que a estd relacionado com b, através de I, se b—a € 1.

Denotaremos isto por a ~j b.

Proposicao 35. A relacdo definida acima é uma relagao de equivalénciﬂ ou seja, é¢ uma relacao

reflexiva, simétrica e transitiva.

Demonstracdo:

(i) Dado a € A vamos mostrar que a ~j a, ou seja, que a relacdo ~; é reflexiva. De fato, se

acAentioa—a=0¢l.

(i1) Dados a,b € A vamos mostrar que a relacio é simétrica, ou seja, se a ~y b entdo b ~j a.
De fato, dados a,b € Aesea~;bentdob—a €1 e, como I é um ideal, —(b—a) € I.

Logo a—b € 1. Portanto b ~j a.

(iii)) Dados a,b,c € A vamos mostrar que se a ~; b e b ~j ¢ entdo a ~j c, ou seja, a relacdo ~;
€ transitiva. De fato, dados a,b,c € Acoma~jbeb~jc,ouseja,b—aclec—becl.
Por (ii), temos quea—b €leb—c €1e,comoléumideal, (a—b)+ (b—c) €1 e assim

a—c € 1. Portanto, a ~j c. [ ]

1O leitor que quiser saber mais sobre relacio de equivaléncia pode consultar [2] p.78.
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Como ~; é uma relacdo de equivaléncia podemos formar o conjunto quociente A/ ~; que
¢ o conjunto das classes de equivaléncia, denotado A /1. Dado a € A, denotaremos sua classe de

equivaléncia por a. Deste modo, A/l = {ala € A}.

Neste ponto nos deparamos com a seguinte pergunta: dada A uma 4lgebra sobre K e / um
ideal de A, serd que o conjunto A/I munido de certas operacdes de soma, multiplicagdo por
escalar e multiplicagdo tem estrutura de algebra sobre K? A pergunta surge de uma maneira
natural, pois quando estudamos a Teoria de Anéis, dados A anel e I C A ideal de A o conjunto
quociente A/I é um anel com certas operacdes definidas naturalmente. Analogamente, quando
estudamos a Teoria de Grupos, dados G grupo e H C G subgrupo normal de G, o quociente G/H

€ um grupo com certas operacoes definidas de uma maneira natural.

Defina em A /I as seguintes operagdes. Dados a,b € A/l e a € K:

(i) @a+b = a+b (adigdo)
(i) aa = da (multiplicacdo por escalar)

(iii) @-b = a- b (multiplicacio)

Nosso trabalho agora serd o de mostrar que as operacdes acima estdo bem definidas, ou
seja, operar dois elementos do conjunto das classes de equivaléncia, A /I, independe da escolha

de elementos da mesma classe. Vamos mostrar que a adi¢cdo em A /I estd bem definida.

Dados ay,az,b1,br € A suponha que a; =a; e b = by. Assim, aj ~j ay e by ~; by e entdo
ar»—ay €1eby—b; €1. Como I éum ideal, (az —al) + (b2 — bl) € I e, assim, (a2 -l-bz) —
(a1 +by) €1, ou seja, a + by ~j ax + by. Portanto, a; + by = a + bs.

Agora vamos mostrar que a multiplicacdo por escalar estd bem definida, ou seja, dados
a € K fixo e a,b € A tais que @ = b vamos mostrar que ®@a = ab. Como @ = b entiio a ~p b,
logo, b—a € 1. Agora, dado o € K, temos que a(b—a) € I e entdo ab — ata € I e, assim,

oa ~; ob. Portanto, 0ta = ob.

Por ultimo vamos mostrar que a multiplicacdo estd bem definida. Dados a;,a>,b1,b, €

A suponha que a; = a; e by = by. Vamos mostrar que ay -b; = ay - by, mais precisamente,
vamos mostrar que a, - by € aj - by, pois se b € a entdo b=1a. Como aj = a; e b; = by entdo

a) —ay,by—by € 1. Assim, existem x,y € [ comay =a; +xe by = by +y. Agora,

ar-by = (ay +x)- (b1 +y) = (a1by +ary +xby +xy)
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Assim, para que o produto esteja bem definido, precisamos ter axb, —ajby € 1, ou seja,
a1y +xby+xy € 1. Mas, como [ é um ideal de A, a;y+xb1 +xy € I. Fazendo i = a1y +xb; +xy,

temos a1b; +i € ay-by.

Note que o fato de I ser um ideal de A foi de extrema importancia, pois caso contririo nao

poderiamos afirmar que a;y+xby +xy € I.

Portanto, as operagdes de adi¢dao, multiplicagc@o por escalar e multiplicagcdo estdo bem defi-
nidas em A /1.

Proposiciao 36. Sejam A uma algebra sobre K e I C A um ideal de A. Entao A/I € uma algebra

sobre K com as operacgdes definidas acima.
Demonstracao:

Vamos mostrar que A/I é uma dlgebra sobre K. Comegaremos mostrando que A/I é um

espaco vetorial sobre K.

(A1) Dados a,b,¢ € A/I, vamos mostrar que a soma € associativa:

(@+b)+c=(at+b)+c=(a+b)+c=a+(b+c)=a+b+c=a+(b+c)

(A2) Dados a@,b € A/I, vamos mostrar que a soma é comutativa:

a+b=a+b=b+a=b+a

(A3) Vamos provar que existe ¢ € A/I tal que paratodoa € A/Ia+e=e-+a=a. Sejae=0
o elemento neutro desse espaco vetorial (a classe de equivaléncia do zero da dlgebra A).
Sendo assim:

a+0=a+0=0+

Q
I
Q

(A4) Vamos mostrar que para cada @ € A/I existe 5 € A/I tal que a+5 = 0.
Para isso, seja s = —a. Sendo assim:

at+s=a+—-a=a+(—a)=a—a=0

(M1) Dados a € K e @,b € A/I, vamos mostrar que ¢ (@ + b) e aa+ b sdo iguais:
a(@+b)=aa+b)=ola+b)=oa+ab=7aoa+oab=aa+ab

(M2) Dados «, 3 € K, a € A/I, vamos mostrar que (¢ + f)a e oca+ Ba sdo iguais:
(a+B)a= (a+Bla=ao+af =ac+af = oa+Pa

(M3) Dados «,3 €K, a € A/I, temos:
(aB)a = (aB)a=a(Ba) = a(Ba) = a(Ba)
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(M4) Seja 1 € K a unidade do corpo. Vamos mostrar que dado @ € A/I, 1a e a sdo iguais:

la=la=a

Ficando provado que A /I é um espago vetorial sobre K. Agora sé falta mostrar que a multiplicagio

satisfaz os itens da Definicdo 1.

(i) Vamos mostrar que a multiplicagao distribui em relacdo a soma pela esquerda, ou seja,
a-(b+¢)=a-b+a-c. Paraisso tome a,b,c € A/I:
(b+¢)=a(b+c)=ab+ac=ab+ac=a-b+a-c

f

(i1) Vamos mostrar que a multiplicacdo distribui em relagdo a soma pela direita, ou seja,

(iii) Agora, vamos mostrar que a multiplica¢do é associativa, ou seja, (a-b)-c=a- (b-¢).
Para isso, tome @,b,c € A/I:

(a-b) - = (ab)c =a(bc) =a (b-7)

(iv) Por fim, mostremos que (@) b, a(a-b) e a- (ob) sdo iguais. Para isso tome o € K e
a,beAll
(0@)-b = (aa)b = o(ab) = ctab = o(@- b)
Também temos que:

(0@)-b = (ata)b = a(ab) =a- (ob)

Portanto, A /I é uma élgebra sobre K. ]

O proximo teorema da uma caracterizagdo importante para os ideais de uma algebra.

Teorema 37. Sejam A édlgebra sobre K e I C A. Se I é ideal de A entdo existe B algebra sobre
Ke ¢ : A — B homomorfismo entre dlgebras tal que Ker(¢) = 1.

Demonstragdo: Seja B=A/I e considere a seguinte aplicagdo:
0:A — A/l
a — a

Vamos mostrar que ¢ ¢ um homomorfismo entre dlgebras e que Ker(¢) = 1. Dados a,b €A e

acK:
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(i) ola+b)=a+b=a+b=q@(a)+ ¢(b)
(a)

(i) @(a-b) =ab=ab=@(a)(b) = ¢(a)- ¢(b)

(il) @(oa) =0a=oa

I
Q
S

Provando que ¢ € um homomorfismo entre dlgebras. Resta mostrar que Ker(¢) = 1. Agora, se

a € Ker(¢), temos:

acKer(¢p) & @(a)=0
& a=0
& a—0¢€el
& acl
Provando que Ker(¢) = I, como queriamos. ]

3.5 Teorema do homomorfismo

Na teoria de Anéis e Grupos aprendemos um importante resultado, o teorema do homo-
morfismo para tais estruturas. Nesta secdo iremos provar o teorema do homomorfismo para

algebras.

Teorema 38. Sejam A e B algebras sobre K e ¢ : A — B um homomorfismo entre dlgebras.
Entdo, A/Ker(¢) = Im(¢).

Demonstragdo: Sabemos que A/Ker(¢) e Im(¢) sdo dlgebras. Considere a seguinte relaco:

0:A/Ker(¢) — Im(@)
a — ¢(a)

Vamos comecar mostrando que a relacdo acima € uma funcdo, ou seja, caso escolhamos
dois elementos da mesma classe a imagem deles s3o a mesma. Para isso, tome @,b € A /Ker(¢)
e suponha @ = b. Assim, @— b = 0 e, ento, a — b € Ker(¢). Logo, ¢(a) — ¢(b) = 0. Portanto,

¢©(a) = @(b) e  estd bem definida como uma fungao.

Agora, mostremos que & é um homomorfismo entre dlgebras. Dados @,b € A/Ker(¢) e

o € K, verifiquemos que a fungdo & satisfaz os itens da Defini¢do 15:
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() 8@+b)=38(a+b)=¢(a+b)=¢(a)+o(b)=235(a)+8(b)
(i) 6(aa) = 6(aa) = ¢(aa) = ap(a) = ad(a)

(iii) 8(a-b) = 6(ab) = ¢(ab) = ¢(a)9(b) = 5(a) - 5(D)

Assim, 0 é um homomorfismo entre dlgebras. Provemos agora que 0 é um homomorfismo
bijetor entre algebras.

Dados @,b € A/Ker(¢) vamos mostrar que § & injetor, ou seja, se §(@) = 8(b) entdo @ = b.

Pela hipétese temos que &(a) = §(b). Entdo ¢(a) = ¢(b), ou seja, ¢(a) — @(b) = ¢(a—
0. b

b) = 0. Sendo assim, a — b € Ker(¢) e, portanto, a — b = 0. Logo, a = b, como queriamos.

Dado y € Im(¢) vamos mostrar que § € sobrejetor. Para isso precisamos mostrar que existe
X € A/Ker(@) tal que 6(x) =y. Sejay € Im(¢) qualquer. Entdo y = ¢(x) para algum x € A.
Assim, §(X) = @(x) =y, o que significa que y € Im(8). Portanto & é sobrejetora.

Logo, 6 é um homomorfismo bijetor entre dlgebras, ou seja, um isomorfismo. ]

Exemplo 39. Sejam X um conjunto nao vazio e Y C X. Considere as dlgebras .# (X,C) e

Z (Y,C) sobre C. Considere ainda a seguinte fungio restricao

0:7(X,C) —» ZF(¥,C)
o= fy
E ficil ver que tal fun¢do é um homomorfismo entre dlgebras. Agora, perceba que o
Ker(¢) = {f € 7 (X,C)|fjy =0} = Ay do Exemplo 33.

Pelo Teorema 38 temos que .# (X,C) /Ay = .Z#(Y,C).
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4 Algebras de grupo

O principal objetivo deste capitulo € mostrar alguns exemplos de dlgebras de grupo. Ao
decorrer do texto mostraremos como construir uma algebra a partir de um grupo utilizando a
operacdo do mesmo, ou seja, a multiplicacdo da algebra estara relacionada com a operacao do

grupo de alguma forma.

Antes de mais nada vamos mostrar como a partir de um conjunto qualquer podemos associar
um espaco vetorial com relagdo ao conjunto dado, pois em seguida basta fazer o mesmo para
um grupo. Seja X um conjunto e K um corpo. Considere o espago vetorial .% (X,K) como no

Exemplo 7.

Defini¢ao 40. Dada f € .7 (X,K) o suporte de f é o conjunto

supp (f) = {x € X[f(x) # 0}.

Considere o seguinte conjunto:
V(X)={f € .Z(X,K)|supp (f) é um conjunto finito}.
Claramente V(X) C .7 (X,K). A proposi¢ao abaixo nos diz que V(X) possui estrutura de
espaco vetorial.
Proposicao 41. V(X) é um subespaco vetorial de .7 (X, K).
Demonstragdo: Para mostrarmos que V(X ) é um subespaco vetorial de .% (X, K), precisamos

mostrar que:

1. V(X) #£0.

Essa condigdo € satisfeita, pois a func¢@o identicamente nula estd em V (X).
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2. Dadas f,g € V(X) entdo f+g € V(X), ou seja, basta calcular supp (f + g). Sabemos que

supp (f+g) = {x € X[(f(x) +&(x)) # 0} vamos provar que supp (f +g) S supp (f)U
supp (g). Se x € supp (f + g) entdo (f + g)(x) # 0, donde f(x)+ g(x) # O e, portanto,
f(x) #0ou g(x) #0, isto é, x € supp (f) ou x € supp (g), isto é, supp (f +g) C supp
(f)U supp (g).

3. Dada feV(X)ea €K, a#0entio af € V(X).
Basta calcular supp (o f). Como o suporte de f € finito entdo multiplicar os f(x) por um

escalar ndo nulo ndo muda o seu suporte. Logo supp (af) € finito.

Portanto, V(X) € um subespago vetorial de .7 (X, K). n

Agora vamos encontrar uma base para o espago vetorial V(X ). Para tanto, para cada x € X

fixo defina o, : X — K por:

l,sey=x
o(y) =
v) {O,sey;éx

Note que &, € V(X), Vx € X, pois supp () = {y € X|6:(y) # 0} = {x} que € um conjunto
finito.
Proposicao 42. {0, }rcx é uma base para o espago vetorial V (X).

Demonstragdo: Para mostrarmos que {8, }rex € uma base para V(X ) precisamos mostrar que

esse conjunto gera V(X) e é linearmente independente.

Comecemos mostrando que {0y }xex gera V(X). Tome f € V(X) e sejam x1,x2,...,x; € X
aqueles em que f(x;) #0,i=1,...,k. Note que f = f(x1)0x, + f(x2)0x, + ...+ f(xx)0x,, OU

seja, f € V(X) pode ser escrito como combinagdo linear de elementos do conjunto {8, }rex.
Agora vamos mostrar que {6, }rex € linearmente independente. Para isso suponha que

01 6y, + 0Oy, + ... + 0Oy, = 0. Aplicando em x; € X,i = 1,...,k temos que:

0 = (a15x1 +a26x2+-~-+ak6xk)(xi>
= 0 5x1 (xi) + OC25X2 (x,') 4+ ...+ ak5k<xi)
= ai6xi(xi)

Assim, o = 0,i = 1,... k. Portanto, { 8, }ex € linearmente independente. ]
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Seja K um corpo e considere G um grupo ndo vazio. Como foi feito acima considere o
espago vetorial V(G) (podemos fazer isso, pois em particular G é um conjunto ndo vazio).
Queremos dar uma estrutura de multiplica¢do para V(G) e transformd-lo em um dlgebra sobre
K. Dados a,b € V(G), sejaa-b : G — K a fungdo dada por:

(a-b)(g) =Y a(h)b(k),Vge G 4.1)

hk=g

Note que se ik = g entdio k = h~ ' g e, portanto, podemos escrever

= Y a(h)b(hg) 4.2)

heG

Denotamos a operacdo acima por produto de convolu¢do. Vamos provar que a operagao acima
estd bem definida, ou seja, dados a,b € V(G) entdo a-b € V(G). Para isso basta mostrar que

a - b possui suporte finito.

Primeiro note que a(h) é ndo nulo apenas para uma quantidade finita de & € G, logo a
soma acima possui apenas uma quantidade finita de termos ndo nulos, estando deste modo bem
definida. Agora vamos mostrar que a - b tem suporte finito. Note que para termos (a-b)(g) # 0

¢ preciso pelo menos um termo de a(h)b(k), com hk = g, seja ndo nulo (I).

Como K é corpo temos que a(h)b(k) # 0 se, e somente se, a(h) # 0 e b(k) # 0. Sabemos
que a e b possuem suporte finito, ou seja, a(h) e b(k) sdo ndo nulos apenas para uma quantidade
finita de h,k € G, e portanto a(h)b(k) é ndo nulo apenas para uma quantidade finita de 4,k € G.
Seja A = {hk|h,k € G e a(h)b(k) # 0}. Por tudo que foi dito anteriormente A é um conjunto

finito, e (I) garante que supp (a-b) C A, assim a - b tem suporte finito.

Agora vamos mostrar que a multiplicagdo definida em (4.2) satisfaz os itens da Defini¢ao

(i) Dados a,b,c € G vamos mostrar que a- (b+c¢) =a-b+a-c. Para isso, vamos calcular o

valorde a- (b+c) em g € G qualquer:

(a-(b+c¢))(g) = Za Y(b+c)(hlg)

heG
= Y a(mb(h'g)+ Y a(h)c(h™'g)
heG heG

= (a-b)(g)+(a-c)(g)

Provando o que queriamos.
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(ii) Dados a,b,c € G vamos mostrar que (a+b)-c =a-c+b-c. Para isso, vamos calcular o

valor de (a+b)-c em g € G qualquer:

((a+b)-c)(g) = Y (a+b)(h)e(h'g)

heG
= Y a(h c(h'g)+ Y. b(h)c(h™ 'g)
heG heG

= (a-c)(g)+(b-c)(g)
Provando o que queriamos.

(iii) Dados a,b,c € G vamos mostrar que (a-b)-c =a-(b-c). Para isso, vamos calcular o
valorde (a-b)-cemge G qualquer'
[(a-b)-cl(g) = Y (a-b)(h)e(h™'g) = Y () a(D)b(""h))e(h™'g) (D
heG heG leG
Sejak = I7'hyentioh 1 =k 171 A funcdo G — G, h— I~1h, é bijetora, logo como h

percorre todos os elementos de G na soma, k = [ ~1j também o faz. Assim, por (I), temos:

[(a-b)-cl(g) = Y () a)p)c((k"'17")g)

keG leG

— Ya)(Y blk)e(k ("))

leG keG

:Za (B-e)(I71g)]

leG

= la-(b-0)](g)
Assim, (a-b)-c=a-(b-c).

(iv) Dados a,b € G e a € K vamos mostrar que (oa)-b = o(a-b) = a-(ab). Tome g € G

qualquer:

(ca)-0)(g) = Y (a)(m)b(h"g)

heG

= Y cal(h)b(h'g)

heG

= a Y a(h)bh™'g)

heG

= a(a-b)(g)
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Também temos que:

(0a)-b(g) = Y (aa)(h)b(h™'g)

heG

= Y aa(hb(i'g)

heG

= Y a(hyab(h™'g)

heG

= ) a(h)(ab)(h'g)
heG
= la-(ab)](s)
Como queriamos.
Portanto, o produto de convolugdo satisfaz os itens da Defini¢do 1. Logo, V(G) é uma

algebra sobre K em que a operagao do grupo G € muito importante.

Definicao 43. Seja G um grupo. A dlgebra do grupo G sobre K é o espaco vetorial V(G)

munido do produto de convolugio definido em (4.2), e denotado por KG.

Vamos mostrar agora que dados &,,0;, € V(G) temos & - 6, = O,. Para isso dado k € G

temos:
(8- 8) (k) =Y. 8,(1) 8, (1" "k) = 8(2)8(g~ k) = (g k)
leG
Agora,
B l,seg 'k=h 1,se k =hg
(g k) = = . =06k
0, caso contrario 0, caso contrério

Provado isso podemos caracterizar o produto de convolucdo definido em (4.1) de outra
n m

forma: dados a,b € KG coma =) 08, e b= Y B;5,, temos
i=1 =1

= (Z aiagi) ’ (Z ﬁjshj) = Z Z O‘iﬁngih‘j 4.3)
i=1 j=1 i=1j=1

Exemplo 44. Considere G um grupo com apenas o elemento neutro ¢ K um corpo. Vejamos

quem € a algebra do grupo G.

O espago vetorial associado a esse grupo, V(G) = {ad.|o € K}, possui apenas um ele-
mento na sua base candnica a saber J,. Podemos construir a dlgebra do grupo G. Agora, dados

f,g € KG, temos:
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f-g=(ad) (BSe) = (AB)0ese = (A)0e

Note que a multiplicacdo da dlgebra do grupo G se comporta como a multiplicacdo em K.

Vamos mostrar que KG = K. Lembre que uma transformacao linear entre espacos vetoriais
estd bem definida quando sabemos os seus valores numa base fixada do dominio. Considere a
seguinte transformag@o linear: y: KG — K determinada por 9, — 1. Note que ¥ manda a base
do espago vetorial KG na base do espaco vetorial K. A transformacdo linear y € bijetora, pois
manda base em base. Portanto, ¢ um homomorfismo bijetor entre espacos vetoriais. Precisa-
mos verificar que ¥ € um homomorfismo entre dlgebras. Pela Defini¢do 15 precisamos apenas

mostrar que Y satisfaz o item (iii). Sejam f, g € KG, assim:

Y(f-8) =v((aB)de) = aff = y(ad,) - Y(Be) = v(f) - ¥(8)
Logo, ¥ € um homomorfismo entre algebras. Como ¥ é um homomorfismo bijetor entre

algebras segue que KG = K.

Exemplo 45. Considere G = (Z,,+) e o corpo C. Vamos verificar como se comporta a

multiplicacio de elementos da dlgebra associada ao grupo G.
Lembre que Z, = {0,1}. O espago vetorial associado a esse grupo, V(Z,) = {a8;+ B 67},

possui dois elementos na sua base candnica a saber &; e 6;. Agora, dados f,g € KG, temos:

f-g = (ouds+Pidy)- (0265+ P26y)
= 005+ 01 B2 Sy + Pr102d 5+ BB b
= 106+ o1 267 + Brondy + B B26;
= (o +Pif2)8+ (a1 B+ 0 fr)0;

Analogamente podemos estender o que fizemos acima para Z,.

Note que a operagao no grupo for comutativa entdo a multiplicacdo na dlgebra também sera.

Mais ainda, vamos provar o seguinte:

Proposicao 46. Seja G um grupo finito e K um corpo. Entdo G € abeliano se, e somente se,

KG é comutativa.
Demonstracao:

(=) Vamos provar que se G € um grupo abeliano entdo KG € uma 4lgebra comutativa.

Sejam a,b € KG. Fixe g € G. Agora, temos que:
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(a-b)(g)= ), a(h)b(k)= ) b(k)a(h) =Y b(k)a(h) = (b-a)(g)

hk=g hk=g kh=g
Note que na segunda igualdade usamos o fato de que K é comutativo e na terceira igualdade

usamos a hipétese. Portanto, KG é comutativa.

(<) Vamos provar que se a algebra KG é comutativa entdo o grupo G € abeliano. Dados

g,h € G como KG é comutativa, temos:
5g'5h:6h'6g_>6gh:5hg

Perceba que 6, # 0 somente em gh e 0y, 7 0 somente em hg. Portanto, gh = hg e assim G

¢ um grupo abeliano. ]

Observacao 47. Note que em (4.1) em nenhum momento foi preciso utilizar o fato de que todo
elemento de G possui um inverso, ou seja, para definir a dlgebra de grupo podemos utilizar
o grupo G visto como um semigrupo. Assim, pode-se igualmente definir a dlgebra de um

Semigrupo.

Definicao 48. Um semigrupo S é um par (S,*) em que S é um conjunto ndo vazio e * ¢ uma

operacdo bindria associativa.

Exemplo 49. Seja (N,+) o conjunto dos nimeros naturais e a soma usual. Sabemos que a

soma de nimeros naturais é associativa. Portanto, (N, +) é um semigrupo.
Exemplo 50. Se (G,*) é um grupo entdo (G,*) é um semigrupo.
Como G é um grupo entdo G # @ e a operacdo do grupo, em particular, é associativa.

Portanto, (G, *) é um semigrupo.

Definicao 51. Seja S um semigrupo e K um corpo. A dlgebra do semigrupo S, denotada por

KS, é o espago vetorial V(S) munido da operagdo de multiplicagdo definida em (4.1).

Exemplo 52. Seja o semigrupo dos nimeros naturais com a operacéo de soma (N, +). Vamos

verificar como se comporta a multiplicagao de elementos da dlgebra do semigrupo KN.

Dados f,g € KN, por (4.3), temos:

f-g= (Z O‘igsi) ( BiSSj) = Z Z aiﬁjSSi-i-Sj
i=1 =1 i=1 j=1

Observacao 53. Note que quando fizemos a multiplicacdo dos elementos de KN, os coeficien-
tes o; se multiplicavam e os indices dos 9; eram somados(a operagdo do semigrupo é a soma).

O mesmo ocorre quando multiplicamos polindmios de uma varidvel e coeficientes num dado
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corpo K. Por exemplo, considere os polindmios 3x> + 2x? e 5x* 4 4x e facamos a multiplicagio
entre eles:

(33 +2x2) (5x* +4x) = (3.5)x3 4+ (3.4) 3 + (2.5) x4+ (2.4)x> ! = 15x7 + 12x* +10x0 +
+8x°

Sendo assim podemos nos fazer a seguinte pergunta: serd que KN do Exemplo 52 e o
conjunto dos polindmios de uma variavel e coeficientes num dado corpo K do Exemplo 10, sdao

isomorfos?

Teorema 54. Seja KN a dlgebra do semigrupo N e P(K) a dlgebra dos polindmios em uma

varidvel com coeficientes em K. Entdo KN = P(K).

Demonstracdo: Primeiramente lembremos que uma transformacao linear entre espagos ve-
toriais estd bem definida quando sabemos os seus valores numa base fixada do dominio. A
transformacdo linear 7y : P(K) — KN determinada por x" — &, manda a base do espago veto-
rial dos polindmios na base do espaco vetorial do semigrupo N. A transformacdo linear y é
bijetora, pois manda base em base. Portanto, ¢ um homomorfismo bijetor entre espagos veto-
riais. Falta porém mostrar que tal funcdo é um homomorfismo entre dlgebras. Pela Defini¢dao

15 precisamos mostrar apenas que 7 satisfaz o item (iii). Tome p,q € P(K) e vefiquemos que
n n

Y(p-q) = v(p) - ¥(¢). Lembrando que p = Y| ax'e g = Y B;x’, temos que:
i=0 j=0

n

Yp-a) = 7Y o) (Y B
i=0 j=0

= 1} Y aBp'y))
=020

=YY aiBjy(x*7)

i=0 j=0

= ) ) oiB;di;
i=0 ;=0

= Z (X,’ﬁj&ﬁj
0

i=0 j=

= (i O‘isi)'(i B;d;)
i=0 Jj=0

= v(p)-v(q)

Portanto, ¥ € um homomorfismo entre algebras. Como Y é um homomorfismo bijetor entre

algebras, segue que P(K) = KN. |
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5 Consideracoes Finais

Este trabalho foi realizado durante o ano de 2013 e podemos fazer alguns comentérios
quanto ao conteudo que foi desenvolvido. Estudar dlgebras é um primeiro passo em direcdo
a um estudo de *-algebras e C*-dlgebras. O presente trabalho ndo tem um final, uma vez que
podemos nos fazer a seguinte pergunta: serd que a partir de um grupo podemos criar a C*-

algebra do grupo?

Com relagdo ao que foi feito, pode-se dizer que foi muito gratificante e prazeroso, pois o
objeto de estudo deste trabalho nada mais foi do que combinar a Teoria de Anéis, Grupos e
Espacos Vetoriais que vimos durante o curso de Matematica. Uma grande dificuldade no inicio
deste trabalho foi a de conseguir expressar melhor as minhas ideias e deixa-las bem claras e
precisas. Foi possivel perceber que esta ndao € uma tarefa fécil e por isso treinar ¢ fundamental.
Contudo, com o trabalho terminado, percebemos o quanto foi aprendido durante essa longa

caminhada e almejar um futuro com mais conquistas através de muito esfor¢o e dedicacao.
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