1A) - Resposta (e)

Uma particula de massa m esté sujeita a forca central F(r) = f(r)7. Um experimento mostrou
que a trajetoria da particula tem forma r(¢) = 2R cos(¢) em coordenadas polares sendo R uma
constante. Calcule a forma da forca radial. A parte radial da aceleracao em coordenadas polares

tem forma )

d*r dy

ap=—=—1r|—

dt? dt
e L abaixo ¢ uma constante que corresponde ao valor do momento angular.
(a) flr)= 221
(b) f(r)=—LE%
(©) f(r)=—25%
(d) f(r)= -4
(e) n. d. a.

A funcao f(r) é definida como f(r) = m [% —r (%)2} Para uma forga radial o momento

angular é ¢ onservado L = mr?¢ = const. Dai podemos eliminar ¢ o que leva a formula
L? [d* [1 1
0= [ (7) +3]

sy = -1

m rd

Substituindo r = 2Rcosy temos

portanto n. d. a.



1B) - Resposta (c)
Uma particula de massa m tem a velocidade inicial vy. Entrando num meio material a particula

esta sujeita a forga de freamento proporcional a potencia n da velocidade dela F' = —k(fl—f)” sendo
0 < n < 1. Calcule o tempo T necesséario para a particula parar.

(a) T = 25"

(b) T = mof™

(e) T =34

(d) T = 2noy!

(e) n. d. a.
A equagao de Newton para v = & tem forma mv = —kv" dai
dv k dv’ ko[
7:——dt:>/UTn:—— dt’
v m v U m Jo
o que resulta em
1
! (V=0T = ——t = () = |vi T = —(1—n)t n
1—n 0 m 0
, m vy "
A particula para quando v(7') =0 o que da |T = 1
-n




2A) - Resposta (d)

A funcao de Lagrange para um problema unidimensional de uma particula de massa m em um

campo de forca é dada por
1 [dz\’
— a2 _ - —
L =—mc \/1 CQ(dt> U(x)

onde ¢ = const. Identifique qual das funcoes abaixo é equivalente a funcao de Lagrange L? O
parametro a é constante.

(a) L=—mc*/1—% (%)2 —U(z) + (% — az)e

(b) L=—me+2 (%) —U(x)

(c) L:—l—mCQ\/l—C%(d—f)Q—U(x—i-a)

(d) L=-m\/1 -5 (%) ~U(z) +atyde

c2 t

(e) n. d. a.

A differenca entre a Lagrangiana original e equivalente e dada por uma derivada temporal total
de qualquer fungao f(x,t). Assim
. . d .2
wk 120k v d
Va2 2422 2¢/x2  di



2B) - Resposta (d)

Encontre a frequencia w de pequenas oscilagoes para um sistema dinamico cuja fungao de Lagrange
tem forma

2
~ M in? oy _@
L= 5 [1+ sin®*(az)] (dt) A [Cos(ozx) 2x] :

() w? = ¥2da?

(b) w? = Yo’

(©) o = Bt

(@) o2 = 2

(e) n. d. a.

A energia potencial tem forma U(z) = A [cos(ax) — $z]. Dai

1
Ux) = —Aa [sin(ax) - 5}
U'(r) = —Aa’cos(ax)
7
O ponto de equilibro estével xy é tal que U'(zp) = 0 e U"(x9) > 0. Dai |2y = 6—7T . Tomando
a

r =19+ & onde £ = x — g podemos expandir L em torno de ponto g
="
2

1 sin(aan)] ()~ Ulw) = 0" @)+

dai )
1 (deNt 1,

onde M := %m e K := U"(x) = L Aa?

5 . O quadrado da frequéncia das oscilagoes lineares é
definido como

oo K 2/3eld)

M 5 m




3A) - Resposta (d)

Um jato supersonico move-se acima do aeroporto mantendo o valor constante da sua velocidade
v. A trajetoria do jato é tal que existe um ponto Fy no aeroporto tal que o som da trajetoria
inteira chega para P, simultaneamente. Considere que num momento t = 0 a distancia entre o
jato e Py tem valor rg e o vetor da posicao do jato forma angulo § com a pista. A velocidade do
som tem valor V' = const. Calcule a distancia d entre os pontos Py e P; sendo P; o ponto onde o
jato colide com a terra.

(a) d= TO\/1)2V;7V2%

(b) d = rocos(m — J#L—iw%)

(c) d=roexp(5s(m + B))
(d) d=roexp(—m=m(T = 5)).
(e) n. d. a.

As condigoes do problema podem ser satisfeitas se a velocidade radial do jato for —V. As
componentes da velocidade em coordenadas polares: v, = 7 = =V, v, = r¢. Como o valor
absoluto da velocidade é constante v = /v + v2 entao a componente v, = vv? — V2 também ¢é
constante. Dai as equacoes horarias tem forma

Po= v (1)
b = —V(t‘)v @)

Integrando (1) com a condigao inicial r(0) = 7o temos r(t) = ro — Vt. Integrando (2) com a

condigao ¢(0) = [ temos
oo V2 =12 dt’
dy = 7 b i
B 0 v

o que resulta em

(0 = mesp |-t )

O jato atinge a pista para diastancia d = r(m).




3B) - Resposta (a)

Um ponto material possui a trajetoria tal que o vetor da velociadade ¢ forma um angulo constante
o < & com o vetor da posicao do corpo 7. Considerando que r(0) = ry e ¢(0) = 0 calcule o caminho
s percorido por corpo até atingir o ponto r = 0.

(a) s =-"2/14 (cota)?

cot

(b) s =-",/1— (cot a)?

tan o

(c) s=22/1+ (tana)?

tan o

(d) s =-"-4/1— (tan)?

tan o
(e) n. d. a.
O cotangente do angulo « ¢ constante cot a = —2= = —# > (0 sendo v, and v, compone ntes
%)

da velocidade em coordenadas polares. Dai

’ d
- —(cota)p = - —(cot a)dyp
r r

Integrando a ultima equacgao

" dr’ ¥
— = —(cot a)/ dyp' = |1(p) = roe™ (0t
0

T/

T0

O comprimento da tajetoria tem valor

t t t
s = / v(t)dt' = / V2 4 r2Q2dt = /1 + (cot a)2/ r(t")pdt!
0 0 0

Definindo uma variavel ¢ = p(t') temos

® ®
s = /14 (cot oz)Q/ r(¢)dyp' = /14 (cot a)gro/ e~ (w0ta)e g
0 0
= il V14 (cota)? [1 — e’(com)*"}

(cot )

O comprimento da trajetoria inteira é dado por

. To
] _
s () (cot @)

1 + (cot v)?|.




4A) - Resposta (c)

Considere dois fios infinitos carregados isolantes paralelos entre si, posicionados ao longo do eixo
y, € a uma distancia d um do outro. O fio 1 apresenta densidade linear de carga trés vezes maior
que a densidade linear de carga do fio 2. A que distancia do fio 1 situa-se um ponto P, onde os
campos elétricos devidos aos dois fios se anulam?

(a) d/4
(b) d/3
(c) 3d/4
(d) 2d/3
(e) n. d. a.

q=Lh

Gaussian
surface

A

Ah A
E(2mrh) = (80) = F = Smeer
- A
E = &
2mwer

= = A A2
2reor  2meg(d — )

; ! éx—g—d
r  (d—uz) 4




4B) - Resposta (b)

Uma carga elétrica de +5uC' esta uniformemente distribuida ao redor de um anel de raio 1,0m, que
se encontra no plano xz com seu centro na origem. Uma particula com carga +1nC' e massa 2519
é liberada do repouso a uma distancia de 2 m da origem, ao longo do eixo y. Qual a velocidade
da particula apés ter percorrido uma grande distancia (y>R)?

(a) ~ 20m/s

(b) ~ 40m/s

(c) ~2m/s
(d) ~ 4m/s
(e) n. d. a.
PA.

V/dV/kqu/%)\Rd - -
N N oy (p_\/zQ—i—RQ_\/ZQ—l-RQ

2mkAR kQ

onde r = V22 4+ R? ; dg = ARdyp e A = Q/(27R).

o kqQ
U=av= V22 + R?
K = §m02
kqQ 1 2

SRR e T
2kqQ

YN /AR

~ 40m/s



5A) - Resposta (d)

Um fio retilineo, que se estende entre as coordenadas x = 2m e x = 4m, é percorrido por uma
corrente ¢ = 3A, cujo sentido é o do eixo x positivo. Na regiao existe um campo magnético nao
uniforme que cresce linearmente com a distancia = e aponta na direcao positiva do eixo z, isto é ,

B = (Box)j, onde By = 2T /m. Qual a forca magnética (médulo, direcio e sentido) que é exermda
sobre o fio?

Houve um erro de digitagao na terceira linha: onde se 1&é "aponta na dire¢ao positiva do eixo
z”, deveria estar escrito: ”"aponta na direcao positiva do eixo y”. Por este motivo, desde que a
justificativa esta correta, com valor correto do médulo da forga resultante, também sera aceita a
alternativa (e) n. d. a. como correta.

dFp =idL x B = (i dz)i x (By x)] = (i dz By 2)k

Am R 2 4mA R
FR:(/ iBoa:dx>k:zBo[%] i = (36 N)k.
2

m 2m



5B) - Resposta (d)

Uma bobina de indutancia 200mH e resisténcia desconhecida é conectada em série com um capa-
citor de 47,94 F e com uma fonte de corrente alternada com £(t) = ¢, sen(wt), onde w = 377rad/s.
A corrente alternada no circuito é dada por I(t) = I, sen(wt — ¢). Se o angulo de fase entre a
fem aplicada e a corrente é de 45°, calcule a resisténcia da bobina.

(a) ~12 0
(b) ~8Q

(c) ~ 100
(d) ~ 20 Q
(e) n. d. a.

| F2 )2
q'ﬁm = \u' I’N.m +(’flm - ’ff_‘m»}

m

Vin v
wt- P m’r-{%m i = 7 = N.-' R+ ( X, -X, )3

va vLm - vCrn ’ Ft[.m — I?C m ':;m “(L — 'i.m A:C ;{L — AFC
T gl;ﬂ = = =
I’JR’J‘re F.m R R

* » |II 2 Rs = \2
Ve e, =i R +(X, -X_)

1 1 1
X, —Xe=wL—— =Rt = R = L—— ) ~20Q.
g = wC e tan@(w wC’)

10



6A) - Resposta (d)

Sobre um bloco de vidro de indice de refracao n, é colocada uma camada liquida, de indice de
refracao ny,. O feixe de luz A, que incide sobre a camada liquida sob um angulo 64 = 30°, emerge
tangencialmente a esta camada. Por outro lado, o raio B, que incide sobre a camada sob um
angulo 6 = 45° emerge tangenciando a superficie de vidro. Admitindo-se que o conjunto esté
no ar (n = 1,00), determine os indices de refragao n, e n,.

(a) 2 141
(b) 2; 1,56
(c) 1,56 ;2
(d) 141 ;2

(e) n. d. a.

Feixe A:

1
=2
sen 0 4

nysenfy = nygsentp = ng,5en90° =1 = n, =

Feixe B:
ny senfp = nyigsen 90° = ny;y = ny,senblp = V2 = 1,41

11



6B) - Resposta (d)
Uma onda luminosa de A = 625 nm incide quase perpendicularmente em uma pelicula de sabao

(n = 1.3) suspensa no ar. Qual a menor espessura do filme para a qual as ondas refletidas pelo
filme sofrem interferéncia construtiva?

(a) ~ 240 nm
(b) =~ 156 nm
(c) = 313 nm

(d) ~ 120 nm

(e) n. d. a.
Observador e ricles A -

Fonte (luz refletida) Mudanga de fase devido a reflexdo
Ponto a
s reflexdo: r, inverte a fase (n >n
+ refragdo: ndo muda de fase
Ponto b:
+ reflexdo: ndo inverte a fase
Ponto ¢:

+ refragdo: ndo muda de fase

Condigao para interferéncia construtiva:

AL:(m—i—1>é
2)n

Para incidéncia quase perpendicular, a diferenca de caminho entre os dois raios é:

1\ A I\ A
2L = - |=-=L= ol
(m-l—z)ni (m+2)2n

A 625
Logo, param =0 = Ly = — nm

12



7TA) - Resposta (c)
Determine a entropia, como funcao de 7" e V', de um gés ideal com niimero constante de particulas.
Para isso, utilize as equagoes de estado U = (3/2)NET e pV = NET.

(a) S(T.p) — So(To.pu) = Nk:ln{T}

(b) S(T,p) — So(Tv,po) = Nk:ln{ }
T

(c) S(T,p) — So(Tv, po) = Nkln{ i " }

(d) S(T.p) — So(To.po) = Nkln{(% (2) }

(e) n. d. a.

Para uma mudanca de estado reversivel temos
du =TdS — pdV,

onde dN = 0. Utilizando as equacoes de estado para o gas ideal, escrevemos a seguinte equacao

para a entropia

3 4T dv
= SNET = + Nk
dS = SNKT— + Nk~

Para uma mudanga do estado {Tp, Vo }, de entropia Sy, integra-se a equacao acima

3 dT dv T\*? (Vv
V) — Vo) == — In— = )%
S(T,V) = So(To, Vo) = 5NKT In = + NkIn Nkln{<T0> <VO>}

Utilizando a equagao pV = NkT

S(T,p) — So(Ty,po) = Nk1In { (;;)5/2 (%) } .

13



7B) - Resposta (b)
Calcule a funcao de particao de um sistema de N osciladores quanticos independentes, cuja energia
¢é dada por g, = (n + 1/2)hw. Considere § = 1/kT. (Sugestao: utilizar a série geométrica

St =(1=rN)/(1=r))
(a) Z = exp (BhwN)

(b) Z =12 senh (Bhw/2)]”"
(c) Z = senh (Bhw/2)

(d) Z = [exp (Bhw)] ™"

(e) n. d. a.

Para um sistema de osciladores independentes Z(T,V,N) = [Z(T,V,1)]". A funcdo de
particao para um oscilador é

Z(T,V,1) = exp(—fz,) = Y _exp[—Bhw(n + 1/2)] = exp (_BTF“") > " exp (—Bhw)" .

n=0

Utilizando a féormula da série geométrica obtém-se

I s x I S 2N
Z(T,V,1) = T oxp [ 9ha] - [@} o {_@} = [2senh (T)} .

A funcao de particao do sistema de N osciladores é, portanto,

Z(T, V. N) = [ZSenh (@)]N |

14



8A) - Resposta (d)
Considere um elétron em um estado tal que a componente z do spin é %h Quais sao os valores
esperados de S, e S?, respectivamente?

(a) 0h e OB

1
(b) Oh e oA

(C) éh (§] ZhQ

1
(d) Oh e —h?
4
1 2
(e) =heOh
2
Se o spin da particula tem componente 1/2 na diregao z, entao:

< S, >=0h (3)

porque ha total incerteza na componente na direcao x do spin, ou seja, pode ser %h ou —%h.
Sabe-se que para um elétron:

< S >=s(s+1)h* = th. (4)

Por simetria, < S} >=< 57 > e entao:

<S>=<E>+<8>+< 8> (5)
implica que:
3 1
ShP=2< 5% > 4B 6
- 2>+ (6)
e, finalmente;
1
< S >= 1712. (7)

15



8B) - Resposta (e)
A probabilidade de trés bosons ocuparem o mesmo estado quantico é, comparada com a probabi-
lidade de que trés particulas distinguiveis ocupem o mesmo estado;

(a) seis vezes menor
(b) trés vezes menor
(c) idéntica

(d) trés vezes maior
(e) seis vezes maior

As fungoes de onda normalizadas das trés particulas sdo W, (1), U3(2) e ¥,(3). Se as particulas
sao distinguiveis, para escrever a fungao de onda total basta:

Vg =0, (1)¥s(2)¥,(3).

Se as particulas sao bdsons, a funcao de onda total é simétrica a permutagoes das particulas:

W, = % (D (D) T6(2)04(3) + Va(1)Ts(3) T (2) + Val2) Us(1)T4(3)
UL (23T, (1) + Ua(3) WD), (2) + Vo (3)W5(2)T, (1) (8)

Quando os bdsons estao no mesmo estado:
Up(a=0=7)=—"=Va(1)¥s(2)¥a(3)

e a razao entre as probabilidades é

AN
<
5
I
=
I
2
<
NIB
[l
=™
{1
212
\VARV
I
N
& o
_
[\
Il
\'CD

ou seja, seis vezes maior.

16



9A) - Resposta (c)
Considere o modelo de Bohr para um atomo de hidrogénio. Se um elétron de massa m e carga e
gira em Orbita circular ao redor do préton, a orbita é estavel se:

1 e? v?
= m— 9
4deg r? mn r (9)

O postulado de quantizacao de Bohr para este sistema significa que:
(a) mv=nhcomn=0,1,2,...
(b) mv=nhcomn=1,23,...
(c) mvr =nhcomn=1,2,3...
(d) imv?=nhcomn=0,1,2,...
2

(e) %mv =nhcomn=1,1,2,...

O modelo de Bohr quantiza o momento angular do elétron.

17



9B) - Resposta (b)
Considere uma particula com energia E sujeita a equacao de Schrodinger unidimensional com
potencial V (z) dado pela figura:

L V)

X i) X

Qual das alternativas abaixo esta incorreta?

(a) Se E < 0, nao ha solugao fisica para o problema.

(b) Se 0 < F < V4, a fungao de onda da particula na regido > x5 é nula.
(c) Se 0 < E < V., aenergia faz parte de um espectro discreto.

(d) Se Vi < E, a funcao de onda da particula na regiao = < x; é nula.

(e) Se Vi < E, a energia faz parte de um espectro continuo.

Classicamente, nao seria possivel que a particula estivesse em uma regiao de “energia cinética
negativa”. Contudo, na mecanica quantica, particulas podem tunelar barreiras de potencial e
penetrar em regides nas quais o potencial nao ¢ infinito.

18



10A) - Resposta (a)
Uma particula de massa m esta em um potencial quadrado infinito de largura a, que comeca em
x = 0 e termina em x = a. Usando o método variacional e a funcao de onda nao normalizada:

V(z) = z(a - z)(c+ z(a —2)), (10)

calcule o valor aproximado do parametro ¢ que darda a melhor aproximacao para o estado funda-
mental:

(a) 0,88a?
(b) 0,44 a?
(c) 0,00a?
(d) —0,22a?
(e) —0,44a?
No método variacional para o estado fundamental, a seguinte expressao deve ser minimizada:
Bl =y (1)

Aplicando o hamiltoniano na funcao de onda dada:

h* 0? h?

2
entao: .
Ble) = R fyala— x)(ac + x(a — ))[2(a® — ¢+ 62(z — a))|dz (13)
2m Jolz(a—x)(c+ z(a — x))]2dx
A integral no denominador é:
a 5
/ [z(a — 2)(1 + cx(a — x))]*dx = %(a4 + 9a*c + 21¢%) (14)
0
A integral no numerador é:
a 3
/ z(a —z)(c+x(a —2))2(a* — ¢+ 6x(x — a))|dz = —%(2@4 + 14a’c + 35¢°) (15)
0
Juntando os dois resultados:
2 2 4 14 2 2
Ble) he 630 2a" + 14a°c + 35¢ (16)

T 2m105a2 a + 9a2c + 212

O objetivo é minimizar c. Para isto, as constantes multiplicativas nao sao importantes. Entao:
, —4a* — 14a’c + 21

dE(c)
= = 1
dc 0—a (a* + 9a?c + 21¢?)? . (17)

19



ou
—4a* — 14a%c + 212 =0

com solucoes:

7+V133 ,

ci:Ta

Por inspecao, a solucao ¢, ~ 0,88a? é a de menor energia.

20

(18)

(19)



10B) Resposta (e)

Um oscilador anarmoénico é descrito pelo seguinte hamiltoniano:

H = Hy + az* (20)
em que
;1
Hy, = ﬁ + §mw2x2. (21)

4

Usando a teoria de perturbagao independente no tempo e considerando ax* como a perturbacao

e Hy como hamiltoniano nao perturbado, qual é a primeira correcao a energia do estado funda-
mental?

ah?
(a) P
1 ah?
2 m2w?
1 ah?
4 m2w?
3 ah?
2 m2w?
3 ah?
e ——5—

4 m2w?

(b)
(c)

(d)

A correcao a energia do estado fundamental é dada por:

. < \I/()’CLlAl‘I/O >

EM
< \I/0|\I’0 >

(22)

O estado fundamental de um oscilador harmonico, a menos de uma constante de normalizagao, é

dado por:
Wo(z) = exp(—2*/x5) (23)

ou seja, uma gaussiana. Para determinar xy basta aplicar Hy

n* 92 I 5, 9, 9 h* [ 4x? 2 1 55 9, o
——— + —mwx”| exp(—z°/z]) = {—% (:B_é - 97%) + Jmwe ] exp(—z~/xg).  (24)

Para que a mesma funcao seja recuperada apods a aplicacao do hamiltoniano;

ou



Assim,

Usando que

o resultado é:
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