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Introducao

A grosso modo, podemos dizer que geometria diferencial é o estudo da geometria através
do célculo. Desde os tempos de Newton (1643-1727) e Leibniz (1646-1716) o célculo dife-
rencial era aplicado ao estudo geométrico de curvas em duas dimensoes, porém podemos
dizer que, o novo ramo da geometria chamado de geometria diferencial teve inicio em
1827 com Carl Friedrich Gauss (1777-1855), esse publicou em 1828 o artigo cléssico,
Disquisitiones generales circa superficies curvas (Indagagoes gerais acerca das superficies

curvas), onde existia um volume inteiramente dedicado ao tema.

Estudaremos neste trabalho aspectos da geometria diferencial de superficies, para
tanto, precisamos ter um prévio conhecimento sobre diferenciabilidade e continuidade de

funcoes de varias varidveis e aplicacoes em R? e R3.

Intuitivamente todos nés temos uma nocao do que é superficie, mas descrever uma de
forma que fique bem definida nao parece ser tao simples. Vamos deixar claro desde o inicio
que os objetos de nossa pesquisa nao sao superficies quaisquer, e sim apenas superficies
regulares, essas serao definidas no primeiro capitulo. Queremos estudar propriedades
locais, ou seja, aquelas que acontecem nas proximidades de um ponto dessas estruturas,
tendo como objetivo definir, identificar, estudar questoes métricas, constituir o plano

tangente, discutir orientacao e introduzir defini¢oes de curvaturas.

O estudo das propriedades geométricas locais de uma superficie regular esta direta-
mente ligado ao estudo do comportamento de duas formas quadraticas, a primeira estd
relacionada com questoes métricas e segunda esta relacionada ao estudo das curvaturas

de curvas da superficie.

Nosso trabalho esta organizado em 5 capitulos, no primeiro, na secao 1.1, apresenta-
mos o que é uma superficie regular, exibimos exemplos desses objetos e resultados através
de proposicoes e definicoes. Na secao 1.2, falamos sobre o fato de um ponto poder ser
coberto por mais de uma parametrizagao, e mostramos como fazer a mudanca de co-
ordenadas. No segundo capitulo, na secao 2.1 abordamos funcoes diferenciaveis sobre

superficies e também entre superficies. Em 2.2 constituimos o plano tangente existente



em todos os pontos da superficie, plano esse onde as diferenciais das fungoes estudadas na
secao anterior possuem dominio. No terceiro capitulo, na secao 3.1 tratamos da primeira
forma quadratica, chamada de primeira forma fundamental, com a qual conseguimos vi-
sualizar alguns aspectos geométricos como comprimento de curvas da superficie, angulo
entre curvas e area de regides contidas na superficie. Com a secao 3.2 conseguiremos
concluir quando superficies sao orientaveis e quando nao. No quarto capitulo, na secao
4.1 comecamos nosso estudo sobre a geometria da aplicacao de Gauss, em 4.2 aparece
a segunda forma quadratica, denominada segunda forma fundamental. A interpretacao
geométrica dessa forma nos traz informacoes sobre curvaturas, e sao essas que passamos a
estudar no capitulo subseqiiente. Portanto, no quinto e tultimo capitulo, na secao 5.1 ap-
resentamos as curvaturas normais e principais, onde temos também as dire¢oes principais.
Na secao 5.2 classificamos os pontos da superficie com auxilio das curvaturas da secao
anterior. A secao 5.3 traz as curvaturas médias e gaussianas, em 5.4 exibimos exemplos
de superficies com suas curvaturas, e por fim, na secao 5.5 fazemos algumas consideragoes
acerca de curvaturas, onde demostramos o famoso teorema egregium de Gauss. Trazemos
ainda um apéndice com resultados de algebra linear necessario para o desenvolvimento
principalmente dos capitulos 4 e 5. Os teoremas nao demonstrados no decorrer do tra-

balho sao teoremas classicos de andlise e suas demonstragoes podem ser encontradas em
[6].

Nos dois primeiros capitulos, nosso intuito é mostrar superficies regulares como sendo
subconjuntos do R? que fornecem um ambiente apropriado para se trabalhar o calculo
diferencial, no capitulo 3 apresentamos os primeiros aspectos geométricos envolvidos em
nosso estudo, podemos adiantar que esses dependem apenas da superficie, ou melhor,
apenas da primeira forma fundamental. O capitulo 4 é indispensavel para o estudo do
capitulo 5 e é somente neste ultimo que realmente surgem resultados da geometria de
Gauss, as curvaturas. Neste trabalho, trataremos as curvaturas do ponto de vista da
segunda forma fundamental, ou seja, em nosso estudo essas curvaturas nao dependem so-
mente da superficie, mas também do ambiente em que essa estd inserida, porém trazemos
no final do ultimo capitulo o teorema egregium de Gauss. Este teorema define um fato
extraordinario sobre curvaturas, fato esse que relaciona as duas formas fundamentais, nao
o abordaremos por completo, mas faremos uma demonstracao desse nas consideracoes

finais neste mesmo capitulo.

Para concluir, podemos dizer que o objetivo maior de nosso estudo é definir curvatu-
ras de uma superficie regular. Voltando a histéria e dando uma prévia deste assunto,
podemos dizer que, Gauss prolongou a obra de Christiaan Huygens (1629-1695) e Alexis

Claude Clairaut (1713-1765) sobre curvatura de uma curva reversa ou plana, e definiu cur-



vatura de superficie num ponto dessa, esta curvatura é chamada de curvatura gaussiana
ou curvatura total. Conceitos de raio de curvaturas de curvas ja tinham sido surgidos na
obra de Apolonio (262 a.C.-190 a.C), uma obra puramente tedrica, As conicas. Mas foi
o matemadtico, astronomo e fisico holandés Huygens e seu interesse por horologial! que a
idéia de curvatura de curvas encontra lugar permanente na matematica, e seu desenvolvi-
mento foi estimulado por preocupacoes praticas. Clairaut foi um matematico frances,
precursor da Geometria Diferencial, realizou importantes estudos sobre curvas no espaco.
Voltando a Gauss, e sua curvatura para superficies, esse afirma que: Se em um ponto de
uma superficie bem comportada, for levantada uma reta normal a superficie nesse ponto,
esta reta contém um feixe de planos que cortam a superficie em uma familia de curvas
planas, e cada uma dessas terd uma curvatura. Dessas curvas, duas possuem, respecti-
vamente, o maior e o menor raio de curvatura, e é com essas duas ultimas curvaturas
que Gauss define curvatura para superficie no ponto referido. Existem anedotas e fatos
histéricos relativos a Gauss, um desse fatos é o de que, Sophie Germain (1776-1831) uma
matematica francesa, iniciou uma troca de correspondéncias com ele, se passando por
um certo Monsieur Leblanc. Gauss ficou impressionado ao descobrir a verdadeira iden-
tidade do seu correspondente, mas Germain obteve o respeito e ajuda dele. Na época
de Sophie as instituicoes esta-belecidas eram fechadas as mulheres. Contudo, encerranda
nossa introducao aqui, podemos dizer que de pesquisas desta mulher nasceu o conceito de

curvatura média de superficies, assunto esse também abordado em nosso estudo.

'Estudo ou a ciéncia e arte relacionada aos instrumentos de medicao de tempo.



Capitulo 1

Superficies Regulares

Parametrizadas

Inicialmente, podemos dizer que superficies regulares sao aqueles objetos bidimensio-
nais que nao apresentam pontas, arestas, auto-intersecoes e possuem plano tangente em
todos os seus pontos. Para ilustrar, imagine que tomamos pedacgos do plano, deformamos
e unimos estes pedagos, obtendo uma figura no espaco com as caracteristicas citadas,
desta forma, construimos uma superficie regular. Definidas como subconjuntos de R3,
e nao como aplicagoes, elas fornecem um ambiente natural para trabalharmos o calculo

diferencial.

Neste capitulo na secao 1.1 nossa intencgao sera a de utilizar o conceito de parametriza-
¢ao local para definir e identificar superficies regulares. Assim, dada uma superficie que-
remos verificar se ela é regular ou nao, e para essa verificagdo, pegamos um ponto p dela,
escolhemos uma vizinhanga aberta desse ponto contida nela e construimos uma aplicacao
com dominio em um aberto do R? e imagem em pontos nessa vizinhanca. Chamamos essa
aplicacao de parametrizacao, e essa é local, pois estamos falando em vizinhanca de p, ou
seja, em uma parte da superficie e nao nela como um todo. Na se¢ao 1.2 veremos que esse
ponto pode ser coberto por mais de uma parametrizacao, e definiremos como fazer a troca
de coordenadas. O plano tangente mencionado no primeiro pardgrafo e outros aspectos
necessarios para tornar uma superficie um ambiente adequado para futuros resultados

serao apresentados no decorrer dos préximos capitulos.



1.1 Definicao e Exemplos

Definicao 1.1. Dado um subconjunto S do R®, S é uma superficie reqular se satisfaz as

sequintes condicoes:

(i) Para todo ponto p € S existe uma vizinhanga aberta V-C R? de p, um aberto U C R? ¢
uma aplicagao X : U — VNS diferencidvel. Ou seja, se X (u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v))
as fungoes componentes de X, x(u,v),y(u,v), z(u,v) possuem derivadas parciais de todas
as ordens em U;

(ii) A aplicagao X do item (i) é um homeomorfismo entre U e VNS, ou seja, X € continua
e existe uma aplicacao continua inversa X':V NS — U;

(iii) Para todo q = (u,v) € U, a diferencial dX, : R* — R? ¢ injetiva.

friiavd, pitv) zit i)

Figura 1.1. O ponto ¢ € U é levado em um ponto da vizinhanca de p € S através da aplicacao X.
Temos que:
e A aplicacdo X é uma parametriza¢do local ou sistema (local) de cordenadas de S
em uma vizinhanca V' NS do ponto p;
e Essa vizinhanca V NS é chamada de vizinhanc¢a coordenada;
e Os pontos de U sao da forma ¢ = (u,v) e os parametros u e v sao chamadas

coordenadas na vizinhanca V' NS de ponto p.

Vamos discutir alguns fatos importantes das condicoes da definicao 1.1, percebemos
que a condicao de diferenciabilidade em (i) é indispensédvel se nossa intengao é tratar de
geometria diferencial em S. Em (ii) temos que a aplicagdo X é um homeomorfismo e sua

injetividade descarta auto-intersecoes, veja a figura 1.2 em que temos uma auto-intersecao,



constatamos que por menor que seja a vizinhanca V' de p (p ponto da intersegao) nao existe

um disco aberto do R? que seja homeomorfo & vizinhanca coordenada V N S.

Figura 1.2. V é uma vizinhanca qualquer de p, V N S é uma vizinhanca coordenada p.

Olhando do ponto de vista da topologia e pensando em termos de componentes
conexas, vamos supor que para alguma parametrizagao X de uma vizinhanca coorde-
nada V' N S do ponto p como o da figura 1.2, exista algum aberto conexo U(com raio
arbitrariamente pequeno) do plano que contenha X ~1(V N S). Vejamos que V' N S nao ¢
homeomorfo a U: Em V N S existe uma intersecao o que implica que em U existe uma
curva correspondente a essa e se tirarmos a intersecao de V NS temos que tirar a curva
correspondente em U, mas fazendo isso temos em U duas componentes conexas e em VNS

quatro (fig. 1.3), portanto U nao serd homeomorfo a vizinhanga V' N S de p.

Na figura 1.3 perceba que estamos representando a interse¢do em S e sua curva
correspondente em U como uma reta, mas poderia nao ser, isso depende de S e da

parametrizacao escolhida.

WS

Figura 1.3. A vizinhanca V NS resulta em quatro componentes conexas ao tirarmos a curva de

intersecgao, enquanto U resulta em duas, logo nao sao homeomorfos .

Da condigao (iii) temos que a diferencial dX, é uma aplicagao linear (ver apéndice),

%—)lf e %—f sao as derivadas parciais das componentes de X em relacao ao ponto ¢, essas



derivadas correspondem exatamemte as colunas da matriz jacobiana JX (u,v) que por

sua vez ¢ a matriz da aplicacao linear relativa as bases canonicas de R? e R3.

9X _(0r Oy 0=\ OX _ (02 dy 02
ou  \ou ou ou)’ v \Ov’ v dv
o ou
ou Ov
JX (u,v) = % %
0z 0z
ou Ov

Quando fixamos um dos parametros e fazemos variar o outro obtemos uma curva em

S, essa curva é chamada de curva coordenada. Os vetores %—ii e %—f sao os vetores tangentes

dessas cuvas em X(q). Por comodidade vamos denotar %—fj por X, e %—f por X,.

T
=

Figura 1.4. X, X, representam as os vetores tangente as curvas coordenadas relacionadas ao ponto q.

A condicao iii é equivalente as seguintes afirmagoes:
(iii-1) A matriz JX tem posto 2;
(ili-2) Os vetores X, e X, sao linearmente independentes;
(iii-3) X, x X, # 0 (Vetor nulo).

Observacgao 1.1. Em muitos livros utiliza-se o simbolo “A\” ao invés de “x” para denotar

produto vetorial.



Ainda a matriz JX ter posto dois nos diz que um dos determinantes Jacobianos

oz oy o oz 0
o, y) | 50 o0 0W.2) _ | 5u o 0, 2) | 5u a0
I(u,v) b By T O(u,v) 9: o T O(u,v) 9: o

deve ser diferente de zero em ¢ = (u,v).

Logo percebemos que a condic¢ao (iii) nos garante a existéncia de um plano tangente
em todos os pontos de S e com isso descartamos a possibilidade de bicos na superficie,
pois nao temos como obter um plano tangente a S em p, quando p esta localizado em um

bico ou em uma dobra (ver fig 1.5).

Figura 1.5. Superficies com bicos e dobras .

S6 alertando que, nem todos os autores definem superficie regular da mesma forma, al-
guns usam condigoes equivalentes, outros primeiro definem de modo geral uma superficie
e no decorrer do assunto inserem aspectos importantes através de proposicoes, estes as-
pectos excluem algumas superficies restando sé as regulares. E ainda, uma boa parte da
literatura classica sobre geometria diferencial define superficie simplesmente como uma

superficie parametrizada da seguinte forma:

Definigao 1.2. Uma superficie parametrizada X : U C R? — R3? € uma aplicacao dife-
rencidvel X de um conjunto aberto U C R* em R3®. O conjunto X(U) C R® é chamado
de trago de X. X ¢é reqular se a diferencial dX, : R* — R?® € injetiva para todo q € U.

Um ponto r € U onde dX, nao € injetiva é chamado um ponto singular de X.

Observe que a definicao 1.2 apresenta superficie regular como uma aplicacao e nao
como um subconjunto de R?, e também permite que essa possua um traco com auto-
interseccoes. Para nosso estudo a definicao 1.1 é uma boa definicao, entao todos os

resultados apresentados a partir de agora serao feitos com base nessa.

Vamos ver alguns exemplos.



Exemplo 1.1. O Plano. Qualquer plano é uma superficie regular. Seja py = (o, Yo, 20)
um ponto do R? e sejam w;, w, vetores linearmente independentes do R®. Com isso temos
um plano IT bem definido descrito por X (u,v) = pg + uw; + vws, onde q = (u,v) € R? e
p eIl (fig. 1.6).

Wi
p(
-
w2

Figura 1.6. Qualquer plano é uma superficie regular e admite uma parametrizacao global.

As condigoes (i) e (iii) s@o de facil verificacdo, e (ii) segue do fato de que se tomarmos
pontos p = (x,y, z) € II, wy = (a,b,c), wey = (d, e, f) e fizermos X (u,v) = p teremos
(l’, Y, Z) = (3307 Yo, Zo) + U(CL, b7 C) + U<d7 €, f)
= (xo + ua + vd, yo + ub + ve, 2y + uc + cf)

r = x9+ ua +vd
(I) § y=wo+ub+wve
z=2zy+uc+cf

Entao para qualquer p(z,y,z) € II temos que a solu¢ao das equagoes X (u,v) = p é
uma funcao de primeiro grau em z,y e z, logo continua. Fazendo X ~(z,y,2) — (u,v),
através da restrigdo do sistema (/) teremos também fungdes de primeiro grau em u e v,

portanto temos um homeomorfismo.

O plano ¢é a superficie regular mais simples e pode ser coberto por uma sé parametrizagao.

Nesses casos chamaremos essa de parametrizacao global.

Exemplo 1.2. A Esfera. Seja S* = {(z,y,2) € R®/2* + y* + 22 = 1} a esfera unitdria.

S? ¢ uma superficie regular?
Isolando z temos, z = /1 — (22 + y2) ou z = —y/1 — (2% + y?).
Verificaremos que X; : U C R? — R? ¢ uma parametrizacao, onde X; é dada por

Xi(u,v) = (u,v, +1/1 — (u? +v2)), (u,v) €U
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e U={(u,v) € R*/u*+v* < 1}.

A diferenciabilidade das duas primeiras funcées componentes de X; é de verificacao
trivial, a terceira também ¢é diferencidvel, pois o fato de u? + v? < 1 nos garante que a
funcao /1 — (u? + v?) tem derivadas parciais continuas de todas as ordens. Portanto a

condigao (i) é satisfeita.

A condigao (ii) segue do fato de que se tomarmos um ponto qualquer (z,y,z) €
X, (U) C S% onde X, (U) = {(2,y,2) € S?/2*+y* > 0 e z > 0} e fizermos X; ' (z,y,2) —
(u,v), teremos u e v bem definidas de maneira tinica por u = x e v = y, logo X; é bijetiva,
e X; ' é a projecio de X1(U) C S? em U, como projecio é sempre continua, temos que

X! é continua em X,;(U), e portanto temos um homeomorfismo.
A matriz jacobiana que é dada por

1 0
JXi(u,v) = 0 1

\/17(u2+v2) \/17(u2+v2)

tem posto 2 para todo (u,v) € U, com isso a condigao (iii) estd verificada e X; é uma

parametrizacao.

Perceba que X; cobre apenas parte da esfera: o hemisfério norte sem o equador. Se

unirmos X; com X, (ver fig. 1.7), onde

Xo(u,v) = (u,v, —/1 — (u? + v?)), (u,v) €U

e U ={(u,v) € R*/u*+v* < 1}

Figura 1.7. X; e X5 sdo parametrizacoes locais da esfera unitaria.

teremos o hemisfério norte, o hemisfério sul, mas ainda nao teremos o equador. Uti-

lizando os planos zz e zy, definimos as outras parametrizagoes necessarias para cobrir
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toda a esfera

Portanto a unido dessas seis parametrizacoes cobrem inteiramente S?, assim mostramos

que S? é uma superficie regular.

Uma outra forma de parametrizar S? ¢ dada pelas coordenadas esféricas (¢, 0), que
sao a colatitude (complemento da latitude) 6 € (0,7) e a longitude ¢ € (0, 27) (fig. 1.8).
Entao seja U = {(¢,0) / 6 € (0,7) e ¢ € (0,27)}. Neste caso X : U — R3 ¢ dado por

X (p,8) = (senb cos @, senflseny, cost).

Figura 1.8. Coordenadas esféricas.

Existem derivadas parciais continuas de todas as ordens das fungoes componentes de

X, logo X é diferenciavel e a condigao (i) estd verificada.

Para a condigao (ii), perceba que X nao estd definida em C' = {(z,y,2) € S?*/y =
0,z > 0}, se tomarmos um ponto (z,y,2) € S* — C, teremos que X (z,y,2) — (u,v)
existe, pois 6 fica bem determinado de maneira tnica por arccos(z) = 6, jd que 0 < 6 < 7.
Perceba, temos x = senf cosp e y = senflsen p. Veja que aqui, podemos cair na tentacao
de dividir  por y, encontrar arctg(¥) e concluir que ¢ também fica bem determinado no
intervalo 0 < ¢ < 27. Mas a fungao arctg(?) nao estd definida para ¢ igual a 7 ou a 37”,
e assim teriamos problemas para mostrar que a inversa é continua. Como nosso interesse
é alcancar o estudo de propriedades geométricas das superficies, nao vamos nos prender a
questoes rigorosas do calculo. Entao, vamos afirmar que, obtido o valor de 6, temos que
¢ fica determinado de maneira tinica, onde 0 < ¢ < 27, ¢ X tem uma inversa X ~! para
mostrar essa inversa é continua vamos utilizar a proposicao 1.4 demonstrada em breve.

Assim existe um homeomorfismo.
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Para (iii) temos que
X, = (—senbsenyp, senfcosp,0), Xy = (cosbcosp, cosfseny, —senl)
entao X, X Xp = (—sen®0cosp, —sen*@senyp, —senfcost)

Para condigao (iii) ser satisfeita teremos que ter o comprimento de X, x X, diferente de

Zero

|1 X, x Xo|| = +/(—sen20cosp)? + (—sen2fseny)? + (—senfcosh)?

= /sentfcos?p + sentBseno + sen2fcos?f

= \/sen20(sen20cos2p + sen20sen?p + cos26)
= senf V1

= send,

como senf # 0 V 0 € (0,m) temos que os vetores X, e Xy sdo linearmente indepen-

dentes.

Esta parametrizacao omite apenas um semi-meridiano de S?, podemos cobrir S? por

inteiro com duas parametrizacoes desse tipo.

Apresentamos ainda uma outra parametrizacao para esfera no exemplo 1.15 na préxima

secao.

Exemplo 1.3. O Cilindro. Seja S o cilindro reto sobre o circulo 2% + y? = 1 (fig. 1.9),

S admite a parametrizagao

X: UcCcR?—> R?

X(u,v) = (cosu, senu,v)

com U = {(u,v) €eR? / 0 <u<2r, —oo<uv<oo}.

o
e 4 i B

Figura 1.9. Cilindo reto sobre o circulo 22 + 3% = 1.
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A condigao (i) é verificada sem problemas, pois as fung¢oes componentes de X tem

derivadas parciais continuas de todas as ordens em U.

Para verificar a condigao (ii), perceba que X nao estd definida em V = {(z,y,z2) €
S / y=0, x>0}, se tomarmos um ponto (z,y,z) € S—V, teremos que X !(z,y, z)

(u,v), onde
T =cosu, y=senu, z="u,

v fica determinado de maneira tnica por v = z, e para determinar u cairiamos na situacao
de descontinuidade do exemplo anterior. Utilizamos aqui a proposicao 1.4 também, com
u fica bem determinado de maneira tUnica. Assim mostramos que existe uma bijecao e

que X é continua, assim como X !, logo X é homeomorfismo.
Para condigao (iii) temos que:
X = (—senu, cosu, 0), X, =(0,0,1)
entao Xy X X, = (cosu, senu, 0)

temos que ter o comprimento de X, x X, diferente de zero,

| X, x Xo||] = Veos?u+ senu
6

= 1.

Portanto os vetores X, e X, sao linearmente independentes e o cilindro é uma superficie

regular.

Exemplo 1.4. O Helicéide. Da geometria diferencial de curvas, temos que a curva
diferencidvel parametrizada por «(t) = (a cost,a sent,bt), t € R, determina um trago em
R? chamado de hélice circular. Essa hélice estd toda contida no cilindro 22 + y? = a2,
e a terceira componente dos pontos dessa é proporcional ao angulo de rotagao t, com
constante de proporcionalidade b. O paramentro ¢t mede o angulo que o eixo Oz faz com
a reta que liga a origem O a projegao do ponto a(t) sobre o plano xy. Se tragarmos por
cada ponto dessa hélice uma reta paralela ao plano xy intersectando o eixo Oz, obteremos

uma superficie chamada helicéide (fig. 1.10-b).

Vamos obter uma parametrizagao para o helicéide da seguinte forma: Considere uma

reta r, desta superficie, passando por um ponto a(v) = (a cosv,a senv,bv) da hélice e
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pelo ponto p(v) = (0,0, bv) do eixo Oz (fig. 1.10-a). Entao r é dada por
r(u,v) = p(v) +ulav) —pv))
(0,0,bv) + u[(a cosv,a senv, bv) — (0,0, bv)]
= (0,0,bv) + (ua cosv, ua senv,ubv) — (0,0, ubv)
(

ua cosv, ua senv, bv).

Considerando @ = 1 (raio do cilindo contendo a hélice), obtemos uma parametriza¢ao

X : R? — R? para essa superficie dada por:

X(u,v) = (ucosv,u senv,bv), —oo <v<oo<m, —00<u<o0.

Vamos verificar se essa parametrizacao satisfaz as condigoes para que o helicéide seja

uma superficie regular H.

Figura 1.10 - a

Figma 1.10 - b

(0,16 mi2)

{1,0.09

Figura 1.10. Fig. 1.10-a Hélice, fig. 1.10-b Helicdide.

A Condigao (i) esta satisfeita sem complicagoes. Para verificar a conidi¢ao (ii) temos

que encontrar v e u em funcao de z, y e z. Fazendo
(u cosv, u senv,bv) = (z,y, z)
obtemos, que v fica bem determinado por v = . Para determinar u fazemos

ucosv = x (.cosv)

usenv = y (.senv)
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e temos
(5) +ven ()
u = xcos | — sen | —).
) TG
Consideremos entao a aplicagao

X: R — R?
0 = (e (§)+30n ().5)

que é diferencidvel infinitamente, e em particular é continua. Logo teremos X ! = X|y.

Com isso mostramos que existe um homeomorfismo.

Para condigao (iii) temos que:
X, = (cosv, senv, 0), X, = (—u senv,u cosv, b)
entao Xy x X, = (bsenv, —b cosv, u)

temos que ter o comprimento de X, x X, diferente de zero,

[ X, x Xo|| = Vb2 sen?v + b2 cos?v + u?
— ,/b2_|_u2’

logo temos que X, e X, sao linearmente independentes. E assim mostramos que o helicoide

¢ uma superficie regular.

Exemplo 1.5. O Cone. Seja o cone superior dado por Cy = {(z,y,2) € R® / z =

Vr2+y? z # 0} (fig. 1.11), e o cone inferior dado por C; = {(x,y,2) € R® / 2z =
—v/22+y? z # 0}. Vamos analisar somente Cj, pois a outra analise é feita de forma
andloga. C é uma superficie regular? Podemos ver que essa superficie admite uma

parametrizacao dada por

X: UcCcR?2— R3

X(u,v) = (vcosu,vsenu,v)

com U={(u,v) € R? /| 0<u<2m 0<uv<oo}
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”‘-q:

Figura 1.11. Cone Superior.

Perceba que se tivessemos definido U de tal forma que pudéssemos ter v = 0, acon-
teceria X (u,0) = (0,0,0) e dX, = (0,0,0) para todo ¢ = (u,0) € U e dessa forma dX,
nao seria injetiva, pois todos os pontos do tipo ¢ = (u,0) seriam levados em uma mesma
imagem, e assim a condicao (iii) da defini¢ao de superficie regular ndo seria satisfeita.

(Veja a verificagao da condigao (iii) mais adiante).

Condigao (i), como nos exemplos anteriores é verificada sem problemas, ja que fungoes

componentes de X tem derivadas parciais continuas de todas as ordens em U.

Para verificar a condigao (ii), temos X nao definida no ponto (0,0, 0), entdo se tomar-

mos qualquer ponto (z,y,2) # (0,0,0) € S, teremos que X ~(z,y, 2) — (u,v), onde
T =0vcosu, Y=uvsenu, z=1u,

existe, pois u fica bem determinado de maneira tinica por arctg(?) = u, jd que 0 < u < 27
e v também fica determinado de maneira tnica por v = z onde 0 < v < oo. Assim existe

uma bijecao, X é continua, e X ! também, portanto existe um homeomorfismo.

Para condigao (iii) temos que:
X, = (—v senu, v cosu, 0), X, = (cosu, senv, 1)
entao X, x X, = (v cosu, —v,v senu)

temos que ter o comprimento de X, x X, diferente de zero,

|1 X, x Xl = Vv cos?u+ v? 4 v senu

= V202 = V2.
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Como 0 < v temos os vetores X, e X, linearmente independentes, logo cone superior

sem o ponto (0,0,0) é uma superficie regular.

Exemplo 1.6. O Toro. Seja C' a circunferéncia no plano xz centrada no ponto (a,0,0),
e com raio r < a, onde a, r € R% dada por C' = {(z,y,2) / (x —a)® + 2* =12, y = 0}
(fig 1.12-a). Rotacionando C' em torno do eixo Oz (fig 1.12-b) obtemos uma superficie

chamada toro, vamos denoté-lo por T?(fig 1.12-c).

Figwa l.12-a Femal 122k Figura 112 - ¢

Figura 1.12. Toro.

De (z—a)*+2*=r* temos
r=a+rcosb, z =1 senb, 0 <0< 2m,
e uma parametrizacao para o T? é dada por:
X(0,¢) = ((a+r cosh) cosp, (a+ r cosl) senp, r send),

onde U={(0,9)/ 0 <0< 2m, 0 <p< 27}
A condigao (i) é verificada sem problemas.

A parametrizacao X cobre o toro exceto um meridiano e um paralelo, entao para a
condigao (ii), perceba que X nao estd definida em C = {(z,y,2) € T*> / y =10, e z >
0 ou 2=0 e z>+y* = (a+7)*}. Se tomarmos um ponto (z,y, z) € T? — C, teremos que
X z,y,2) — (u,v) existe, pois 0 fica determinado por 6 = arcsen(Z), onde 0 < 6 < .
Aqui utilizamos novamente a proposicao 1.4, onde ¢ também fica determinado, existindo

uma inversa X ~! continua. Logo existe um homeomorfismo.
Para (iil) temos que

Xy = (—r senfcosp, —r senfseny,r cosh),

X, = ((a+1cost)(—seny), (a+r cosh) cosy,0)
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Xy, x Xg = (r(a+ rcosf)cospcost, r(a + rcos)senpcost, r(a + rcosd)send))

1 X, x Xo|| = /7%(a+7 cosf)2cos2pcos20 + r2(a + 1 cosh)?senpcos0 +

+ /12(a + 7 cosh)2sen26

= /12(a + 7 cosh)?(cos2pcos0 + senpcos0 + sen?)
= r(a+1 cosh).

Como 7, a € R} e a > 0 temos que os vetores X, e Xy sao linearmente independentes

garantindo assim a condigao (iii) e portanto o toro é uma superficie regular.

Exemplo 1.7. O Paraboléide Hiperbdlico. O paraboldide hiperbdlico apresenta um
trago que nos lembra uma sela de cavalo (fig. 1.13),uma parametrizagdo para essa su-

perficie S é:

X (u,v) = (u,v,v* — u?), U={(u,v)/ u,v € R}.

Figura 1.13. Paraboléide Hiperbdlico.

As fungoes componentes de X sado diferencidveis, logo a condicao (i) estéd satisfeita.
Se tomarmos um ponto (z,y,2) € S, teremos que X !(x,y,z) — (u,v) existe, pois u,
v ficam determinados por u = x, e v = y onde u, v € R. Existe uma bijecao X que é
continua, X ! é a projecao continua de X (U) C S em U, existe assim o homeomorfismo,

logo a condigao (ii) estd verificada.

Temos que
X, = (1,0, —2u) X, =(0,1,2v),
1 0
JX (u,v) = 0 1
—2u 2v
percebemos que ggzg; é diferente de zero garantindo assim a condigao (iii) e portanto o

paraboldide hiperbdlico é uma superficie regular.
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Para o préximo exemplo precisamos definir o que é uma curva regular, essa definicao

é feita de forma analoga ao de superficie regular.

Definigao 1.3. Dado um subconjunto C' do R®, C é uma curva regqular se satisfaz as

sequintes condigcoes:

(i) Para todo ponto p € C' existe uma vizinhanca aberta V-C R3 de p, um intervalo aberto
I C R e uma aplicagao a: I — V N C diferencidvel. Ou seja, se a(t) = (z(t),y(t), 2(t))
as fungoes componentes de o, x(t),y(t), z(t) possuem derivadas de todas as ordens em I;
(ii) A aplicacio o do item (i) é um homeomorfismo entre I e VNC, ou seja, a € continua
e existe uma aplicacao continua inversa ot : VNC — I;

(iii) Para todo g =t € I, a diferencial do, : R — R3 € injetiva.

Exemplo 1.8. Superficies de Revolugao. Seja a(u) = (¢(u),0,1(u)) com a < u < b
e ¢(u) > 0 uma curva regular no plano zz. Se rotacionarmos « ao redor do eixo Oz
obtemos uma superficie de revolugao (ou rotagao), onde a é chamada curva geratriz de
S. Seja v o angulo de rotacao (fig. 1.14), entdo uma parametrizagdo para essa superficie

¢ a aplicagao
X (u,v) = (p(u)cosv, p(u)senv, (u)), U={(u,v) ER* Ja<u<b 0<v<2r}

Nao encontramos problemas para verificar a condi¢ao (i). Vamos entao para a condigao

(ii), primeiro perceba que o fato de a(u) ser uma curva regular teremos que a derivada
o (u) = (¢'(u),0,v'(u)) é ndo nula, logo ou ¢'(u) # 0 ou ' (u) # 0.

fafidy ()

Jeridiann

e
H .
.....

Wl
Faralelo i S

Figura 1.14. Uma superficie de revolugao.

Observagao 1.2. Se uma funcio f: 1 C R — R diferencidvel é tal que f'(ug) # 0,
entdo 30 > 0 tal que fljuo—suots) € uma bijecio sobre a imagem (esse € o teorema da

func¢ao inversa em uma dimensao, mais tarde apresentaremos o teorema em dimensao n).
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De X tiramos que

x = @(u)cosv, y = p(u)senv, z =1(u),

ao redor de cada ponto u, temos ¢'(u) # 0 ou ¢’'(u) # 0, e isso implica que ¢(u) ou ¥ (u)

¢ localmente bijetiva, entao:

se p(u) = p(u)? =22 +y* = u =~ (Va? + 1),
se Y(u) = Y(u) =2z = u=1""(2).

Mais do que isso, ¢~ ou ) ~! (quando existirem) serao diferencidveis, portanto continuas
e desta forma u estd definido. Devemos obter agora v uma fungao continua de (z,v, 2),

para isso vamos fazer uso da férmula

t(v)_ senv
g 2/ 1+ cosv

observando que a funcao tg ( %) ¢ um difeomorfismo! de (—m,7) em R.

Entao como ¢(u) > 0 e v # 7, temos

Yy
g (y) o) Y p(u) y y

5 — —

R R (R O R R (R S

v = 2arctg S — .
T+ 2?2

Portanto, se v # 7, teremos v uma fungao continua de (z,y, z). Vamos agora verificar

dai,

para v em um pequeno intervalo em torno de 7, ou seja, v € (m —e, ™ —¢), primeiro vamos

fazer uma mudanca de coordenadas: Seja entdao w = v — 7, teremos

t(lu) senw sen (v—17) _ —cosv o
g 2 1+cosw_1—|—cos(v—g)_1+senv_1+ﬁu)

—T u

—T
fw) f+y V2t ty

entao

—x
w=2arctg | —————1,
(x/xQ +y? +y>

substituindo agora em w = v — 5, teremos

7r
=v— = = v =_2arclg

—T —T ™
2arctg | ———— —_— | + =,
<\/:v2+y2+y> 2 (x/x2+y2+y> 2

1Uma aplicacdo é dita ser um difeomorfismo se é diferencidvel e possui inversa diferencidvel.
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da mesma forma v é uma funcao continua, assim existe um homeomorfismo e a condicao

(ii) esta verificada.

Para a condicao (iii) temos que

Xy = (¢'(u)cosv, @' (u)senv, ' (u)) X, = (—p(u)senv, p(u)cosv, 0),

X, x X, = ((u) (u)cosv, () (u)senv, p(u)e(u))

logo

X X Xof | = v/ (p(u)y! (u)cosv)® + (p(u)y! (u)senv)? + (p(u)¢' (u))?
= V(p@)*(@'(w)? + (p(w)*(¢'(u))?
= o)V (¢ (W) + (' ()2,

<

podemos perceber que, por ser p(u) > 0, a unica forma de || X, x X,|| ser nulo é ter
(varphi'(u)) = (¥'(u)) = 0, mas como ja vimos isso nao acontece. Portanto os vetores X,
e X, s@o linearmente independentes, assim a condigao (iii) estd verificada e as superficies

de revolugao, sao superficies regulares.

Observacao 1.3. Olhando para o exemplo 1.2, podemos observar que a esfera unitdria
pode ser obtida rotacionando em torno do eizo Oz um circulo de raio um e com o diametro
sobre o eizo Oz, mas nos pontos em que essa encontra o eizo Oz as derivadas (p'(u)) e
(¥ (u)) se anulariam simultaneamente, apesar de sabermos que a esfera € uma superficie
reqular, teriamos problemas com esses dois pontos para enquadrar a esfera como uma
superficie de revolugao. Entao por questao de terminologia, quando falamos em superficie
de revolucdao excluimos aquelas superficies em que sua curva geratriz encontre o eizo de

rotacao.

Observacgao 1.4. Uma outra forma de nao consequirmos definir || X, x X,|| € quando
a curva geratriz possuir um bico, nesse caso as deriwadas ou nao existem ou sao ambas

nulas. Mas com a condi¢ao (1ii) da defini¢ao 1.1 jd excluimos superficies com bicos.

As proposicoes seguintes mostram alguns resultados que facilitam na verificacao se

uma superficie é ou nao regular.

Proposicao 1.1. Se f : U C R? — R é uma funcio diferencidvel, entdo seu grdfico, isto
é, 0 subconjunto de R? dado por {(u,v, f(u,v))/(u,v) € U} é uma superficie reqular. Além
disso essa superficie admite uma parametrizacio global dada pela aplica¢io X : U — R3

em que X (u,v)=(u,v, f(u,v)), (u,v) € U.
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Demonstra¢ao. Vamos mostrar que X é uma parametrizacao do gréafico, cuja vizinhanca

coordenada cobre todos os pontos desse.

A condigao (i) é de facil verificagdo, pois as fungoes componentes de X sao dife-
rencidveis. Cada ponto (z,y, z) do gréfico é imagem por X de um e de somente um ponto
q = (u,v) € U, onde (u,v) = (x,y) € U. Portanto, X é bijetiva, e por ser X ! a restricao
ao grafico de f da projecao de R3 sobre o plano zy, e sendo projecdo sempre continua,
X1 ¢ continua, logo a condi¢ao (ii) estd verificada. A condigao (iii) é verificada sem

problemas, pois a matriz jacobiana de X ¢ igual a

1 0
JX(u,v)=1 0 1
fu fo

e tem posto 2 para todo (u,v).

O

Portanto, com a proposicao 1.1 que acabamos de demonstrar, sabemos que sempre que
tivermos o grafico de uma funcao diferencidvel f, de duas varidveis e imagem em R, te-

remos uma superficie regular com parametrizacao global dada por X (u, v)=(u, v, f(u,v)).

Exemplo 1.9. As parametrizacoes X; para i = 1,..,6 do exemplo 1.2 sdo exemplos em

que para cada ¢ temos um grafico, e cada grafico desses é uma superficie regular.

Exemplo 1.10. A parametrizacao X apresentada no exemplo 1.7 tem por trago o parabo-

l16ide hiperbdlico, que por sua vez é uma superficie regular.

Para a proxima proposi¢ao, precisamos que alguns conceitos estejam claros. Entao
antes de demonstrarmos a proposicao 1.2, vamos apresentar o teorema da aplicacao inversa

e definir o que é um valor regular.

Teorema 1.1. (Teorema da Aplicagdo Inversa) Seja F : U C R™ — R" de classe C*
(k>1) esejap € U tal que F'(p) é um isomorfismo linear em R™. Entao existem abertos
V C U wvizinhanga de p e W C R™ wvizinhan¢a de F(p) tal que F|y : V. — W € um

difeomorfismo de classe C* .

Nota: Nao cabe ao nosso estudo demonstrar o teorema (veja referéncia [6]), mas perceba
que mesmo sem ter feito mencao a ele antes o utilizamos para verificar a condicao (ii) da
definicao 1.1.

Definicao 1.4. Dada uma funcao F' : V C R" — R, se dF}, nao é sobrejetora em p € v

entao p € um ponto critico de F' e F(p) = ¢ é um valor critico.
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Definicao 1.5. Dada F' : V C R" — R, a é dito um valor regular de F' se todos os pontos

F~Y(a) nao sao criticos.

Se pensarmos em uma funcao f : V C R3 — R diferencidvel, quando falamos em
valor regular para essa fungao, estamos falando em um valor a € f(V), onde f~1(a) =
{(z,y,2) € V/ f(z,y,2) = a} (fig. 1.15), tal que f,, f,, f- que ndo as derivadas parciais,
nao se anulem simutaneamente em qualquer ponto de f~*(a). Seja p € V C R3 Dizer que

df, nao é sobrejetora equivale a dizer que no ponto p temos f, = f, = f. = 0.

£ <

Figura 1.15. a é um valor regular de f.
Proposigao 1.2. Dada uma funcio f : V C R®> — R diferencidvel, se a for um wvalor

reqular de f entdo imagem inversa f~'({a}) é uma superficie reqular.

Demonstracao. Temos que:
@) ={(z,y,2) eR®/ f(z,y,2) = a}.

Seja p= (anyOa ZO) S fﬁl(a’)7 entao

i = (502w 5 w).

por ser a um valor regular de F', temos que algumas das derivadas parciais nao sao nulas,

vamos supor sem perda de generalidade que %(p) # 0. Definimos agora uma aplicagao

d:VcR — R3
(x7y7z> — (x7y7f<x7y7z))7



24

f(x.v.2)
-~

'—-'—'-«-h /f‘l(a)
A "’? L
ail

|' >y LI

x

.

p=(z0, y0, 20} Plp) = ( =, v0, £ (0, Yo, 20 J) = (=0, yo, &)

Figura 1.16. Todos os pontos da superficie f~!(a) sdo levados por ® no plano z = a.

temos que a diferencial de ® em p é dada por

1 0
0
ad, = 0 1 0 , e det(d®,) = —f(p) # 0.

0z
L) L) 2o

Desta forma, o teorema da fungao inversa garante a existéncia de abertos U e W tais
que, U C V é vizinhanca de p e W é vizinhanga de ®(p), tais que ® : U — W ¢ inversivel

e 1 W — V é diferenciavel.

Sabemos que os pontos da imagem de ® sdo pontos do tipo (u,v,t) e as fung¢oes coor-

denadas de ®~! sao funcoes diferecidveis dadas por
O u,v,t) = (x(u,v,t),y(u,v,t), 2(u,v,t)),
Tomemos agora o ponto (u,v,a) que estd na imagem de ®, entao fixando t = a obtemos

@71(U, v,a) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)),

mas
® o @ (u,v,a) = (2(u,v),y(u,v), f(z,,2)) = (u,v,a),
logo temos,
u = x(u,v), v =y(u,v)
e portanto

O (u,v,a) = (u,v, z(u,v)).
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Temos entdao que @ yrpeey = V N f7(a) é o gréfico de uma funcao de duas varidveis
e imagem nos reais cujo o dominio é o aberto D = {(z,y) € R? / (z,y,a) € W}, entdo
pela proposigao 1.1 temos que para todo p € f~!(a) conseguimos obter uma vizinhanga

coordenada, concluindo entao que essa define uma superficie regular.

O

Antes de vermos um exemplo, convém enunciar o teorema da funcao implicita, pois
a demonstracao da preposicao 1.2 é um caso especial do teorema geral dessas funcgoes, e

mais tarde vamos utilizar esse resultado.

Teorema 1.2. (Teorema da Funcgdo Implicita). Seja U C R® e F(z,y,2) uma fungdo
com derivadas parciais continuas em U. Seja (x¢, Yo, 20) € U tal que F(xo,yo,20) =0 e
F.(x0, 90, 20) # 0. Entao existem vizinhancas B de (xq,yo) € J de zy, tais que Bx J C U
e uma unica fungao g : B — J satisfazendo F(x,y,g(x,y)) =0, ¥Y(z,y) € B. Além disso,

g possui derivadas parciais dadas por:

Nota: Nao serd demostrado (veja referéncia [6]).

Exemplo 1.11. O Hiperboldide de Duas Folhas. Seja o hiperboléide de duas folhas
definido por —z? — y* + 2* = 1 (fig. 1.17), fazendo
—? -+ =1
—2? =P+ —1=0

temos
f(lL‘,y,Z) = _12 _y2+22 —1

que ¢ uma funcao diferenciavel. As derivadas parciais f, = —2z, f, = =2y, f. = 2z se
anulam simultaneamente somente no ponto (0,0,0), mas esse ponto nao pertence a f~1(0),
onde 0 é um valor regular de f e o hiperboléide de duas folhas é uma superficie regular
dada por S = f71(0).
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*

Figura 1.17. O hiperboléide de duas folhas —2% — y? + 22 = 1 é uma superficie ndo conexa.

Com o exemplo do hiperboléide de duas folhas podemos perceber que para uma
superficie ser regular nao é necessario que ela seja conexa, para nosso entendimento,
chamaremos de superficie conexa, aquele sunconjunto de R? tal que, dados dois pontos
quaisquer desse, podemos liga-los por uma curva continua também contida na superficie.

A proposicao 1.2 pode apresentar superficies nao conexas.

Exemplo 1.12. A esfera unitdria do exemplo 1.2 pode ser dada por S = g~1(1), onde
glw,y,2) = a® +y° +2°

¢ uma funcao diferenciavel. As derivadas parciais g, = 2z, g, = 2y e g. = 2z sao nulas

simultaneamente no ponto (0,0,0) que nao pertence & g~!(1) e 1 é um valor regular de g.

Com a proposicao 1.2 conseguimos dizer se um determinado conjunto é uma superficie

regular sem apresentar qualquer parametrizagao.

A proposicao seguinte apresenta ferramentas para mostrarmos que um determinado
conjunto de R?® nao é uma superficie regular. Podemos ver essa proposicao também como
se fosse uma reciproca local da proposicao 1.1, ou seja, qualquer superficie regular é lo-

calmente o grafico de uma funcao diferenciavel.

Proposicao 1.3. Dada uma superficie reqular S € R3, qualquer ponto p € S possui uma
vizinhangca V. em S, tal que V' € o grdfico de uma func¢ao diferencidvel definida por uma

das sequintes formas: z = f(z,y),y = g(z,2),z = h(y, 2).

Demonstracao. Se S é uma superficie regular, entao para p € S existe uma parametrizagao
X :U CR? — S dada por X : (u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), com (u,v) € R? tal que
peX(U)eXp)=q
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Temos que
oela) 5(a)
JXg=| 30 F@ |-
7)) F()

e um dos determinantes Jacobianos deve ser diferente de zero quando calculado em

O(z,y)
O(u,v)

erar agora uma aplicagao m(x,y,z) = (z,y), ou seja, uma projecao de R? em R? (fig.

1.18). Seja agora mo X : U — R?, entao

X~Yp) = q, supomos sem perda de generalidade que seja # 0. Vamos consid-

mo X(U,U) = W(‘T<uav)ay(uav)72(u’v)) = (x(u,v),y(u,v)),

I(z,y)
A(u,v)

7o X (U) vizinhanga de 7 o X(q), e que

# 0, temos pelo teorema 1.1 que existem W; C U vizinhanca de g e W5 C

(ro X)Wy — W,

(z,9) = (u(z,y),v(z,y))

é diferencidvel.

TWX(U)

Figura 1.18. Temos que 7 leva pontos de R? em R2.

Considere agora

Xo(moX) Hz,9) = X(u(z,9),v(Z,7))

Mas,
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logo

j:w(u(f,y),v(x,y), g:y(u(£7y),v(l’,y)),

e substituindo teremos

Xo(foX) H(z,y) = X(u(@y),v(z.9))

onde z = f(z,7).

Seja V = X (W), entao temos

Xo(foX)_1:W2 -V
(,y) = (2,9, 2(z,y))

Logo V é localmente um grafico, e aqui terminamos de demonstrar para um dos casos,
os outros sao feitos de forma analoga considerando ao invés de utilizar a aplicagao 7

utilizamos 7 (z,y, 2) = (z, z) ou ma(z,y, 2) = (y, 2).

Exemplo 1.13. Como mencionamos, com a proposicao 1.3 conseguimos mostrar que um
subconjunto de R? ndo ¢ uma superficie regular. Voltando ao exemplo 1.5, seja o cone C
dado por z = +v/22 + 92, (7,y) € R?, aqui estamos considerando que z possa ser zero,

entao no ponto (0,0,0), percebemos que a parametrizacao dada por
X(u,v) = (u,v, Vu? + v?),

nao é diferenciavel, mas poderiamos ter uma outra parametrizacao onde isso nao fosse tao
claro. Vamos utilizar a proposicao 1.3 para mostrar que nao existe uma outra parametriza-
¢ao que satisfaca a definicao 1.1, entao se C' fosse uma superficie regular terifamos uma
vizinhanga V' em C' do ponto (0,0,0), onde V seria o grafico de uma fungao diferenciavel
que teria uma das seguintes formas: x = h(y, z), y = g(z,2) ou z = f(z,y). A primeira
é a projecao de C sobre o plano yz e a segunda é a projecao de C' sobre o plano zz e
essas duas nao possuem vizinhanga do ponto (0,0), a terceira é a projecao de C no plano
xy, onde V coincide com z = f(z,y) = ++/2? + y?, que nao é diferencidvel em (0,0) e
portanto C' nao é uma superficie regular, mas como ja vimos no exemplo 1.5, o ponto

(0,0,0) é o unico ponto problemdtico e C' — (0, 0,0) é uma superficie regular.
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Podemos perceber que na verificacao das condigoes para afirmar que uma superficie
é regular, as condigoes (i) e (iii) sdo em geral de facil verificacdo, ja para verificar a (ii)
tivemos que ser um pouco mais cautelosos. Entao apresentamos agora a tltima proposicao
dessa secao, com a qual podemos afirmar que se ja sabemos que S é uma superficie regular
e temos uma aplicagao X candidata a parametrizacao, tal que essa seja bijetiva e satisfaca

as condigoes (i) e (ii), entdo X é realmente uma parametrizagao.

Proposicao 1.4. Seja S uma superficie reqular, com p € S e seja X : U C R? — R3
uma aplicagao com p € X(U) tal que X satisfaz as condigoes (1) e (iii) da defini¢io 1.1

Suponha X bijetiva. Entao X' é continua.

Demonstragao. Temos que X (u,v) = (z(u,v),y(u,v),z(u,v), com (u,v) € U, e seja

g € U. Como X satisfaz as condigoes (i) e (iii) podemos admitir sem perda de generalidade

que —ggzig # (0. Consideramos agora a proje¢ao

R} — R?
m(z,y,2) — (z,9)

Entao pelo teorema 1.1 existem W; C U vizinhanca de ¢ e W, C R? vizinhanca de
moX(q), e

(7ro)()_1 W, — W
(z,y) — (u(z,y),v(,y))
¢é diferencidvel.

Usando agora a suposigao que X é bijetiva, entao restringindo a X (W), temos X ~1 =
(moX ) torr (ver fig.1.18). Portanto X ~! é composicao de fungoes continuas, logo continua,

e assim encerramos a demonstracao.

O

Com o que foi visto até aqui, podemos dizer que temos bem definido o conceito de

superficie regular parametrizada.

1.2 Mudanca de Parametros

Na secao anterior percebemos que um ponto da superficie pode pertencer a mais de
uma vizinhanca coordenada, ou seja, podemos parametrizar localmente uma superficie

por mais de uma parametrizacao, é interessante ver como fazer a troca de um sistema de
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coordenadas para o outro, pois nos proximos capitulos vamos apresentar conceitos que

nao dependem do sistema de coordenadas escolhido.

Seja um ponto pertencente a duas vizinhangas coordenadas com parametros (u,v)
e (@,?) a proposicdo a seguir nos mostra que é possivel passar de (u,v) para (@,0) e

vice-versa.

(g, vo) = X ()

(o, ¥ = Tip)

Figura 1.19. Mudanca de Parametros.

Proposicao 1.5. Seja S wma superficie reqular, e sejam X: U C R? — S e Y: U C
R? — S duas parametrizacées de S. Seja p € S tal que p € X(U)NY(U) = W. Entdo
a mudanga de coordenadas h = X "'oY : Y Y(W) — XY W) é um difeomorfismo(fig.

1.19).

Demonstracao. Primeiramente vamos mostrar que h é diferenciavel, e essa basta, pois a
prova da diferenciabilidade de A~ é feita de forma andloga. Sejam as duas parametrizacoes
X e Y dadas por:

X(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v),
Y(a,0) = (z(a,0),y(u,v), 2(a,0)).

Dado (i, vp) € Y1(W), vamos verificar que h ¢ diferencidvel em (g, vp). Fazendo
h(1g, Vo) = (ug, vg), como X é parametrizacao, alguma submatriz de ordem dois da matriz
jacobiana JX (ug,vg) tem determinante diferente de zero, vamos supor sem perda de

generalidade que seja aquela em que o determinante é representado por ggzg; (uo, vo)-

Estendendo X a uma aplicacao

F:UxR — R
(u,v,t) +— (x(u,v),y(u,v), z(u,v) +t), (u,v) €U, teR.

A restricao F|yxioy = F(u,v,0) = X (u,v). A matriz jacobiana ¢ dada por
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oz ox
ou  Ov

_ 0 0
JX(u,0,t)=| & £
0z 02

ou  Ov

e o seu determinante é

Gudv  Bodu  Blu,p) ) 70

O teorema da fungao inversa nos garante que existem abertos V e V'’ onde V é vizi-
nhanga de (zg,vy) € U e V' é vizinhanga de X (ug,v9) € W, tal que F~1: V' — V existe
e é diferencigvel em V. Entéo, h = F~' oY é diferenciavel em (%o, %) € U. A aplicacao
Y é uma parametrizacao, entao ela é continua e isso garante que existe uma vizinhanga
V de (g, 0) € U tal que Y(V) C V'. Portanto restringindo ao conjunto V a aplicacio
h, temos uma composi¢ao de aplicagoes diferencidveis, h|;; = F~! o Y| e portanto h é
diferenciavel. O ponto (i, vp) foi nos dado de forma arbitdria, entao h é diferencidvel em

Y1 (W),

O

Como X! e Y sao homeomorfismos, h = X! oY também é homeomorfismo, pois
¢ uma composicao de homeomorfismos. Mas nao poderiamos utilizar esse argumento
para mostrar que h é diferenciavel, pois perceba que para provar a diferenciabilidade de
h na demostracao da proposicao 1.5, utilizamos uma aplicacao F : U x R — R3 tal
que a F~! tem dominfo em um subconjunto de R? ao invés X ! que tem como dominio
um subconjunto da superficie, e isso porque ainda nao definimos o que é uma aplicagao

diferenciavel em S. Faremos isso na secao seguinte.

A mudanga de parametros também é chamada de reparametrizagao.

Exemplo 1.14. Seja S = {(z,y,2) € R3/2? + y? = 2z, y > 0} (fig. 1.20) uma superficie

regular e sejam
X(r,0) = (rcosf,rsend,r? 0 € (0,m)
Y(u,0) = (u,v,u®+0v?
duas parametrizacoes de S, entao
X Yzy,2) = (\/E, arccotg (g))

Yz, y,2) = (2,9)



32

Portanto

h = X 'oV =X"Y(u,0)]= <\/u2 +v2, arccotg <%>>
Rt = Y loX =Y YX(r,0)] = (rcosd, rsenf).

=

Figura 1.20. A superficie S é parte de um parabdloide de revolugao de uma folha.

Exemplo 1.15. Seja S? a esfera unitdria, antes de fazermos a mudanca de pardmetros,

vamos apresentar um resultado importante:

Nota: Uma outra forma de definir uma parametrizacao para a esfera do exemplo 1.2, é
utilizando a projegao estereogréfica m : S* — { Py} — R?, que leva pontos p = (z,v, z) da
esfera S? menos o pélo norte Py = (0,0, 1) sobre o plano zy (fig.1.21-a). Seja 7 (z,y,z) =
(u,v), entao, fazendo 7=' : R* — S? — { Py} obtemos a parametrizacio Y apresentada

nesse exemplo.
vamos considerar parte de S?, onde y > 0 (fig. 1.21-b) e sejam duas parametrizagoes

'Z_ p T
'y

Fiowralll-a

Py

Fiowra 1.21- b

Figura 1.21. Fig. 21-a projecdo estereografica de S2, fig. 21-b Parte de S2.

X(0,9) = (senbcosp,senfsenyp, cosh) 0<6<m, O<ep<m

2u 20 u? +0v? -1
Y(u,v) = , , ,v) € R?—{(0,0)}.
(u,v) (u2+1}2+1 u2+v2+1 u2+v2+1) (u, ) 10,0}
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entao

X (z,y,2) = |arccos(z),arccotg | —

)
_ X Yy
y! =
(.’L’,y,Z) (1_2’1_2)
Portanto
2 2 _ 1
ho= X loY =X '[Y(u,v) = (m’CCOS (%) arccotg (%))

senflcosp senfsenyp

Bt = YloX =YX, ¢) = , .
[X(6,) 1 —cosf 1 — cost

Com este exemplo encerramos esta secao e também o primeiro capitulo deste trabalho.

Apesar de termos visto varios exemplos de superficies regulares, existem muitos outros

onde nem sempre serd facil e por vezes nem possivel exibir uma parametrizacao.



Capitulo 2

Aplicacoes Diferenciaveis e Plano

Tangente

Vimos no capitulo 1 que superficies regulares sao definidas como subconjuntos de R?,
entao, é de se esperar que seja possivel definir aplicagoes que possuem dominio, e, em
alguns casos também contradominio nestes subconjuntos. Definir essas aplicagoes é nosso
objetivo na secao 2.1 Em 2.2 vamos apresentar o plano tangente existente em todos os
pontos de uma superficie regular, e em seguida definiremos as diferenciais das aplicagoes

da secao 2.1 tendo em vista que essas possuem dominio neste plano.

2.1 Funcoes Diferenciaveis em Superficies

Nesta secao vamos tratar de dois tipos de aplicagoes sobre S, a primeira vamos chamar

de funcao f e a outra de aplicacao , tal que:
f:VcsS—R, p:VCS — 5,

onde S, S, Sy representam superficies regulares quaisquer. O objetivo é definir sob que
condicoes essas aplicagoes sao diferencidveis em um ponto p da superficie, para tanto
faremos uso de uma parametrizacao da vizinhanca coordenada desse ponto. Logo em
seguida, utilizaremos os resultados da secao anterior para mostrar que a diferenciabilidade

de f e de ¢ nao depende da escolha de parametrizacao.

2.1.1 Funcoes Reais Diferenciaveis em Superficies

Primeiro vamos definir a funcao real f.

34
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Definicao 2.1. Seja uma funcao f:V C .S — R, onde V' é um subconjunto aberto de S,
e sejap C V. Entdo f € diferencidvel em p se, dada uma parametrizacao X : U C R? — S

comp € X(U) CV, a composi¢io foX :U CR?— R € diferencidvel em X *(p).

Exemplo 2.1. Seja S uma superficie regular, escolhemos um ponto fixo em S, digamos
Po = (o, Yo, 20), € queremos calcular a distancia de qualquer outro ponto p € S ao ponto

po. Teremos entao a seguinte funcao

d:5 — R

p o= V(@ —20)2+ (y— o)+ (z — 20)2

mas observe que d nao ¢é diferenciavel em p = pg, entao vamos considerar a funcao difer-

enciavel d? que é a distancia ao quadrado. Teremos entao
:S — R
p o= (x—=20)’+ (y — v0)* + (2 — 20)°.
Para ilustrar tomemos como exemplo a esfera unitaria do exemplo 1.2, e seja o ponto
fixo pp = (0, 1,0), temos X dada por
x = send cos p, y = senfiseny, z = cosb),
fazendo a composicao
d*o X = (senfcosp)® + (senfseny — 1)* + (cosd)?
= sen?*fcos’p + sen*@sen’p — 2senfseny + 1 + cos*0 = 2 — 2senfsen,
que diferenciavel para qualquer p.

Proposicao 2.1. A definicao de funcdao diferencidvel em superficies é independente da

escolha de parametrizacao .

Demonstracao. Dadas duas parametrizacoes X e Y, tais que
X:UCR? =5, Y:UCR?— S,
e uma funcéo f : S — R diferencidvel em p € W = X (U)NY (U), em relacio a X. Entéo

temos que f o X ¢ diferencidvel em X '(p) € XY (W) C U.

Com a proposigao 1.5, vimos que a mudanga de parametros, h = X 1oy : Y}W) —
X~HW) também é diferencidvel, portanto fazendo a composicao f o X o h teremos,

foXoh=foXoX oY =foY

que ¢ diferencidvel em Y!(p) € Y} (W) C U. O
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2.1.2 Funcoes Diferenciaveis Entre Superficies

Vamos agora definir a aplicagao ¢

Definicao 2.2. Dadas duas superficies Sy e Sy requlares e uma aplicagao continua ¢ :
Vi € 51 — Sy, Vi conjunto aberto de Sy, dizemos que ¢ é diferenciavel em p € Vi se

dadas as parametrizacoes
X12U1CR2—>51, X2:U2CR2—>S2

com p € X,(Uh), e o(p) C Xo(Us), temos que p : Xy oo Xy : Uy — Uy € diferencidvel
em X7\ (p) (fig. 2.1).

3
b 3, 2

P
PR - S
° Lp(p).
W

= -
F
e
U, \ ¢
1
1
@ ¢:X20 LPO Xl
1
. X (p(p))

Figura 2.1. Para ¢ ser diferencidvel em p temos que ¢ deve ser diferencidvel em X ~1(p).

Se dada uma aplicagao diferencidvel ¢ : S} — Sy, existir a inversa diferencidvel ¢!,
entao dizemos que S; e Ss sao superficies difeomorfas. Se duas superficies sao difeomorfas

entao elas sao indistinguives do ponto de vista da direnciabilidade.

Exemplo 2.2. Seja a esfera unitéria S? do exemplo 1.2 dada por 22 + y? + 22 = 1, com

parametrizacao X

x = senfcosy, y = senfseny, 2 = cosb,
e seja
o: R} — R3
o(x,y,z) = (ax,by,cz),

fazendo a restrigao de o|s2, os pontos de S? serao levados através dessa restricio em pontos

sobre o elipséide dado por 2—3 + Z—j + i—j = 1, com parametrizacao Y dada por:

2’ = asenfcosyp, y' = bsenflsenyp, 2 = ccosb.
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Podemos perceber que
G=Y loocoX=Y"1oY =(6,9),
que é diferenciavel, o que ja podiamos esperar ja que a prépria olgz2 é diferenciavel.

Exemplo 2.3. Exzemplo Geral. Seja V um conjunto aberto de R? e uma funcio dife-
rencidavel ¢ : V — R3. Entao dadas duas superficies regulares S; e Sy com S; C V, tal
que p(S7) C Se, quando restrita ¢|g, : S; — Sy teremos uma aplicagao diferenciavel. Veja

a aplicacao o do exemplo anterior.

Observacgao 2.1. Com os resultados obtidos na secao anterior e nessa, podemos observar
que se S € uma superficie reqular com uma parametrizacio X : U C R? — S, teremos que
U e X(U) C S sao difeomorfos, o que mostra, que além de um homeomorfismo, temos

um difeomorfismo local entre a superficie e o plano.

Proposicao 2.2. A definicao de aplicacao diferencidvel entre superficies € independente

de escolhas de parametrizacoes, tanto no dominio quanto no contra-dominio.

Demonstracao. Dadas duas parametrizacoes X1 e Xy de p € 5
XU CR*— S, Xy: Uy CR* = 5,
e dadas duas parametrizacoes Y7 e Y3 de ¢(p) € Sy
Vi: Vi CR* — S, Yo: Vo CR* — Sy,

onde ¢ : Wi C S7 — S5 é uma aplicacao continua de um conjunto W; de uma superficie

regular S; em uma superficie regular Sy (fig. 2.2).

51

s /" foo N

/Xl
-
U b I z
P —
— 1 1 ——
p= T o9,
30 )

Uz
%) NSRRI (1)) T2 (g0

Figura 2.2. A nocao de diferenciabilidade entre superficies independe da escolha de parametrizagao.
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Seja p e Xq(Uy) N Xy(Uy) = Wy, w(p) e YiNYy =Wy C Sy,
h = X;'oXy,
k= Y, oY,
e seja uma aplicacio ¢ =Y, oo X, diferencidvel em X, '(p) € X5, {(W) C Us.
Temos entao que,
Y 'opoX, =poh, Yy, 'opoXy=ko, Y,'opoX,=kopoh

sao diferenciaveis em seus respectivos pontos.

O

As derivadas das aplicagoes aqui estudadas nao possuem dominio na superficie, mas

no espago tangente a essa, e ¢ esse espaco que passamos a estudar.

2.2 Plano Tangente e Diferencial de uma Aplicacao

Como mencionamos na se¢ao 1.1 a condigao (iii) da definigdo 1.1 garante a existéncia
de um plano tangente em todos os pontos de uma superficie regular, o objetivo nesta

secao ¢ estudar a constitui¢ao desse plano denotado por T,,S.

Seja S uma superficie regular e p € S, podemos perceber que por p podem passar
infinitas curvas, vamos primeiro analisar o que acontece com uma dessas curvas. Seja entao
X(u,v) : U C R*> — S uma parametrizagao de S em p, considerando u, v como fungoes
diferencidveis de um parametro ¢, t € I C R. Obtemos uma curva a(t) = X (u(t),v(t))
diferenciavel com traco em S. Desta forma « é uma curva da superficie, consequentemente

um vetor sera tangente a S em p quando for tangente a uma curva de S em p.

Temos

S - Superficie regular parametrizada,
e X :U CR? — S - uma parametrizacao,
e a:l= (—¢,¢) — U -uma curva em U

e v:I= (—€¢€) — S-curvaem S onde 7v=Xoa.
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T

-=. 8

Figura 2.3. O vetor 7/(0) = w é tangente & curva v(t) em p = v(0).

A aplica¢ao 7(t) nos dd uma curva em S, onde ¢ assume valores em I, vamos querer
que em t = 0, seja v(0) = p, entdo w = /(0) é o vetor tangente a curva y(t) em p € S.
Esse vetor é dado por

v(0) = X oa(u(0),v(0))

Y(0) = (X 00)(u(0),v(0)) = dX oy (0)

Seja a(0) = ¢, podemos ver que a derivada d.X, leva vetores tangentes a curvas pas-
sando por ¢, em vetores tangentes as respectivas curvas na superficie no ponto p tal que
p=X(q)

Definicao 2.3. Dada uma superficie reqular S com p € S, o plano tangente a S em p, €

o conjunto dos vetores tangente as curvas em S passando por p, em p.

Proposicao 2.3. Seja S uma superficie reqular, comp € S e X : U C R? — S uma
parametrizacio de S em p, tal que X (q) = p. Entdo o conjunto de vetores tangentes a S

em p = X(q) € o subespago vetorial T,S = dX,(R?*) C R? de dimensao 2.

Demonstragdo. Primeiro vamos mostrar que 7,5 = dX,(R?).

Seja um vetor w € T,S, ent@o existe uma curva v : (—e¢,e) — S, tal que v(0) = p,
v (0) = w, e existe uma curva « : (—¢,€) — U, tal que «(0) = ¢, onde v = X o« (fig 2.3).

Entao

w=7/(0) = H(X 0a)(0) = dX (a0 (@'(0)) = X,/ (0)) € X, (B,

Seja agora um vetor w = dX,(v) com v € R? e seja a curva a(t) = ¢ +tv contida em
U, com t € (—¢,¢€), tal que a(0) = ¢ e &’(0) = v, entao
v=Xoat)=7(0) = X(a0)) = X(q) =p
Y(0) = dX@O)((0) = dX,(0) =w € TS,
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Assim mostramos que 7,5 = dX,(R?).
Vamos agora mostrar que 7,S ¢ espaco vetorial.
Sejam w, wy vetores de 1,5, entao existem as curvas

v (e =8 2(0)=p, A(O)=w
o (—€€) —S; a(0) =p, o

(—e,€) = U; dX,(a/(0)) = w
(—e,€) = U; dX,(3'(0)) = wy.

Seja agora n > 0, tal que temos uma curva ¢(t) = ¢ + t(a/(0) + '(0)) contida
em U, onde t € (—n,n).

Counsideremos a curva em S

t— X(o(1))

entao,

portanto,

¢'(0) = dX{(¢(0))(¢'(0))
o(/(0) + 5'(0))
o(/(0)) + dX,(5(0))

= w—+w;.

dX,(o(
dX,(o(
Logo, wy +wq € T,S.

Consideremos agora, a curva ¢(t) = ¢ + tAa/(0) também contida em U, com t €

(—=n,7n), e consideremos a curva

() = Xogt)
¢(0) = Xo¢(0)=X(6(0))

X(q) = p,
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logo

dX (¢(0))(¢'(0))
dX,(A(e/(0)))
)

= X, (d/(0)) = \w.

Portanto, lambdaw € T,S. Desta forma estd demonstrado que 7,5 é espaco vetorial.

Como a condigao (iii) da defini¢do 1.1 garante que dX, ¢ injetiva, temos entdo que
o kernel (ver apéndice) de (dX,) ¢ igual ao vetor nulo. Logo T,S tem dimensao 2 e

encerramos a demostracao.

O

Um plano estd bem definido pela jungao de um de seus pontos com dois vetores linear-
mente independentes contidos no plano, e qualquer outro vetor do plano pode ser obtido
com uma combinacao linear dos outros dois. Entao a escolha de uma parametrizacao X,
com X '(p) = ¢, determina uma base {X,(q), X,(q)} de T,S, chamamos essa de base
associada a X. Porém T,S independe da escolha de X.

A equacao paramétrica do plano tangente a S em um ponto py = (¢, Yo, 20) ¢ dada
por

(l’, Y, Z) - (an Yo, ZO) + rXu + SX’Ua r,s € R.

Exemplo 2.4. Seja a funcao diferencidvel f : U C R?* — R e a um valor regular de f,
pela proposi¢ao 1.2 sabemos que f~!(a) ¢ uma superficie regular. Vamos entao escrever a
equacao do plano tangente & f~1(a) em um ponto p dessa superficie, e para tanto vamos

utilizar um outro elemento, a saber, o gradiente de f. Seja T,f '(a) o plano tangente a

fH(a) em p.

Figura 2.4. O vetor v/ f(p) é ortogonal ao plano T, f~!(a).
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Sabemos que o gradiente de f(p) denotado por Vf(p) é ortogonal a T,f '(a) em p €
fHa).
Entao T,f (a) = ker f'(p) = ker df (p).

Primeiro vamos mostrar que T, f *(a) C kerf'(p). Seja v € T,f '(a), e seja uma
¢

curva v : t € (—€,€) — f1(a) tal que ¥(0) = p e v/(0) = v. Seja foy: (—€€) — R,

entdo foy(t)=ae (foy)(t)=0Vt.

Temos:

= (fo2)'(0) = F'(2(0)(7(0)) = f(p)(v) = 0,
Logo v € kerf'(p).

Seja agora um vetor v € kerf’(p), entao f'(p)(v) = 0, precisamos mostrar que

v € T,f (a). Suponha sem perda de generalidade que % # 0, entao existe

p:UCR? — R

(z,y) — o(z,y)

tal que f~'(a) = graf (¢), ouseja, (z,y,¢(z,y)) € f~H(a) ¥ (z,y) € U, e f(z,y, d(z,y)) =
f(p) =a.

Seja p = (zo, Yo, (0, Y0)), v = (b, ¢,d) e uma aplicacao 7(v) = (b, ¢, 0).
Sejam as curvas

a:(—ee) — U

t —  (20,Y0,0) +1(b,c,0) = (xg + tb,yo + tc,0)

Bi(—ee) — fH(a)
t — (wg+th,yo+ tc, p(xg + tb, yo + tc)),
tal que foB(t) =a V te B(0) = (xo,yo, (T, Y0)) = p

ﬁ/(()) = (ba ¢, %(]’.07 yO)b + g_j(x()a yO)C> )

as duas primeiras coordenadas coincidem com as coordenas do vetor v, queremos entao

d= %(xo, Yo)b + g—i(xo, Yo)C-
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Se v € kerf'(p) temos que v e V f(p) sdo ortogonais, entdo o produto escalar desses é

nulo, ou seja,

/ af of of
<VIp),fp)>=0 = —-(p)b+ ay(p)c+ 5, (P)d=0
of of
~ 4= _g;(p) b gg},c(p) ’
g(p) g(p)
e utilizando o teorema 1.2 temos que
_d¢, 09
d= 8xb+ 8yc’

portanto a terceira coordenada de v estd satisfeita e v € T, f~*(a).

Entdao, w L Vf(p) ¥V weT,f a),logo tomando p = (g, Yo, 20) € w = (x — 2o,y —

Yo, 2 — 20) temos a equagao do plano tangente a T,,f~!(a) em p dada por

< VI 0 >=0= T o)~ a0) + SHE - w0) + G )z~ 2a) =0

Vamos agora falar sobre a derivada das aplicacoes obtidas na secao anterior.

Definigao 2.4. Seja uma superficie reqular S e uma funcao f:V C S — R diferencidvel
em V', a cada p € V associamos uma aplicagdao linear df, : T,S — R que é chamada a

diferencial de f em p, que definimos da sequinte forma:

Seja v, € T,S ey :t € (—e€) — S uma curva diferencidvel tal que v(0) = p,

7' (0) = v,, entao a curva = f o~y :(—¢¢€) € diferencidvel, e

Bylop) = F0) = (7 0)(0)
onde 5(0) = /().

Definicao 2.5. Sejam S; e Sy superficies regulares, e uma aplicagcao continua ¢ : Vi C
S1 — Sy diferencidvel em Vi, a cada p € Vi definimos a aplicacao linear dy, : T,S1 —

T p)S2, atuando em um vetor v, € 1,5, da sequinte forma:

Tomamos uma curva diferencidvel v : t € (—e,€) — Sy tal que v(0) = p, 7v'(0) = vy,

entao
dpp(vp) = 8'(0) = — (0 7)(0)

onde = p o, B(0) =¢(p).

Podemos perceber que as definigoes 2.4 e 2.5 sao andlogas, entao a proxima proposicao

sera demonstrada apenas para um dos casos, o outro pode ser feito com o mesmo raciocinio.
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Proposicao 2.4. A diferencial dp, : T,S1 — T,u)S2 definida a cima € linear e nao

depende da escolha da curva que passa por p com vetor tangente v,.

Demonstragao. Temos que a curva 3(t) = ¢ o y(t) pode ser escrita da seguinte forma

Bt)=¢poy(t)=Y oY TopoXoX oy,

onde X é parametrizacao da vizinhanca de p € S; e Y é parametrizacao da vizinhanca
de p(p) € Sy. Podemos perceber que Y ' ogpo X = h é a mudanca de parametros. E seja
acurva a:t € (—e,e) — U, tal que X ! o~ (t) = a(t), temos entao
B(t) = Yohoa(t),

d
o —(Y ohoa)(0) =dY, dh, a'(0).

Sejam v, w € 1,57, e sejam as curvas v; : (—€,€) — 51, 72 : (—€,€) — Sy, tal que
v ="1(0), w =75(0) e as curvas a; : (—€,¢) = U e ay : (—€,€) = u e A € R, entdo
do,(Av+w) = dp,odX, (A (0) + a4(0))
= dY, odh (A (0) 4+ a5(0))
= Y (dhy (0} (0)) + dY;(dhy(}(0))
= Adipy 0 dXq(a}(0)) + digp 0 (dXe(5(0)))
My (o) + diy(w).

portanto é linear.

E nao depende da escolha de 7, pois sejam

v:(—€€) = R, 7(0) = p, 7'(0) = v,
o:(—€€) =R’ o(0) =p, 0'(0) = v,

dp0)(7'(0)) = dipp(7'(0)) = dipp(v) = dpo(o) (v) = dips(o)(a'(0)).

O

O que fizemos até agora foi mostrar que superficies regulares fornecem um ambiente
apropriado para se trabalhar nocoes do calculo diferencial, o proximo teorema é uma

versao do teorema da fungao inversa para superficies.

Teorema 2.1. Seja ¢ : Sy — Sy diferenciavel em p € Sy e dp, : 1,51 — Ty, S2 uma
transformacao linear invertivel, entao existem abertos V.C S e W C Sy comp € V e

o(p) € W tal que |y € um difeomorfismo.
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Nota: Nao serd demonstrado. (demostragao segue-se da aplicacao imediata do teorema
1.1 em R?)

Um plano tangente a uma superficie regular nos permite ainda calcular um angulo,
a saber, o angulo entre superficies num ponto p pertencente a interseccao dessas. Antes
de definir esse angulo precisamos do seguinte resultado: Seja S uma superficie regular,
fixando uma parametrizacdo X : U C R? — S para p € S, obtemos um vetor normal
unitario em p = X (q) € X(U) definido como

X, X X,

N(p) = Zm= v

().

Definicao 2.6. Sejam S, e Sy duas superficies requlares que se intersectam, tal que
S1NSy #0, e sejap € S1NSy. O angulo 0 entre as superficies S1 e Sy em p é dado
por 8 = arccos < Ng,(p), Ns,(p) >. Onde Ng,(p) € o vetor normal unitdirio em p € Sy e

Ns,(p) € o vetor normal unitdrio em p € Ss.

Figura 2.5. O ponto p € S1NS3 e 0 é o angulo entre S; e Sy em p.

Podemos perceber que a existéncia e continuidade do plano tangente exige apenas
que as parametrizagoes possuam derivadas parciais de primeira ordem, porém algumas
superficies mesmo possuindo plano tangente em todos os seus pontos, nao sao regulares,
pois as aplicacoes que as definem nao sao suficientemente diferenciaveis para satisfazer
nossa definicao 1.1, mas nao abordaremos esta questao, e queremos que as aplicacoes que
definem uma superficie regular sejam infinitamente diferencidavies para evitar esse tipo
de situacao, pois nossa intengao é tratar questoes geométricas e nao questoes de célculo

diferencial.



Capitulo 3

Primeira Forma Fundamental e

Orientacao

Neste capitulo, na secao 3.1 veremos a primeira forma fundamental, com a qual con-
seguimos fazer alguns calculos geométricos, e na segao 3.2 vamos estudar as condigoes

necessarias para que uma superficie seja orientavel.

3.1 Meétrica (Primeira Forma Fundamental)

A partir de agora, talvez seja interessante imaginarmos que somos habitantes de uma
superficie regular. Primeiramente queremos calcular (sem fazer mencao ao espago ambi-
ente R?) comprimento entre pontos da superficie, angulos entre curvas e drea de regides na
superficie. Como faremos isso? Em nosso estudo vamos desenvolver dois tipos de formas
quadréticas (ver apéndice), a primeira descreveremos nesta se¢ao e a segunda na se¢ao

4.2, e mais tarde em 5.5 veremos como as duas estao relacionadas.

A primeira forma quadratica damos o nome de primeira forma fundamental e geo-
metricamente, essa forma apresenta uma estrutura métrica que nos permitira calcular

comprimentos, angulos e area de regioes na superficie.

Definicao 3.1. Se S € uma superficie reqular, T,S o plano tangente em p parap € S e

w € 1,5 entao a aplicagao

I,:T,5 — R

w — L(w)=<w,w>,=||lw|]*>0

é denominada primeira forma fundamental da superficie reqular S C R3 em p € S.

46
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A aplicagao I, expressa como a superficie adquire o produto interno usual do R?, entao
calcular o produto interno de dois vetores pertencentes ao plano 7,5 ¢é igual a calcular o

produto interno desses como vetores do R3.

Sejay(t) = X (u(t),v(t)) uma curva diferencidvel em S e descrita por uma parametrizagao
X, temos entao que 7/ (t) = X,u/(t) + X, v'(t) é um vetor tangente a superficie e portanto

pertencente a 1,5 para algum p € S, logo

Lin('(t) = <X (t)+ X0 (), X' (t) + X' (t) >4
= (Xuu'(t) + X' (1))?
= (X)W (1)* 4+ 2X,0/ (1) X, 0' (1) + (Xu)?(u/ (1))

= <Xy, Xy > W) +2< X, X, >0V () + < Xy, Xy > (V(2))?

Denotando < X,, X, >, < X,, X, >, < X,,X, > por E, F, G respectivamente
obtemos:
E = <X, Xy,>,
< Xy, Xy >p,
G = <X, X, >

T
Il

onde F, F', G sao os coeficientes da primeira forma fundamental em p

Exemplo 3.1. Seja um plano P C R3, py = (0,¥0,20) € P e wy = (ay,as,a3), wy =
(b1, b, b3) sao vetores linearmente independentes pertencentes a P. Uma parametrizagao

para esse plano é dada por:

X(u,v) = po+ uwy + vwy, (u,v) € R?
Xu = w1
Xy, = wo

Entao, obtemos para um ponto qualquer p € P os seguintes coeficientes:

EFE = < Xu,Xu >= W, W >= "U)1|2 = (&1)2 -+ (&2)2 —+ (&3)2
F = < XU7XU >=< Wi, Wy >= a1b1 -+ a2b2 + a3b3

G = < XU,XU >=< Wy, Wy >= |U}2|2 = (b1)2 + (b2)2 + (b3)2

Vamos agora considerar que os vetores w; e wy sejam vetores ortogonais unitérios,
entao
E=1, F=0, G =1,

ou seja, obtemos coeficientes constantes para um ponto arbitrario de P.
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Exemplo 3.2. Seja um cilindro reto S C R3, sobre o circulo z? + y? = 1 (ver fig. 1.9,

segao 1.1), sabemos que uma parametrizagao para S é dada por:

X(u,v) = (cosu,senu,v)

U = {(u,v) € R?; 0 <u<2m, —00 < v < 00},
desta forma temos:
X, = (—senu, cosu, 0), X, =1(0,0,1)
Entao, obtemos para um ponto qualquer p € S os seguintes coeficientes:

E = <X, X,>=sen*u+cos*u=1
F = <X, ,X,>=0
G = <X, X,>=1

Nao cabe a esta secao e nem a este capitulo falar sobre a igualdade obtida para os
coeficientes do plano e do cilindro, alids, este assunto nao sera tratado com o devido rigor

em noosso estudo, mas iremos comentar esse fato nos consideracgoes finais do capitulo 5.

Exemplo 3.3. Seja o helicéide H C R? do exemplo 1.4 (se¢do 1.1), uma parametrizacio

para H ¢ dada por:

X(u,v) = (ucosv,usenv,bv)
U = {(u,v) € R?; 0<wv<2m, 0<u<l1},
Entao:
X, = (—u senv,u cosv, b), X, = (cosv, senv, 0)

E os coeficientes para um ponto p € H sao:
E(u,v) = <X, X,>=1

F(u,v) = <X, X,>=0
Gu,v) = <X, X, >=u?+ b

4

Munidos com a primeira forma fundamental, veremos agora como calcular compri-

mentos, angulos e areas mencionadas no inicio dessa secao.
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Seja S uma superficie regular, onde X : U — S é uma parametrizacao de S, com U

um subconjunto aberto de R? e sejam «a(t) e v(t) duas curvas, tais que
a: (a,b) — U, v (a,b) — S.

Entao v(t) estd contida em S e y(t) = X oo = X (u(t),v(t)) (fig. 3.1).

Tyws

Figura 3.1. O vetor 7'(t) € T)S.

Sabemos que o comprimento de arco da curva v é dado por:
b
Lo)= [ v de
Entao derivando () = X (u(t), v(t)) temos:

7 (t) = X' (t) + X' (1),

sabemos também que, por ser y(t) contida na superficie, o vetor velocidade ~'(t) esté

contido no plano TS, entao

V@I = V<), (1) >
= \Vho('®)
= VEW(1)?+2Fu/(t)v'(t) + G(v' (1))

Portanto

L(y) = / JEWD) + 2P (00 ) + Gl )2 dt.

Exemplo 3.4. Seja uma esfera S de raio r, uma parametrizagao para essa esfera é dada

por

X(0,¢) = (r senb cosp,r sen senp, r cosd), 0<6<m, 0< ¢ <2m,
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onde,

Xg = (r cosBcosp, r cosbsenp, —r send)

X, = (—r senflseny, r senficosp, 0).

Calculando a primeira forma fundamental obtemos,

E = r*
F =0
G = r?sen’s.

Vamos agora calcular o comprimento de um curva v contida na esfera, temos que
~v(t) = X(0(t), p(t)), fixamos 0(t) = Oy e fazemos variar p(t) =t € (0,27), entdo 0'(t) = 0
e o(t)=1.

Logo

VE(O (1) +2F0 (1) (1) + G(¢'(1)? = VG,

e
2 2
L(y) = / VGdt = / v r2sen?bydt
0 0
2T
= rsen@o/ dt = (rsenbp)t|s™ = (rsenfly) 2.
0
Poderiamos ter fixado ¢(t) = g e variado 0(t) =t € (0, 7) entdo '(t) = 1 e ¢'(t) = 0.
Logo
VE(O (1) +2F0' ()¢ () + G(¢'(1))? = VE,
e

L(y):/oﬂ\/fdt = /Oﬂ\/r_%lt

= r/ dt =rtly =rm.
0

Entao para calcular o comprimento do equador de S, podemos fixar 6 = 7, e variar

p=te(0,2m)
T
(r sen <§)> 2r = 2w r.
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Exemplo 3.5. Seja o cilindo de raio r e com eixo central Oz, uma parametrizacao dessa

superficie é dada por

X(u,v) = (r cosu, r senu,v), 0<u<2m, —00 < v < 00.
Temos
Xy = (=7 senu, r cosu, 0), X, =(0,0,1)
E=r? F =0, G=1.

Seja y(t) uma curva contida no cilindro, tal que, fixamos v(t) = v, e variamos u(t) = t,

t € (0,27), entao v'(t) =0 e u'(t) = 1, logo

VE@W(1)? +2Fu()v'(t) + G('(1)? = VE,

2T 27
L(fy):/ VEdt = / Vr2dt
0 o
= r/ dt =rt|3" =r 2.
0

O que ja era de se esperar, pois estamos medindo o comprimento de uma circunferéncia

contida no cilindo.

Vamos agora fixar u(t) = ug e variar v(t) =t, 0 < t < 10, entao u'(t) =0 e v'(t) = 1,
logo

VE@W (1) + 2Fu'(t)v'(t) + G(v'(t)? = VG,

L(v):/olo\/adt = /Oloﬁdt

= / dt = t|5° = 10u.c. (unidade de comprimento).
0

O que também podiamos esperar, pois estamos medindo o comprimento de um segmento

vertical de 10wu.c. contido no cilindo.

Vejamos agora como medir angulos entre curvas em uma superficie.

Sejam 71 (t) = X oy = X(uy(t),v1(t)) e 72(t) = X o as = X(ua(t), v2(t)) duas curvas
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parametrizadas regulares contidas em uma superficie regular S, tais que essas se intersec-
tam em ¢ = ty, no ponto p = X (q) = 71(to) = ¥2(to), onde X é uma parametrizacao de
S. Entao o angulo € de interseccao, dessas duas curvas no ponto p, é dado por:

< 71 (to), 15(to) >
AIIRIACHIIN

ou seja, o angulo # entre duas curvas de S ¢é definido como sendo o angulo entre os vetores

cosl =

tangentes a essas curvas no ponto de interseccao.

Temos ainda que

Y (to) = Xuu)(to) + Xyv (to)
Ya(to) = Xuus(to) + Xov5(to),

entao

<m(to),1a(to) > = Xyui(to) Xuus(to) + Xuw (to) Xuv(to)
+X,v; (to) Xuus(to) + Xyvy (to) Xyvy(t) =
= (Xu)u (to)us(to) + Xu Xy (U] (to)vh(to) 4 ] (te)us(to))
(X)) (o) v (to)
= Buj(to)uy(to) + F(u(to)vs(to) + vy (to)us(te)) + Gui(to)vi(to),

17 (t)l]? = <Ai(to), 7 (to) >
= E(uj(to))® + 2Fu) (to)v} (to) + G((v1(t0))?,

(o)l = < 7(to), 72(te) >
= E(u(ty))* + 2Fu(to)vy(te) + G((v3(t0))*.

Obtemos assim o angulo 6, por comodidade vamos omitir o ponto de aplicacao ¢y da

férmula abaixo,

Euiuly 4+ F(ujvh + viuy) + Guivl

0 = arccos .
VEW))? + 2Fuiv; + G((07)? /B (uh)? + 2Fubh + G((v5)?

Em particular, dada uma superficie regular S e uma parametrizagao X (u,v) de p € S,
obtemos curvas coordenadas em S passando por p, tais que os vetores tangentes a essas

sao X, e X, entao o angulo entre essas curvas é

< Xy, Xy > F
@Y = arcCoST——7 1< 7 — arccos

|| Xul| 11X VEG
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E um outro atributo geométrico que a primeira forma fundamental nos traz, é a
possibilidade de cédlcular a drea de uma regiao limitada sobre uma superficie, vejamos de

uma forma geométrica como definir essa area.

Sejam S uma superficie regular e R C S uma regiao limitada, tal que X : U C
R? — S é uma parametrizagao de S e R = X(Q), ou seja, R é a imagem por X de uma
regiao limitada () C U. Tomemos entao uma particao P que divide () em um nimero
finito de regioes @;;, fazendo isso teremos um numero finito de regioes R;; de R, tal que
R;; = X(Q;;). Perceba que a intersecgao de duas regioes R;; deve ser ou vazia ou conter
somente pontos da fronteira de ambas. Vamos aproximar a area da regiao R;; = X(Q;;)
pela drea do paralelogramo contido em 7,5, onde p = X (u;_1,v;—1). As regides @Q);; sao

representadas por retangulos de lados Au; = u; — u;—1 e Av; = v; — v,y (ver fig. 3.2).

Figura 3.2. Aproximamos a area R;; pela drea do paralelogramo em 73,5 com lados wy e ws.

Temos que wy = Au; X, e wy = Av; X, s@o as imagens dos vetores que sao os lados

dos retangulos );;. E a area do paralelogramo gerado por w; e ws é
Aij = [lwr X wa[ = [[Aw; Xy x AviXo|| = Au Avs|| Xy x Xl

entao a drea da regiao R é dada pelo somatério das dreas A;;, quando o nimero de regioes

Q)i; tenderem ao infinito, e consequentemente a norma das particoes tenderem a zero, logo

|P|—0 |P|—0
R;;eP R;jeP

_ // dudv|[ X, x X,
Q

onde |P| = sup {Aw;Av; | R;; € P}.

O célculo da area da regiao R nao depende da parametrizacao X, para mostrarmos
isso considere uma outra parametrizacio Y : U ¢ R2 — S, onde R C Y(U ), tal que

Q = Y '(R), antes de continuarmos precisaremos dos seguintes resultados
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Definicdo 3.2. Seja uma aplicacio h : Q — Q, chamamos de jacobiano de h ao deter-

minante:
du  du
O(uv) _ o O
o(,v) v v
ou  Ob

Teorema 3.1. Seja f uma aplicagao integrdavel sobre @), sendo () uma regido fechada e

limitada do plano uv. Seja Q uma regiao fechada e limitada do plano uv e uma aplica¢do
h:Q — Q onde

u = u(w,0), v =v(u,0)
Se h for uma bijecio com deriwadas parciais continuas em Q e se gggzg nao se anula em
Q, entao
0
// F(u,v) dudo = // F(uld, 9),v(@, 7)) 'am dii dv
Q Q

Nota: Nao sera demonstrado.

Temos que h = X "'oY e a mudanca de parametros e o jacobiano de h é BEZ’Z). Entao

jo5)

utilizando o teorema 3.1 obtemos
. - 0
//||Xﬁ x Xs|| dido = //qu o (u,v)
d(u,v)
Q Q

Assim mostramos que a integral envolvida para calcular area de regides contidas numa

div di = //qu x X, || dudv.
Q

superficie,nao depende da escolha da parametrizacao, podemos entao apresentar a seguinte

definicao

Definicao 3.3. Seja S uma superficie reqular, e seja R C S uma regiao limitada em S
contida em uma vizinhanca coordenada de uma parametrizacio X : U C R? — S. Entao

chamamos de drea de R ao numero positivo dado por

Am) = [[ 1%, % X, | dudv,
J
onde Q@ = X Y(R).

Note que entre os vetores X, e X, existe um angulo 6, tal que acontece:

< Xy, Xy >

cost) = —————
[ X [1X0]]
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[ X x Xo|| = || Xul] [[Xo|| send,
elevando ambas igualdades ao quadrado e somando o membros obtemos a identidade:
|1 Xu X X [P < X, Xy >2= (| X 12X

que usamos para exprimir a area através dos coeficientes da primeira forma fundamental

||Xu X XvH = \/||XuH2 ||XvH2_ < Xy, Xy >2
- J(EG_F)

Convém observar que existem vizinhancas coordenadas que cobrem a superficie inteira,
exceto por algumas curvas, mas curvas nao contribuem para &area, entdo nao teremos

problemas em exigir que R esteja delimitada em alguma vizinhanga coordenada de S.

Exemplo 3.6. Seja S uma esfera de raio r, ja vimos que E = r?, F = 0, G = r?sen?0,

logo

V(EG — F) = Vrisen20 = r’senf)

sabemos que 0 < § < me 0 < ¢ < 27 entdo a 4rea total de S? é dada por:

A(R) = / /rsen@d@dgp
[ / senede}dgp

[—cosO|f | d

= r [—cosm — (—cos0)] dp
2

= 72 2dp

= 2% (¢[f7)

= dnr?

Exemplo 3.7. Vamos calcular a area do toro apresentadado no exemplo 1.6, temos que

E=r’ F=0, G=(a+rcosf)? logo

V(EG — F) = \/r2(a + 7 cos0)? = r(a + r cosb)
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onde 0 < 0 <27 e 0 < ¢ < 27 entao a area total do toro é dada por:
2T 2T
AR) = / / r(a+r cosf) df dy
’ 27r0 2
[/ (a+ 1 cosh) dG} dy
0

2 21 2
[/ ad@—i—/ cos&d@]dgp
0 0

2m
[a(6]57) + senb|3™] de

=r

I
<

o— — S— —

2w

= r 2madp

= 2mar(¢lg")

= Ar’ar.

3.2 Orientacao

Antes de tudo podemos afirmar que toda superficie é localmente orientavel, porém
estamos interessados em orientacao no sentindo global, ou seja, envolvendo toda a su-

perficie.

Seja S uma superficie regular, 7,5 o plano tangente em p € Se X : U C R? — S
uma parametrizacao da vizinhanca coordenada de p. os vetores X, e X, represetam uma
base para 7},5, e a partir desses dois vetores podemos escrever um vetor normal unitério
ao T},S da seguinte forma

X, x X,

N =
P =%, x %]

Podemos obter um vetor dessa maneira para todo p € X(U) C S.

Definicao 3.4. Seja S uma superficie reqular, e V. um conjunto aberto de S, chamamos
a aplicagio N : V C S — R3 de campo diferencial de vetores normais em um aberto

V C S, que associa a cada p € V, um vetor normal unitario N(p) a S em p .
Se X ¢é uma parametrizagao da vizinhanca coordenada de p € S, entao para o aberto
X(U) € S conseguimos obter um campo diferencial de vetores normais.

Entao se S adimite uma parametrizacao global, a aplicacao N : S — R? est4 definida

para todo p € S.

Definicao 3.5. Uma superficie reqular S € dita orientdvel se existe um campo de vetores

normais unitdarios definidos em toda a superficie, ou seja, existe uma aplicagdo continua
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diferencidvel

N:S — R
p — N(p) Vpes.

Exemplo 3.8. Superficies dadas pela proposicao 1.1, apresentadas na segao 1.1 admitem
parametrizacao global X, ent@o essas sao orientédveis, pois temos N (p) definido para todo

p € S e N é continua pois X é diferenciavel.

Exemplo 3.9. Superficies dadas pela proposicao 1.2, também apresentadas na secao 1.1,
sdo orientdveis. Seja f : W C R?® — R diferencidvel e a € R valor regular de f, entao

f~Ya) é uma superficie regular orientével e para p € f~!(a) obtemos

N(p) = Vfp)

VI
f ¢é diferencidvel entao N(p) é continua, e estd bem definida pois V f(p) #0V p € f~(a)

por ser a um valor regular.

Podemos perceber que, a partir dos vetores X, e X,, é possivel escrever um outro

vetor normal unitério ao 7,5 em p da seguinte forma

X, X X,

N(p) = — =220

tal que o que foi discutido até aqui sobre orientacao é valido para esse vetor também, ou

_ XuXxXy
|| Xux Xol|

diferencial de vetores normais. Entao a escolha de uma N ou uma N determina uma

seja a aplicacio N : S — R? dada por N(p) = também determina um campo

orientacao de 7,5 e consequentemente de S.

Proposicao 3.1. Toda superficie reqular conexa orientdvel tem exatamente duas ori-

entacoes.

Demonstracao. Sabemos que para todo p € S, existem apenas dois vetores normais
unitarios possiveis N(p) ou —N(p). Sejam dois campos de vetores normais unitérios
a S, N e N, entdo para cada p em S, temos N(p) = N(p) ou N(p) = —N(p). Definimos

a aplicacao

c: S—R
o(p) =<N(p),N(p) >,

que é continua, e s6 assume valores 1 e —1, como S é conexa e ¢ é continua temos que a

imagem o(S) C {—1, 1} também é conexa, logo ou o(S) = {—1} ouc(S) = {1}. Portanto
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ou N(p)=N(p)Vpe SouN(p)=—N(p)VpeS. Assim podem existir duas e somente

duas orientagoes possiveis N ou —N

O

Mas, como ja foi visto, nem todas as superficies admitem uma parametrizacao global,
assim precisamos de mais de uma parametrizacao para cobrir a superficie por inteira, e

nisso existem pontos que podem pertencer a mais de uma vizinhanga coordenada.

Entao seja p € S e X (u, v) parametrizagao de uma vizinhanga de p, através de X pode-
mos determinar uma orientacao para vizinhanga de p associada & base ordenada {X,, X, },
se p também pertence a vizinhanga coordenada de outra parametrizagao Y (u,?) temos
uma nova base ordenada {Yz, Y5}, onde X(u,v) = Y (@,0). Derivando essa igualdade

podemos expressar a base {Y5, Y5}, em termos da primeira obtendo

ou ov ou ov
Ya :Xu%—f—XU%) Y; :Xu%‘f'Xv%, (3.1)

em que temos u = u(w, V) e u = u(u, V) expressoes da mudanga de coordenadas.

Sabemos que para cada p existe um plano tangente a S, e podemos dizer que a ori-
entacao de 7,5 induz uma orientacao na vizinhanca de p. As bases {X,, X, } e {Yz, Y5}
sao bases do plano T},S, desta forma se p pertence a duas vizinhancas coordenadas, onde
as orientacoes coincidem, afirmamos que S é orientavél, se isso nao acontece, S é dita
nao-orientavel. Para S ser orientdvel as bases {X,, X,} e {Ya, Y3} devem determinar a

mesma orientagao de 7,5, isso ¢ possivel se e somente se o Jacobiano de mudanca de

A(u,v)

coordenadas ===
o(a,v)

é positivo (ver proposigao 3.2 abaixo).

Ter uma familia de vizinhancgas coordenadas, implica em ter uma colecao de parametrizacoes
que denotamos por {(Uy, Xa)acr}, I € N. Chamamos esta colegao de atlas da superficie

S, tal que:

(i) S =U,er Xa(Uy) onde U, € R?, ou seja, as parametrizagoes do atlas cobrem S.

(ii) Para quaisquer parametrizagoes X, e Xz, a, 3 € I, temos que X '0Xj é diferencidvel
em Xgl(Xa(Ua) N X3(Up)).

Definicao 3.6. Um atlas {(Un, Xa)aecr} € orientado se as jacobianas das aplicagoes .5 =

X 1o Xy tém todas determinante positivo.

Vejamos uma justificativa, seja p em uma superficie orientavel, tal que p pertence a

duas vizinhangas coordenadas com parametrizagoes X (u,v) e Y (@, 0), podemos escrever
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N(p) de duas maneiras

XUXXU ~ YﬁXYg

N - > = N _ v 7Y
P =ixoxy v YOS e

e utilizando as equagoes de (3.1) obtemos

8u 8 ou ov
8 ( 6u ) ( v - (%)
Ooudv  Oudv
= (Xyx X, — — - as
8 (8u 81} 0v 6u>
note que
O(u,v) 0(u,v)
N(p) B Y x Y5 - (Xu x Xy) <8(ﬁ,ﬁ)> — N(p) d(,0)
O Yax Yil| o) || O(u)
e Yall i, x x| 2eg]| |3a]|

Logo N(p) = N(p) se, e somente se % > (, ou seja, se o determinante Jacobiano ¢é

positivo.
E com isso obtemos o seguinte resultado

Proposicao 3.2. Uma superficie reqular S é orientdvel se e somente se possui um atlas

ortentado

Demonstrag¢ao. Primeiro vamos supor que S ¢ orientavel. Entao, seja N uma orientacao
em S e X :U CR?*— S uma parametrizacao local com p, € X(U), com a proposigao 3.1
p— XU- XU u XU
sabemos que ou N|x) = TSR ou Nlxw m
U, =U e X,(u,v) = X(u,v), para o segundo tomamos U, = {(u,v) € R? / (u, —v) € U}
e Xo(u,v) = X(u,—v). A familia {(Ua, Xo)aer} ¢ um atlas de S e por construgao é

orientado.

No primeiro caso tomamos

Agora seja {(Uy, Xo)acr} uma atlas orientado, tomamos a aplicacdo N : S — S?| tal
que para p € X,(U,) temos

Y= RS

costruido desta maneira N é uma orientacao em S.

Vejamos um exemplo de uma superficie nao-orientavel.
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Exemplo 3.10. A Faixa de Mobius.

A faixa de Mobius M é uma superficie regular, e é obtida considerando um segmento
aberto AB dado no plano yz por y = 7, |2| < a, a € R? e um circulo C' dado por
22 4+ y? = r?, tal que r > a. Deslocamos o centro ¢ do segmento AB ao longo do circulo
C*, fazendo esse percorrer um angulo ¢ entdo giramos AB em torno de seu centro ¢, de
tal forma que o angulo formado entre o segmento AB e o plano formado por Oz e ¢ seja
£. Quando ¢ completa uma volta ao longo do ciculo C' o segmento AB retorna a sua

posigao inicial como segmento BA, ou seja, com os pontos extremos invertidos (ver fig.

3.3).

b3 |y

Figura 3.3. Faixa de Mobius.

Para efeito de calculos vamos considerar |a| = 1. Uma parametrizagao para M é dada

X(u,p) = ((T —u sen <§>> sengp, <r —u sen (g)) cosp, U Cos (g))

U = {(u,o) eR*/ —1<u<l1l, 0<¢<?2r}

por

A parametrizagao X deixa de fora o segmento vertical em ¢ = 0.

Supondo agora que o segmento AB tome como origem de partida o eixo Oz, ou seja,

Ox é o eixo de origem dos ”¢'s”, temos agora outra parametrizacao

1,9) = ((r—asen(Z+2)) cosp, (r—asen(Z+% ieos (T4 2
Y(a,9) = ((r usen(4+2)>cosg0,(r usen(4—|—2>>sen¢,ucos(4+2))
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A parametrizagao Y deixa de fora o segmento vertical em ¢ = 7.

A interseccao dessas duas vizinhancas coordenadas é constituida por duas componentes

conexas, entao existem abertos W; e Wy, tal que

le{X(u,go)/g<<p<27r}, Wgz{X(u,go)/O<g0<g}.

Em W; temos que a mudanca de parametros e o determinante jacobiano é

~ ~ ™
u=u, ¥ = _5
o, @) |5 S| _|10 .
Ou,p) | 52 52 01 ’

- . 3T
0@ @) _ | 5w o5 |_|~1 O|__,
Ou,p) | G2 52 0 1 ’

Se M fosse uma superficie orientavel, existiria um campo de vetores normais N : Ml —
R3, tal que para todo p na vizinhanga coordenada de X (u, ), poderiamos admitir sem
perda de generalidade que em W; e em W, teriamos
O Xux X, | YaxY;

X x Xl e x Y|

N(p)

Na,p) _ =
D) = 1, o que nao

=

o que é uma contradicao, pois em ambos os casos teriamos que ter

acontece. Portanto, a faixa de Mobius nao é orientavel.

Um outro fato importante que podemos concluir nesta secao é sobre difeomorfismo, o
conceito de orientabilidade ¢é invariante por difeomorfismo, ou seja, resulta da proposicao
3.2 que qualquer orientacao N : S — S? é uma aplicacao diferencidavel. Desta forma dadas
duas superficies regulares S; e S,, se 0 : 57 — S5 é um difeomorfismo e S; é orientada,
entao, o induz uma orientacao em Ss e assim temos que S, S ou sao ambas orientaveis ou
ambas nao-orientaveis. Se S é uma superficie conexa orientavel e exite um difeomorfismo
o : S — S, pela proposicao 3.1, sabemos que S pode ter exatamente duas orientacoes

distintas, entao a orientacao induzida por o em S pode preservar ou inverter a orientacao.

Com o conceito de campo de vetores normais, Gauss define uma aplicagao, e é essa

aplicacao que vamos estudar no proximo capitulo.



Capitulo 4

Aplicacao Normal e Segunda Forma
Fundamental

No capitulo anterior estudamos a primeira forma fundamental e com ela conseguimos
fazer alguns calculos geométricos. Neste capitulo, na se¢ao 4.2 trataremos de outra forma
fundamental, essa é essencial para o estudo geométrico do préximo capitulo, que é nosso
objetivo maior. E para tanto é indispensavel o estudo da aplicacao normal de Gauss,

estudada em 4.1.

4.1 Aplicacao Normal de Gauss

A partir de agora nao mencionaremos mais superficies que nao sejam regulares e nem
orientaveis, entao S denotara uma superficie regular orientavel onde ja foi escolhida uma

orientagao.

Para uma superficie S, a aplicacao normal de Gauss, ou somente aplicacao de Gauss

de S ¢ definida da seguinte forma:

Definigao 4.1. Dada S C R® uma superficie com orientagcio N, a aplicagao normal de

Gauss é a aplicagio N : S — S? C R? dada localmente por

X, x X,

N(p) = 22w

onde S? é a esfera unitdria

S* = {(v,y,2) € R*/ 2 +y* + 2* = 1}.

62
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Figura 4.1. Aplicagao de Gauss.

Ou seja, a aplicagao de Gauss une todos os vetores normais unitarios a S, fazendo
com que esses tenham todos a mesma origem, e como seus comprimentos valem um, esses

vetores possuem extremidades em pontos em uma esfera no R? de raio um (fig. 4.1).

A forma como os vetores normais se distribuem em S? nos d4 informacao sobre a forma

local de S, entao o que faremos ¢ estudar a variacao de IV, ou seja, a derivada de V.

Seja p € S, sabemos que o vetor N(p) ¢ normal ao plano tangente 7,S em p, mas
podemos perceber que N(p) também é normal ao plano TN(p)SQ, logo esses planos sao
paralelos, e portanto sao os mesmos subespacos vetoriais. Desta forma a derivada da
aplicacdo de Gauss, que ¢é a aplicacao linear dN, : TS — Ti(,)S? pode ser vista como um

operador linear (ver apéndice) dN, : 7,8 — T),S.
Vamos ver como esse operador age.

Seja uma curva em S dada por a : t € (—e€,e) — 5, com a(0) = p e &'(0) = v, se
restringirmos a aplicacdo de Gauss N a curva a obtemos uma curva N o a(t) = N(t),
que é uma curva parametrizada na esfera S?, formada por pontos que sao extremos dos

vetores N (t).
Para calcular o vetor tangente a curva N em N(p) fazemos
N(t) = Noalt)
N’(t) = dNa(t) o) o/(t)

NI(O) = dNa(O) o O/(O)
N'(0) = dNp(vy).
O vetor tangente N'(0) é um vetor de 7,5, e ele mede a taxa de variagdo do vetor

normal N restrito a curva a(t) em p (fig. 4.2), ou seja, estamos tentando medir o quanto

a superficie se afasta do plano tangente 7,5, em uma vizinhanca de p € S.
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1 M = at) =Nt

Figura 4.2. O operador dN, mede quanto N se afasta de N(p) em uma vizinhanga de p.

Exemplo 4.1. Seja P um plano dado por ax + by + cz + d = 0, da geometria analitica
percebemos que o vetor (a,b,c) é um vetor normal ao plano, entdo um vetor normal
unitario em p € P é dado por N(p) = (a,b,c)/||vVa? + b> + ¢?||, e é constante para todo

p € S, ou seja nao depende de x, y ou z. Logo para qualquer curva em P teremos dN, = 0.

N M = aft) =MD

Figura 4.3. O vetor N(p) é constante para todo p logo néo tem variagdo, entdo dN, = 0.

Exemplo 4.2. Seja S a esfera de raio r dada por {(z,y,2) € R® / 22 + y* + 2% = r?}.

Uma parametrizacao para o hemisfério norte dessa esfera é dada por

X(u,v) = (u,v,/r? — (u? + v?)), (u,v) €U, U ={(u,v) € R? /u?+0? <1},

onde
X,=1[1,0, — : X,= 10,1, Y ,
r? — (u? + v?) r2 — (u? 4+ v?)

fazendo os devidos célculos, obtemos
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entdo, para qualquer (z,y,z) € X(U) C S teremos que

N (582,

rir’r
Na verdade, ¢ de facil vizualizagdo que esse resultado é valido nao sé para p € X (U),

mas para todo ponto € S.

Seja uma curva parametrizada em S dada por «a(t) = (z(t),y(t), 2(t)), tal que em
t =0seja a(0) =pe d(0) =v, (fig. 4.4), temos que o/(t) = (2'(¢),y'(t), Z'(t)).

Entao, restrito a curva «(t) o vetor normal

¢ uma funcao vetorial de ¢, e portanto

AN(a'(1)) = N'(1) = (&), /(1) 2 (1)
AN(o/(0)) = dN (1) = N'(0) = ~(1,)
1

dN(vp) = ;(Up)'

Podemos perceber que dN(v,) = X(v,) para todo p € S e todo v, € T,S.

N =t =N (E)

Figura 4.4. Na esfera S de raio r, temos dNp(v,) = L(vp,) VpeS.

Observe agora que N = (—%, -4 —f), também é normal a S, neste caso teriamos que

dN (v,) = —%(v,) para todo p € S e todo v, € T,,S (fig 4.5).
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ety =Fich)

\/ iy

Figura 4.5. Se a orientacdo de S for N, temos dN,(v,) = —1(v,) Vpe€ S.
Exemplo 4.3. Seja o cilindo reto dado por {(z,y,2) € R* /2% + y* = 1}, como j4 foi
visto no capitulo 1, uma parametrizagao para essa superficie é dada por
X (u,v) = (senu, senu,v),  (u,v) €U, U ={(u,v) €R*/0<u<2r, —00<v< o0},
onde
X, = (—senu, —cosu, 0), X, =(0,0,1),
fazendo os devidos célculos, obtemos

N = (cosu, senu,0) = N = (z,y,0).

Seja a(t) = (z(t), y(t), 2(t)), temos que o' (t) = (2/(t),y'(t), Z'(t)).

Entao, restrito a curva a(t) o vetor normal N (t) = (z(t),y(t),0)) é uma fungao vetorial

de t, e portanto
dN(a/(t)) = N'(t) = (2'(), y'(1), 0).
Se « for uma reta contida no cilindro paralela ao eixo Oz, teremos que o vetor v,

tangente a curva também sera paralelo ao eixo 0z, logo dN,(v,) = 0 = Ouv, (fig 4.6-a).

Se a for uma curva contida no cilindro paralela ao plano zy, teremos o vetor w tangente
a curva, onde dN,(w) = w (fig 4.6-b).
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£ £
S
P » N{p)
. ke o
> Hip =3 F [ %
i — —*3 S o 2
M = aft) =Nt F M = alty=H(t)
4 I 4

NipFHNp,)
Figura 4.6-b

Figura 4.6. Se « é paralela ao eixo Oz nao temos variacao de N.

Podemos perceber que v, e w sao autovetores (ver apéndice) da aplicagdo dN, e seus

autovalores sao respectivamente 0 e 1.

Considerando a outra orientacdo N, teriamos N = (—x,—y,0), onde dN,(w) = —w.

Neste caso teriamos v, e w autovetores com autovalores 0 e -1 respectivamente.

Proposicao 4.1. A aplicacao da diferencial de Gauss, ou seja, O operador dN, : T,S —

T,S é um operador auto-adjunto (ver apéndice).

Demonstracao. Seja X (u,v) uma parametrizagao de S em p, seja {X,, X,,} a base asso-
ciada a T),S e seja {wy, wa} uma base de 7,,S. Pela proposicao 2.4 (secao 2.2) sabemos
que a aplicagao ¢ linear. Seja w;, wy dois vetores de 7,5, tal que {w;, w,} também seja
uma base para 7,5, ent@o, temos que mostrar que < dN,(wq), wy >=< wy, dNy(wq) >

para ser auto-adjunto.

Usaremos a seguinte notagao: Seja w € T,S5, entao w pode ser escrito como uma

combinacao dos vetores da base
w=w"X, +w’X,, w', w’ € R,
e dN, aplicado a w serd

dN,(w) = dNy(w" X, + w'X,) = w"dN,(X,)+ w'dN,(X,)
= w"N, + w"’N,.
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Entao

< dNp(wy),wy > = < dN,(wy),wy X, +wsX, >
= wy < dN,(wy), Xy, > +wy < dNy(w), X, >
= wy < dN,(wiX, +wiX,), X, > +ws < dN,(wi'X, +w)X,), X, >
= wy < wiN, +wiN,, X, > +w; < wiN, +wiN,, X, >
= wyw; < Ny, Xy > +wyw] < Ny, X, >

+wyw) < Ny, X, > +wiw] < N, X, >

< wy, dNp(wy) > = wiwy < Xy, N, > +wiwy < X, N, >

+wjw} < X,, N, > +wjw] < X,, N, > .

Comparando as expressoes, para mostrar que < dNp(wq), wy >=< wq, dN,(wz) >,

basta mostrar que < N,, X, >=< N,, X, >.

Sabemos que N é ortogonal aos vetores X,,, X,, entao < N, X, >= 0 =< N, X, >,
derivando essas igualdades em relacao a v e a u, respectivamente, obtemos
0
0= E® <N, X, >=< N,, X, >+ <N, Xy, >
0

0:8_ <N, X,>=< N, X, >+ <N, X, >.
U

Como X, = X,,, temos

<Nv7Xu>+<N7Xuv> = <Nu7XU>+<N7Xvu>
<N, X,> = <N,X,>.

0

Com a proposi¢ao que acabamos de demostrar, podemos afirmar que a direfencial
dN, : T,,S — T,S da aplicacao de Gauss é auto-adjunta, e esse ¢ um fato importante, pois
a toda aplicacao auto-adjunta podemos associar uma forma bilinear simétrica, nesse caso,
B :T,8 xT,S — R, e a toda forma bilinear podemos associar uma forma quadratica,
nesse caso, () : 7,5 — R dada por Q(v) =< dNp(v),v > (ver apéndice). Nas préximas
secoes veremos que, podemos obter uma interpretacao geométrica dessa forma quadrética,

e é essa forma que passamos a estudar a partir de agora.
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4.2 Segunda Forma Fundamental

Nesta secao apresentaremos a segunda forma fundamental sob um aspecto bastante
algébrico, vamos mostrar formulas de como calcula-la, e no préximo capitulo vamos estu-

dar suas contribuicoes geométricas.

Definicao 4.2. A segunda forma fundamental de S em p, € definida como sendo a forma
quadrdtica 11, : T,S — R dada por 11,(v) = — < dN,(v),v >.

Perceba que, utilizamos a forma quadratica —() na definicao da segunda forma fun-

damental, é s6 uma questao de convencao, na proxima se¢ao entenderemos o porqueé.

A partir de agora vamos considerar que todas as parametrizacoes X : U C R? — S

XuxXy
[ Xu X Xo]*

sao compativeis com a orientacao de S, ou seja, em X (U), N =
Vamos ver como calcular a segunda forma em um vetor o'(t) qualquer em 7),S.

Seja p € S e X (u,v) uma parametrizagao em p. Seja a(t) = X (u(t),v(t)) uma curva

parametrizada em S, com «(0) = p, entdo o vetor tangente a «(t) em p é dado por

a'(0) = X,u/'(0) + X,0'(0)

e
dN(a'(0)) = N'(u(0),v(0)) = N,u'(0) + N,v'(0).
Sabemos que o vetor o/(0) € 7,5, entdo podemos aplicar a segunda forma nesse vetor,
temos
I1,(/(0)) = — <dNy(a'(0)),a/(0) >

= — < N/'(0) + N,'(0), X,u'(0) + X,0'(0) >

= —[u/'(0) < N, X,u'(0) + X,v'(0) > +0'(0) < N,, X,u'(0) + X,0'(0) >]
= —[/(0)u(0) < N, X, > +u/(0)0'(0) < N, X, > +

+0'(0)u'(0) < Ny, X\, > +0'(0)0'(0) < N, X, >]

= —[(«/(0))? < Ny, Xy > +20/(0)0'(0) < Ny, X, > +(0'(0))* < N, X, >].

Denotando — < N, X, >, — < N, X, >= - < N,, X, >, — < N,, X, >pore, f, g

respectivamente, obtemos.

I1,(0(0)) = (u'(0))%e + 2u/(0)v'(0) f + (v/(0))g.
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Os vetores N, e N, pertencem ao plano 7,5, logo podemos escrever eles como com-

binacao dos vetores X,, X,

Ny, = an Xy, +an X, N, = a12X,, + anX,,

—e = <N, X, >=<anX,+anX,, Xy >=a11 < Xy, Xy > +as < Xy, Xy >
—f = <N, X, >=<anX,+anXy,, X, >=a < X, X, > +as < X, X, >
—f = < N, X, >=<a19X, + 20Xy, Xy >= a1 < Xy, Xu > +a0 < X, X, >
—g = < Ny, Xy, >=< 12Xy, + a2X,, Xy >=a12 < Xy, Xy > +ag < X, X, > .

Utilizando os coeficientes da primeira forma fundamental na base {X,, X, }, obtemos,

—e = apnl +anF
—f = anlF +anG,
—f = anpk+ankF,
—g = apkF +anG,

que em forma matricial é dado por:

e f . aip ao1 E F
I g a1z a2 F G|
ou seja,
ain G | e f E F
ayz Ao f g F G

Entao, multiplicando a matriz formada pelos coeficientes da segunda forma fundamen-
tal, pela matriz inversa da matriz formada pelos coeficientes da primeira forma funda-

mental obtemos os coeficientes aj;, 7,7 = 1, 2. Faremos isso.

Primeiro calculando a inversa obtemos,

-1

G -—-F
-F F

E F
F G

1
~ EG - F?

multiplicando as duas matrizes tiramos

fF — e gF — [G eF — fE L JF—gE
= — a = — Qa = —— = —.
W= pa 2= B F2 AT RGP 2T EG - F?
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Proposicao 4.2. O coeficientes E, F e G da primeira forma fundamental satisfazem
EG - F? > 0.

Demonstracao. Seja 6 o angulo entre os vetores X, e X, entao
0 < | Xy X Xo|? = | Xu|? - | Xo)? - sen®0 = | X,|* - | X,)? - (1 — cos?0) = EG — F?,
Logo EG — F? > 0.

O

Portanto substituindo os aj;, 4,7 = 1,2 obtemos os coeficientes e, f e g. Para efeito
de futuros célculos, o procedimento para encontrar os coeficientes da segunda forma sera

0 seguinte:

Na secao anterior vimos que < N, X, >=0 =< N, X, >, de onde obtemos

0
028_<N’X“ >=< N, Xy >+ <N, Xyy >=>< N, Xy >=— < N, X, >=¢
U
logo
X, x X 1
€ = <N7qu>:<#> uu>:7<XuXXvaqu>
|1 X x Xo| |1 Xu x Xo|

det( Xy, Xoy Xuuw)
VEG — F?

Observacao 4.1. Utilizamos a notacao < X, X X, Xy, >= det(Xy, Xy, Xuu), onde
(Xu, Xy, Xuu) representa uma matriz 3 x 3 cugjas colunas (ou linhas) sdo formada pelos

componentes dos vetores X, Xy, Xuu na base canénica do R3.

Os coeficientes f e g sao obtidos de forma analoga

0
0= £ <N, X, >=< N, X, >+ <N, Xy, > >>< N, Xy >=—< N, Xy >= f
(

det( Xy, Xy, Xuw)
= < Na Xuv >= )
/ VEG — F?

0
O:% <N, Xy >=< N, Xy >+ <N, X, > >< N, X, >=—< N,, X, >=9g

det( Xy, Xy, Xow)
VEG — F2

g = <N7va >=
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Perceba que a matriz [a;;], dada por

a1 a2

Q12 A22

esta matriz chamada de Matriz de Weingarten, é a matriz relacionada ao operador linear
dN :T,S — T,S na base {X,, X, }, note que essa matriz ndo ¢ necessariamente simétrica

(conferir teorema 3. do apéndice).

A interpretacao da segunda forma fundamental nos traz as informacoes que buscamos
para estudar curvaturas normais, curvaturas principais e curvatura gaussiana dos pontos

de uma superficie, o que é o objetivo do proximo capitulo.



Capitulo 5

Curvaturas e Classificacao dos

Pontos da Superficie

Finalmente vamos comecar a falar da geometria que nos interessa neste trabalho, ja
apresentamos a primeira forma fundamental e com ela conseguimos fazer alguns calculos
geométricos, mas nesse capitulo trataremos de outro tipo de geometria, a geometria
extrinseca da superficie, geometria essa relacionada com a segunda forma fundamental,

estudada na secao 4.2.

Geometria extrinseca considera propriedades métricas da superficie em relagao ao am-
biente em que ela esté inserida, esse ambiente é o R3, enquanto a geometria intrinseca de
uma superficie diz respeito as suas propriedades métricas internas, e essas referem-se a

primeira forma fundamental.

Imagine que tomamos uma folha de papel, colocamos dois pontos distintos sobre ela
A e B, ligamos A ao B obtendo um segmento AB. Se encurvarmos a folha de papel,
o comprimento do segmento AB nao se altera, mas a distancia entre os pontos sim, e
agora, o segmento passou a ter uma curvatura diferente da anterior. Como observadores
conseguimos ver que o segmento ganhou uma nova curvatura, mas se fossemos o ponto
A ou o B ou qualquer outro ponto sobre a folha de papel nao conseguiriamos perceber.

Como calcular essa nova curvatura?

Neste capitulo vamos definir curvaturas do ponto de vista do observador, ou seja,
utilizaremos o ambiente em que a superficie estd enserida. Na secao 5.1 trazemos a
curvatura normal e as curvaturas principais, em 5.2 fazemos uma classificagao dos pontos
da superficie, em 5.3 apresentamos a curvatura média e Gaussiana, em 5.4 exibimos

alguns exemplos e por fim em 5.5 faremos umas consideragoes finais sobre curvatura

73
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gaussiana, onde apresentaremos o teorema egregim de Gauss, esse relaciona as duas formas
quadraticas mostrando que a curvatura pode ser incluida nas propriedades intrinsecas da

supeficie.

O que possibilitara nosso estudo nesse capitulo é a existéncia de um campo de vetores

normais apresentado na secao 3.2, portanto trataremos apenas de superficies orientadas.

5.1 Curvatura Normal e Curvaturas Principais

Antes de definir as primeiras curvaturas para superficies, vamos apresentar uma breve

revisao sobre curvatura de uma curva, pois vamos precisar desse conceito.

Seja « : (a,b) — R3 uma curva parametrizada diferencidvel, entao para cada t € (a,b)
existe o vetor «/(t), e esse garante a existéncia de uma reta tangente a curva em ¢ na
direcao de o/(t).

Definicao 5.1. Seja a uma curva parametrizada diferencidvel, dizemos que « € reqular

se, o/(t) 0Vt € (a,b).

Uma curva « : (a,b) — R3 é dita parametrizada pelo comprimento de arco se, para
cada tg, t; € (a,b), com tg < t;, o comprimento do arco da curva « de ty a t; é igual a

t1 —tp. Ou seja

s(t):/1\\a’(t)]|dt:t1—t0:> o/ (t)|| =1V ¢ € (a,b).

to

Supondo que « determine a posicao de uma determinada particula, entao, a curva
estd parametrizada pelo comprimento de arco exatamente quando a particula se move

com velocidade constante igual a 1.

Definigao 5.2. Seja o : (a,b) C R — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de

arco s € (a,b). O numero ||a”(s)|| = k(s) chama-se curvatura de o em s (fig. 5.1).
103
a'(t)
Figura 5.1. A curvatura e o”(t) permanecem invariantes por uma mudanca de orientagao da curva .

Voltando ao nosso estudo, seja uma curva o parametrizada por comprimento de arco

contida em uma superficie S.
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e a(s) =p, d(s)o vetor tangente a o em p, k(s) = ||a”(s)|| curvatura de « em p;

e N(p)=Noa(s) anormal a S em p, 6 ¢é o angulo entre N o a(s) e a’(s);

cos) =< N o «(s),a’(s) >;

O plano formado por N(p) e /(s) é normal a superficie.

temos a seguinte defini¢ao

Definigao 5.3. A curvatura normal definida por o em p € dada por K,(«, s) = k(s)cosb,

ou seja,
K, (a,s) =< Noa(s),a"(s) > .
Ou seja, a curvatura normal da curva a, em um ponto p = «(s), é igual a componente

do vetor a’(s) segundo a normal N(p), ou ainda, K, é o comprimento da proje¢ao do
vetor o'(s) sobre N(p) (fig. 5.2).

Figura 5.2. K,, é o comprimento da proje¢ao do vetor o’ (s) sobre N(p).

Vamos ver agora como expressar K, em termos da segunda forma fundamental.

Seja uma curva regular o parametrizada por comprimento de arco contida em S, onde
s é o comprimento de arco da curva. Seja «(0) = p, perceba que o vetor o/(0) pertence
ao 1,5 é ortogonal a N(p) = N(«(0)), entdo < a/(0), N o (0) >= 0.

A mesma coisa acontece para os vetores o'(s) com os vetores normais N(«a(s)), tal que
esse ultimo é obtido a partir da restrigao dada por N(s) = N o a(s) do vetor normal N

a curva a(s). Portanto o vetor o/(s) pertence ao plano T,()S que é ortogonal a normal
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N(a(s)), logo esse dois vetores sdo ortogonais e < o'(s), N o a(s) >= 0, derivando essa

igualdade, obtemos

onde
<d'(s),Noa(s) > = —<d(s),Noa(s).a(s) >
K.(a,5) = —<d(s),Noa(s).a(s) >
= — < (), dNs) (' (s)) >

ou seja, a curvatura normal no ponto a(s) de uma curva regular contida em S, cuja a
tangente nesse ponto é o vetor a/(s), é igual ao valor que obtemos aplicando a segunda
forma fundamental 11, nesse vetor o/(s). Aqui podemos perceber o porqué utilizamos

W

o sinal de na definicao da segunda forma fundamental, pois queremos que a curvatura

em um ponto seja igual a segunda forma fundamental nesse ponto e nao o oposto dela.

Se uma curva v : (a,b) — S nao estiver parametrizada pelo comprimento de arco,

entao, para calcular a curvatura normal temos

Kant) = (G0N or0) = (5 ([0 ) N ea)
:<%%QJ$O”“” ) = () - 20

I
;|%Noww>= i (0 ()

onde podemos perceber que se ||[7(¢)||> = 1 = ||7/(¢)]| = 1 = 7 parametrizada por

comprimento de arco.

Proposicao 5.1. (Meusnier). Todas as curvas de uma superficie S que tém, em um

ponto p € S, a mesma reta tangente tém, nesse ponto, a mesma curvatura normal.

Demonstracao. Ja demonstramos. Na explicacao acima, mostramos que a curvatura nor-

mal K, em p € S sé depende da diregao tangente a curva passando por p em p. O

Definigao 5.4. Seja S uma superficie, N(p) o vetor normal a S em p, e seja v um vetor
unitario do plano T,S. O plano P, formado por v e N(p) intersecta S seqgundo uma curva

plana C,, essa curva C, é chamada de segdo normal de S em p sequndo v (fig. 5.3).
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h

Figura 5.3. A curva C, é uma se¢ao normal a S.

Observando a proposicao 5.1 e a definicao 5.4 podemos perceber que dada uma curva
C,, contida na superficie passando por p, tal que em p temos uma secao normal C',, entao

C, e C, tem a mesma curvatura (ver fig 5.4).

Figura 5.4. A curva C), contida em S e a curva plana C, tem as mesma curvatura em p .

A curvatura normal K, de S em p é igual ao valor absoluto da curvatura de C,.
O sinal de K, muda conforme a concavidade da superficie no ponto p, depende se a
concavidade aponta no sentindo de N(p) (nesse caso positivo) ou no sentindo oposto

(nesse caso negativo).

Para estudar as curvaturas normais em p € S basta analisar as curvaturas das secoes

normais.

Exemplo 5.1. No Exemplo 4.1 (se¢do 4.1) vimos que em um plano P temos dN, = 0
para qualquer curva passando por p em P. Podemos perceber que para qualquer p € P
teremos o plano P, formando por N(p) e v, no referido ponto p, e para todos P, as se¢oes

normais sao retas em P (fig. 5.5).
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Figura 5.5. As sec¢oes normais em P sao retas, e portanto todas tem curvatura nula.

Como uma reta tem curvatura nula, as curvaturas das se¢coes normais sao todas nulas.
E ainda, a segunda forma fundamental é o ntmero resultante do calculo do produto

interno de dN(p) com o vetor tangente em p, o qual também serd nulo.

Exemplo 5.2. No Exemplo 4.2 vimos que em uma esfera S de raio r, escolhendo a

orientagao N, temos que dN,, = 1(v,) para qualquer curva passando por p em S. Podemos

r
perceber que para quaisquer planos P, formados por N(p) e v, as se¢bes normais sao

7

circunferéncias de raio r contidas em S (fig 5.6). A segunda forma fundamental em p é
< dNy, v, >=< %vp,vp >= % < Up, Vp >= %, logo a curvatura em p é %, o que também é

verdade para toda circunférencia de raio r, logo as curvaturas das se¢oes normais sao %

Figura 5.6. As sec¢Oes normais em S sdo circunferéncias de raio r, e portanto todas tem curvatura %

Exemplo 5.3. No Exemplo 4.3 (segao 4.1) vimos que em um cilindo reto S dado por
{(x,y,2) € R? / x4+ y* = 1}, escolhendo a orientagao N, dependendo da escolha da curva
temos que dN, = 0 ou dN, = w.

As segOes normais no cilindo em um ponto p podem ser retas (fig 5.7-a), elipses (fig.

5.7-b) ou circunferéncias (fig. 5.7-c).
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=]
(=]

Figura 5.7. As sec¢Oes normais no cilindo variam de uma reta a uma circunferéncia passando por uma,

familia de elispes.

Como o cilindro é construido sobre pontos de um circulo de raio um, temos que os
valores das curvaturas normais variam de 0 a 1, se fosse de raio r iriam variar de 0 a %
Como vimos no exemplo 4.3 os vetores v, e w correspondem as dire¢oes das curvaturas
normais 1 e 0 respectivamente, entao a segunda forma fundamental assume seu valor

maximo quando aplicada a w e minimo em v,

Vamos tornar precisa a no¢ao de a segunda forma fundamental assumir um maximo e

um minimo.

Imagine o plano P, que contém v e N(p) girando em torno do vetor N(p). Como o
vetor v tem norma 1, quando giramos P, em torno de N(p), v descreve em 7,5 um circulo

S! de raio 1 (fig 5.8).

Figura 5.8. O circulo S! tem raio 1 = ||v]|.

Para construirmos uma segdo normal basta tomarmos uma diregdo (vetor unitério)

em 7,S. Entdo a curvatura normal K, (p) pode ser vista como uma aplicacdo continua,
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dada por

K,(p):S'cT,S — R
v o= K(p)(v) = 11(v)
tal que ||v|| = 1.
Vamos utilizar o seguinte teorema

Teorema 5.1. Seja D um conjunto fechado e limitado, ou seja, compacto de R? e uma
funcao f : D — R continua em D. FEntao f assume o seu valor mdximo absoluto
(f(a,b) > f(z,y),Y(x,y) € D) e também seu minimo absoluto (f(a,b) < f(x,y),¥(x,y) €
D) em D

Nota: Nao sera demostrado (ver [6]).

O conjunto S' é compacto e K, (p) é continua em S*, entao pelo teorema 5.1 existem

e1 e eq, tal que K, (p)(e1) é valor méximo e K, (p)(e2) ¢ valor minimo.

Voltemos ao operador linear dN,, : T,S — T,,S, sabemos que dN,, estd associado a uma

forma bilinear simétrica B : T,,S x T,,S — R dada por
B,(v,v) = 11,(v) = — < dN,(v),v >,
onde 11, : T,,5 — R. Por ser B simétrica, temos

B(v,w) = — <dN(v),w >= — < v,dN(w) >= B(w,v),

Utilizando o teorema 1 do apéndice, sabemos que para cada p € S existe uma base
ortonormal {ey, es} de 7,5 tal que, 11, assume um maximo A, e um minimo Ay, quando
restrita ao circulo S, tal que aqui temos \; = K; e Ay = K,. Sabemos ainda que e; e ey

sao autovetores de dN, com autovalores —K; e —Kj respectivamente. Ou seja,
de(el) = —K161 [§] de(@Q) = —K2€2.

Observacao 5.1. Perceba que aqui, diferente do que acontece no apéndice, os autoval-
ores aparecem com sinais negativos, isso se deve ao fato de estarmos utilizando a forma

quadrdtica -(Q).

E ainda os valores K; e Ky (vamos considerar K; > K») sdo os valores extremos da
curvatura normal em p, ou seja, o maximo e o minimo que I/, restrita a um circulo

unitario em 7,5 pode assumir.
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Definicao 5.5. O mazimo e o minimo da curvatura normal, K; e Ky respectivamente,
sao denominados curvaturas principais de S em p e os autovetores ey e ey correspondentes

fornecem as diregoes principais.

Exemplo 5.4. No exemplo do plano temos que para qualquer ponto p do plano dN, =
0 = Ov,, logo a segunda forma fundamental é contante para qualquer vetor de 7,5, entao
todas as direcoes sao principais e sao extremos para a curvatura normal, e portanto a

curvatura principal vale 0.

Exemplo 5.5. No esfera de raio r temos que para qualquer ponto p da esfera, dN,, = %vp,
logo a segunda forma fundamental também ¢é contante para qualquer vetor unitario de
T,S, entao todas as direcoes sao principais e sao extremos para a curvatura normal. Aqui

a curvatura principal vale 1.
T

Exemplo 5.6. No cilindro do exemplo 5.3, temos que os autovetores v e w fornecem as

direcoes principais, onde os autovalores respectivos 0 e 1, sao as curvatura princiais.

Definicao 5.6. Uma curva reqular e conexa « € dita uma linha de curvatura de S se,

para todo p contido em «, digamos a(ty) = p, temos que o/(ty) é uma dire¢ao principal.

Teorema 5.2. (Olinde Rodrigues.) Uma condi¢io necessaria e suficiente para que uma
curva a reqular e conera em S seja uma linha de curvatura de S € existir uma curva
A:s€0,1] — R tal que

N'(s) = A(s)a/(s)

Demonstragdao. Se N'(s) = A(s)a/(s) entdo o/(s) é autovetor de dN,(s), portanto temos

que '(s) é diregao principal logo «(s) é linha de curvatura.

A reciproca também é vélida, ou seja, se v é linha de curvatura temos que A(s) = K4 (s)

ou A(s) = Ksy(s).

0

Fuler mostrou que, conhecendo as curvaturas principais K; e Ky em um ponto p
da superficie conseguimos calcular as curvaturas normais nesse ponto segundo um vetor
diregdo v. Ele fez isso da seguinte forma: Se v ¢ uma direcao em 7,5, entao ||v|| = 1,
sabemos que e; e e; formam uma base ortonormal de 7},S, digamos que v forma um angulo

0 com o vetor e;, entao podemos escrever

v = e1cost + exsend,
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e utilizando a segunda forma fundamental, a curvatura normal K, na direcao de v é dada
por
K, =1I,(v) = — <dNy(v),v>
= — < dN,(ejcos0 + exsenb), ejcosh + easent >
= < Kieicos + Kayegsenbl, ejcost + exsent) >
= Kicos’0 < e1,e, > +K cosBsend < ey, es > +
+Kys5enfcost < ey, e5 > +Kosen?d < ey, e9 >
= Kicos’0 + Kysen?0.

Com as curvaturas principais conseguimos encontrar a curvatura Gaussiana e a cur-
vatura média. Por outro lado conhecendo-se as curvaturas Gaussiana e média conseguimos

uma relagao para o calculo das curvaturas principais, veremos esta relacao na secao 5.3.

5.2 Classificacao dos Pontos da Superficie

A partir das curvaturas principais podemos classificar os pontos de uma seperficie.

Definicao 5.7. Existem quatro classificagcoes possiveis para os pontos de uma superficie,

peSs:

(a) Eliptico, se as curvaturas principais forem ambas negativas ou positivas. (Mais tarde
veremos que essa condi¢ao € equivalente a dizer que: O ponto € eliptico se K(p) > 0,

onde K € a curvatura Gaussiana, ou ainda se det(dN,) > 0);

Nip)

I~

Figura 5.9. O ponto p é dito eliptico.

(b) Hiperbdlico, se as curvaturas principais possuem sinais contrdrios (da mesma forma
se K(p) <0, ou det(dN,) <0);
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Figura 5.10. O ponto p é dito hiperbdlico.

(c) Parabdlico, se uma das curvaturas principais € nao nula e a outra € nula (ou se

K(p)=0e¢ H(p) #0, onde H é a curvatura média );

Hip)

Figura 5.11. O ponto p ¢é dito parabdlico.

(d) Planar, se as curvaturas principais sao ambas nulas (ou se K(p) =0 e H(p) =0).

Nipy

Figura 5.12. O ponto p é dito planar.

Proposicao 5.2. Seja p € S. Se p € um ponto eliptico, entao existe uma vizinhanga
conexa V de p em S tal que todos os pontos de V' estao do mesmo lado em relagao a T),S.
Por outro lado, se p é um ponto hiperbdlico, qualquer vizinhanga V' (coneza) de p terd
pontos em ambos os lados de T,S (fig 5.13).

Demonstracao. Seja X : U — S uma parametrizacao da vizinhanca de p, tal que p =
X (ug,vp). Vamos considerar a funcao distancia d, de um ponto r = X (u, v) ao plano T},S,

dada por

d(u,v) =< X(u,v) — X(ug,v9), N(p) > .
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Figura 5.13. d é a distancia de p até X (u,v).

Utilizando em X (u,v) a férmula de Taylor! temos

X(u,v) = X(ug,vo) + Xu(ug, vo)(u — ug) + X, (ug, vo)(v — vg)

_|_

%[Xw(uo, vo) (u — ug)* + 2 Xy (o, vo) (u — ug) (v — Vo) + Xow (g, o) (v — vg)?]
+R,

onde R satisfaz a condigao

. R
lim 5 5 = 0.
(u,v)—(uo,v0) (U — U()) + (U — ’U())

Entao, fazendo os devidos cédlculos temos

du,v) = < X(u,v)— X(ug,vo), N(p) >
= 1< X NG) > (0~ o)
+2 < Xuw, N(p) > (u — uo)(v — vo)
+ < Xoo, N > (v — )]
+ < R,N(p) >,

vamos denotar < R, N(p) >= R, e como vimos no capitulo anterior < X,,, N(p) >= e,

< Xuw,N(p) >=f e < Xy, N >= g, logo rescrevendo temos

d(u,v) = T X (u,v) — X(ug,v9), N(p) >
= §[€(U—Uo)+2f(u—uo)(v—vo)+9(U—Uo)2] +R
= Il,(w)+R,

onde o vetor w = (u — ug) X, + (v —v9) X, e lim,_ 25 =0.

LA férmula de Taylor ou polinémio de Taylor de ordem n de uma aplicagao f em (g, yo) é, num certo

sentido, o polindmio de grau menor ou igual a n que melhor aproxima f numa vizinhanga de (¢, yo)-
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Se p é eliptico, I1,(w) tem o mesmo sinal Vw € 7,5, entao existird uma vizinhanca

de p tal que a funcao d tem o mesmo sinal.

Se p ¢ hiperbdlico existem vetores w; e wy pertencentes ao 7,5 tal que

w1 (%)
I, — ) =—11, | — ),
p(|lw1H) p(szH)

e desta forma qualquer vizinhanca de p terd pontos tais que d seja negativo e pontos tais

que d seja positivo.
O

Quando os pontos sao parabdlicos ou planares a superficie esta em um lado do plano

tangente, e pode ter uma reta em comum com esse plano.

Definicao 5.8. Se em p € S, K1 = Ky, entao p é chamado de um ponto umbilico.
Todos os pontos de uma esfera e de um plano sao pontos umbilicos, em particular,
podemos percerber que todos os pontos planares sao umbilicos.

Para demosntrar a proposicao seguinte precisaremos antes do seguinte teorema

Teorema 5.3. Seja [a,b] um intervalo fechado e seja I,, o € la,b], uma cole¢ao de
intervalos abertos em [a,b] tais que Uyl, = [a,b]. Entao € possivel escolher um nimero

finito de abertos Iy, Iy,, ..., Iy, = I da colegao I, tais que Uly,, 1 =1,... n.

Nota: Nao serd demonstrado, ver [6].

Proposicao 5.3. Se todos os pontos de uma superficie conexa sdo umbilicos, entdo S

estd contida em um plano ou em uma esfera.

Demonstragao. Seja X (u,v) uma parametrizagdo de uma vizinhanga coordenada V' de

p € S, tal que p é ponto umbilico e todos os pontos em V' também sao umbilicos.

Vamos analisar o ponto p como se fosse um ponto qualquer de V. Por ser p umbilico,
entdo para todo w € T,S temos [[,(w) = K e dN,(w) = Aw. Escrevdo w como uma

combinacao de X, e X, temos w = w1 X, + ws X, w1, wy € R e

AN (un Xy +waXy) = Ap) (w1 Xy + weXy)
Nywi + Nyws = Ap) (w1 Xy + we X)),
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onde A(p) = A é uma fungao real diferenciavel em V.
Como w ¢é arbitrario temos,

Nuwl = )\’lUlXu = Nu - )\Xu (*)7
Nywy = )\ngv = N, = /\Xv (**)

Derivando (%) em relacdo a v e (x*) em relagao a u temos,
Nuw = AXuw + A Xy Nyw = AX oy + )\uXva

logo A\, Xy = A\ Xy, e Ay X, — A X, = 0, mas como X, e X, sao linearmente independentes
temos que A\, = A, = 0, para todo ponto em V. Sabemos que V é conexo, portanto A é

constante em V.
1° Caso: A =0,

entao de (*) e (x*) temos que N, = N,, = 0, como V ¢ conexa implica N = N, constante

para todo ponto em V', logo V estd contida em um plano.
2° Caso: A # 0,

entdo, considere o ponto y em func¢ao de u e v dado por y(u,v) = X(u,v) — %N(u,v),
utilizando (%) e () temos que y, = y, = 0, logo como V' é conexa temos y fixo, digamos
Y = 1Yo, entao

(X(u,v) - %N(u,v)) _ (X(u,’u) - %N(u,v)) 0.

Como
||X(U,U) - y(“?”)” = T\
RY

1

representa uma esfera de raio B

e centro em 7, logo V estd contida em uma esfera.

Com isso demonstramos a proposicao localmente, para estendermos globalmente, ou
seja, para toda S, vamos utilizar o fato de que S é conexa, dado qualquer outro ponto
r € S, existe uma curva continua v : [0,1] — S com v(0) = p, v(1) = r. Para cada ponto
~(t) desta curva existe uma vizinhanga V; C S onde chegamos a conclusao que V; estd ou
em um plano ou em uma esfera, de tal forma que v~ *(V;) é um intervalo aberto contido
no intervalo fechado [0,1]. Temos que o intervalo [a,b] é todo coberto por Uy~1(V}),
t € [0,1] e, como [a,b] é fechado, pelo teorema 5.3 temos que existem tq,...,t, tal que

0,1] € Ui, v (V4,), ou seja, v([0, 1] é coberto por um ntimero finito de vizinhangas V;.

Se os pontos de uma vizinhangas coordenadas V;, estao em um plano, entao todas as

outras Vi, também estarao no mesmo plano. Se os pontos de uma vizinhanga coordenada
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Vi, estao em uma esfera, entao todas as outras Vi, também estarao na mesma esfera.
Como existe uma quantidade finita de vizinhancas V;,, temos que UV}, esta contida ou em
um plano ou em uma esfera. Como r é arbitrario, concluimos que ou S esta contida em

um plano ou S estd contida em uma esfera.

O

Definicao 5.9. Uma diregao assintética em p € S é um vetor v € T,S tal que 11,(v) = 0.
Uma curva assintética de S € uma curva v conexa e reqular contida em S, tal que para

todo p € v a reta tangente a v em p € uma diregcao assintotica.

Defini¢ao 5.10. A indicatriz de Dupin em p € S € o conjunto de vetores w € T,S tal
que I1,(w) = £1.

Estudando a indicatriz de Dupin conseguimos uma interpretacao geométrica para as

direcoes assintoticas.

Vamos ver agora como escrever as equacoes da indicatriz de Dupin. Seja {ej, €5} uma
base ortonormal de T},S, onde e, ey sdo autovetores de dN,, e seja (£, 1) as coordenadas
cartesianas de 7,5 na base {e1,es}. Seja v € T, tal que v = ejcosf + exsend, ||v|| = 1,

e seja w € T),S tal que w = pv, p # 0. Pela férmula de Euler temos

1= IL(w) = I(pw) = 1, (0)
= Kip*cos’0 + Kyp®sen6
= Klfz + K27727

onde w = £e; +ney. A equacao da indicatriz é dada por K2+ Kon? = £1. Vamos ver o

que acontece com essa equacao para pontos elipticos, hiperbdlicos, parabdlicos e planares.

(1) Eliptico:
(a) Ky e Ky <0
K18+ Kon? = =1 = (K1) + (- Ka)n* =1
(b) Ky ¢ Ky >0
K& + Kon? =1

Ou seja, nos dois casos temos uma elipse, e essa se degenera em uma circunferéncia

se 0 ponto p é umbilico ndo planar (K; = K3 # 0).
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Figura 5.14. O ponto p é um ponto eliptico.
(2) Hiperbdlico:
Em pontos hiperbdlicos K; e K5 possuem sinais diferentes, seja Ky < 0 < K7, temos
K&+ Ko =1 = K& — (—K3)n* =1 (hipérbole (1)),
K&+ Ko = -1 = (—Ky)n? — K;1£* =1 (hipérbole (II)).

1
»
—w | g

£k
(I)\ g A
/ B ~=1

— | o=

¥
o

Figura 5.15. O ponto p é um ponto hiperbdlico.
As direcgoes assintéticas sao as assintotas das hipérboles.

(3) Parabdlico:

Em um ponto parabdlico temos que K; = 0 ou Ky = 0, vamos supor que K; = 0,

(Kg < Kl)
Ko =-1 = (-Ky)n*=1 = /-Kyn==1,logon = i+1<2
T
&
1
L
Biy
B :1 >t
g
FE

Figura 5.16. O ponto p é um ponto parabdlico.

Ou seja, nesse caso a indicatriz de Dupin se degenera em um par de retas paralelas,

e ainda, a direcao dessas retas é a unica direcao assintética em p.

(4) Planar:

Em pontos planares K; = Ky = 0, a indicatriz de Dupin ¢ um conjunto vazio.

O exemplo 5.9 da secao 5.4 traz uma propriedade interessante da indicatriz de Dupin.
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5.3 Curvatura Gaussiana e Média

Dado o operador linear dN,, : 7,5 — 1,5, ou seja, a diferencial da aplicagao normal de
Gauss, seja a base {e1, €2} de T,,S, podemos associar uma matriz a dN, relacionada a essa
base, que nesse caso vai ser dada por uma matriz diagonal, e os elementos da diagonal

840 0s autovalores associados a e; € €.

Definicao 5.11. Seja p € S, o determinante da matriz de dN, € chamado a curvatura

Gaussiana K de S em p. em termos das curvaturas principais temos
K =K K.

Definicao 5.12. Sejap € S, o negativo da metade do tragco da matriz de dN, é chamado

de curvatura média H de S em p, em termos das curvaturas principais temos

1

Se mudarmos a orientacao da superficie o determinante nao muda, mas o trago muda

de sinal.

Vamos agora expressar a curvatura Gaussiana K e a curvatura média H em termos
da primeira e segunda forma fundamental. Vimos na segao 4.2 do capitulo anterior, que a

matriz [a;;] é uma matriz relacionada ao operador dN,,, onde ja calculamos os elementos

a;;, entao
det B fF —eG fF—gE gF — fG el — fE
etlag) = (EG—F2> (EG—F2> N (EG—FZ) (EG—FZ)
f?F? — fFgE — eGfF 4+ eGgFE geF? — gFfE — fGeF + f°GE
(e ) - (e )
[PF? + eGgE — geF? — f*\GE\ ([ —f*(GE — F?) 4+ eg(EG — F?)
(F ) - ()
 eg—f?
K= ga-m

Por serem —K; e — K, autovalores de dN, temos que K; e K, satisfazem a seguinte
equacao dN(v) = —kv para algum v € 7,5, v # 0. Podemos escrever essa equagao em

forma matricial como dN(v) = —kv = —kI(v), onde I é a aplicagao identidade. Entéao

det[dN(v) + kI(v)] =0
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an +k a2

a2l Qo9 + k

=0=

k 0
det i +
Q21 Q22 0 k

= (a1 + k) (a2 + k) — ajpas; =0

a11092 + ayk + kagy +k* — ajpa9; =0

k? + k(ai1 + asz) + (a11a22 — appaz) =0
sabemos que (aj1a99 — a12a21) = K, entdo
k? +k(a;; +ax)+K =0
K1 e K5 sao raizes desse polinomio, entao

1 1 1 (fF—eG  fF—gFE
H = 2(K1+K2)— 2(a11+a22)— 2(EG—F2+EG—F2>

logo

_[(eG=2fF + Eg
H‘( 2(BG — 77 )

E substituindo (a1 + ag2) por —2H no polinémio obtemos a seguinte relacao

k- 2Hk+ K =0

\ _ 2H £ VIH? —IK

. k=H+VH - K,

com essa relagao, vemos que, conhecendo-se as curvaturas média e Gaussiana podemos

facilmente achar as curvaturas principais.

Vamos ver agora como Gauss introduziu o conceito de curvatura, faremos isso através

de uma interpretacao geometrica da curvatura Gaussiana em termos da aplicacao de Gauss

N:S—S%
Para isso precisamos antes de algumas defini¢oes

Definigao 5.13. Uma base {wy, ws} em T,,S € positiva se {wr, ws, wy X wa} tem a mesma

orientagdo da base canénica em R3, caso contrdrio {wy,ws} € uma base negativa.

Definicao 5.14. Sejam duas superficies orientadas S e S. Seja uma aplicacdo difer-
encidvel ¢ : S — S, suponhamos que para algum p € S, dp, ndo seja singular. Dize-
mos que @ preserva orientacdo em p se dada uma base positiva {wy,we} € T,S, entdo
{doy(wr), dpp(wa)} € uma base positiva em Ty, S, caso contrdrio, se {dp,(w:), dp,(ws)}

nao € uma base positiva, dizemos que @ reverte a orientacao em p.
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Ou seja, uma vez dada uma orientacao para 7,5 essa induz uma orientacao para

pequenas curvas fechadas em S, ao redor de p, quando aplicada N a essas curvas pode

acontecer duas coisas:

1. Seja p um ponto eliptico em S, seja V' uma vizinhanca conexa de p tal que K(q) > 0,
Vg € V e seja a: [0,a] — V uma curva fechada ao redor de p (fig 5.17). Neste caso

a imagen de o por N terd a mesma orientagao.

Figura 5.17. A aplicagao de Gauss preserva a orientagao em um ponto eliptico.

2. Seja p um ponto hiperbdlico em 5, seja V uma vizinhanga conexa de p tal que agora
K(q) <0,Vq €V eseja a:[0,a] — V uma curva fechada ao redor de p (fig 5.18).

Neste caso a imagen de a por N tera orientacao oposta.

Figura 5.18. A aplicagdo de Gauss inverte a orientagdo em um ponto hiperbdlico.

Finalmente vamos mostrar na préxima proposicao a interpretacao geométrica da cur-
vatura Gaussiana K, antes vamos convencionar que: Seja uma vizinhanca conexa V' C S
de um ponto p onde K # 0, se K > 0 entao a area de uma regiao R C V e a area da

imagem de V' por N tem o mesmo sinal, se K < (0 entao essas areas tem sinais opostos.

Proposicao 5.4. (Gauss). Seja S uma superficie reqular, p € S tal que a curvatura

Gaussiana K(p) # 0, e seja V' uma vizinhanga conera de p onde K ndo mude de sinal
em V. Entao

/

K(p) = lim i

onde A € a drea de uma regiao conexa R C V que contenha p, e A" € a drea da imagem

de R pela aplicacao normal de Gauss.



92

Observagao 5.2. O limite A — 0 pode ser entendido como o limite da sequéncia { A, }nen
das dreas de regioes R, que convergem para p, no sentindo em que toda esfera centrada

em p contém todos R, para n suficientemente grande (fig 5.19).

Figura 5.19. As regioces R, convergem para p.

Demonstragao. Demonstraremos a proposi¢ao (Gauss).

Seja uma parametrizagao X : U C R? — S talque p € X(U) C V. Seja R C X (U) tal

que p € R, vimos na secao 3.1 (capitulo 3) que a drea de R é dada por

A://HXu X X,||dudv,
Q

onde @ = X '(R) ¢ a regiao do plano uv correspondente a R.

X Yp=Cug, )

Figura 5.20. A regiao N(R) é a imagem de R pela aplicagdo normal de Gauss.

A area da regiao N(R) serd dada por

A= // || N X N,||dvdu.
Q

Utilizando o fato que, por serem N, e N, vetores de 7,S podemos escrevé-los como
N, = anXy + an X, e N, = a12X, + a2»X,, e utilizando a definicao de K, podemos

escrever a equagao de A’ como

A= //KHXU x X, ||dvdu,
Q
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entao

ff K|| X, x X,||dvdu

!
lim — hm

A=0 A A50 ff||X X X,||dvdu ’

Denotando pelo proprio () a area da regiao (), podemos perceber que

!/

lim — = lim
A0 A Q-0

Qlx|f=

. ~ . !
Vamos fazer uma avaliacao destes quocientes % e 8.

Sabemos que X ~'(p) = (ugp,v9) € Q = X Y(R).

Suponhamos que R seja fechado, entao

min, »yeq (f (v %ff u, v)dudv < max(ypeo(f(u,v)) =
Q

= lim 5 f w,v)dudv = (f(u,v)).

Entao,
A/ i’ K Xu Xv
lim = = lim < = (P)[| X x X[ (w0, v0) _
A-0 A Q-0 5 11X x X,|[(uo, vo)

5.4 Exemplos

Nesta se¢ao vamos apresentar alguns exemplos dos resultados estudados neste capitulo,
mostraremos algumas superficies e suas curvaturas, a classificagao de seus pontos e as

linhas de curvaturas. E também uma interpretacao geométrica a indicatriz de Dupin.

Exemplo 5.7. Seja o toro T? do exemplo 1.6 da secdao 1.1, vamos calcular a curvatura

Gaussiana nos pontos dessa superficie cobertos pela parametrizacao dada por
X(0,¢) = ((a+ 1 cosb) cosp, (a + 1 cost) senp, r senl),

onde U={(f,p)/ 0 <0< 2m, 0 <p< 27}
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Precisamos entao dos coeficientes F, F' G, e, f, g, calculando

Xo = (—r senbcosp, —r senflsenp,r cosh),

Xy, = (—(a+rcosh) seny, (a+ 1 cosh) cosp,0),
Xgg = (—r cosbcosp, —r cosOsenp, —r senf),

Xo, = (7 senbfsenp, —r senfcosyp, 0),

Xyp = (—(a+1cost) cosp, —(a+ 1 cosh) seny,0),

temos os coeficientes da primeira forma fundamental F = r?, F = 0, G = (a + r cos0)?,

onde VEG — F? = r(a+ r cosf), e os coeficientes da segunda forma fundamental

det(Xg,Xngg) det(Xg,X¢,X9¢) det(Xg,Xw,ng)
e = g —

vic- ' T vEer o ' Vi P
de onde
e=r, f=0, g = (a+r cosb) cosb,
logo
eqg — f? B costl

VEG —F?2 r(a+rcost)

Eixo de rotagio
&

Circulo geratriz
K=l

K=0 K=0

K=

Figura 5.21. O toro e suas curvaturas.
Podemos percerber que

3
= K>0 —=0==—=K=0 —<8<77T=>K<0,

0<0<% 3T T T
st 29 <o 2 2 2

onde temos pontos elipticos, parabdlicos e hiperbdlicos respectivamente (fig.5.21)
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A curvatura média é dada por

eG—2fF+Eg  r(a+rcosd)® +r*(a+rcost)cosd a4+ 2rcosd

H = = =
2(EG — F?) r2(a + rcosf)? 2r(a + rcosb)

As curvaturas principais podem ser calculadas através da relagao obtida entre a cur-
vatura média e a Gaussiana, dada pork = H + v H? — K

a+ 2rcosf (a +2rcosf)* cost
2r(a + 1 cosh) 4r2(a +rcosf)?  r(a+ rcosh)

a + 2rcost N a? + 4arcost + 4r2cos?0 — 4racost — 4r?cos20
2r(a + 1 cosh) 4r2(a +r cost)?

_a+2rcost a?
~ 2r(a+7 cos) 4r2(a + 1 cosf)?

Ko a + 2rcosf n a :K—g—l
YT 2r(a+rcosh) T 2r(a+r cosh) Yo T
a + 2rcos a cost
Ky = - Ky= %
? 2r(a + 1 cosb) i 2r(a + 1 cosb) 27 (a+r cosh)
Perceba que calculando os termos a;j, %, 7 = 1,2 temos
fF —eG r(a+ 1 cost) 1
a = = — [ ——
H EG — F? r2(a + 1 cosf)? r
a_gF—fG_ 0 _O_eF—fE_a
Y7 EG-F> ra+rcosh)? = EG-F2
fF —gE r?(a + r cosf)cost cosf
a = = — = —
> EG — F? r2(a + 1 cosf)? (a + 7 cosb)

e portanto a matriz relacionada a dN, ja esta diagonalizada, entao os autovetores que

fornecem as direcoes principais sao:

X X
b (—senbcosp, —senbsenyp, cosh), eg = —2
pe

= (—seny, cosp,0).

Portanto, as linhas de curvaturas sao as linhas de coordenadas.

Exemplo 5.8. Vamos calcular a curvatura Gaussiana para as superficies de revolucao

aresentadas no primeiro capitulo, sabemos que uma parametrizacao é dada por

X (u,v) = (p(u)cosv, p(u)senv, (u)), O0<v<2m a<u<b, plu)>0,
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Entao,

(&' (w)cosv, ¢ (u)senv, ¢’ (u))
(—p(u)senv, p(u)cosv, 0)
Xuu= (¢ (u)cosv, " (w)senv, " (u)
= (=¢'(u)senv, ¢'(u)cosv,0))
(—p(u)cosv, —p(u)senv, 0)

De onde temos, E = (¢'(u))? + (¢'(u))?, F =0, G = p(u)?, vamos supor que a
curva geratriz da nossa superficie seja parametrizada por comprimento de arco (ver se¢ao

3.1), ou seja
Ve w?+@w)?r=1 = (W)+@w)?=1 = E=1
entdo VEG — F2 = p(u).

Os coeficientes da segunda forma serao

O (u)cosv  ¢'(u)senv P (u)

e~ | —elusens pluosy 0| = (@0 (0) =~ o) (1 )
O"(u)cosv " (u)senv " (u)
= ¢ (" (u) — " (u)d'(u),
. o' (u)cosv @' (u)senv Y (u) )
f:m —p(u)senv  p(u)cosv 0 = ;[‘@(u)SDI(U)W(U)S@nUCOSU+

—¢'(u)senv  ¢'(u)cosv 0

+ip(u)¢' (u)Y' (u)senveosv] = 0,

. O (u)cosv  ¢'(u)senv  Y'(u) |
g= o) —p(u)senv  @(u)cosv 0 = E[(pQ(u)w (u)sen?v + @* (u)' (u)cosv)]
—p(u)cosv  —p(u)senv 0
= (VW) = ey ).
calculando a matriz [a;;] obtemos,
o= p— = e = ) = a0
_ gF—-JfG 0 _O_eF—fE_
MW= pG_Fr T o(u)? TEG_F ™

L JF—gE _ pwdw) _ v'(w)
#7 BG-F? (o(w))? o(u)
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Vamos calcular a curvatura de gaussiana e a curvatura média a partir dessa matriz

ii’((g))) ’

K = (@' 0) - (0" W) -

i que o(u) & maior que zero.
Diferenciando a equacio (¢'(1))? + (/(u))? = 1, temos
2/ ()" (1) + 20/ ()" (u) = O
() () = ()" (w),

e substituindo esse 1ltimo resultado na férmula obtida para K a cima, temos

K — (@) (u) + (' (w)*"(u) _ ¢"(u)
p(u) o(u)

Para o célculo das curvaturas principais, vamos utilizar a seguinte observacao

Observacao 5.3. Dada uma parametrizacao X de uma superficie reqular, tal que, quando
calculadas os coeficientes da primeira e da sequnda forma fundamental obtivermos F =
f = 0, entdo as linhas de curvaturas sao as curvas coordenadas de X, e ainda as

curvaturas principais sao dadas por

€ g
K, =— K, ==
1 E> 2 Ga
de onde temos também,
P eG + gF
EG’ 2EG

Entao,

Ky = ) () — ) (), K= 2 -

E a curvatura média é dada por

g CGHgE () — () (u)p(w) + o)y (u)
2EG 25(u)?

p(u)p' (u)p" (u) — p(u)e" (W)’ (u) + ' (u)
2p(u)
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Exemplo 5.9. Vamos calcular a curvatura Gaussiana para as superficies dadas pelo
grafico de uma funcao diferenciavel (proposigao 1.1, se¢ao 1.1), sabemos que uma parame-

trizacao ¢ dada por
X (u,v) = (u,v, h(u,v)), (u,v) € U C R?
de onde temos

Xu = (1707 hu>7 XU = (07 17 hv)a qu = (0707 huu)a Xuv = (0707 huv)7 va = (0707 hvv)-

Entao,
E=<X,X,>=1+(h,)? F=<X,X,>=hyh,, G=<X,,X,>=1+(h,)’

sao os coeficientes da primeira forma fudamental, e os coeficientes da segunda sao

1 0 hy,
B det( X, Xo, Xuw) B 1 01 n |- B
VEG — F? \/1 + (hy)? + (hy)? 0 h ! \/1 + (hy)? + (hv)z’
1 0 A,
det( Xy, Xy, Xuw) 1 01 & B R
VEG — F? \/1 + (hy)? + (hy)? 00 h ! \/1 + (hy)? + (hv)2’
1 0 hy
det( Xy, X, Xow) 1 01 h 2
g — = v p— .
VEG — F? VI (h)2 + (hy)? 00 n V14 (hy)? + (hy)?
A curvatura gaussiana sera
huuhvv hu'u huuhvvfhu'u
o €9~ 12 B L S A e (e o L e O LN (S A Py — Py
EG — F? 1+ (hy)? + (hy)? L+ (hy)?+ (hy)?2 (14 (hy)? 4+ (hy)?)?
e a curvatura média sera
huu(1+(hv)2) _ 2 huvhuhv hi’v(1+(hu) )
- eG —2fF +gE  \/1+(h)2+(h)? 1+ (hu) 2+ (ho) 1+ (hu) 2+ (ho)
- 2(EG-F?) 2(1+ (hy)* + (hv)Z)

P (1 + (ho)?) = 2hawhahy + hoo (1 + (hy)?)
VI (ha)? + (h)? 201+ (hy)? + (hy)?)

hau(1 + (hy)?) = 2hyshuhy + hoy (14 (7)?)
21+ (ha)? + (hy)?)3 '
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As superficies dadas pela proposigao 1.1 (segao 1.1) sao de grande importancia, pois
localmente conforme proposicao 1.3 (segao 1.1) toda superficie é o grafico de uma fungao
diferenciavel. E sabendo desse fato, dentro desse exemplo, vamos agora dar uma inter-

pretacao geométrica da indicatriz de Dupin apresentada na segao 5.2.

Primeiramente, considere que: Dado um ponto p € S, podemos escolher os eixos
coordenados de R?, de forma que p coincida com a origem desses eixos, e ainda que o

vetor normal a superficie em p esteja na diregao do eixo Oz de R? (fig 5.22).

Figura 5.22. O plano zy coincide com o plano T},S.

Pela proposicao 1.3 (segao 1.1), temos que a vizinhanga de p € S pode ser representada
por z = h(z,y), onde h é uma fungao diferencidvel e (x,y) € U onde U é um conjunto
aberto de R?. Como estamos considerando p sendo a origem temos h(0,0), h,(0,0) =0 e
h,(0,0) = 0.

Entao, aplicando a segunda forma fundamental de S em p ao vetor (z,y) € R? temos:
Pz (0,0)2% + 2Dy, (0, 0)zy + hyy (0,0)y>,

esta forma quadrética é conhecida como a Hessiana de h em (0,0) no célculo elementar

de duas variaves.
Vamos agora a uma interpretacao geométrica da indicatriz de Dupin.
Seja C' uma curva regular contida em 7,5 dada por
C=A{(z,y) € T,S/ Wz, y) = €}

onde € > 0 (podemos trocar a orientagao de S para obter € > 0). Podemos mostrar que
se p nao é ponto planar, entao a curva C' é semelhante a indicatriz de Dupin de S em

p (fig 5.23). Da seguinte forma: Suponhamos ainda que os eixos Oz e Oy estejam nas
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diregoes principais, com o Ox estando na direcao da curvatura principal maxima. Entao

f = hyy(0,0) =0, e pela observacao 5.3 temos que

Ki(p) = — = het(0,0), Ksy(p) = Iel = hyy(oa())-

Figura 5.23. O plano P//T,S em cada figura, é um plano paralelo ao T,,S de cada figura.

Entao, como h,(0,0) = 0 = h,(0,0), e utilizando a expansdo de Taylor para h(z,y)

em torno de (0,0), vamos obter que

1

Mz.y) = 500, 0)2” 4 2hqy (0,0)xy + hyy (0,0)y%) + R
1

= S (Ki(p)® + Ks(p)y’) + R,
com
lim e = 0.
(@.y)—(0,0) 12 + 2
Logo,
1
h(z,y) = §(K1(p)5152 + Ks(p)y*) + R=e¢ —

a curva C, é dada por

K, (p)x2 + KQ(p)y2 + 2R = 2¢,

Quando o ponto p nao é um ponto planar, podemos considerar K (p)z?+ Ko (p)y* = 2e,
como sendo uma aproximacao de primeira ordem da curva C' em uma vizinhanca de p.

Utilizando a homotetia 2,

x:f\/ﬂ, y:y\/i,

2Homotetia significa ampliacio ou reducéo das distancias dos pontos de um espaco em relacio a um

ponto fixo.
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temos que a expressao Ki(p)z? + Ky(p)y? = 2¢ é transformada em outra curva, dada por
Fy(p)7* + Ko = 1,

que como ja vimos na definigdo 5.10 (segao 5.2) é a indicatriz de Dupin em p.

Portanto, se o ponto p é nao planar, a curva intersecao da superficie S com um plano
proximo ao p e paralelo ao plano 7,5 ¢, uma curva semelhante a indicatriz de Dupin em
p, por uma aproximacao de primeira ordem. Se p é planar, como ja definimos na secao

5.2 a indicatriz é um conjunto vazio.

5.5 Consideragoes Finais Acerca de Curvatura (Teo-

rema Egregium de Gauss)

Ja sabemos que a geometria intrinseca de superficies, trata de propriedades métricas
internas, ou seja, aquelas propriedades que podemos estudar sem precisar mencionar o
ambiente em que a superficie esta inserida. No capitulo 3 apresentamos a primeira forma
fundamental, essa forma nos da ferramentas para calcularmos conceitos métricos simples

sem “sair” da superficie. Por esse motivo estes conceitos sao ditos intrinsecos a superficie.

No capitulo 5 definimos curvatura através da segunda forma fundamental, e para isso
usamos conceitos externos a superficie como campo de vetores normais, e deste ponto de

vista, vimos curvaturas como um conceito extrinseco de supeficies.

Se continudssemos nosso estudo sobre geometria diferencial de superficies poderiamos
ver que muitas propriedades associadas a essa podem ser expressas em termos somente da
primeira forma fundamental, podendo serem incluidas na categoria de intrinsecas, assim
como curvatura, e é sobre esse fato que vamos falar nesta secao. Mas antes temos que

tornar preciso o conceito de isometria entre superficies.

Mencionamos na segao 3.1 que o cilindro e o plano possuem a mesma primeira forma,
isso acontece, pois essas duas superficies sao localmente isométricas. E este fato implica
que questoes métricas intrinsecas (comprimento, area e angulo) localmente se comportam
de mesma maneira para essas superficies, um exemplo disso é o que citamos no inicio deste
atual capitulo, onde falamos do segmento AB sobre a folha de papel, ou seja, imaginando
a folha de papel como um plano o segmento tem um comprimento, se enrolarmos a folha
formando um cilindro o segmento ainda tem o mesmo comprimento, porém as curvaturas
mudam, podemos dizer aqui que este fato é descrito pelo seguinte: a primeira forma

fundamental nao foi alterada, mas a segunda forma foi.
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Vamos definir isometria e assim vamos precisar a noc¢ao intuitiva de duas superficies

possuirem a mesma primeira forma fundamental.

Definicao 5.15. Sejam S e S duas superficies requlares. Uma aplicacio ¢ : S — S ¢
dita uma isometria e S e S sdo ditas isométricas se, ¢ é um difeomorfismo, e para todo

p € s e todos os pares wy e wy € T),S, temos

< wi, wp >p=<dipp(w1), dpy(w2) >p) -

Ou seja, podemos dizer que um difeomorfismo ¢ é uma isometria se a diferencial dp
preserva o produto interno, logo, se ¢ ¢ uma isometria, entao para todo vetor w € T,S

temos que

I(w) =< dpp(w), dpp(w) >p)= L) (dpy(w)),

e a reciproca desta afirmacao também é verdadeira, ou seja, se um difeomorfismo ¢

preserva a primeira forma fundamental, entao ¢ é uma isometria.

Definicao 5.16. Sejap € S e V C S wvizinhanca de p. Dizemos que uma aplicagao

¢ : V. — S é uma isometria local, se existe uma vizinhanca V de p(p) C S tal que,

p:V —V éuma isometria.

E evidente que se entre duas superficies existe uma isometria local ¢ : S — S para
todo p € S, onde ¢ é um difeomorfismo, entdao ¢ é uma isometria (global). No entando,
observando o exemplo do cilindo e do plano, podemos perceber que essas duas superficies
sao localmente isométricas, mas nao globalmente. Uma maneira nao rigorosa de ver isso,
é percerber que o cilindro nao é homeomorfo a um plano, vamos apresentar o seguinte
argumento: Podemos encolher de uma forma continua qualquer curva simples fechada
no plano, o que nao acontece para qualquer curva simples fechada do clindro, como um
paralelo por exemplo (fig 5.24). Se houvesse um homeomorfismo essa propriedade teria
que ser preservada, mas como nao, eles nao sao globalmente homeomorfos e portanto nao

existe uma isometria globalmente entre eles.

[ Flam™

Cilindrm

Figura 5.24. A curva C contida no plano pode ser encolhida até chegar a um ponto sem sair do plano,

0 mesmo nao acontece com C’ no cilindro.
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Com a nogao de isometria, voltemos agora a falar de curvaturas.

Seja S como de costume uma superficie regular orientavel e orientada, e seja X (U) uma
parametrizacao de uma vizinhanga de um ponto p € S, compativel com a orientagao de
S. Apresentamos curvaturas na secao 5.3 num ponto da superficie estudando variagoes do
plano tangente a superficie nesse ponto, e para isso usamos a segunda forma fundamental,
tornando assim a curvatura um conceito extrinseco. Porém, Gauss apresenta um fato
extraordinario onde ele mostra que a curvatura de uma superficie depende apenas da

primeira forma fundamental, ou seja, podemos ver curvatura como um conceito intrinseco.

Entao temos como objetivo final enunciar o importante teorema da geometria difer-
encial, o qual o préprio autor nomeou de Teorema Egregium (ou egrégio, que significa:

muito distinto; nobre; ilustre; admiravel; notavel) de Gauss .

Teorema 5.4. (Teorema Eqgregium de Gauss) A curvatura Gaussiana K de uma superficie

€ invariante por isometrias locais .

Esta demonstragao é feita estudando o triedro natural associado a cada ponto em
S dado pelos vetores X,, X, e N. Expressando as derivadas desses vetores na base
{ Xy, Xy, N}, obtemos os simbolos de Christoffel.

Entao
Xow = L X, +T3HX,+ LN,
Xu = DLX,+T2X, + LyN,
Xow = Iy Xy +T5X, + LyN, (% * %)
Xy = I'}pX, +T%,X, + L3N,
Ny = anXy+anX,,
Ny = apX,+anX,
onde:
e Os ajj, 1,j = 1,2 vem da matriz de Weingarten (segao 4.2);

Os I‘;k, 1,7,k = 1,2 sao os Simbolos de Christoffel de S para parametrizagao X;

Ly =< Xyu, N >=¢, Ly =< Xy, N >= f = I/27 Ly =< Xy, N >= g;

— ’ 1 _ 7l 2 _ 2
E como X, = X,,, concluimos que I'\, =195, I'{,=1I%.
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Lema 5.1. Os simbolos de Christoffel de uma superficie S relativamente a uma parametriza¢ao

X, estao relacionados com a primeira forma fundamental pelas sequintes igualdades:

E,
Gu

N[

F%zF + F%QG =

N[

I, F+13,G = 3G,

lGu

2

{ ILE+THhF =

I'LE+T2%F = (log VEG — F?),
I'LF +T2%G = (log VEG — F2),

Demonstracao. A demostracao das 6 primeiras igualdades sao imediatas e utilizamos

(* * *), entdo vamos mostrar para uma, as outras sao de forma andloga.

ME+THF = T, < X, X, > +I%, < X, X, >
= <I'L X, +17X, X, >
= < Xy, Xy >

10 1
= ——||X.||* = 2 E..

As duas ultimas sdo consequéncia das 6 anteriores, vamos demonstrar a primeira delas, a

outra é também feita de forma andloga,

(EG - F?), = EG,+ E,G—2FF,
= 2B(T1,F +T%G) +2G(I'}E+ 12 F) - 2F('},F +T%,G + TL,E + I'%,F)
= 2EGT3, +2EGTy, — 2F*(T'}, +T3,)
= Q(EG - FQ)(Fh + F%2)7

logo
1 9 _(EG—FZ)U_ G F2)
O

Considere agora os trés primeiros sistemas do lema acima, resolvendo esses relativa-

mente aos simbolos de Christoffel, obtemos que todos eles dependem apenas da primeira
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forma fundamental e das suas derivadas. Portanto os conceitos geométricos e propriedades

que forem expressas em termos destes simbolos, sao invariantes por isometrias.

Podemos agora utilizar esse conceito para demonstrar o teorema egregium.

Demonstragao. Teorema Egregium de Gauss. Sejam as equagOes obtidas em (x * x), e
consideremos a matriz de Weingarten vista na secao 3.1, temos que,
Xow = (1 Xy+THX,+ LiN),
= Dy, Xy + 15, X0 + e, N + T Xy + T5 Xow + Ny
= Ty, X +T7,X, +eyN +
+T1 (T Xy +TH X, + fN) +
+T3 (M3 X + 15, X, + gN) +
te (a1 Xy + anX,)
= (Tqy, + T + 5 Tg, + earn) Xy, +
"’(F%m + T T%, + THIS, + eag) X, +
+(ey Iy f+THg)N,

da mesmo forma obtemos,
Xuww = (Fbu + F%QF%I + F%2F§1 + fall)Xu +
+(F%2U + F%QF%I + F%IF%I + fa21)Xv +
+(fe Tioe + T, f)N.
E como X, = Xy, temos,
(Ffl)v + FhF%Q + F%1F§2 + eaxp = (F%2>U + F%QF% + F%QF% + fas1,
de onde tiramos que,
(F%)v - (F%)u + Fbrﬂ + 1?21%1 - FhP%Q - F%1F52 = axpe —ay f.

Utilizando agora os valores a;; da matriz de Weingarten, terminamos nossa demostracao,

fF—gFE el — fE

(T3)e — (PTy)u + T1I5y + T3,05, — T T, —THTS, = EG — F2€ T EG — F2f
_ g r
EG — F?
= —FK.

Para essa demostracao utilizamos X, = Xyw, mas poderiamos ter utilizado as igual-
dades X,y = Xouw € Nyw = Nyy, onde teriamos obtido FK e GK. E como E, F,G nao
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se anulam ao mesmo tempo podemos concluir que a curvatura de Gauss s6 depende da

primeira forma fundamental, logo, invariante por isometria.
O
E com esse fato realmente extraordinario, de que a curvatura gaussiana de uma su-

perficie, definida na secao 5.3, nao dependa do ambiente em onde a superficie esta inserida,

¢ que terminamos nosso estudo neste trabalho.



Apéndice: Algebra Linear - Transformacées Lineares

Auto-adjuntas e Formas Quadraticas

Este apéndice tem por objetivo mostrar resultados de dlgebra linear, que relacionam
transformagoes lineares auto-adjuntas com formas quadraticas, esses conceitos sao necessa-
rios para nosso estudo, e servirao de suporte principalmente para o desenvolvimento dos

capitulos 4 e 5.

O estudo da algebra linear é feito através de espacos vetoriais, entao, seja V' um
espaco vetorial, como o nome sujere, V' é formado por um conjunto de vetores, onde
estao definidas as operagoes de adicao e de multiplicagao por um escalar. Essas operacoes
satisfazem alguns axiomas que nao convém citar (ver [5]). Dentro desse conjunto de ve-
tores, pode existir algum, que seja escrito a partir de outros vetores também pertencentes
a esse conjunto, e desta forma, temos uma combinacao linear. Se nosso espaco V' tem
dimensao n, e existem vy, ...v, vetores em V', tais que, nenhum deles é combingao linear
de nenhum outro vetor também de V', entao dizemos que vy, ...v,, sao vetores linearmente

independentes (L.I.), e ainda esses n vetores L.I.’s formam uma base de V.

Sejam V e W espacos vetoriais. Uma transformacao linear T : V — W é um
tipo particular de fungao onde dominio e contra-dominio sao espagos vetorias, T' associa
a cada vetor v € V um vetor T'(v) = w € W, tal que as operagoes de adigao vetorial e de

multiplicagao por escalar sao preservadas, ou seja

T(u+v)=T(u)+T(v), T\ -v) = \T(v), u,veV, XeR.

Uma trasformacao linear pode ser chamada também de aplicag¢ao linear. Denotamos
por L(V;W) o conjunto das transformagdes lineares de V' em W, onde as operagoes de
soma e produto por um nimero tornam £(V'; W) um espago vetorial, e para T € L(V; W),
tal que T : R™ — R™, temos que essa trasformacao fica inteiramente determinada por
uma matriz pertencente ao espago das matrizes m X n. Seja = {v1,...v,} base de V' e

f' = {wy, .. wy,} base de W, como T'(v1), ..., T'(v,,) sdo vetores de W, podemos escreve-los

107
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como combinacao linear dos vetores da base ', ou seja

T(Ul) =apwy+ ...+ Qg1 Wi,

T(v,) = awi+ ...+ GupWp,

temos entao que a matriz relacionada a 7', que denotamos por [T]g/ ¢ dada por

ai A1n
B _ —
T]y = =A
Am1 Amn
Quando [ e (' sao bases canonicas, temos a matriz A = [a;;] = [T] onde vetores

colunas dessa matriz sao as imagens de T aplicada aos vetores da base canonica do R",

ou seja, os T'(ej), j =1,...,n.

A toda transformacao linear T : V' — W estao associados dois subespagos, sao eles:
o nucleo de T e a imagem de T. O nicleo de T ou também chamado de kernel de T
¢ definido por ker(T) = {v € V /T(v) = 0}, onde 0 é o vetor nulo de W, podemos
perceber que o nicleo é um subespago de V. A imagem de T é o subconjunto definido

por Im(t) ={T(v) =w € W /v € V}, temos que Im(T) é um subespago de W.

Uma trasformacao linear é injetiva se, e somente se, leva vetores L.I. em vetores L.1..

E seu nticleo conter apenas o vetor nulo é condicao suficiente para que ela seja injetiva.

Sejam U e V espacos vetoriais. Uma forma bilinear B : U x V — R, é uma funcao
B(u,v) linear em cada uma das duas varidveis u € U, v € V, sejam u,u’ € U, v,0" € V e

A € R, se B ¢ bilinear entao satisfaz

B(u+ u',v) = B(u,v) + g(u',v), B(Au,v) = AB(u,v),
B(u,v +v") = B(u,v) + g(u,v"), B(u, \v) = AB(u,v).

Uma forma bilinear B : V x V' — R é dita stmétrica quando B(u,v) = B(v,u) para
quaisquer vetores v,u € V.

Dada uma forma bilinear B : V x V — R, podemos associar & essa uma matriz.

Seja a = {v1,...,v2} uma base de V', sejam v e w vetores em V', podemos escrever v =
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101+ ... F TV, € W= Y11 + ...+ YuU,, €ntao
B(v,w) = B(xiv1+ ...+ TpUn, 101 + ...+ Yptp) = inij(vi,'Uj) =
0,
B(vi,v;) ... B(vi,v,) U1
= [z1...7)] : : | = [l (Bl wa
B(vp,v1) ... B(ug,v) Yn
e [B]% é a matriz procurada.

Um produto interno : V x V — R em um espaco vetorial V' é uma forma bilinear
simétrica e positiva em V', que associa a cada par de vetores u,v € V um ntumero real

positivo denotado por < u,v > chamado produto interno de u por v. Ao niimero positivo

llul| = v/<wu,u> damos o nome de norma ou comprimento do vetor u. Quando
[lu|| = 1 dizemos que w é um vetor unitdrio. Se o produto interno de dois vetores é

nulo, entao dizemos que esses sao ortogonais. O conceito de produto interno enriquece
a estrutura de um espaco vetorial, permite a utilizacao de uma linguagem geométrica e

destaca tipos especiais de operadores.

Observacao 1. O produto interno utilizado em nosso estudo é o do espaco euclidiano R™
que chamamos de produto interno usual, conhecido também de canonico ou normal,

onde dados os vetores u = (U1, ..., u,) € v = (vy, ..., v,), temos que

< UV >=< (U, eeey Up), (V1 ey V) >= U] + oo + U Uy

Seja V' um espaco vetorial real e B : V x V — R uma forma bilinear simétrica.
A fungao @ : V — R definida por Q(v) = B(v,v) é chamada de forma quadrdtica
v)

= [v]!, [B]® [v]a, onde [B]® é uma matriz

associada a B, @) pode ser expressa por Q( o

«

simétrica associada a forma bilinear.

Sejam V' e W espagos vetoriais ambos finitos e com produto interno, podemos associar
a cada transformacao linear 7' : V' — W, uma nova trasnformacao linear 7% : W — V|
chamada a adjunta de T'. Definimos A adjunta de T da seguinte forma: Sejam quaisquer

vetores v € V e w € W, entao
<TW),w>=<v,T"(w) > .

Se A = [a;;] é a matriz associada a transformacdo 7" entdo a matriz associada a trans-

formagao T* é a matriz transposta de A, ou seja, AT = [a;i].

Um Operador linear é uma de transformacao linear em que dominio e contradominio

coincidem. Seja o operador linear T': V' — V', um vetor v # 0 € V' é dito autovetor de
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T quando existe A € R tal que T'(v) = Av. O escalar A € R, por sua vez, denomina-se um

autovalor de T quando existe v # 0 € V, tal que, T'(v) = \w.

Seja M(n x n) o espaco das matrizes n X n, diz-se que A\ € R é autovalor da matriz
A€ M(n xn), quando A é um autovalor do operador 7" : R” — R" cuja a matriz na base

canonica é a matriz A.

Um operador auto-adjunto ¢ um operador linear em um espago vetorial com pro-
duto interno que ¢ adjunto de si mesmo, ou seja, quando 7" = T, ou ainda quando

<TW),w>=<v,T(w) >.
Vamos agora estabelecer uma relacao entre operadores auto-adjuntos e formas quadraticas.

A cada operador linear auto-adjunto associamos uma aplicagao bilinear B : V' xV — R
definida por B(v,w) =< T'(v),w >. Além disso o fato de T ser auto-adjunta implica que

B(u,w) = B(w,v), ou seja, ¢ uma forma bilinear simétrica.

Reciprocamente, se B é uma forma bilinear simétrica, entao podemos definir um op-
erador linear 7' : V' — V relacionado a B dado por < T'(v),w >= B(u,w) ¢ o fato de B

ser simétrica implica que T é auto-adjunto

E ainda, se B : V xV — R é uma forma bilinear simétrica, existe uma forma quadratica
associada a B em V dada por Q(v) = B(v,v), ve V.

Como B ¢ simétrica, conhecendo-se () a forma B fica inteiramente determinada, pois
todos os valores B(u,v) podem ser determinados a partir dos valores B(v,v) = Q(v) da

forma quadrética ). Com efeito, tem-se a seguinte férmula

Blu,0) = 3[Bluto.u+0) = Bluu) - Bw,o)] = 5QUu+0) - Q) - Q)

esta é conhecida como férmula de polarizacao.

Desta forma, existe uma bijecao entre formas quadraticas em V e operadores auto-

adjuntos.

Todos os conceitos visto até aqui neste apéndice sao importantes, mas o que veremos
a partir de agora é realmente o objetivo desse, onde queremos mostrar que: Dado um
operador linear auto-adjunto 7" : V — V, existe uma base ortonormal de V', tal que a
matriz de T nesta base é uma matriz diagonal. E ainda, quando restringimos () (forma
quadrética relacionada a T') ao circulo unitario de V, @ possui uma méximo A\; e um

minimo Ao, tais que \; e Ay sao os elementos da diagonal da ja referida matriz .

Lema 1. Seja V' um espago vetorial de dimensdao 2 e seja {e1,ea} uma base ortonormal

em V', tal que Q(e1) seja mdzimo (ou minimo) , entao B(ey,es) = 0.
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Demonstracao. Seja e; = (1,0), e seja v € V com [[v|| = 1, entao podemos dizer que o
extremo do vetor v estd sobre um circulo S' dado por 2% 4+ 3% = 1. Vamos parametrizar

esse circulo por x = cost, y = sent, t € R, portanto v pode ser escrito como

v = (ejcost + egsent) = (cost, sent)

entao
B(v,v) = (ejcost + egsent, ejcost 4+ exsent) = Q(t)
= B(ey, 1) cos’t + Bley, e3) costsent + Bley, e;) sentcost + B(eq, e3) sen’t
= B(ey, e1) cos’t +2B(ey, ey) costsent + B(ey, e3) sen’t
onde
d
a@(t) = —2B(ey,e1) costsent + 2B(ey, e3) (cos’t — sen’t) 4+ 2B(ey, e3) sentcost.

Por hipétese temos que Q(e1) = B(er, 1) é mdximo (ou minimo), entdo <4 11(e;) = 0,

logo

d
EQ(61> = 23(61,62) =0 = B(el,ez) = 0.

U
Proposicao 1. Dada a forma B : V xV — R existe uma base {ey, es} tal que B(ey,e1) =
A1 (mdzimo) e B(ea, e3) = Ay (minimo).
Demonstragdo. Seja ey, eo € St C V, com ||e;|| = ||es]| = 1, tal que B(ey, ;) seja maximo

e o vetor ey seja ortonormal a e;. Pelo lema 1, vimos que B(ej,ep) = 0.
Seja v € S', onde v = (ejcost, essent), entao

B(v,v) = B(ey,e1)cos’t + Bley, eq)sen’t

= \cos’t + \gsen’t
por hipotese A\; é maximo, entao

A1cos?t + Agsen®t > Aycos®t + Apsen®t = (cos®t + sen’t) Ay = Ag.

Portanto,
Blow) = A VveSs |l =1

entdo Ay = B(eg, €3) é minimo.
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Teorema 1. SejaV espago vetorial de dimensao 2, com prouto interno, e sejaT : V — V
auto-adjunto, entdo existe uma base ortonormal {ey,es} de V tal que T'(e1) = Aeg e
T(es) = Agea. Na base {e1,es} a matriz de T' é diagonal e os elementos A1, Ay, A\ > Ao
da diagonal séo o mdzrimo e o minimo, da forma quadrdtica Q@ =< T(v),v > sobre o

circulo unitdrio de V.

Demonstragao. Seja Q(v) a forma quadratica relacionada a T, pela proposigao 1 vimos
que, existe uma base ortonormal {ej,es} de V', onde Q(e1) = Ay, Q(e2) = Ao, tal que,
quando restringimos () ao circulo unitario de V', A\; e Ay sdo 0 maximo e o minimo de )

respectivamente. Portanto, resta mostrar que T'(e1) = Ajeq, T'(e2) = Aqen.

Pelo lema 1 sabemos que B(ej,e3) =< T(e1),ea >= 0, e temos por hipdtese que

e; # 0, entao, T'(e;) = aey, como
Qer) =<T(er),e1 >= X = <T(e1),e1 >=< ey, e1 >= )\
mas
< e e >=a < e, e >=q,

logo a = Ay e T'(e1) = Ajey.

De modo andlago, Agora usando B(es, e1) =< T'(e3), €1 >= 0, obtemos T'(e3) = Agey

]

Com a demosntracao do teorema 1 atingimos o objetivo desse apéndice, porém vamos

acrescentar mais alguns resultados interessantes.

Teorema 2. Se Ay, ..., \,,, sao autovalores dois a dois diferentes do operador auto-adjunto

T:V — V, entao os autovetores correspondesntes vy, ..., Uy, Sao dois a dois ortogonais.
Demonstragao. Para quaiquer ¢ # j, sabemos que A; — \; # 0, entao:
()\Z — /\]) <V, 0 >=< /\Z'UZ‘,U]' > — < vy, )\jvj >=< T(’UZ'),UJ‘ > — < ’UZ‘,T(U]‘) >,

mas 1" é auto-adjunto, entdo < T'(v;),v; > — < v;, T(vj) >= 0, logo (A; — \;) < v;,v; >=

0, de onde tiramos que < v;,v; >= 0 e portanto ortogonais.
O
Teorema 3. Seja T : 'V — V um operador linear. T € auto-adjunto se, e somente se,

sua matriz A = [a;;] relativa a uma (e por tanto qualquer) base ortonormal de V' € uma

matriz simétrica, ou seja, A = AT,
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Demonstragao. Seja 3 = {ey, ..., e,} uma base ortonormal de V.

Entao < e;,T(ej) >= [i—ésima coordenada do vetor T'(e;)] = [i—ésimo elemento da
j-ésima coluna de A] = a;; = AT. Portanto a matriz A é simétrica se, e somente se,
< e;,T(ej >=< T(e;),e; > para quaisquer i,j = 1,...,n. Como T é linear e o produto
interno é bilinear, temos que < u,T'(v) >=< T'(u),v > para quaiquer u, v € V, ou seja,

T ¢é auto-adjunto. O



Conclusao

Podemos concluir que a elaboracao e confeccao de um trabalho de conclusao de curso
sao de grande importancia, pois é este trabalho que nos leva a pratica constante da
pesquisa, ao estudo aprofundado de algum assunto ou assuntos anteriormente nao co-
nhecidos, assim como aprimoramento de conhecimentos e relagao entre conceitos adquiri-
dos no decorrer de um curso de graduagao. E neste momento que nos vemos abrigado a
desenvolver um pensamento mais detalhista e formal, onde pensamos na matematica de

uma forma mais sofisticada e rigorosa.

A disciplina de Geometria Diferencial nao estd incluida no curriculo do curso de li-
cenciatura em matematica, pelo menos nao no desta universidade, conseqiientemente nao
¢ estudada por muitos alunos que optam por essa graduagao. Mas, com este trabalho,
onde apresentamos o estudo de uma parte da geometria diferencial (geometria diferencial
de superficies), podemos ver que, com uma boa base em conceitos de calculo diferen-
cial e algebra linear, juntamente com a disposicao de aprender podemos obter um bom

resultado, no qual percebemos ainda o quanto essa area é vasta e fascinante.

Nao vamos ver nesta folha de conclusao resultados significativos sobre a geometria
diferencial de superficies (esses estao na segao 5.5), mas podemos dizer que para definir
curvaturas de uma superficie bem comportada, tivemos primeiro de entender o que é
uma superficie bem comportada, ou seja, estudamos primeiramente a nocao de superficie
regular e conceitos importantes relacionadas a essa para depois poder definir curvaturas,

alcancando assim o objetivo maior deste trabalho.

E neste trabalho onde vemos também que, com certeza existe muito ainda para abor-
dar, estudar e aprimorar sobre este tema, alids nao sé sobre geometria diferencial de

superficies, mas sobre toda a geometria diferencial e acima disso sobre toda a matematica.

E por fim, assim como grande parte dos alunos que alcangam esta etapa, esperamos
que nosso estudo apresentado neste trabalho possa ser 1util a outras pessoas como um

material de de consulta ou de estudo.
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