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METODOLOGIA

O ENSINO DO CALCULO

OMOFRE A. PENTEADO JUNIOR
Professor<catedrit.co de Didatica Geral e Especial da Faculdade
de Filosofin, Ciéncias ¢ Laetras, da U.5.P.

{Continuacio do numero anterior)

1 — A construcio do nimero. Ha varias teorias a respeito de como se
constroi, na mente da crianca, o conceito de numero. O ponto de vista
racionalista admite o nimero como pura criacio do espirito. O intuicionis-
mo pestaloziano, como fruto do contar coisas, como uma impressio sensivel.
Em nossos dias Piaget vem estudando profundamente o assunto e em sua
obra “L’épistémologie geneétique™, edigio de 1950, apresenta os resultados
de anteriores pesguisas psicologicas, de grande interésse para a didatica
do calculo. A constru¢io do nimero nio se faz apenas empiricamente,
isto &, 0 numerp nao resulta da observagio e comparagio de objetos con-
cretos, nio ¢ um dado fornecido a partir das coisas reais existentes no
mundo exterior, e nem um produto do espirito, sem ligagies com o mundo
objetivo. A construgio do conceito de numero & o resultado da acio con-
junta do espirito, da atividade mental que trabalha sobre a realidade do
mundo exterior. A concep¢io de Piaget se enconira resumida, na obra ci-
tada, no seu volume I, e se expressa de modo preciso em quatro itens,
gue passamos a analisar:

15} Antes de mais nada & preciso compreender, coma dizia William
James gue a nalureza nos da, com anterioridade, os esquemas de classifi-
cacbes e de selecbes. Os orglos dos sentidos sdo selecionadores de estimu-
los. Os estimulos do ouvido sio de natureza diferente dos estimulos da
vista. No vemos o som, como nNio ouvimos o gosto. A psicologia genética
procura a origem historica e evolutiva da construgiio do nimero e verifica
gue o conhecimento matematico se descnvolve, na crianga, a partir do sen-
sivel, do real, e atinge o nivel de absirato, para depois aplicar-se ao real.
Ge a nalureza da matematica nio depende de processos experimentais e se
ela se estriba em postulados e axiomas, que sio afirmagdes que expressam
juizos necessarios ou analiticos, islo &, verdades intuitivas, tais como o
principio de identidade, o de miio contradicio, o do terceiro excluido, os
quais sAo0 descobertos pela crianga, através de suas experiéncias rudimen-
tares, nio resta duvida de que a matematica nio dependendo do real, da
,mmmtm;lo. vai aplicar-se ao real. Fiaget admite que tbda agio esta
sempre ligada a acdes anteriores que, remotamente, se prendem a esque-
mas de atividades orglinicas, como sejam os reflexos e os demais atos he-
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reditdrios. Anles que o homem classifique as coisas, a nalurcza ji o faz,
selecionando os dados do mundo exteriur, através dos argios dos sentidos,
A crianga trax em s verdadeiros modns de agir que A0 como que técnicas
naturais de que se vale para explorar o mundo ambients: agarra, bate,
Eacode o objetos. Esses esquemas de aclio levam a crianca a enfrentar os
tonjuntos de objetos existentes no mundo exterior, redistribuindo-os, rear-
na_.nlmdu-w. dispondo-os de modo diferente. A oclo ou & atividade da
enanga tem par finalidade incorporar o objelo 8 esquemnas assimiladopes
existentes anteriormente. Fstes esquemas  assimiladores, biolbgicamente
e genélicamente falando-se, tém sua origem no PROprio seT vive em gue se
manifesta a atividade, A necesidade, como carénecia, como falta de algo que
rmu_.helm o equilibrio orglnico, como se di no case da fome, da séde
da I‘.rif:r ifw 0 imaturo @ acdo. E isso nio & preciso aprender, Sao fnrrnas‘
hp_nd:tihns da agho. E' imanente ao ser five 0 capacidade de agir. A
CORNGE, a0 nascer, iraz consigo modor inatos de agho, que se

traduzem
B0 pegar. bater, reunfr, separar, RETUpAL, el “

: A agho estd relacionada a
um agente, a um sujeito, do mesmo mods que o pensaments implica um

Eer pcnsm_ile. A construcio do nidmern val d~pender. a0 mesmo tempo, da
interrelacio entre o sujeito da acio e o objet sibre que se da a acio Il}e-
pende do sujeito & do objete 5y mesmo tempo. Todo objeto mani; o do
pela_ trianga como gie se INCOTROTA 2 um esquems preexistente dzpul.;
€ 3 isto chama Piaget de assimilacio. O objeto como gue é atraido %
mundo da criangs por intermédio das Gnicas técnicas que a natu.r::r:h:
-r._Tuu'. umn caixinha que deve ser aherta & batida, secudida, aparrada pois
€ 84 iz=o que pode fazer, nas primeirax fases de seu \dm::;el-m:nlvirme::n:nr Por
outro llﬂ-u. of objetos impdem uma variagio de atitudes, em face da. al
€ a cnanga lenta como que adatar-se ao objeto, a acomedar-se ao nb'l:ln-'
o nhj!_l‘.-n forga & variagho da sedo. Os dois aspectos, a assimilagio & alrlm-
llullnu Sd0 aspectos insepardveis da propris acio. De um lado o objetn ;
assimilado & esquemas anteriores da acio e de outro o a¢lo tende g vaJrinr B
& scomedar-se ao objeto, resultando wm equilibria dindmico g todo o mo

mut;u-. ﬂd:lqulll'hl'{ﬂ Ee réeconsirol continuamenie. E
Egundo of estudos de Piagel, o e inici

:nu._m al.iru_d‘.a crianga rnrn&: renii:ll:;:ndgur::lnT:ne:::uI:mgr;cT::

aecido do munds extersor pebe seghen T {400 empirio for-

tido. O nimers é uma rnnz:n:::ﬁzrg;m g s et S oo e

:.Ifm::::::-mnw!ﬂu{ com & realidade, a partir de atividades senso.

ety primeira etapa do desenvolvimento do conhecinento

27} Numa segunda fare a o
3 peracho gue
80 pensamento matemdtico, afasta ]
sentagio do objeio real. -%e do sensivel, para ater-se 4 xEprE-

— 3=

de objetos concretos, sementes, fichas, bolfes, passa o jogar com
ak representacoes das coisas, A agho gue antes era efetiva ou gue S8 rea-
lizava com coisas, passa a inleriorizar-se, isto &, a realizar-de ropresen-
lalivamente. E' interessanie observar que & crianga, de cinto a seis -m-:l..ﬂ.
& capaz de estabelecer & correspondéncia de obyeto @ objeto em duas sé-
rigs. por exemplo, de seis moedss e seis botGes pariados. uns em frenie
dos oulros e cada série tendo seus elementos afastados de tal modo gue
haja correspondéncia univoca, tErmo a tbrmo, & gue o comprimenio .L1!"
ambas seja o mesmo. Qualquer alteracio nos elementos. tormando os ele-
mentes de uma série mais afastados, dando a impressio de ser mols com-
prida do que s outra, faz com que 3 criancd dessa jdade se pl‘T:UH‘E Tal
=& dd na primeira fase, porque niia & capaz de interioTiEdr A acan rlr'. l:odr-
respondéncia de objeto a objelo Ma repunda fase comegn A Superagiao do
sensivel. QObserva que a contagem dos elementos de uma série da o mesmo
resullado a partir da direita ou da esquerda, :rli'm Imrmr?.nndh b n:-rr"errt._e
izzn ndo nos e dado pela nalureza &m £, mas & oma primeirs :.nn=1ruu;a|:-
interiorizada do espirito, & uma elaboragho menta!. Por _1=-m & que d:
Piagel, que gquando se passa da agio :rnsflhﬂ-mnlr'!j a4 acan In'l.tr_lur.ljl-'l_:
constituida pela represeniagio intuitiva, o equilibrio entre a a.“lr;u n.c:_
¢ g acomodacdo tende a & estabilizar sob 0= e:‘en..ns :I.c determing rus_ a
tires, O equilibrio de que fala o psicologo & dindmico & nio es alnrn
“Gragas mo jogo das significagies evocadas mentalmente, a a??IT:'II- awa;
cessg de ser imediata v Supera a uclio do momentu, encaminhanrlo -se par
as grandes distincias espaco-lEmporais, i:illi n‘:bﬂn s;np:::?;;r: :-:::_
i ue seja a filingho psicologica
f::::::k::r ::r:g:::nqi da ;.cﬁn. a continuidade epistemoligica & :vld:nt:h.-
Quantn i acomodagio, gla =e interioriza igualmenie, mas sob nrr;'u{u. .
gignificaghes imaginadas: & imagen mental, :im'r._mha do b_b]'ﬂl:'. :i'l:nz:m:'
uma especie de imitacio interior que, tomd 8 imaEinncan ::: e E#
prolonga a aeomodagio™ (11, Nesta segunda fase o u_mced prgion
realiza de modo interiorizado. jugnnd:dmm_ni:;eu;’talmn:imi? o
foram manuseados, em acio efetiva, pela criang. bie b
imapens, as representaglzs de eolsas sensiveis, considera '
“m::;::; :T: yenfi:ln lagico, como tudo agquilo queipreccupi AGEED ::q:im:‘.
- determinads momento. O objetns & real. gquando sendo sensivel es
o & N0 BEpAgD, COMO @ MEsa em gQue esCTEVD, que esld aqui Aporm.
- m:r:mmm ¢ que ocupa lugar A0 FERAco. O objeio pode estar apenas
P & pBo ocupar lugar mo eéspago, camo a dir de dentes que tive
i “m:nmj; ji nio tenho, como acontece com o5 fatos wrniﬂﬁcmu:-i O
i Ao estar no wnpo.nmpnew,mnhlbmnu :m
s fo ocu Iunr'numaw!dninmmdm&é
gue independe do tempo € n pa

- 1, iLa pemsbs mathi-
LeBpirtimssiogs Ginitiau= Tome L
(1) — Tt e vrtabs e Prasce, Pasn, 1930, 7y 84.
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igual a quatro, é uma verdade matematica que néo ocupa lugar no e i
e independe do tempo, podendo-se afirmar que daqui a cem anos dojs

brasileiros mais dois brasileiros serio Iguais a quatro brasileiro

4.0 — Em terceiro lugar Piaget estuda a agio -:nnln;'rt-la. € usa esta pa-
lavra concreta no sentido de Dewey, que nio se identifica com o sensivel,
O concreto ¢ o que ¢ entendido. Uma celula vegetal, .embora sonan-u.j, po-
dendo algumas serem vistas a olho nu, é concreta para quem a viu no
micrus-—:dp.iu e analizou completamente, mas ¢ abstrata para a Cnam;.;a
que ainda néo a conhece. A agiio concreta tanto é a que sg I‘E-'t.ll?!ﬂ efeti-
vamente com objetos do mundo exterior ou com objetos mentais, dai dj-
Zer que as primeiras Operagies permanecem concretas porque ainda liga-
das a manipulagdes efetivas oy mentais. Neste terceiro nivel de desen-
volvimento, porém, surgem duas coisas importantes. “Em primeiro lugar,
A agiio é reversivel, enquanto que a acdo inicial é irreversivel, e tida a
psicologia da crianga mostirg quanto & lenta esta conquista da reversibi-
lidade, até o Mmomento em que a acio inversa é concebida como ligada ne-
cessariamente § acfio direta: inverter uma ordem, separar em OpOsicdo a
reunir, ete. Donde o segundo carater da operagio: nio se tratg jamais
de uma acio unica, mas de agies coordenadas a outras, composicido estg
de agdes gue se lorna coerenie pela sua propria reversibilidade. Com
efeito, esta reversibilidade e estg coordenacio nio s3q outra coisa que g
Bxpressao do equilibrio enfim atingido entre a assimilagio e g acomoda-
¢do! cuurdenar 85 acoes de maneirs reversivel, é poder simultaneamente

4o __ Ac Operagies anteriores concretas tornam possiveis gg opera-
cies abstratas ou formais que se baseiam am afirmacfes g nio em realj-
dades suscetiveis de serem manipuladas Estas operacioes abstratas se
referem g Proposigdes gue descrevem gs operacies roncretas, e nio ge
realizam mais ng base de objetos em sj mesmos. Cadga broposigio constj-
tui ainda umg acio, coordengve] o reversivel, mas de ordem Puramenta
simbélica o hipotética. Significa jssg que o pensamentg malemitico se
constroi, na Crianca, g Partir do rea] o Eenéticamente ga desenvalye até

anterior, que é g sensive] oy o real,

(Continua)

(2). — ldem, idem,



O ENSINO Da MATEMATICA ELEMENTAR

E. F. ROSENBAUM

Continuagio de uma visio geral, iniciada no dltimg més. das inovagies

na educagio clentifica. Matemitica: ngs Proximos anos serip possiveis
importantes mudangas nos curriculos do “high-school~_

Se vocé tem um filha ne “high-school™

s ® & eventualmente chamado
para auxilid-lo na matematica, podera nio

dada n&0 mudaram. Mas uma tevoluglo estd iminente. Profundamente
insatisfeitos com a maneira pela qual 3 matematica tem sido ensinada,
varios grupos influentes de educadores comecaram a experimentar métodos
radicalmente novos de apresentar o assunto. Existem “high-schoals® onde
fegundo-anistas levam para casa problemas, tais como: provar que

[AB//] se e somente se (A£L eB{1) eABN1=¢

Traduzido, isto significaria: “Provar que um ponto B estd entre outro pon-
to A e uma reta l, se e somente se A nfio pertence a | e B nio pertence a |
e 0 segmento AB nio encontra 1°.

Existem marcantes diferengas de opiniio a respeito desta inovagio, se
ela ¢ realmente util ou tornar-se-ia irrealizavel. Entretanto, em um ponto
quase todos estio de acdrdo: o antligo curso de mnemitf'cg deve ser posto
de lado. Ele nfo ensina aos estudantes o que ¢ a matematica. Ele nio lhes
da nenhuma real compreensio dos principios da matéria. E' tio muqm
que deixa fora, praticamente, tédas as novas idéias e dmhertas dos q-
timps 100 anos. E, acima de tudo. conseguiu tornar a matemaitica o mais
impopular de todos os ramos do conhecimento. Mesmo homens cultos de-
claram sua ignorincia de matematica com um ar de desafio que € quase
de orgulho. Algo deve ser feilp para tornar a matemitica mais significati-
va & mais excitante. Pelo menos trés tentativas Iimpnrl.lnu: estho zendo
realizadas. Tentarei descrever brevemente os raciocinios e taticas de sua
Seu n:bjﬂiw bégico & modernizar a matéria em mais ou menos

guzr-~An ir mais longe do gue outros). Modernizar significa pnn-
. e '™inar o que ¢ velho e introduzir algumas das
—

- T
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novas idéias fundameniais que mo altimo seculo deram mais significado e
unidade & todos os tradicionais ramos da malematica

Como exemplo do que val ser eliminado podemos citar a consideravel
ulengho dispensads, nos livros-lextos de irigonomelria, a resolucho de
tnangulos com loganimos. £sie (ol o Gnico melodo ﬂlﬁpul‘h'\"i.'] BOS ApTimen-
sores ¢ navegadores ha um século atras; hoje os lecnicos oblém a resposta
nas maguinas de calcular. Também para eliminar estio algumas =provas™
classicas euclideanas de geometria; clas nio sio realmente provas. Hoje
um matemalico ataca éstes yrubien:m: oom o caleuls ¢ o conceito de limite
@ chega a provas verdadeiramente rigorosas.

A malemitica conforme ¢ agora ensinads nas escolas elementares &
mesmo nos “college™ parece ser uma coletines de assuntes separados.
Cada um tem suas regras aparentemente arbitririas, para serem decoradas.
Mas, estudos dos fundamentos da matemitica. no Gllimo seculo, mostea-
ram que todos of sews ramos podem ser reduzidos @ térmos Puramente
abstratos, com propriedades comuns. Assim como o8 numercs sho o5 ele-
mentos da dlgebra, pontos ¢ retas sho os elementos “primitives” da geo-
metnia, ¢ podemos trabalhar com conjuntos de gualguer um dos dois da
Mmiesiiia maneira — na realidade com as mesmas operagdes. As regras da
logica matemitica siio universais, Acredita o modernista que estas ideias
bisicas € processos logicos podem ser ensinados mesmo &s criangas. Apren-
tendo-os, os estudantes achario 8 malemitica mals compreensivel & maiz

significativa. Eles irio obter, pele menos, alguma familiaridade com o mo-
derno raciecinio metematico.

0 “Callege Board Program™

0 mais proeminente dos projetos  para modernizacio do ensino da
matemalica oo “high-school™ ¢ o da Comissio de Malematica do *College
Entrance Examination Board™. Esle grupo organizado em 1955 esid pre-
parando uma consideravel revisiio dos cursos do “high=school™, Em virtude
de a Comistiio representar muilor ponios de vista e de esperar exercer
uma influéncia quase imediata em todas as escolas do pais, seu programa
¢ relativamenle conservador. Fla se propde 8 mudar a apresentaclio e o
espirilo do curso de dlgebra, sem alterar substancialmenie o conteddo. Es-
& revisando considerivelmenie o curso de geometria. Pretende fazer cer-
tas modificagdes na trigonometria ¢ introduzic alpuns curses inleiramente
noves no curriculs do “high-sehool™.

A dlgebra, como a geometria, pode ser encarada como um sistema de-
dutivo-abstrato. E° construids a partir de um conjunto de nopbes primi-
tivas nilo definidas & de um cerlo nimero de axiomas. Destas npch
axiomas todas as oulras regras ¢ fatos podem ser
légicos . A Comissfo nioc se &

— il —

simplesmenie um exercicio de sducapio-gheirs:

4, mas acredita gue o o=
tudante deve ser levado a perceber g natlorezs d

K edutiva da dlgsbro. a Apren-
der o que Eid 05 AXIOMAS & coma shn utilizados para provar algumas pro=

posighes elementares. Ar habilidades necessirias 4 manipulacho de expres-
sbes algébricas serio mais facilmente aprendidas, quando o8 rapbed gue
estap por detris de tis manipulegies forem compreendidas. Quals a8 no-
¢hes "primitivas” em dlgebra? Sio a3 noghes de nimerso « operagies, tals
como adigho e multiplicagie. Os axiomas anilogamente g coneeitos sm-
ples, tho simples que parece quase desnecessirio serem estabelecidos. Se a
¢ b slo nmimeros, entio 8+b ¢ um nimere. Se a=b & e«d, entio s+c
= b + d (5e iguais sfio somados a iguais. ag somas sio (guais) . Entio temos
» prop riedade “comutativa®, asb=b+n, aXh = bXa; 5 propriedede “asso-
ciativa®™, fa+b] + ¢ = a + [(b+c). e a propriedade “distributiva™, a (b4ch
= gh4ac.

Embora isto paregn trivialidade, essas propriedades formam um #iste-
ma matemitics guz estd presenle em lodas a5 manipulagtes familiares da
algebra elementar e fornece um alicerce para demonstragies de LI“EI'IﬂTI‘II
proposicies. Consideremos o leorema: & soma de _dm numers pares 1!-
cernpre par. Para iniciar a prova. a paridade & deﬂu.-udn da seguinie forma:
WM Almero n ¢ par, 56 @ siknente se pxiste outro nUmens g, tal que o= p
O problema ¢: dodos dois nimerss pared, o e b. provar que a+b @ par,
Pela definicio de paridade, podemos dizer que a=kxe h_: 2y. Pelo axicma

i i 1x & 3y Pela propriedade distributiva
da adiglo de elementas iguais, a+b= 2y v

Ix42v= 2(x+y). Desde que x & ¥ =0 nimeros entio x4+ ¥
um nimero. Portanto 2(x+y) & um ndmero P.i;l dm:}:u:;bu:nfnuhm
Pode parecer ao leige qus um caloure deo I'l‘l;Iﬂml e

i tho poucn edificade por lal _‘IIN'I"F riasa

merm alrado, nem e, Hi miteméticas que pEp S i
magio mmmﬁ p':p-:;nﬂ“‘ argumeniam gue, em um curso bem
: podem iormAF-se UL CUTIDSa aVeT-

LIEN g 2 " dos mals poderosos instrumentos da matcmd
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tia comvencional para afirmacies acérce de conjunios e seus elemenlos.
Por exemplo, & afirmagio que 4 & um membro do conjunto A & escrito A,
que 6§ nio ¢ um membro do conjunto é escrito 6 f A. Para dizer que

A & um subconjunio de B, escrevemos *;B 0 conjunto wvazio €

indicade pelo simbolo “g". A letra U representa o conjunio “umiversal®
{ou suporte) — aguéle que abrange todos os elementos perlencentes a uma
discussiio particular; por exemplo, o conjunto universal da geomelna plans
consiste de todos os ponlos do plano.

Essa linguagem nio familiar pode parecer uma carga indevida a ser
dada ao principiante em matematica, mas realmente com pouca pratica,
cédo torna-se facil de ler [consideravelmente mais facil do que o deninie
da estenografial .

Para ilusirar eperagies com conjunlos, mencionarei apenas irés. A
reuniiko de dois conjuntes A & B (escrito AUB) é o conjunto formade de
sodos o8 elementos pertencentes & A, a B ou & ambos. Assim, a reuniio de
{1.2.3 4) ¢ (2.3 4 5} ¢ {1, 2,3. 4 5] . A interseccio de dois conjunios

{'ln‘] é 0 conjunto de todos oF elementos que sfio comuns aos dols dados.
Assim, a intersecgio de {1.2. 3. 4] e (2.3, & 5} ¢ 12,3, 4] . Finalmente, o
complements de um subconjunto A {escriton A) & o conjunto de todos os
elementos do conjunto universal que néo estio no subcon junto; exemplo.
s¢ o conjunts universal € [1, 2. 3. 4. 5} e o sub-conjunto & /2, 3] seu com-
plemento ¢ (1, 4, 5] . Estas ideias podem ser Tepresentadas num grifico
por simples figuras conhecidas como diagramas de Venn (Fig. 17.

A teoria dos conjuntos sjuda a pir a descoberio a unidade das mate=-
méticas. Tanlo a algebra como a geometria dizem respeile a conjuntos —
s dlpebra a conjuntos de pimercs, & geomeiria a eonjuntos de pontos. As
operaghes especificas em ambos 05 campos podem ser consideradas exem-
plos das operaghes gerais sobre conjunlos, tais como, reuniio, intersecgdio,
Elc.

Vamos ver como o conceito de conjunte pode ajudar a esclarecer as
nogoes de varidvel ¢ de equagio em dlpebra, Foi recomendado pelo grupo
do “College Board™ que se ensinasse, antes de tudo, ao estudante, que a
algebra trabalha com conjuntos de numercs e relaghes entre 0S MESMOS.
Aprenderiam entdo que uma varigvel é simplesmente um nome geral para
elementos de um conjunto. Como tal pode ser representada por uma letra.
Por exemplo, 8= 0 conjunto & o conjunio de todos os numernes inteiros, en-
tio x pode ser qualguer numero inteiro e x+1, pode ser 141, 241 ou
84+1, etc. Além disso uma equagho ¢ uma proposigio que relacions ele-
mentos de um conjunto, Ela pode ser verdadeira ou falsa: 3+%2=5 é verda-
deira, 3+ 2=6 ¢ falsa mas ambas sio proposigbes. Uma proposiciio contendo
hm.hlmmax+l-hnhirﬂdldﬁnmhhlﬂw x sejs substi-
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A esquerda, acima, 0 ponio represents o conjunto descrilo peis BQUAGED dacdes ¢ representadn grificamente pela drea de sombra carregads no
% & 2 = 5. Abmxoe, o paru carregada da rela representa O 6 jUnle infi= diagrama,

pite descrita pela desigualdade » + 2
A direits, os pares de NGMEroY gue perlencem G0 comjunio selecionado pela
desigualdade indiesda estiio repredeitados pelos pontos internos do circula X
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Fig. 4 — A esguerda, & idén de SET-
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letras sob o radicando sic as m;ﬁufs:iiﬂﬂl no' gl agrai:: AR
chedni= ey pontos extremos do

Fig. 5 — Sela Pa intersecclo
de AD & BE.
Tomemos M & ¥, pontos medios de
AP & BP respectivamente. ED ¢ pa-
ralelo a AR & lgunl & sus metade
MM ¢ paralelo a AB e igual 4 sum

metade.

* ED & paralelo e igual 3 MM
« MP = DP e EP = KP
hfas AM = MP e BN = KP

. Poestaa /3 da distingia gue
vaide AaDe da que val de B 3 E.
Farendis a mesma eopsirugiio, usan-
do AT 8 CF, pode-se demonsurar
que sua intersaccio estd o 273 da
distdncia de A 8 D.

T medianas & interseplant
em um ponto gue as divide na Ta-

2:1.
o Q.E.D.

ST N
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EE AP 4B N ¥
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As squacies das relas AD, BE ¢
CF &, respectivamenie:

cx + (2a-bl¥ Zax
x + (Th-aly = 2be
fex + {a+ by = Tac+dbo

Esie sistema de trés equaches
tem o solugdo]
x= 3 {a+bhl.¥y= 2 ¢

3 3
% as medianas possuerty W pon-
o COMmm

Gubatituinda #s coordenadns  na
formuls que di a distineis de dois
pontos, ohlemos:

AP = TPD. AP = IPE ¢ CP = 3IPF

Q.ED

A FROVA DO TEOREMA {As medianas de wm trifngulo se encontram

em um ponto que ns divide na

;uqu-rd-] & pela genmetria analitica

raplo 213 & feita pelo método euclidians
{direital .
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jmportante no curso de TLLI?
apuin na resolucio de EQUagREs simultaneas
negro A e B representam o comjunt
conles as duas equacoes A solugdo €
w0 Sho o conjunios formados pela e
menie.
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No material do guads
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i A do conjunto apropriado. No comego do curso o3

usando os 5::;;:;&:“1 J;i:f'“d” tambéem a trabalhar com desigualdades,

Qualgquer rela-;ﬁrfpmidmf SRR = Dt 0
certo subconjunto do :-c.e il "lhada_ e g e S SHE(LU"_“ oo
S e e dD:Junm unuel:rsal dos numeros em ﬂllf:ﬁ'iﬂ-:ﬁ; na
s & roiliats unlx-c-r~:1| E-[f‘ﬂhj.umm éla @ .-:hamav:la “set bu:idﬂ:i _—".:mm_,
bl it .:3. .'-'!'l'ﬁ-il::{.: Peios numeros reais, a relacio x+2=2

e (3], ou x4 2>5 seleciona o conjunto de todos os nu-
meros maiores do que trés. O conjunto selecionado por uma relacao e
conhecido como seu conjunto solucio.

(* mesmo conceito se aplica a pares de numeros e a4 equacido de duas
incdgnitas, ronvencionalmente representada por x e y. Tal equacio natu-
ralmente tem mais de uma solugio. Por exemplo. o conjunto selecionado
pela equacdo 5x + 3y =15, inclui pares, tais como: (0,3), (3,0], (131/3). Qual-
quer pessoa familiarizada com sistema de coordenadas reconhece isto 1me-
diatamente como o casamento da algebra com a geometria: um par de
varidgveis numeéricas (x,y) pode definir quer um ponio, guer uma reta.
(ver Fig. 2 [Fig. 3 e Fig. 4). Pensando em térmos de conjunto, um estu-
dante pode ver gue a solucio de duas eguacbes algébricas simultineas e
uma guestBio de achar a interseccio dos dois conjuntos solugbes. A solucio
¢ o par de numeros que & comum a ambos os conjuntos.

A nocio de conjunto é particelarmente util no trato com desigualdades.
O significado de uma expressao tal como 3x + 3y>15 fica mais claro quando
ela é considerada como a seletora daqueles pares de nimeros (ou pontos)
gue no grafico jazem scima da reta 5x+3y=15. A expressio x*+y*<16
seleciona os pontos internos ao circulo x*+y*=16. “Resclver” éste par de
desigualdades simultineamente ¢ novamente uma guestio de achar a in-
terseccio de seus conjuntos solucoes (ver Fig. 3). Todos sio meros exem-
plos para jlustrar a maneira de apresentacio do grupo d? Collfge Board
revisio do curso de algebra. Excessfo feita a énfase que

sua ;
; sta as desigualdades, ela nio muda substancialmente o contetdo do

m .qu-o sob um novo aspecto.
A Nova Geometria

geometria 0 Brupo propde mudar radicalmente o Curso. Em pri-

M:m lugar, quer gl.i:tmlr a maior parte das proposighes e teoremas que
pedem a0 estudante para demonstrar, sob o fundamento de que os es-
- terio adquirido algum treino do raciocinio dedutivo atraves do
endeioh ainda muitas provas euclideanas podem ser mais

outros métodos.
w %ﬂ" reduziria os teoremas a serem provados
A “College que hoje aparece nos livros de geometria.

. 1e ] da centena
l”*“‘*-‘l:::rm de como os fatos da geometria podem ser



dedusidos de um conjunto de Bxiemas. Dibles o estudonies desenvolyverinm

teoremas e futos acbrca de tridngulos, retas paralelas. pridngulos semelbinn-
tes ¢ finalmente o teorema de Pitagorns {um teifingulo & relfngule e e
shmente se o guadrads dn hipotenusa & igusl 4 sl dos guadrados dis
dols outros lados) . A razho para se parar fio weorema de Pitlgoras e que
fale possibilita um desvio para a geomelna analitica, isto &, soliugho slige-
brice de preblemas geomséiricos com ajuda de graficos. O metdo analibico
mostra o uso de conjuntos selughes na geometria (vide Flg, B).

A comissio nho s prople a abandonar InteiTamcnis A8 provAS cucli-
dennas classicas. Alguns problens sho de fato mais Cacllmente resnlyvi-
veis p!lu processe euclideanas do gue pelo mélodo analitice. Os estudantes
serimm encorajadoes a descobrir @ usar o meid mais eficienie para alaear o
proolems

As POUCES SUpressoes recomendadas reduziriam o e nRCessrie
pars o desenvalvimento do curss di geometria plane & menod de um ano,
pelo que & Comissio propie ulilizar o tempo poupado com @ inclusio de
um pouco de geomelria espacial, O estudante =cria ingentivado & pensar
£im trés dimensdes assim como em duas, o catudarin o8 Importantes leeremias
dn geomelrin no espago, de um ponto de vista principalmente intuitivo.

No terceiro ano, depois da algebra e geometbia elementar, o curso de
matemitica seria orientade pars trabalhos mais avangados de dlgebra e
um pouee de irigonomelris, principalmente quanio mo comporiemento s
funches Lrigonomelricas (seno, coseno. cte.} e sun aplicagho a problemas
lais como estudo de velores, no lugar de resolugio de trifingulos. Fara o
cunrto ano a Comissio ofereceria pos estudantes gque continuasserm esiu-
dande matemitica dois semestres de curso. O primeiro chamado analise
elementar, utilizaria a idéia de relagho e funciio sob um ponte de vista mais
avancado. lovestigaria as proprivdsdes dos polindmios (expressies alge=
bricas conlendo varios térmos] e de fungbes logaritmicas. eEponenciais e
trigonométricas. A idéia de limile seria introduzida de uma maneira sim-
ples e oF estudantes aprederiam um pouco de cdleulo, isto &, como dife-
renciar ¢ integrar polindmios No segundoe semestre do ano teriam wm
curse de probabilidade e inferéncia estatistiea. Agui o estudante aprende=
ris = trabalhar com conjunios de medigies ou observagbes por intermédio
da estatistica. Ele aprenderia como & matematics ¢ aplicads aos processos
governados pelo acase. O curse demonstraria alguns dos metodos de veri-
ficar o grau de confianga de um programa de amosira e de se avaliar o
significado estatistico dos resultados, A Comissiio sallenta que dsse mafle-
rial esta provavelmenis mais intimamente relacionads com a vida diana
ﬁsp:-nudnququﬂqmmmwun matemitica. Além disso, a
estatistics ¢ a probabilidade lomaram-se importantissimas para a cléncin
e & indistria. Pelo fato de que muitos dos Wpicos do curse de probabilidade
punca terem sido ensinados em “high-school® a Comisgio preparou um
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move liveo de text

mag escolas,. O il:mi"t:-" dae curmw, o qual ji esth sendo unsdo em algu-
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A Comissig :mslurul e avangada do “high-sehoal®.

. quie o “high-

5 Que lmam parte no “Colleg it Hcllmul" Sliecaigs, purs ou estudan-
um cursa de calenlo o ge : tLH Saard’s Advanced Placoment Program”,
LBl q "
planie do =Collepe" i snalitics — curdo usual dodo so princi-

Tal
:meal: :'Lu'::'“"'lﬂliu O programa da “College Board Comission” para re
3 i malemiltics naos “high o 3
i ~school” do pais, Els st
i:’:?:‘;ﬂl:ﬂw as vscolas ¢ professires parn que tentem bisdas o Llul:'!:'it;::ll.:
: 5 il
it &I:;'“W“"'-‘ o que as mesmas sejam testodns o fm de se verificar
i '-;:P;;‘r:llﬂ_‘:n!- E::!'In que, uma vez inleedugidos of estudanies
mitica
s e ernm, o miateria adquirird wmes nove vitali-
mmEﬂ:lergu::Er'm;ran:: ds Comissiio seja spenss uma proposia. Obvia-
je Hoord” esla em condigles de exercer uma
e - poderosa in-
l:-lalli'ﬂﬂﬂ I'.’lhl't.lilll high=school™ atroves de seus exames e sun intima relns
!: ] _I:I-ld‘l'l. colégios proominentes, A Comissiio ji comegou a alcangar pro-
;_“m'" rm. 1-|:Id.l:|l 1] .pms por meio de publicagies descrevendo fases de seu
rabalho e ira publicar o sea relatorio completo dste outono, Muile pro-
\-ﬁ.vtlmr._-me suas sugesides irfio provecar o aparecimento de liveos didati=
cos radicalmente noves nos proxomos anos.

0 Programa de Dlinosis

Vamos agora a uma nova gpresentacio — o programa do Universidade
di Mlinois, que atrain alguma atengiio publica pelos jormais. Os espirios
condutores diéste movimente sho Max Heberman, um professor na "Unis
versity High School” de Hlinois, e Herbert E. Vaughan, matematico da fa-
ruldade da Umiversidade, Eles organizaram um programa que vai the lon-
ge em sentido modermists que fax parecer quase antiguade o progroma ds
“College Board Comission®™.

As experiéncins em Illinois comegaram na “LUmiversity High School”
adjunta o =University's College of Education™, em 1032, Cresceu alé uu:
programa de quatre anos gue esti sendo tentudo éste ano em uma dezens
de “high-school's” de Illinois, Missouri @ Massichusells, ¢ esla sendo ensi-
nado também a empregados interessados da Polaroid Corpofation em Cam-
bridge, Mass. Com o finsnciamento da Carnegie Corporation, o grups de
linois produziu uma série completa de livros diddticos ¢ manuals de ensino
@ traz professires 4 Universidade onde permanccem ald um ano observans
do e doutninando-se nos Seus cursas,
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A apresentacho da matematica por meio de generalizaghes abstratas &

a verdsdeira pedra angular do programai de IMlinois = nNAo Apenas um
exercicio de racioeinio ou UMa amosLra de alguns dos fundarmenios da ma-
temitica, Alunos do nono gran comEgam =Eu estudo de algebra com um
conjunto de axiomas & partir dos guais procedem 4 prova de Wdas as re-
gras gue devem dominar. Os axiomas, chamados =principios de aritmet-
ea”, incluem coisas tmiz onmo definigio de pero (gualguer numero VEIes
sero & igual & sero). ¢ definigio do nimero 1 (gualguer numero vézes 1
¢ igual a &le mesmol & naturalmente as leis comutativa, associativa e dis-
tribulive. As crianges slo conduzidas @0 seu FIgOTOso prOgTAmA por faceis
estigios, ds vizes em forma de histiria. Par exemplo, éles aprendem que
s deve distinguir um numero do simbole usade para representi-lo, par
meio de uma correspondéncia enlfe Ed Brown, um estudante em “Zabran-
chburg High™ ¢ Paul Moore, um amigo de correspondéncia no Alnska. O8
dois amigos cairam no hibito sinfular de S @sCreveErem acérea de aritme-
tica. O jowem Paul apresenis a proposicho razodvel de que tirando 2 de
31 resta 1. Ed Fica assombrado: isto ¢ brincadeira ou Paul descobriu al-
guma coiza? O texto resolve a situagio explicands gque =217 & um nome
para o TEmMen, ao gual nio s¢ deve apegar muito literalmente. Mostra
ainda que o namero 21 pode ser descrito por OuUlnos NOMEs COMG, POF EXEm-
plo, =20+ 1" ou “Twd” Os alunes vBo aprendendo que uma letra pode
represeniar um oumens qualguer (guer dizer, ¢ uma *yariavel™ ou “guar-
da~ o lugar de¢ um ndmero} O priprio professor se uliliza de gquadrados
pars represeniar fUmerocs decconhecidos em uma equagdo (ver fotogra-
fia a* 11. Uma parte substancial do primeiro ano do curse & dedicada &
assimilagho deste ponto. O texto observa que uma letra desempenha muma
afirmacho matematica o mesmo papel de um pronome nDa linguagem ordi-
nirin. A proposigho “x+2=6" ¢ semelhante @ sentenge “Ele fol presidente
dos Estados Unidos™. Nio & verdadeira nem falsa até que seja colocado um
nome no lugar devido, O professor chama as letras da algebra =prondme-
ros”, & usa éste térmo om todo © curse.

Uma boa parte do primeiro ano @ tambem dedicada & introdugho e
exploracio da idéia de conjunto. Em virtude da longa introduco dos
pronimeros e cuidadoso desenvolvimento do conceits de conjunie, o curso
shrange menor exiensdo do Que o tradicional curso de “dlgebra clemen-
L.
No sepundo ano o programa € vigoresamenie modernizado. Este cur-
w0 & nada menps do gue “um desenvolvimenio da geometria enclideana,
que é tBo rigorosa guanto, por exemplo, aquels devido a Hilbert, e entre-
tanto & acreditamoes, acessivel aos estudantes que dominaram o primeiro
curso”. Ele procura tornar clara & naturess da gecmetria como uma leorid
puramenie dedutiva gue, em §i mesmo, tem sdmente estrutura ligica e &
vazia de conteddo até que seja introduzida uma interpretacho especifica.

P
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a geomelria euclideans. Sic éles:
osigate e ank g : : 1§ toda reta & um
S il Rt mM'PE 0 menos dois pontos; 1) Existem irés pon-
tidos em wma reta. O pl’ﬂl!i:n il i o s e
podem ser inlerpretadas de v Ao bt e s e
irias maneirad. O modéls prinopal usado 6o
curse ¢ o plano de nimercs, onde pontos ¢ retas sho definidos em LErmos
de pares de numeros (xy). Com éste modélo o curso desenvolve lodos os
postulados necessarios da geomeiria plana. Entretanio, para salientar gue
o siftema dedutive pode ter varias interprelagies concretas, o professor
examing vanos modelos, inclusive um em que “ponic™ repredenia nego-
cianie e rela representa pocledade. Agui o8 postulados se apheam exata-
mente como na geomeiria. Suponhamos gque haja trés negocianies, A, B e
C. cada um dos qums faz com os outrns um negocio de dois participantes.
Cada sociedade (AB, AC ¢ BC) & um conjunto de negocianies e contem
pelo menos dois membros {postuladol). Nenhuma das sociedades conlem
05 tris negocianies {postulado ). Quaisquer dois negociantes esio conli-
dos em uma sociedade |(postulado 3.

Posso tornar mais claro como o professor e as criangas tratam désses
assunios, citande o registro de uma diseusslo em que se reviam sistemas de
postulados, entre Beberman ¢ uma brilhante classe.

Professor: “De onde provém éstes postulados?™

George: “Do plane de nimeros™.

Professor: “Que vocé quer dizer com issol”

George: “Eles sio propriedades do plano de numerce”

Professor; ~S¢ estamos falando de plano de numeros. guando dizemos,
por exemplo, que cada reta & um conjunio de ponios e conlem pelo menos
dois ponlos, & esta proposigio verdadeira ou falsa?™

George: “Verdadeira™.

Professor: =Mas suponhamos que nio estejamos falando de plano de
pumeros. Entdo que podemos dizer déstes postulados?™

George: “Falsos®

Ciro-: “Nio™

Jim: “E' necessbrio dar antes um significade especifico & “rela” e “pan-
1o para depois verificar se sio verdadeiros ou falsos™

Professor: ~Que ¢ “modélo” de um sistema de postuladoT™

Jane: *E mﬂuuqmmumdduewwp
sulados ou que satisfaz sos postulados®.

Professor: whﬂluﬁﬂ“ﬂwﬂﬂhmﬂﬂ*
tulpdos. Vools uﬂfﬂnhhﬂwﬁﬂmwhm.
H.Mmﬁwﬁd_tmﬂl.lm"



George: “Bem, guando tentamos deduzir um teorema dos postulados
podemos escolher um modélo & em alguns casos descobrir que ndo & pPos-
sivel deduzi-lo porgue & falso para ésse modélo™

Com a orientacdo de um professor como Beberman & viva a discussao
em uma classe scima da meédia. Um folheto publicads pelo grups de [li-
mois aficma: “0s estudantes do “hig-school” tém um profundo inlerésse
por ldélas. Gostam de trabalhar com abstraghes. A despeilo da moda cor=
rente de assinalar a ulilidade da matemdtica em varas profissies, a maior
parte do estudantes do “high-school® nan e estimulada particularmerite
por tal “campanha de venda”™. O objetivo profissional ¢ remoto demais pa-
ra chegar & interessar a um estudante do nono grao. Ele guer saber como
& matemitica se adapta ao seu proprio mundo. E, felizmente, f5se mundo
¢ cheio de fantasia ¢ abstrapies. Assim os estudantes ficam interessados na
malemitica porgue esta lhes dia rapido acesso a uma espécie de aveniura
que os atrai ¢ enche de satisfagio™.

O curso é francamente experimental. Algum material proveu exigir
muils lempo ou Ser demasiado pesado para ser ensinado. Presenlements o
grupo de [linois e=td considerando s deve transfenr alguns dos desenvol-
vimenios rgorosos para o guarto ano. Poréem Beberman parte do princi-
pio de gue nSo =abemos o gue =¢ pode ensingr G5 criancas antes de ser
tentado.

E ainda muilo cédo para dizer o que o8 alunos evenlualmenle aprovei-
tam do curso: o primeiro grupe esta apenas completando o programa de
guatro anos éote irimesire. Poréem, visitei a Sala de aula da “University
High Schonl®™ ¢ pude atestar gque os estudantes parecem CAITEEAr Sua Carga
com dnimo ¢ mesmo enlusizgémo. A gueslio ¢ como iria tal curso guando
aplicado em geral? Alguns criticos estdo de acdrdo em gue dé resultado
favordvel com um professor prendado e brilhantes alunos, mas duvidam
fortementie gue a classe ou professor medianos cbienham éxito,

As Criticas

Ha ng que acreditam que loda a apresentagiio dos modernistas é fun.
damentalmenie errines. Um dos principais criticos ¢ Morris Kline, pro=
fessor no Instituto de Ciéneias Matemdticas da Universidade de Nova York,
escritor popular de livros sibre o moderno desenvolvimento da matemiis
tica, Ele :I!.m"irJn gue a apresentaciio absirsta torne o8 jovens interessados
om matemalics.

Kline argumenta que nos nio abstraimos enquanto nbo seubermos do
que estamos fazendo abstragio. O matematico nio chega a uma COMpreEn-
sio do aspecto geral abstrats da matemitica anies de ter examinado mui=-
tos de seus ramos particulares. Por gue, enifio, s& hi de ESpErar que uwm
estudanie o faga? Além disse, Kline acredita que nio hd lugar para a teo-
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ria dos conjuntos num curriculs elementar: suas aplicagles podem ser ape-

nag Lriviais. & mesmo sus importdneia na matemdtica avangada & superes-
timada.

Klime € Pulres sustentam que 8 maneira de despertar major interésse
ng matematica & tormar seu ensino mais conerels so invés de maks sbstra-
to, de modn 4 relaciond-la mais vivamenie com problemas da vida real.
Kline intrcduziria ideins matemdticas por meio de simples experiéncias
fislcas o exemplos tirados de campos tais como & musica @ oulras artes.
Um defensor ativo desta espécie de apresentagio @ o malemitico ¢ profess
sor inglés W, W, Sawyer. agora na Universidade de [llinois. Sawyer criou
um cerlo nimero de actificlos simples que usa para ilustrar ideias malema-
ticas.

Parece, porém, gque os anti-modernistas esifo em causa perdida. Nio
estao organizados nem formularom wm programs determinado. Enguanio
{ss0 & moviments modernista se propaga rapidamente. No nivel do “Colle-
ge™ alguns colégios adotaram um nove curse para principiantes, elabora-
do por um comité da “Mathematical Asseciation of America”™, O cursa
consiste de um semesire de célculo e um semestre de lopicos modernos
coletivamente chamados de matematica “discreta”. Trata de conjunios nilo
continuos (isto & de nimeros ou elementos discretos) . Bate ramo da beoria
dos conjunios estd encontrande crescente aplicagio na ciéncia, nnru-:uh.:_'v
mente na ciéneéia social, que trata tipicamente com grupos de pessoas, Hi=
dades de produtos, etc. Mesmo a fisica @ discreia ao nivel atbmico @ a al-
gebra matricial, um dos 10pCos da matematica d.i_scuu. ¢ fundamental &
tepria quintica, O nove curso do “College™ tenciona ﬂ.l.'l'_ s estudanies
de aries liberais uma amostra de algumas ideias matematicas mudemn.- e
também familiarizar os alufies de ciéncias ﬂil'l!!.ﬂ-'i!- -?nm técnicas mile_mnu-
cas. O texto, agora om bastante uen, inclui logica simbélica, probabilidade,
algebra veilonal e matricial, & teoria dos jogos @ programa lingar,

03 Professares

O ensing da matemitica nos shjgh-school™ e escolas almn. tares do
naturalmente nfio mudard da noite para o dia. A maior parte dos
e nBo estd prepacads para ensinar guer seja o modermno material,
seja qualquer pova esquema. Entretantn, presenfemente, a grande
qmuu sho dos cursod de verfo para professires e Cursos internos financia-
dos pela National Science Foundation, corporagdes privadas e outris, cons-
ﬁmjp-:mi. oportunidade de puro, Neste verSio haverd 10 institutos univer-
sitarics em matemitica, todos ensinando principalmente o8 modernos pon-
Cérea de 40 outras wniversidades estio nl'-umdl':l cursos tanls &
ziuniu:a. como em cibncia & a moior puu.jﬁﬂnmi mﬁh.m;
dvel que a maior parle <
na apresentagio. Parece prov
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dos EEUU terfo derivado mais ou menos na direcio da moderna apresen-
tacio, dentro dos proximos 5 anos aproximadamente

Finalmente devo mencionar um novo projeto que podera trazer, com
o correr do tempo, o mais forte impacto no ensino da matematica nos EEUU
do que qualquer programa discutido neste artigo. E' o “School Mathema-
tics Study Committee”, estabelecido pelo departamento de matematica da
universidade de Yale e moldado de acérdo com o “Physical Science Study
Committee™ no “Massachusetts Institute of Technology™ descrito nesta re-
vista do tltimo més. (Ver “The Teaching of Elementary Physics by Walter
. Michels, April). O novo grupo ird contar com grande numero de ma-
teméticos e professires para examinar o ensino da matematica no “high-
school” e “junior high-school”, e muito provavelmente ira apresentar um
programa de elaboracio de livros didaticos e outros materiais de ensino,
conforme estd fazendo o grupo de ciéncia. Este verdo o Committee mante-
rd4 uma conferéneia para rever as presentes experiéncias e todo o progra-
ma. O gue ird resultar sio meras suposicdes, mas pela capacidade humana
e apoio financeiro podera avancar mais do gue gualguer outro grupo gue
procura revitalizar o ensino da matematica.

{ Tradugio por Dante Barbosa Bonfim, Dirceu Dougles Salvetti o
Ciodoalde Petie do original em inglés “The Teaching of Elementary
Mathematics®, in “Scientific American”, May, 1958. Permissio es-
pecial de tradugin e publicagio para & Revisia de Pedagogial .



