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RESUMO

A presenca de escoamento horizontal em sistemas onde existe um gradi-
ente vertical de temperatura que pode induzir a convecgao natural pode
ser vista em diversas situagoes, tanto em aplicagoes tecnoldgicas quanto
em fenémenos naturais. Apesar disto, a influéncia do escoamento cisa-
lhante sobre os limites onde a convecgao natural ocorre ainda é pouco
conhecida, especialmente em meios multifdsicos. O objetivo do pre-
sente trabalho é avaliar a estabilidade de um sistema composto por
dois fluidos imisciveis sobrepostos sujeitos a um gradiente de pressao
horizontal, que induz o escoamento nesta diregao, e um gradiente de
temperatura vertical que pode levar a formagao de células convectivas
quando a diferenca de temperatura entre as paredes horizontais atingir
um valor critico. Este modelo contempla diferentes fenémenos presen-
tes sistemas mais simples cujas caracteristicas de estabilidade ja sao
conhecidas e apresentadas na literatura, sendo por isso chamado de
conveccao de Rayleigh-Bénard-Poiseuille estratificada. Duas diferentes
abordagens numéricas foram empregadas para avaliar a estabilidade
este sistema. Primeiramente, foi utilizada uma andlise linear onde a
dependéncia das varidveis ao longo do tempo e da direcao horizontal
é modelada através de modos normais associados a uma determinada
perturbagao. O comportamento dinamico desta perturbacao define a
estabilidade do sistema: se a amplitude da perturbagao diminuir com
o tempo o sistema serd estavel, caso contrario este serd instavel. A
segunda forma de andlise foi através da simulacao numérica direta das
equagoes governantes com o uso de técnicas de fluidodinamica computa-
cional. Os resultados obtidos com as duas metodologias mostram-se de
modo geral em acordo, indicando respostas semelhantes a variagao em
determinados parametros. Devido ao grande nimero de fendémenos que
afetam a estabilidade deste sistema, a andlise foi restrita a uma estreita
faixa para os parametros governantes. Em especial, foram determina-
dos os valores minimos para o nimero de Rayleigh necessarios para que
a conveccao natural ocorra e as possiveis formas que o sistema pode ser
organizar neste caso. Diferentes modos de acoplamento entre as cama-
das foram identificados e caracterizados, bem como foram definidos os
intervalos onde cada modo surge como mais instavel. A competicao en-
tre diferentes modos de instabilidade pode alterar de forma significativa
os perfis de velocidade e temperatura obtidos, podendo mesmo levar a
casos onde o sistema continuamente oscila entre diferentes formas de



conveccao natural. A inducdo de um escoamento paralelo, no entanto,
inibe a formacao destes estados oscilatérios por afetar de forma dis-
tinta os diferentes modos. A presenca de uma interface separando as
duas camadas representa um problema adicional, pois esta pode levar a
formagao de células convectivas devido unicamente ao efeito termocapi-
lar ou pode ser deformada em funcao do campo de velocidades e causar
variacoes locais nas espessuras das camadas. Além disso, os resultados
obtidos com a simulagao direta utilizando o método do volume de fluido
mostram que quando o valor de Rayleigh é consideravelmente superior
ao valor critico e a diferenga de densidade entre as camadas nao for su-
ficiente para estabilizar a interface, a aproximagao em termo dos modos
normais nao é mais valida e estruturas muito complexas podem surgir.
Apesar das dificuldades matematicas e numéricas inerentes & modela-
gem desta forma de escoamento, a associacdo da andlise linear com a
simulagao numérica direta mostrou-se apropriada para a anélise de es-
tabilidade da convecgao de Rayleigh-Bénard-Poiseuille estratificada e
os resultados obtidos foram suficientes para esclarecer muitas das ca-
racteristicas deste problema, permitindo um melhor entendimento da
origem e interagao dos diversos modos de instabilidade.
Palavras-chave: Estabilidade hidrodinamica, conveccao de Rayleigh-
Bénard-Poiseuille estratificada, andlise linear modal, fluidodindmica
computacional.



ABSTRACT

The presence of horizontal flow in systems where a vertical tempera-
ture gradient can leads to heat transfer by natural convection is widely
observed in several technological applications, such as co-extrusion pro-
cess and oil-water flows, as well as can occur in natural phenomena
such as atmospheric flow and mantle convection. Despite the high re-
levance to both theoretical and practical applications, the influence of
the shear flow on the onset of natural convection is poorly understood,
particulary in multiphase systems. The main objective of the study
herein reported is to investigate the stability of a system where two su-
perposed immiscible fluids are subject to a pressure gradient inducing
horizontal flow and a vertical temperature gradient that induce heat
transfer by natural convection if the temperature difference between
the horizontal walls reaches a critical value. This system comprehends
several characteristics present in other classical flow structures, which
stability features are well known, and therefore it is named as Stra-
tified Rayleigh-Bénard-Poiseuille convection. Two different numerical
approaches were used to analyze this system. The first one was a linear
stability analysis where normal modes were used to express the tempo-
ral dependence and spatial distribution along the horizontal direction
of the field variables. Each normal mode is related to a disturbance
and the dynamic behavior of this disturbance defines the system stabi-
lity. Whenever the disturbance amplitude decreases along the time and
eventually disappears the system will be stable, otherwise it will be uns-
table. The second numerical approach used was the direct numerical
simulation of the governing equation through computational fluid dy-
namics techniques. The results obtained with both methodologies are
in good agreement, showing similar responses to the change in certain
parameters. Due to the large number of phenomena governing the sys-
tem stability, this study focuses in a restricted part of the parameters
spectrum, selected mostly to allow the determination of the minimum
value that the Rayleigh number must achieve in order to natural con-
vection be possible and the different ways in which the system can
self-organize when this happens. Different coupling modes between the
bottom and top layers were identified and characterized, as well as the
intervals where each mode appears as the most unstable. Competition
between different instability modes can change the velocity and tempe-
rature profiles significantly and can even leads to situations where the



system continuously oscillate between two different natural convection
patterns. However, the presence of shear flow inhibits the development
of oscillatory states, even at very low Reynolds numbers. This happens
because the shear flow affects each instability mode in a different way
and the equilibrium between the forces needed to keep the oscillatory
state is broken. The existence of an interface separating the system in
two layers offers an additional problem. The interface itself can induce
the formation of convective cells due to the thermocapillary effect or
can be deformed as a result of the velocity field, generating local chan-
ges in the layers depth. Moreover, results provided by direct numerical
simulation using the volume of fluid method to capture the interface
position shows that when the Rayleigh number is substantially greater
than the critical value and the density difference between the layers is
not enough to stabilize the interface, the approximation given by the
normal modes is no more accurate and complex structures with a high
interface deformation can appear. Despite the difficulties associated
with the numerical and mathematical modeling of this flow structure,
the approach adopted in the present study proved to be appropriate to
analyze the stability of the stratified Rayleigh-Bénard-Poiseuille con-
vection and the acquired results were adequate to elucidate many of
the flow stability properties, allowing a better understanding about
the origin and interaction of several instability modes.

Keywords: Hydrodynamic Stability, Stratified Rayleigh-Bénard-Poi-
seuille Convection, Modal Linear Analysis, Computational Fluid Dy-
namics.
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1 Camada de fluido inferior
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1 INTRODUCAO

“No. 2: I suppose you’re wondering what you’re doing here.
No. 6: It had crossed my mind.”

The Prisoner, Arrival

O estudo do escoamento de fluidos ocupa um papel de destaque
em muitos campos das ciéncias exatas desde a origem do método ci-
entifico moderno. Hoje, melhor que no tempo de Newton e Bernoulli,
sabemos que a dinamica dos fluidos é responsavel por definir como
grande parte dos processos naturais ocorrem, desde o transporte no
interior de organismos unicelulares até a formacao de galaxias. No en-
tanto, o estudo dos padroes de escoamento, mesmo em sistemas pouco
complexos, nao é uma tarefa simples, pois um padrao estabelecido cos-
tuma manter-se somente dentro de uma determinada faixa de valores
para os parametros que o controlam.

Neste contexto originou-se o estudo da estabilidade hidrodinamica,
sendo este o ramo da mecéanica dos fluidos que busca avaliar a resposta
de sistemas hidrodinamicos quando sujeitos a perturbagoes, ou seja,
se um determinado padrao de escoamento é estavel ou nao. Os resul-
tados obtidos com estes estudos sao essenciais em diversas areas do
conhecimento como, por exemplo, engenharia, geofisica, meteorologia,
oceanografia e astrofisica. Mesmo sendo as bases da analise de estabili-
dade hidrodinamica conhecidas ha mais de um século, a sua aplicacao
em problemas mais complexos s6 tornou-se vidvel nos ultimos anos,
pois a complexidade matematica envolvida levou a necessidade do uso
de métodos computacionais mais poderosos. A seguir sera apresentado
um breve resumo do campo de estudo da estabilidade hidrodinamica,
bem como sera descrito em detalhes o sistema avaliado neste trabalho.

1.1 ESTABILIDADE HIDRODINAMICA

Segundo Chandrasekhar (CHANDRASEKHAR, 1961), as equagdes
que governam um sistema hidrodinamico muitas vezes permitem pa-
droes de escoamento simples como solugoes estaciondrias, como, por
exemplo, para o escoamento entre placas planas paralelas ou entre ci-
lindros concéntricos. No entanto, mesmo que a solucao satisfaca as
equagoes de conservagdo, para que um escoamento seja fisicamente rea-
lizavel é necessario que esta seja estdvel, isto é, seja capaz de manter-se



28

mesmo quando o sistema é sujeito a perturbagoes. Caso estas per-
tubagoes aumentem no espago ou no tempo o sistema serd instdvel e o
padrao de escoamento nao sera mantido.

Os fundamentos da estabilidade hidrodinamica foram reconhe-
cidos e formulados em sua maioria no final do século XIX e inicio do
século XX, em especial por Helmholtz, Kelvin, Rayleigh e Reynolds
(DRAZIN, 2002). Estes e demais autores observaram a existéncia de de-
terminadas formas de instabilidade que podem surgir em escoamentos
relativamente simples, como no escoamento paralelo de fluidos sobre-
postos e na convecgao natural entre placas planas, podendo-se destacar
os seguintes exemplos:

Instabilidade de Kelvin - Helmholtz: este tipo de instabilidade sur-
ge quando hd uma diferenca de velocidade entre duas camadas
de fluidos. Dependendo das condi¢oes do escoamento, ondas com
amplitude crescente podem surgir na interface entre as duas ca-
madas (ver Figura 1(a)). Inicialmente, este sistema foi estudado
por Helmholtz (1868) e Kelvin (1871) com o intuito de explicar a
formagao de ondas na superficie do oceano (DARIGOL, 2005), po-
dendo, no entanto, esta instabilidade ser observada em diversas
outras situagbes na natureza, como na formagao de nuvens, na
instabilidade de jatos livres, na formagao da esteira de vortices
de Von-Karman e em diversos eventos em escala planetaria, como
na corona solar e na atmosfera de planetas gigantes gasosos. E
importante observar que a instabilidade de Kelvin - Helmholtz é
uma instabilidade inviscida, ou seja, nao depende de uma dife-
renca de viscosidade entre as camadas (CHARRU, 2011).

Instabilidade de Rayleigh - Taylor: a instabilidade de Rayleigh -
Taylor ocorre na interface entre dois fluidos de diferentes den-
sidades quando um fluido é acelerado sobre o outro (CHANDRA-
SEKHAR, 1961). Isto ocorre, por exemplo, quando em um sistema
sujeito a agao da gravidade um fluido mais denso sobrepoe um
fluido menos denso (ver Fig. 1(b)). Assim como a instabilidade
de Kelvin - Helmholtz, a instabilidade de Rayleigh - Taylor nao
depende de uma diferenca de viscosidade entre os fluidos, sendo
dependente basicamente da diferenca entre as densidades dos flui-
dos (usualmente mensurada através do nimero de Atwood, uma
relacdo adimensional entre as densidades), da tensdo superficial e
da acelerac@o da gravidade. Conforme demonstrado por Charru
(CHARRU, 2011), a tensao superficial causa um efeito estabiliza-
dor da interface, sendo que mesmo quando um fluido mais denso
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sobrepor um menos denso pode-se obter um sistema estavel, em
especial para perturbagoes com grande nimero de onda. A ins-
tabilidade de Rayleigh - Taylor pode ser observada em diversas
aplicagoes tecnoldgicas, por exemplo em reatores de fusao por con-
finamento inercial e sistema envolvendo mudanga de fase e com-
bustao (WANG; LI, 2005), bem como em fendémenos naturais, no-
tavelmente durante a expansao de supernovas, onde uma camada
interna explode formando um casca densa que se expande através
do meio circum-estelar menos denso (RIBEYRE et al., 2007).

--» dul

(a) Instabilidade de Kelvin - (b) Evolugao temporal da instabili-
Helmholtz na interface entre dois dade de Rayleigh - Taylor (SAMIMY
liquidos (DYKE, 1982) et al., 2003)

(c) Instabilidade de Rayleigh - Bénard (d) Células hexagonais formadas na
em um recipiente circular (imagem su- instabilidade de Bénard - Marangoni
perior) e entre placas planas (DYKE, (DYKE, 1982).

1982)

Figura 1: Exemplos de instabilidades hidrodinamicas.

Instabilidade de Rayleigh - Bénard: diferentemente das instabili-
dades mencionadas anteriormente, que estao relacionadas somente
a transferéncia de quantidade de movimento entre camadas de
fluidos, a instabilidade de Rayleigh - Bénard estd associada a va-
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riacao de temperatura ao longo de um meio fluido. Considere, por
exemplo, um fluido confinado entre duas superficies horizontais
onde a temperatura da superficie inferior é maior que a tempe-
ratura da superficie superior. Se essa diferenca de temperatura
for suficientemente pequena, a transferéncia de calor ird ocor-
rer basicamente por condugao, originando um perfil de tempe-
ratura linear ao longo do fluido. No entanto, devido ao coefici-
ente de expansao térmica, o fluido com uma maior temperatura
(préximo a superficie inferior) ird possuir uma menor densidade
que o fluido com menor temperatura. Quando a diferenca de tem-
peratura entre as superficies atingir um valor critico, o sistema
ird se tornar instavel e a estratificacao de densidade ira originar
a movimentacao do fluido na forma de uma célula de convecgao
(ver Figura 1(c)), sendo este o fenomeno conhecido como insta-
bilidade de Rayleigh - Bénard (CHARRU, 2011). A partir deste
momento a transferéncia de calor ird ocorrer também por con-
veccao. Este tipo de instabilidade é possivelmente uma das mais
frequentemente encontradas na natureza, podendo ser observada,
por exemplo, na convec¢do do manto e atmosfera terrestre, além
de possuir diversas aplicagoes na area de engenharia, como em
trocadores de calor, processos de solidificagao, reatores nucleares
e sistemas de armazenamento de energia solar.

Instabilidade de Bénard - Marangoni: quando uma camada de flu-
ido delimitada por uma superficie livre e uma superficie horizontal
é aquecida a partir desta superficie horizontal, uma interessante
forma de instabilidade, conhecida como instabilidade de Bénard -
Marangoni, pode surgir. Normalmente, células de convecgao he-
xagonais podem ser observadas no fluido (ver Figura 1(d)). Este
fenémeno, também conhecido como efeito termocapilar, foi estu-
dado por Bénard no inicio do século XX e apesar de semelhante
a instabilidade de Rayleigh - Bénard, possui uma origem fisica
distinta. Enquanto que a instabilidade de Rayleigh - Bénard é
resultado de acao da forca de empuxo, a instabilidade de Bénard
- Marangoni resulta de gradientes de tensao interfacial devido a
nao-uniformidades de temperatura (CHARRU, 2011). Como exem-
plos onde este tipo de instabilidade pode surgir, pode-se citar
sistemas que envolvem a evaporagao de liquidos e sistemas de po-
limerizacao contendo surfactantes, sendo que neste ultimo caso
os gradientes de tensdo interfacial sao gerados por variagoes na
concentragao de surfactante (WEI, 2005).
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Além dos exemplos anteriormente citados, muitas outras for-
mas de instabilidade sao de grande importancia no estudo de sistemas
fisicos, porém nao serao apresentadas aqui por nao estarem diretamente
relacionadas com o objeto de estudo deste trabalho.

1.2 CONVECCAO DE RAYLEIGH - BENARD - POISEUILLE ES-
TRATIFICADA

Como pode ser observado analisando-se os exemplos de instabi-
lidades hidrodinamicas citados anteriormente, o surgimento de estados
instaveis estd relacionado com determinadas caracteristicas do escoa-
mento, como a presenca de gradientes de temperatura, separacao entre
diferentes camadas ou variagao nas propriedades fisicas do fluido. As-
sim sendo, um mesmo padrao de escoamento pode se tornar instavel a
partir de diferentes modos de instabilidade. No presente trabalho sera
avaliada a estabilidade da conveccao de Rayleigh-Bénard-Poiseuille es-
tratificada (RBPE), sendo que este sistema representa um modelo de
convecgao mista em um meio estratificado confinado entre duas placas
planas. Na Figura 2 pode ser visto um esquema da convecgao RBPE.

__________________

..............

Figura 2: Convecgao de Rayleigh-Bénard-Poiseuille Estratificada.

Neste modelo de escoamento estao compreendidas diversas ca-
racteristicas comuns a outros padroes de escoamentos. Sera conside-
rado que a temperatura da placa inferior é maior que a da placa supe-
rior, configurando assim a estrutura basica da conveccao de Rayleigh-
Bénard. Além disso, serd considerado a presenca de um gradiente de
pressao que induz ao deslocamento do fluido na dire¢ao horizontal, bem
como no modelo de escoamento plano de Poiseuille. A presenca de duas
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fases imisciveis completamente separadas por uma interface em um es-
coamento horizontal define o escoamento estratificado. Com isso, o
sistema possui as caracteristicas necessarias para apresentar todas as
formas de instabilidade citadas anteriormente, dependendo dos valores
utilizados para os parametros fisicos e condigoes de contorno.

A convecgao de Rayleigh-Bénard-Poiseuille estratificada repre-
senta um sistema de grande interesse tedrico, por relacionar varias ca-
racteristicas presentes em importantes formas de escoamento. Além
disso, esta configuragao pode ser observada em diversas aplicacoes nas
areas de engenharia e geofisica, como por exemplo:

Co-extrusao O processo de co-extrusao consiste na extrusao de di-
ferentes polimeros simultaneamente em uma mesma matriz, de
modo a se obter um produto com mais de uma camada. Os
polimeros sdo primeiramente fundidos separadamente e, entao, es-
coam através da matriz na forma de um escoamento estratificado.
Além disso, variagoes na temperatura dos fluidos ocorrem devido
a troca térmica com o meio externo, podendo induzir a convecgao
natural. Dependendo das condigoes do processo, a interface entre
os dois fluidos pode apresentar ondulagoes devido a instabilida-
des no escoamento no interior da matriz. Essa oscilacoes causam
irregularidades na espessura de cada camada no produto final,
resultando em um produto com propriedades mecanicas e Oticas
alteradas (VALETTE et al., 2004; MAHDAOUT; LAURE; AGASSANT,
2013).

Reatores de Deposicao Quimica de Vapor (CVD) Osreatores de
CVD sao exemplos classicos de sistemas onde pode ser observado
a conveccdo de Rayleigh-Bénard-Poiseuille. A formacdo de re-
circulagoes induzidas por instabilidades no escoamento dos gases
leva a nao-uniformidade na deposicao dos filmes e, portanto, deve
ser evitada, sendo por isso de grande importancia o estudo da es-
tabilidade do escoamento no interior do reator para a otimizacao
do processo (EVANS, 1993). Apesar de o escoamento estratificado
nao ser comum no interior de reatores de CVD, alguns modelos
utilizam o conceito de diferentes camadas, definidas principal-
mente com base na variacao da temperatura, onde as proprieda-
des fisicas e a taxa de reagao variam de maneira distinta (CROON;
GILING, 1990).

Escoamento de Oleos e Lubrificantes O escoamento estratificado,
em especial envolvendo dois liquidos imisciveis, tem recebido muita
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atencao nas tultimas décadas, principalmente devido a sua grande
importancia para a industria do petréleo, onde muitas vezes é ne-
cessario transportar misturas de dgua e 6leo por grandes distancias
em tubulagoes (CASTRO et al., 2012). Em muitos casos, pode-
se adicionar um fluido lubrificante ao sistema para reducao da
pressao necessaria para transportar o fluido. Conforme comen-
tado por Gonzalez, Frigaard e Nouar (2004), existe uma tendéncia
para que fluidos imisciveis se arranjem de forma que o fluido com
menor viscosidade se posicione em regioes com maior tensao de
cisalhamento (usualmente préximo as paredes), Dessa forma, no
escoamento de fluidos com alta viscosidade (por exemplo petrdleo
cri) é possivel adicionar uma pequena quantidade de algum fluido
imiscivel menos viscoso que ird atuar como um lubrificante. Além
disso, os fluidos envolvidos nestes processos costumam possuir
comportamento nao-Newtoniano, sendo a analise da variagao de
temperatura ao longo do escoamento muito importante na deter-
minagao das propriedades do sistema.

Escoamento Atmosférico A modelagem da atmosfera terrestre como
sendo composta por uma série de camadas com densidade cons-
tante é uma aproximacao utilizada com frequéncia, por exemplo,
para o estudo do escoamento sobre montanhas ingremes. Con-
forme destacado por van Deldel (1992), este modo assume que:
(i) o fluido é inviscido; (ii) a pressdo total é igual & hidrostdtica;
e, (ili) no interior de cada camada a densidade é constante e
a velocidade varia somente na direcdo do escoamento. Além
disso, padroes convectivos como os observados na convecgao de
Rayleigh-Bénard sdo muito comuns na atmosfera planetdria (DE-
CROIX; LIN; SCHOWALTER, 1997).

Convecgao do Manto Terrestre Devido as altas temperaturas do
nucleo terrestre e as menores temperaturas na superficie do pla-
neta, o manto terrestre estd em um continuo movimento convec-
tivo. Apesar de as velocidades associadas & este mecanismo serem
de apenas alguns centimetros ao ano (OGAWA, 2008), os impac-
tos sobre a formagao geoldgica da Terra sdo gigantescos, causando
uma série de atividades tectonicas, por exemplo, magmatismo e
a tectonica de placas. Devido a complexidade da estrutura do
manto terrestre e das largas escalas envolvidas, nao se sabe se a
conveccao do manto é formada por uma tunica ou duas camadas
sobrepostas, sendo, no entanto, o mais provavel algo entre estes
dois extremos (PUSTER; JORDAN, 1997). Além da for¢a de em-
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puxo gerada pela variagdo na densidade do manto, outras forcas
podem atuar sobre o movimento de conveccao, como a forca de
Coriolis, devido ao movimento de rotagdo da Terra (HUGHES,
1973), e a for¢a de Lorenz gerada pela interagdo com o campo
magnético (JACOB, 1987).

1.3 OBJETIVOS

A estabilidade da convecgao de Rayleigh-Bénard-Poiseuille em
meio estratificado estd associada a um grande nimero de parametros,
tanto relacionados com as propriedades fisicas dos fluidos quanto com
as caracteristicas geométricas do sistema. Por este motivo, uma andlise
global da estabilidade hidrodindmica para este caso nao pode ser facil-
mente obtida, de modo que mesmo considerando sua importancia do
ponto de vista tedrico e pratico, este perfil de escoamento nao foi alvo de
praticamente nenhuma pesquisa nos iltimos anos. Além do problema
associado ao grande numero de parametros, as equagoes governantes
geram um sistema de equagoes diferenciais nao-lineares acopladas re-
lativamente complexo, o que limita a andlise analitica do problema e
exige o uso de métodos computacionais elaborados.

O objetivo do presente trabalho é avaliar a estabilidade da con-
vecgao RBP, em um meio composto por dois fluidos imisciveis sobrepos-
tos para diferentes valores dos parametros governantes. Inicialmente foi
aplicada a técnica de andlise linear modal, onde perturbagoes na forma
de ondas sao adicionais as equacoes de conservagao linearizadas e a res-
posta do sistema é avaliada para perturbacoes com diversos niimeros
de onda. Esta técnica permite determinar os valores criticos para os
parametros governantes a partir do qual as perturbagoes nao serao mais
amortecidas e um determinado escoamento base nao sera mais mantido.
Além disso, a andlise dos fendmenos associados permite delimitar quais
os modos envolvidos na perda da estabilidade e qual é a influéncia de
uma camada sobre a outra.

A presenca de uma interface no interior do dominio aumenta sig-
nificativamente a complexidade matemaética envolvida na resolugao das
equagoes governantes, pois esta gera um acoplamento entre as equagoes
nas duas camadas, além do que a prépria posicao da interface pode va-
riar ao longo do tempo e do espaco. Espera-se que através da andlise
linear seja possivel determinar quais parametros interferem no formato
da interface, bem como quais os limites até onde pode-se considerar que
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a interface permanega inalterada, sendo esta uma condicao desejada em
diversas aplicagoes.

A principal vantagem da técnica de andlise linear modal é que
ela permite avaliar uma grande faixa de valores para os parametros go-
vernantes com um custo computacional relativamente baixo em com-
paragao com as metodologias de resolugao direta das equagoes go-
vernantes. No entanto, algumas restrigoes precisam ser impostas ao
sistema, principalmente para que os termos nao-lineares possam ser
desprezados. Para avaliar alguns aspectos mais complexos do esco-
amento, a conveccao RPBE também serd examinada através de si-
mulagao numérica direta, em especial com o uso de técnicas de fluido-
dinamica computacional. Esta abordagem permite resolver as equagoes
governantes na sua forma completa, sem que as restricoes da andlise
linear modal sejam impostas. Devido ao elevado gasto computacio-
nal associado a simulagao direta, a sua aplicagao sera restrita a uma
pequena faixa de valores para os parametros governantes, sendo que es-
tes serao determinados com base nos resultados obtidos com a andlise
linear.

Através do uso destas duas abordagens numéricas, espera-se
determinar as principais caracteristicas relacionadas a conveccao de
Rayleigh-Bénard-Poiseuille estratificada. A andlise linear modal per-
mite determinar os limites criticos onde o sistema permanece estavel,
enquanto que a simulacao numérica direta permite a obtencao deta-
lhada dos campos de velocidade e temperatura ao longo do tempo
e do espaco. Em especial, serd investigada a influéncia dos diversos
parametros governantes no inicio da convecgao natural, ou seja, quando
as forcas de empuxo geram a instabilidade.

Apesar de representar uma dificuldade para a analise de estabi-
lidade para faixas muito grandes de condigoes fisicas, a co-existéncia
de diversos mecanismos de transferéncia de calor e quantidade de mo-
vimento gera uma excepcional oportunidade para avaliar a influéncia
de um mecanismo sobre outro. Por exemplo, pretende-se determinar o
impacto do escoamento cisalhante (quantificado pelo niimero de Rey-
nolds) e do efeito termocapilar (quantificado pelo nimero de Maran-
goni) na diferenga minima de temperatura entre as paredes (associada
ao nimero de Rayleigh) para que a transferéncia de calor por convecgao
inicie. Além disso, as caracteristicas fisicas do sistema em todos os ca-
sos serao investigadas, buscando-se explanar a forma como os campos
de velocidade e temperatura nas duas camadas estao acoplados e como
sao alterados em funcao dos parametros governantes.

Quando determinados fendmenos presentes na convecgdo RPBE
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sao desconsiderados, o sistema recai em modelos de escoamento mais
simples e que muitas vezes possuem as caracteristicas associadas a sua
estabilidade ja estudadas. No presente trabalho estes sistemas sao tra-
tados como casos-limites e, sempre que possivel, os resultados obtidos
com o modelo proposto foram comparados com dados publicados na
literatura. Os principais casos-limite obtidos sao a conveccao RBP em
uma tnica camada, a convecgao RB estratificada e o escoamento plano
de Poiseuille estratificado. A anélise de estabilidade de cada um destes
casos compreende uma extensa literatura, sendo que diversos mecanis-
mos que causam instabilidade nestes sistemas ja foram elucidados. No
préximo capitulo serao discutidas as principais caracteristicas associa-
das a estes casos, buscando-se compreender quais os principais aspectos
que irdo influenciar na estabilidade da convecgao RBPE.
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2 CONVECCAO MISTA E ESCOAMENTO
ESTRATIFICADO: CARACTERISTICAS GERAIS E
ANALISE DE ESTABILIDADE

“But no doubt, there are even stranger discoveries to be made. ..some totally new
phenomenon perhaps. .. Somewhere, something incredible is waiting to be known.”

Carl Sagan, 1977

Conforme destacado no capitulo anterior, a convecgao de Rayleigh-
Bénard-Poiseuille em meio estratificado compreende caracteristicas co-
muns a diversos padroes de escoamento mais simples. O entendimento
destes modelos mais simples é de grande importancia para a analise
da conveccao RPBE, pois permite estabelecer o comportamento do
sistema quando a influéncia de algum dos mecanismos tende a zero.
Nesta secao serd apresentada uma breve revisao da literatura sobre os
trés principais casos limite que sao obtidos quando algum conjunto de
parametros do sistema é negligenciado. Primeiramente serd avaliada
a conveccao de Rayleigh-Bénard-Poiseuille em uma tnica camada, na
sequéncia sera avaliado o escoamento de Poiseuille em meio estratifi-
cado e por tltimo serd considerada a convecgao de Rayleigh-Bénard em
meio estratificado.

2.1 QONVECQAO DE RAYLEIGH-BENARD-POISEUILLE EM UMA
UNICA CAMADA

A convecgao mista entre duas placas paralelas com aquecimento
na parte inferior, conhecida como conveccao de Rayleigh-Bénard-Poi-
seuille (RBP), foi alvo de diversas pesquisas nas tltimas décadas devido,
principalmente, a suas aplicagoes em reatores de CVD e no resfriamento
de componentes eletronicos. Um detalhado review contendo artigos
publicados entre 1920 e 2001 sobre a convecgao RPB é apresentado por
Nicolas (NICOLAS, 2002), incluindo tanto trabalhos numéricos quanto
experimentais.

Conforme comentado por Xin, Nicolas e Le Quéré (2006), na
conveccao RBP a combinacao das células de Bénard com o escoamento
de Poiseuille da origem a estruturas bastante complexas mesmo para
baixos valores dos nimeros de Reynolds e Rayleigh. Assim como na
conveccao de Rayleigh-Bénard, neste caso quando o fluido na parte infe-
rior do sistema atingir uma determinada temperatura, as forgas de em-



38

puxo irao sobrepor as forcas viscosas e células de convecgao irao surgir.
Dependendo da forma como estas células se arranjam, diferentes modos
de conveccao podem ser observados. Por exemplo, no esquema apre-
sentado na Figura 2, considerou-se que os rolos convectivos (convective
rolls) desenvolvem-se com o eixo perpendicular ao escoamento prin-
cipal, originando assim estruturas semelhantes as células de Bénard.
No entanto, conforme apresentado por Grandjean (GRANDJEAN, 2008),
dependendo das condigoes do escoamento diferentes modos podem ser
observados, sendo que os mais comuns sao:

¢ Rolos longitudinais (R))): este padrdo é composto por rolos heli-
coidais com o eixo paralelo com a direg¢ao do escoamento principal
(ver Figura 3(a)). Neste caso as trés componentes do vetor ve-
locidade sao nao-nulas e o sistema se arranja como uma série de
rolos contra-rotativos estaciondrios;

e Rolos transversais (RT): neste caso os rolos tem seu eixo perpen-
dicular & dire¢ao do escoamento (ver Figura 3(b)), sendo o sistema
também formado por uma série de rolos contra-rotativos, porém
neste caso os rolos sao deslocados pelo escoamento paralelo. Este
padrao é basicamente bidimensional, sendo a componente trans-
versal da velocidade significativa somente préximo das bordas do
sistema.

Além dos padroes longitudinal e transversal, formas de escoa-
mento mais complexas também podem surgir, como por exemplo a
superposi¢ao dos modos R e Rt (CHANG; YU; LIN, 1997b; CHENG;
LIR; LIN, 2002), a formagao de rolos obliquos (BARLETTA; NIELD, 2012)
e a presenca de rolos longitudinais com ondulagbes (CLEVER; BUSSE,
1991).

Conforme apresentado por Nicolas et al (NICOLAS; LULJKX; PLAT-
TEN, 2000), a predominéncia de algum dos modos convectivos ird de-
pender principalmente de trés fatores: o niimero de Reynolds, o nimero
de Prandtl e a razao de aspecto B do canal (razdo entre o comprimento
no sentido perpendicular ao escoamento principal e a altura). Para ca-
nais com razao de aspecto finita, os rolos transversais sdo predominan-
tes para baixos valores de Re, porém, a partir de um determinado valor
critico Re,. os rolos longitudinais surgem para menores valores de Ra,
sendo que o aumento no valor de Pr causa uma reducao no valor de
(Re.). O valor minimo para o nimero de Ra a partir do qual os rolos
longitudinais surgem (Ra.) ndo é afetado pela variagdo nos niimeros de
Re e Pr.
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Figura 3: Modos convectivos no escoamento de Rayleigh - Bénard -
Poiseuille. Fonte: Nicolas, Luijkx e Platten (2000)

Apesar de Ra. nao ser afetado por Re e Pr, diferentes estrutu-
ras associadas a modos longitudinais podem ser observadas para uma
mesma razao de aspecto. Por exemplo, Xin, Nicolas e Le Quéré (2006)
avaliaram a formagao de rolos longitudinais em um canal com razao de
aspecto B = 10 para Pr = 0,71 e Re = 200, onde trés diferentes ramos
de solugoes foram encontrados. Estes ramos correspondem a diferentes
nimeros de rolos presentes, sendo observados ramos contendo 9 e 10
rolos conectados por uma bifurcacao forquilha (pitchfork) supercritica
e um ramo isolado contendo 11 rolos. Bifurcacoes supercriticas asso-
ciadas aos rolos longitudinais também foram encontradas por Kato e
Fujimura (2000) para canais com razao de aspecto entre B = 1.0 e
B = 4.0. Os autores reportam ainda bifurcagoes associadas a rolos
transversais, sendo estas porém sub ou supercriticas, dependendo dos
valores adotados para uma série de parametros.

Para canais com razao de aspecto infinita, como considerado
neste trabalho, os modos convectivos estao associados a forma como as
perturbacoes sao avaliadas. Conforme serd apresentado nas préximas
secoes, as perturbagoes possuem a forma A(y)e“”*ﬁz""t), onde y re-
presenta a altura do canal, x e z as direg¢oes no sentido do escoamento
e perpendicular ao escoamento, respectivamente, « e 3 4o ntmeros de
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onda e w representa a autofrequéncia associada & perturbacgao. Neste
caso, como visto na Fig. 4, a andlise de estabilidade linear prevé que
os rolos transversais surgem quando 8 = 0 e os longitudinais quando
a = 0. No caso de Re — 0 o sistema tende & Ra. = 1708, sendo que este
ponto representa o valor critico para a convecgao de Rayleigh-Bénard
entre placas planas, estando associado com o 3. = 3.116.

a(Re) #0
Ra @ @iB=0
A Ry
P
oa#0
Q; B#0
. a=0
1708 Rolos Longitudinais Ra,i/*@ -
Escoamento de Poiseuille @ g 3.116
’,Re I

Figura 4: Modos convectivos para um canal com razao de aspecto
infinita. Fonte: (NICOLAS; LUIJKX; PLATTEN, 2000).

A curva indicada como numero 2 na Figura 4 estd associada ao
limite de estabilidade conhecido como estabilidade convectiva, sendo
este um caso especifico de resposta do sistema a uma perturbacao. Con-
forme comentado por Grandjean (2008), qualquer perturbagao atuando
em um sistema linearmente instdvel ird se amplificar indefinidamente.
Em um sistema fechado, esta perturbagao ira crescer até eventualmente
ocupar todo o sistema, sendo neste caso o sistema descrito como absolu-
tamente instdvel. No entanto, em sistemas abertos tanto a evolugao es-
pacial quanto temporal das perturbacoes devem ser consideradas. Por
exemplo, uma perturbacdo pode aumentar conforme se distancia de
sua fonte inicial e eventualmente, em alguma posi¢cao fixa no espaco
distante da fonte, a onda instdvel pode desaparecer quando a fonte de
perturbagédo for desligada (YEO; KHOO; ZHAO, 1999), sendo este caso
conhecido como convectivamente instdvel

As diferentes respostas de um sistema a uma perturbacao podem
ser vistas na Figura 5. Quando todas as raizes do sistema de equagoes
linearizado possuem sua parte real negativa, as pertubagoes serao amor-
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Figura 5: Evolucao temporal dos diferentes tipos de estabilidade.
Fonte: (GRANDJEAN, 2008)

teciadas e eventualmente irdo desaparecer, caracterizando um estado
estdvel (Figura 5(a)). Caso uma ou mais das raizes do sistema tiverem
sua parte real positiva, as perturbagoes podem ser amplificadas ori-
ginando um estado instavel. Conforme comentado anteriormente, no
caso de instabilidade absoluta (Figura 5(b)), a pertubagao ird crescer
e se propagar em todas as dire¢oes, enquanto que para a instabilidade
convectiva (Figura 5(c)) a perturbagdo ird crescer e se propagar so-
mente em uma determinada direcao. No caso da convecgao de RBP
a perturbacao associada a instabilidade convectiva serd deslocada pelo
escoamento de Poiseuille e eventualmente ird deixar o sistema (GRAND-
JEAN, 2008).

A transigao entre o regime de instabilidade convectiva e abso-
luta para o escoamento de Rayleigh-Bénard-Poiseuille foi avaliada por
Carriere e Monkewitz (1999) através da adi¢ao de um termo fonte nas
equagoes linearizadas com a forma de uma funcgado delta de Dirac. A
andlise da evolugao temporal da funcao de Green associada a este termo
permite determinar as regioes de estabilidade convectiva e absoluta no
plano Ra — Re para diferentes valores de Pr. Os resultados mostram
que a transicao do modo convectivo para absoluto sempre corresponde
a rolos transversais, sendo que os rolos longitudinais correspondem a
instabilidade convectiva para qualquer valor nao-nulo de Re. Mais de-
talhes sobre instabilidades convectivas e absolutas aplicadas & mecéanica
dos fluidos podem ser vistos em Huerre e Monkewitz (1985) e Deissler
(1987).

Desse modo, em resumo, os resultados da andlise de estabilidade
linear mostram que para valores fixos de Ra e Pr e valores ndao-nulos de
Re, a instabilidade associada a rolos longitudinais apresenta uma taxa
de crescimento maior que para os rolos transversais, sendo independente
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dos valores de Re e Pr. Para o modo associado aos rolos transversais, o
aumento no valor de Re tende a estabilizar o escoamento. Neste cenario,
conforme destacado por Grandjean (2008), mantendo-se o valor de Re e
Pr constantes e aumentado-se o valor de Ra a partir de zero, o sistema
ird primeiramente deixar a regiao de estabilidade condutiva e entrar na
regido associada aos rolos longitudinais. Aumentando-se o valor de Ra
além desse ponto, o sistema ird passar para a parte convectivamente
instavel do plano Ra — Re e, aumentando-se além deste ponto, ira
eventualmente atingir o limite da regiao absolutamente instavel.

Os resultados obtidos através de andlise de estabilidade linear sao
também suportados por uma série de trabalhos experimentais, como
os desenvolvidos por Lin e co-autores avaliando a conveccao RPB em
um duto horizontal utilizando ar como fluido, comparando resulta-
dos obtidos numericamente com dados experimentais (LIN; KER; LIN,
1996), analisando o inicio do processo de convecgao (LIN; LIN, 1996),
a formagao de rolos transversais e mistos (CHANG; YU; LIN, 1997b;
CHENG; LIR; LIN, 2002; YU; CHANG; LIN, 1997; CHANG; YU; LIN, 1997a;
LIR; CHANG; LIN, 2001) e a presenga de obstaculos ao longo do canal
(CHEN et al., 2006). Os autores avaliaram o comportamento do sistema
principalmente para baixos valores de Re. Para um canal com razao de
aspecto B = 12, os autores reportam em Chang, Yu e Lin (1997b) que
para Re < 5 estruturas formadas por rolos transversais sao estaveis e
predominam em toda a extensdo do canal para tempos suficientemente
longos, enquanto que para Re > 7.5 os rolos transversais sao menores
e mais fracos, podendo ser observada a presenca de rolos longitudinais
préximos as paredes do canal durante toda a faixa de tempo investi-
gada.

Cheng, Lir e Lin (2002) avaliaram um canal com B = 16 e Re
igual a 1.0 e 2.0 para valores de Ra préximos ao valor critico para o
inicio da convecgao. Os autores reportam a existéncia de dois padroes
de escoamento nao-comuns, sendo um caracterizado por rolos trans-
versais proximos & entrada do canal e rolos longitudinais ao longo do
escoamento e outro na forma de rolos mistos (com formato de U) com
comportamento periddico, como pode ser visto na Figura 6. Para o
caso apresentado, o valor de tg é de 320s. Observa-se que no instante
t o sistema é composto por rolos longitudinais, sendo que conforme o
tempo avanca ocorre a formagao de rolos com formato de U que, apds
determinado tempo, colapsam e originam novos rolos longitudinais, re-
tornando ao estado inicial.

Em uma série de trés artigos, Ouazzani e colaboradores avalia-
ram numericamente e experimentalmente a conveccao RPB para baixos
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Figura 6: Ciclo periédico para Re = 1.0 e Ra = 2000. Fonte: Cheng,
Lir e Lin (2002).

valores de Re. Os resultados experimentais apresentados em Ouazzani
(1989) estao em acordo com a andlise linear, havendo a formacao de
rolos transversais para baixos valores de Re e rolos longitudinais para
valores maiores. Utilizando medigoes de velocidade obtidas com um
anemometro laser-Doppler, os autores determinaram diferentes padroes
de escoamento ao longo do plano Re — Ra utilizando dgua como fluido
(Pr = 7), conforme pode ser visto na Figura 7. Nesta figura, os se-
guintes padroes podem ser observados: (I) escoamento de Poiseuille;
(IT) rolos transversais; (III) rolos longitudinais; (IV) rolos transversais
ou longitudinais, dependendo da condigao inicial e (V) superposicao
de rolos transversais e longitudinais (OUAZZANI; PLATTEN; MOJTABI,
1990; OUAZZANI; PLATTEN, 1995).

Finalmente, pode-se destacar os trabalhos de Grandjean e Mon-
kewitz (GRANDJEAN, 2008; GRANDJEAN; MONKEWIT, 2009) avaliando
experimentalmente a convec¢do de RBP para fluidos com Pr = 6.5
(dgua) e Pr = 450 (6leo mineral) em um canal com elevada razao
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Figura 7: Transicdo entre diferentes padrdes de escoamento. Fonte:
Ouazzani, Platten e Mojtabi (1990).

de aspecto. Os autores ressaltam a dependéncia quadratica do valor
de Ra onde o sistema torna-se absolutamente instavel com o valor de
Re, sendo este comportamento coerente com resultados apresentados
por outros autores (CARRIERE; MONKEWITZ, 1999; MULLER; LUCKE;
KAMPS, 1992) A transicdo entre o modo de instabilidade convectiva
e absoluta foi avaliada através da andlise da resposta do sistema a
uma perturbagao na forma de um impulso na temperatura em uma
regiao préxima a parede aquecida, simulando assim o comportamento
descrito pela funcao delta de Dirac. Os resultados obtidos com este
procedimento estdo em acordo com os apresentados por Carrierre e
Monkewitz (1999), obtidos numericamente.

2.2 ESCOAMENTO DE POISEUILLE ESTRATIFICADO

Os resultados obtidos para a convecgao de RBP em uma tnica
camada elucidam diversos pontos importantes para a analise da con-
vecgao de RBPE. No entanto, a presenca de mais de uma camada de
fluido altera significativamente algumas caracteristicas do escoamento,
em especial devido a existéncia de uma interface que separa as cama-
das. A andlise do escoamento estratificado de dois ou mais fluidos é um
tépico de grande importancia na mecéanica dos fluidos, tanto no estudo
do escoamento gas-liquido quanto liquido-liquido, sendo por isso am-
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plamente investigada nas ultimas décadas. A seguir sdo apresentados
alguns aspectos relacionados a andlise de estabilidade do escoamento
estratificado, sendo que mais detalhes sobre as caracteristicas gerais
desta forma de escoamento podem ser obtidos em livros-texto na area
de mecénica dos fluidos (DURST, 2008; HOLLAND; BRAGG, 1995; BREN-
NEN, 2005).

No escoamento estratificado diferentes tipos de instabilidade po-
dem surgir, tanto na interface quanto no interior das camadas de fluido.
Boomkamp e Miesen (1996) apresentam uma classificacido das instabi-
lidades no escoamento paralelo em duas camadas. Para isso, os auto-
res avaliaram a taxa de variagao da energia cinética associada a per-
turbacdo em funcao de diversos parametros. Por definicdo, em um
escoamento absolutamente instavel a energia cinética associada a uma
perturbacao inicial deve aumentar com o tempo, porém a forma como
a energia é transferida do escoamento principal para a perturbagao
pode variar. Baseando-se nisso, os autores classificaram os possiveis
mecanismos de instabilidade, dividindo-os em 5 grupos. A seguir serao
apresentadas as principais caracteristicas associadas a cada um destes
grupos, destacando-se estudos numéricos e experimentais onde estas
instabilidades podem ser evidenciadas. Por conveniéncia, serd mantida
a mesma nomenclatura utilizada por Boomkamp e Miesen (1996).

2.2.1 Instabilidade de Rayleigh-Taylor

Conforme comentado na Introdugao deste trabalho, a instabili-
dade de Rayleigh-Taylor surge quando um fluido mais denso é acelerado
sobre um menos denso, ou no caso de um sistema estratificado sujeito a
acao da gravidade, quando o fluido mais denso sobrepde o menos denso.
Segundo Boomkamp e Miesen (1996), para ondas suficientemente lon-
gas as forgas desestabilizantes da gravidade superam as forgas resultan-
tes da agao da tensao interfacial, dando origem a instabilidade. Neste
caso, a instabilidade recebe energia da componente normal da forca
gravitacional, sendo que parte desta energia é usada para sobrepor o
efeito restaurador da tensao interfacial e parte é convertida em energia
cinética.

As caracteristicas da instabilidade de Rayleigh-Taylor foram am-
plamente estudadas nas iltimas décadas, tanto com o uso de métodos
de anélise de estabilidade linear quanto nao-linear. Uma andlise de-
talhada da formulag@o da anélise de estabilidade linear para este caso
pode ser encontrada em Chandrasekhar (1961), capitulo X. Yiantsions
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e Higgins (1989) analisaram a instabilidade de Rayleigh-Taylor em fil-
mes estreitos utilizando tanto a abordagem linear quanto nao-linear.
Os resultados mostram a existéncia de diversas formas estaciondrias
que podem surgir na interface, caracterizadas pela ruptura do filme e
pela presenca de gotas pendentes, de modo que as forgas interfaciais e
gravitacionais estejam em equilibrio.

2.2.2 Instabilidade de Miles

Esta classe de instabilidade foi originalmente proposta por J. W.
Miles em uma série de 5 artigos publicados no Journal of Fluid Mecha-
nics entre 1957 e 1967. Nestes trabalhos, o autor avalia a formagao de
ondas no escoamento cisalhante, em especial na formagao de ondas de
superficie na agua pela agao do vento. O modelo de Miles representa
uma modificagao do modelo original de Kelvin-Helmholtz, compreen-
dendo a variacao na velocidade do fluido em funcgao da distancia da
interface. No primeiro artigo da série, Miles (1957) apresenta o modelo
empregado em seu estudo, incluindo uma série de suposigoes adota-
das. Pode-se destacar o fato de que o autor assume que tanto o ar
quanto a agua possuem comportamento inviscido e incompressivel e
que a inércia associada com a perturbacao do ar possui um efeito des-
prezivel na magnitude da velocidade da onda formada na superficie,
excluindo, assim, o mecanismo de Kelvin-Helmholtz de formagao de
ondas. Considerando o escoamento do ar turbulento, o perfil de ve-
locidade do ar U(y), fungio da diregao vertical y, é caracterizado por
uma subcamada limite adjacente & superficie da agua, onde o perfil de
velocidade é linear, e uma regiao turbulenta acima desta. Os resultados
mostram que a taxa com a qual a energia do escoamento é transferida
para uma onda com velocidade ¢ é proporcional a razao entre a cur-
vatura e a inclinacado, —U"(y)/U’(y), no ponto onde U(y) = ¢. No
segundo artigo da série, Miles (1959) estende os resultados obtidos no
primeiro artigo considerando diversos outros fatores, como por exem-
plo a influéncia da viscosidade dos fluidos. No entanto, os resultados
obtidos com o modelo inviscido e com o modelo viscoso apresentaram
pouca diferenca.

Uma anélise mais detalhada dos mecanismos de transferéncia de
energia do vento para as ondas de superficie é apresentada no quarto
artigo da série (MILES, 1962). O autor destaca a possibilidade de res-
sonancia entre ondas de Tollmien-Schlichting e ondas de superficie livre.
Estes mecanismos diferem significativamente dos associados a instabili-
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dade de Kelvin-Helmholtz, de modo que mesmo estando ambas formas
de instabilidade associadas & formacao de ondas de superficie, a forma
pelo qual isto ocorre é distinta. Uma comparacao entre os dois mecanis-
mos para a formagao de ondas oceanicas é apresentada por Lushnikov
(1998). A instabilidade de Kelvin-Helmholtz esté associada ao cisalha-
mento de uma camada sobre a outra e ocorre quando a velocidade do
vento excede um valor limite U,,.. Conforme comentado por Lushnikov,
a instabilidade de Miles pode surgir para velocidades muito inferiores
a U,,, porém quando a velocidade do vento for superior a este limite a
instabilidade de Kelvin-Helmholtz domina o sistema.

2.2.3 Instabilidade Induzida por Perturbacoes Tangenciais

Conforme apresentado por Boomkamp e Miesen (1996), a ener-
gia associada ao termo tangencial representa a taxa na qual trabalho
é realizado por perturbagoes na velocidade e na tensao na direcao do
escoamento principal. Para escoamentos horizontais ou quando a den-
sidade dos fluidos for a mesma, este termo pode ser considerado como
sendo causado pela viscosidade, enquanto que para o caso de fluidos
com mesma viscosidade o termo de energia tangencial estd associado a
acao gravitacional. Desse modo, pode-se dividir este tipo de instabili-
dade em duas classes, conforme apresentado a seguir.

2.2.3.1 Instabilidade Causada pela Viscosidade

Esta classe de instabilidade surge devido a diferenga de viscosi-
dade entre os fluidos, criando um salto na inclinagao do perfil de ve-
locidade do escoamento base. Smith (1990) apresenta uma detalhada
andlise do mecanismo pelo qual a instabilidade surge na interface de
filmes liquidos, sendo estes resultados aplicados também para o caso do
escoamento liquido-liquido estratificado delimitado por paredes rigidas.
Segundo o autor, quando a interface de um filme ¢é inicialmente defor-
mada, o escoamento longitudinal tende a seguir o perfil de velocidade
base definido pela viscosidade e pela distancia em relagao a superficie
rigida. Isto faz com que a onda gerada na superficie seja deslocada no
sentido do escoamento principal, sendo que conforme a perturbagcao se
desloca, a componente normal da gravidade tende a estabilizar o escoa-
mento. No entanto, efeitos inerciais evitam a estabilizagao e produzem
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um escoamento com atraso de fase atrds da perturbacao da interface.
Como resultado, caso as forgas inerciais forem maiores que o efeito es-
tabilizador das forcas normais, havera um acumulo de fluido abaixo da
crista da pertubacao, fazendo com que esta aumente ao longo do es-
coamento, tornando o sistema instavel. Um exemplo de instabilidade
causada pela diferenca de viscosidade pode ser observado na Figura 8,
onde um jato de dgua (fluido mais escuro no centro) é injetado em um
Oleo mais viscoso com a mesma densidade.

Figura 8: Exemplo de instabilidade na interface de dois liquidos
imisciveis causada pela diferenga de viscosidade. Fonte: Charru (2011).

Um dos trabalhos mais significativos no estudo da estabilidade
do escoamento estratificado de fluidos com diferentes viscosidades foi
apresentado por Yih em 1967 (YIH, 1967), onde o autor avalia nume-
ricamente, através da andlise de estabilidade linear, o escoamento de
dois fluidos imisciveis sobrepostos em duas diferentes situagoes: esco-
amento causado por um diferencial de pressdao (escoamento plano de
Poiseuille) e escoamento causado pelo deslocamento da parede superior
(escoamento de Couette). Para resolver o conjunto de equagoes go-
vernantes, o autor utilizou a técnica de andlise assintética, assumindo
que o numero de onda associado a perturbacao tende a zero e por-
tanto limitando-se a perturbacoes com grande comprimento de onda.
Para o caso de um tnico fluido, sabe-se que o escoamento de Couette
é estavel para qualquer valor de Re, enquanto que o escoamento de
Poiseuille passa a ser instavel a partir de um valor de Re critico, no
entanto os resultados obtidos por Yih mostram que para um sistema
estratificado as duas formas de escoamento podem ser instaveis para
qualquer ntimero de Re, mesmo para valores muito baixos, desde que
exista uma diferenca de viscosidade entre as duas camadas.

O trabalho apresentado por Yih (1967) deu origem a uma série de
outros trabalhos avaliando diversos outros parametros do escoamento.
Por exemplo, Yiantsios e Higgins (1988) avaliaram a estabilidade do es-
coamento plano de Poiseuille de dois fluidos sobrepostos considerando
perturbacoes com nimero de onda maiores que zero, estendendo os re-
sultados de Yih para ondas curtas. Além disso, os autores consideraram
fluidos com diferentes densidades, avaliaram a razao entre a espessura
das duas camadas e consideram a influéncia da tensao interfacial e da
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gravidade, sendo estes aspectos nao considerados por Yih. Os resul-
tados obtidos por Yiantsios e Higgins (1988) mostram a existéncia de
uma linha de estabilidade neutra para n? = m, onde n e m represen-
tam, respectivamente as razoes da espessura e da viscosidade da camada
superior e inferior. Quando n? > m, perturbacdes com grande compri-
mento de onda sao estaveis enquanto que perturbagoes com pequeno
comprimento de onda sdo instéveis. Paran? < m o oposto é observado.
Estes resultado, apesar de influenciados por fatores como a tensao in-
terfacial e a influéncia da gravidade, nao mostraram dependéncia com
Re dentro da faixa avaliada pelos autores (0 < Re < 20).

Uma analise mais detalhada do escoamento em duas camadas
com diferentes viscosidades foi apresentado por Cao, Sarkar e Prasad
(2004). Os autores empregaram um método de diferengas finitas jun-
tamente com um método de rastreamento de frente (front tracking)
para resolver o conjunto de equagodes governantes. Somente uma tnica
camada com propriedades fisicas varidveis foi considerada, eliminando
assim a necessidade de condigbes de contorno na interface. Os dados
resultantes da andlise linear confirmam resultados obtidos por outros
autores, como a curva de estabilidade neutra para n? = m apresen-
tada por Yiantsios e Hoggins (1988). Além disso, Cao, Sarkar e Prasad
(2004) avaliaram a evolugao temporal da interface considerando o com-
portamento nao-linear do sistema para perturbagoes com grande ampli-
tude. Os resultados mostram um comportamento altamente nao-linear
para este tipo de perturbacdo, sendo que a interface apresenta estru-
turas complexas como regices com curvatura acentuada e a formagao
de estruturas do fluido mais viscoso penetrando no fluido menos vis-
coso. Estes resultados estao em acordo com observagoes experimentais
realizadas pelos autores (CAO; VENTRESCA; PRASAD, 2003).

Li (1969) apresenta uma extensao da andlise feita por Yih para o
caso do escoamento de Couette onde trés camadas de fluido estao pre-
sentes. Neste trabalho, realizado sob orientagao de Yih, é empregada
a andlise assintética para avaliar a resposta do sistema a perturbacoes
com grande comprimento de onda. Conforme apresentado pelo autor,
dois modos de perturbagao podem ser observados, sendo cada um deles
relacionado com uma das interfaces. A taxa de crescimento ou de amor-
tecimento em uma das interfaces apresenta uma dependéncia linear em
relagao a taxa na outra interface, sendo que a presencga de uma interface
adicional pode estabilizar ou desestabilizar o sistema, dependendo da
razoes entre as viscosidades e as espessuras das camadas.

Em 1990, Yih apresentou um trabalho avaliando a formagao de
ondas na camada de dgua liquida formada durante o degelo sobre a asas
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de avides. O autor apresenta férmulas para a determinacao da taxa de
crescimento e para a velocidade de fase das ondas em func¢ao do nimero
de onda da perturbagao e de diversos parametros fisicos do sistema. A
instabilidade na interface surge em fungao da diferenca de viscosidade
entre as camadas, neste caso agua e ar, assim como observado no estudo
de 1967 (YIH, 1967). Conforme comentado por Boomkamp e Miesen
(1996), a estratificacdo da viscosidade é amplamente reconhecida como
uma possivel causadora de instabilidade em sistemas liquido-liquido, no
entanto para o caso gas-liquido muitas vezes desconsidera-se este efeito
pois assume-se que um dos fluidos possui comportamento inviscido.
No entanto, além da instabilidade reportada por Yih (1990), a estrati-
ficacdo da viscosidade é responsavel, entre outras coisas, pela geracao
de ondas capilares e gravitacionais na interface entre os fluidos.

2.2.3.2 Instabilidade Causada pela Gravidade

Conforme destacado por Boomkamp e Miesen (1996), quando o
escoamento de dois fluidos ocorre com um angulo diferente de zero em
relagao ao plano vertical e houver uma diferenca de densidade entre os
fluidos, a componente tangencial da velocidade pode ser responsavel
por causar instabilidade no sistema. Isto ocorre pois neste caso a gra-
vidade afeta o escoamento principal nas duas fases de forma diferente,
causando um salto na curvatura do perfil de velocidade para o escoa-
mento base. Esta curvatura interfere no balanco da tensao tangencial
na interface (ver Boomkamp e Miesen (1996), Eq. 22 para mais deta-
lhes), de modo que para garantir a continuidade da tensdo na interface,
a magnitude da tensao tangencial associada a perturbacao em cada um
dos lados é alterada. Este processo é responsédvel por transferir energia
do escoamento principal para a perturbagao.

Um exemplo muito comum deste tipo de instabilidade pode ser
observado no escoamento de filmes em um plano inclinado, como mos-
trado na Figura 9. Este fenémeno foi estudado por Lin (1967), onde o
autor avalia a estabilidade de um filme liquido escoando em um plano
com inclinagdo B com respeito a formacao de ondas de superficie e
ondas de Tollmien-Schlichting. Segundo o autor, para perturbacoes
com comprimento de onda infinito, o sistema se torna instavel devido a
formagao de ondas na superficie, sendo que o valor de Re critico asso-
ciado a este ponto é diretamente proporcional & co-tangente do angulo
B. Para ondas com comprimento finito, existe um valor critico para
o comprimento de onda, dado em funcao da tensao superficial e do
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angulo 8, onde o sistema se torna instavel primeiramente devido as
ondas de Tollmien-Schlichting para perturbagoes com comprimento de
onda inferiores a este valor critico. Quando o comprimento de onda
excede o valor critico, o filme se torna instdavel devido as ondas de su-
perficie. Segundo o autor, o aumento na tensao superficial e a redugao
na inclinagao do plano sao fatores que estabilizam o sistema.

Figura 9: Diferentes padroes de escoamento de um filme liquido em um
plano inclinado. Fonte: Kerst, Judat e Schliinder (2000)

Um sistema semelhante ao avaliado por Lin (1967), porém con-
siderando a presenca de duas camadas de fluido, foi estudado por Kao
(1968). Neste trabalho, o autor analisa a estabilidade do escoamento
estratificado de dois fluidos viscosos em um plano inclinado utilizando o
mesmo método de andlise assintética apresentado por Yih (1967). As-
sim como observado por Lin (1967) para o caso de uma tnica camada
de liquido, sistema compreendendo duas camadas mostrou-se instavel
devido & ondas de superficie. Porém, a presenca de uma superficie livre
e de uma interface entre os dois liquidos origina dois modos competiti-
vos. Um destes modos, chamado pelo autor de primeiro modo, governa
a instabilidade do sistema quando a razao entre as viscosidades da ca-
mada superior e inferior for menor que 1. Quando a viscosidade das
camadas for a mesma, o segundo modo surge primeiramente, sendo,
porém, a taxa de crescimento do primeiro modo muito superior a do
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segundo modo.

2.2.4 Instabilidade por Cisalhamento

Nos modos apresentados até agora, a instabilidade estd sempre
associada com a diferenga entre as propriedades das duas camadas (vis-
cosidade, densidade, perfil de velocidade, etc.), o que origina uma des-
continuidade na interface entre os fluidos dando origem & instabilidade.
No entanto, conforme destacado por Boomkamp e Miesen (1996), sabe-
se que quando o numero de Re excede um determinado valor critico, o
escoamento de Poiseuille em uma tnica camada se torna instavel. Esta
instabilidade é causada por um efeito conjunto da condi¢do de nao-
deslizamento nas paredes e efeitos viscosos no interior de uma camada
critica proxima a parede, levando & desestabilizagao do sistema através
da formacao de ondas de Tollmien-Schlichting (TS). Dependendo das
condigbes do escoamento, mesmo um sistema composto por duas cama-
das de fluido pode perder a estabilidade primeiramente devido a este
mecanismo.

Para o escoamento plano de Poiseuille o valor de Reynolds critico,
obtido através da resolucao da equagao de Orr-Sommerfeld, é de 5722.22,
estando este valor associado a um niimero de onda critico de 1.02 (ORs-
ZAG, 1971). Assim, pode-se observar que este modo de instabilidade
ocorre para valores de Re bastante elevados e para comprimentos de
onda intermediarios. Em relagao ao escoamento de Couette, a andlise
de estabilidade linear prevé que para o caso de um tunico fluido este
sera estavel para qualquer valor de Re. No entanto, a presenca de mais
de uma camada de fluido pode levar a instabilidade do escoamento de
Couette, conforme mostrado por Hopper e Boyd (1986). Neste traba-
lho os autores encontraram trés modos distintos de instabilidade para
o escoamento de Couette de dois fluidos sobrepostos. Um destes mo-
dos é o mesmo descrito por Yih para o escoamento de Poiseuille (YIH,
1967), tendo origem na diferenca de viscosidade entre as camadas. O
segundo modo também tem origem na interface e estd relacionado com
a viscosidade, porém esta associado a perturbagdes com pequenos com-
primentos de onda. Este modo é descrito em detalhes em outro trabalho
publicado pelos autores (HOOPER; BOYD, 1983). O terceiro modo, no
entanto, ocorre devido a perturbagao na vorticidade préximo a parede,
sendo em natureza similar as ondas TS. A andlise das formas de energia
envolvidas neste processo mostra que esta instabilidade é causada pela
tensao de Reynolds no fluido em contato com a parede, onde a condigao
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de nao-deslizamento é imposta. Este resultado também foi encontrado
por Boomkamp e Miesen (1996).

Kao e Park (1972) avaliaram experimentalmente a instabilidade
por cisalhamento de dois fluidos imisciveis escoando em um canal re-
tangular. Dentro da faixa de valores para os parametros avaliados, os
resultados mostram que a interface entre os fluidos permanece inal-
terada até o momento onde ondas similares as ondas TS podem ser
observadas em uma das camadas de fluido. Neste caso, segundo os au-
tores, o principal papel da interface no processo de transicao do regime
laminar para turbulento é introduzir e aumentar oscilagoes no sentido
perpendicular ao escoamento principal.

2.2.5 Modo Interno

Este modo de instabilidade é caracterizado por receber energia
de duas fontes distintas, sendo uma delas a contribuicdo tangencial in-
duzida pela viscosidade na interface e outra a tensao de Reynolds no
interior do fluido. Este modo costuma ser significativo somente em
filmes finos de liquido em contato com uma corrente de gas, estando,
mesmo assim, restrito & uma pequena faixa no espaco de parametros.
A atuagao deste modo de instabilidade pode ser vista como uma com-
binagao da instabilidade causada pela diferenga de viscosidade entre
as camadas e da instabilidade por cisalhamento. No entanto, o modo
interno é tratado como um modo préprio pois nas condigoes onde ele
ocorre nenhum destes outros dois mecanismos é forte o suficiente para
levar & instabilidade isoladamente (BOOMKAMP; MIESEN, 1996).

Em comparagao com os outros modos de instabilidade descritos
anteriormente, a literatura avaliando o modo interno é bastante escassa.
No entanto, pode-se citar o trabalho de Miesen e Boersma (1995), onde
os autores avaliam a estabilidade de um filme liquido sujeito ao ci-
salhamento de uma corrente gasosa. As perturbagoes foram restritas
a valores de velocidade de fase menores que a velocidade méxima no
filme liquido, restringindo assim a andlise a0 modo interno de insta-
bilidade. Através da comparagao dos resultados obtidos assumindo-se
uma superficie livre na interface do liquido e resolvendo-se a equacao
de Orr-Sommerfeld para as duas camadas, os autores mostram que o
modelo de superficie livre geralmente nao representa corretamente a
estabilidade do sistema.
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2.3 CONVECCAO DE RAYLEIGH-BENARD ESTRATIFICADA

A convecgao de Rayleigh-Bénard (RB) em uma tnica camada é
um dos processos mais estudados na area de fenémenos de transporte,
devido & sua grande aplicabilidade e ao fato de que as equagoes gover-
nantes sao relativamente simples. Conforme comentado anteriormente,
este fendmeno surge quando as forcas de empuxo geradas pela expansi-
bilidade térmica de um fluido sobrepoem as forgas viscosas, dando ori-
gem ao movimento convectivo. Apesar de matematicamente simples,
a convecgao de Rayleigh-Bénard possui um comportamento dindmico
bastante complexo, podendo ser observado, por exemplo, a existéncia
de miltiplos estados estacionarios e estados periddicos.

A presenca de mais de uma camada de fluido aumenta ainda
mais a complexidade do sistema, podendo originar uma série de outros
fenémenos, como por exemplo competicao entre a instabilidade em di-
ferentes camadas, controle de uma camada sobre a outra, deformacéoes
na interface e modos convectivos controlados pela tensdo interfacial.
Devido a isto, a conveccao de Rayleigh-Bénard em multiplas camadas
é um assunto ainda pouco explorado. No entanto, Anderek et al. (1998)
destacam que a existéncia de sistemas com estratificagao causada por
diferencas de densidade ou propriedades térmicas s@o muito comuns
no estudo de sistemas geofisicos, escoamento atmosférico, astrofisica e
processos industriais. A seguir é apresentada uma breve revisdo so-
bre a conveccao de Rayleigh-Bénard em uma e em vérias camadas,
destacando-se em especial estudos avaliando a estabilidade deste sis-
tema.

2.3.1 Anadlise de Estabilidade da Convecgao RB em uma Unica
Camada

O estudo da convecgdo natural causada por um gradiente de
temperatura teve inicio com as observacoes experimentais realizadas
por Bénard em 1900 (BENARD, 1900), onde o autor observou que o
inicio da convecgao ocorre quando o gradiente de temperatura atinge
um valor critico e que as estruturas formadas, chamadas de células de
convecgao, possuem um carater estaciondrio. As bases tedricas para
estes resultados foram apresentadas posteriormente por Lord Rayleigh
(RAYLEIGH, 1916) em um cldssico artigo onde o autor mostra que a
estabilidade do sistema esta relacionada com o parametro adimensional,
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conhecido atualmente como nidmero de Rayleigh (Ra), que representa
a relagao entre as forgas viscosas e as forcas de empuxo que atuam em
um fluido.

Segundo Rayleigh, para valores de Ra inferiores ao valor critico,
Ra., a transferéncia de calor no fluido ird ocorrer basicamente por
condugao. Porém, quando este valor critico for ultrapassado o sistema
se torna instdvel e evolui para um estado diferente onde a convecgao
é o principal mecanismo de troca térmica. Através da andlise de es-
tabilidade linear é possivel determinar qual o valor de Ra., bem como
o numero de onda critico associado a este valor. Conforme mostrado
por Pellew e Southwell (1940), para sistemas bidimensionais com flui-
dos Newtonianos os valores criticos dependem somente das condigoes
de contorno impostas para a velocidade nas extremidades do sistema,
que podem ser tratadas como superficies rigidas (velocidade nula) ou
superficie livre (tensao de cisalhamento nula). Os valores obtidos com
as possiveis combinagoes destas condigoes de contorno podem ser vistos
na Tabela 1.

Tabela 1: Parametros criticos para a conveccao de Rayleigh-Bénard.
Fonte: Pellew e Southwell (1940)
Contorno Ra, Gc
rigido - rigido | 1707.8 | 3.117
rigido - livre | 1100.7 | 2.682
livre - livre 657.5 | 2.221

Conforme pode ser observado pelos valores apresentados na ta-
bela, o valor de Ra. é maior quando existe a presenga de uma su-
perficie rigida, sendo isso uma consequéncia direta da condi¢ao de néo-
deslizamento. Os valores de nimero de onda critico para este caso
sao relativamente altos, em comparagao, por exemplo, com os valores
normalmente encontrados para o escoamento de Poiseuille. Grandjean
(2008) comenta que perturbagoes com elevado niimero de onda dissipam
uma grande quantidade de energia, enquanto que perturbacoes com
menores numeros de onda movem as particulas de fluido por distancias
horizontais maiores e portanto nao sao eficientes para transportar a
energia potencial da superficie quente para a superficie fria.

Para sistemas tridimensionais, Davis (1967) mostrou que o va-
lor de Ra. depende da razao entre o comprimento e/ou profundidade
com a espessura considerada, porém para o caso de superficies verti-
cais rigidas, o valor de Ra. decresce rapidamente para 1708 conforme a
dimensao horizontal aumenta. Além disso, os resultados de Davis mos-
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tram que sempre que a aproximacgao de Boussinesq for considerada,
ap6s o inicio da conveccao a forma como o sistema ird se arranjar serd
sempre preferencialmente na forma de um numero finito de rolos com
eixos paralelos ao lado com menor dimensao. Quando a espessura for
a menor das dimensoes, os rolos apresentam secao transversal apro-
ximadamente quadrada, caso contrario rolos mais estreitos podem ser
observados.

Segundo Grandjean (2008), dependendo de quais simetrias forem
respeitadas, outros padroes podem ser observados na convecgao RB 3D.
Por exemplo, quando a simetria vertical for quebrada, células hexago-
nais podem ser observadas. Isso ocorre, por exemplo, quando a con-
vecgao é controlada por gradientes na tensdo superficial (convecgao de
Bénard-Marangoni) ou quando houver uma grande variagao na viscosi-
dade do fluido com a temperatura, sendo que neste caso a aproximacao
de Boussinesq nao é mais valida. Este ultimo caso foi estudado por
Stengel, Oliver e Booker (1982), onde os autores mostram que o valor
de Ra. tedrico baseado na viscosidade média aumenta conforme a razao
entre a viscosidade na parede inferior e superior aumenta. Resultados
experimentais utilizando um fluido com grande variagao na viscosidade
(glicerol) mostram a predominancia de células de convecgdo hexago-
nais, enquanto que para um fluido onde a viscosidade varia pouco com
a temperatura (éleo de silicone) rolos concéntricos foram observados.

Quando ocorre a formacao de rolos convectivos, para valores
muito préximos ao limite de estabilidade estabelecido pela analise linear
normalmente observam-se estruturas bastante ordenadas e com poucas
imperfeigoes. No entanto, dependendo de fatores como condigao ini-
cial nao-homogénea, influéncia das fronteiras laterais do sistema e efei-
tos nao-lineares diversos padroes desordenados podem ser observados
(SIGGA; ZIPPELIUS, 1981), originando sistemas em néo-equilibrio com
padroes auto-organizados. Estes defeitos nos padroes dos rolos sao co-
nhecidos como texturas de convec¢do, sendo que para a conveccao de
Rayleigh-Bénard os exemplos mais comuns sao os de deslocagao, dis-
clinagdo, fronteiras de grao e espirais (GETLING, 1998). Os defeitos
nos padroes recebem estes nomes devido a similaridade com os defeitos
observados em estruturas cristalinas.

A deslocagao ocorre quando dois rolos sao localmente compri-
midos e dao origem a um tnico rolo, assim como pode ser visto na
Figura 10(a). Conforme observado experimentalmente por Whitehead
(1976), as deslocacdes se movem com uma velocidade especifica, sendo
esta velocidade menor para fluidos com alto nimero de Prandtl. As
forcas envolvidas no movimento das deslocagoes foram avaliadas por
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Walter, Pesch e Bodenschatz (2004), onde os autores concluem que o
movimento ocorre devido & agdo da forca de Peach-Koehler, que des-
creve a tendéncia do sistema em desenvolver um padrao com um estado
minimo de energia, e de uma forga advectiva induzida pelo escoamento
principal.
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(c) Gréos de fronteira (PASSOT;  (d) Espirais (MEEVASANA; AH-
NEWELL, 1994) LERS, 2002)

Figura 10: Exemplos de defeitos nos padrdes de rolos na convecgao de
Rayleigh-Bénard.

As disclinacdes ! representam uma, classe de defeitos correspon-
dentes a singularidades no campo vetorial que define a orientagao dos
rolos, como no exemplo mostrado na Figura 10(b). Pode-se ver as
disclinagbes com sobreposicoes de deslocagoes, sendo que, conforme
mostrado por Newell e Passot (1992), as deslocagbes podem evoluir
para disclinagoes longe do ponto onde sdo criadas. As fronteiras de

INome utilizado em analogia ao termo empregado no estudo de cristais liquidos.
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grao representam uma linha onde dois padroes com orientacoes dis-
tintas coexistem, conforme pode ser observado préximo ao centro da
Figura 10(c). A orientacdo perpendicular observada nesta figura cos-
tuma ser a mais observada, pois este arranjo representa o estado com
menor nivel de energia e portanto existe uma maior probabilidade de
este surgir de forma espontanea a partir de uma configuracao inicial
aleatéria (BOYER; NALS, 2002). Por sua vez, as espirais (Figura 10(d))
sao padroes cadticos observados para baixos valores de Pr em siste-
mas com grande razao de aspecto (MORRIS et al., 1996), sendo as bases
tedricas para este fenomeno ainda nao totalmente compreendidas.

2.3.2 Anadlise de Estabilidade da Convecgao RB em Diversas
Camadas

O estudo da convecgao de Rayleigh-Bénard em mais de uma ca-
mada foi originalmente motivado pela hipdtese de o manto terrestre
ser dividido em pelo menos duas camadas, sendo isto um resultado
da descontinuidade sismica observada em uma profundidade de aproxi-
madamente 660 km (SCHUBERT; TURCOTTE; OLSON, 2004). Diversos
trabalhos analisando a convec¢ao do manto considerando o modelo es-
tratificado podem ser encontrados na literatura, como por exemplo o
estudo apresentado por Busse (BUSSE, 1981), onde o autor avalia ca-
madas com diferentes espessuras, e Cserepes e Rabinowicz (1985), que
utilizam um modelo bidimensional para simular o comportamento das
camadas considerando diferentes valores para o nimero de Rayleigh e
diferentes razoes entre as viscosidades e espessuras das camadas. Atu-
almente nao existe um consenso a respeito da estratificacdo do manto
terrestre, havendo indicios tanto da presenga de mais de uma camada
quanto de que a convecgao se d4 somente em uma camada (SCHUBERT;
TURCOTTE; OLSON, 2004).

No entanto, a convecgao natural em mais de uma camada pode
ser observada em diversas outras situagoes, como por exemplo em cres-
cimento de cristais (CAMPBELL; KOSTER, 1995), onde pode-se utilizar
a técnica do liquido encapsulante para minimizar a evaporac¢ao de com-
ponentes volateis e evitar defeitos cristalograficos e degradagao das pro-
priedades eletronicas (LI et al., 2009). Outros exemplos de aplicagoes
tecnologicas que podem ser citados sao no processamento de vidros
e materiais de dispersdo (PRAKASH et al., 1997), reatores quimicos de
microcanais (FUDYM; PRADERE; BATSALE, 2007) e processos de reves-
timentos com filme (ANDEREK et al., 1998).
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Em sistemas onde existe uma interface entre dois fluidos, as
células convectivas podem surgir devido & agao de dois mecanismos
diferentes: as forcas de empuxo geradas pelos gradientes de densidade
induzidos pela diferenca de temperatura e as forgas interfaciais causadas
pela variagao na tensao interfacial produzidas por gradientes de tem-
peratura ou concentragao. Conforme apresentado na Introducao deste
trabalho, o primeiro caso é conhecido como conveccao de Rayleigh-
Bénard e o segundo como convecgao de Bénard-Marangoni, sendo que
os mecanismos associados com a convecgao de Rayleigh-Bénard foram
discutidos com detalhes na secao anterior.

A conveccao de Bénard-Marangoni ocorre pela agao de forgas
interfaciais. Usualmente, a variacdo da tensao interfacial com a tem-
peratura, dy/dT, é negativa. Isto faz com que pontos na interface
onde a temperatura é inferior a temperatura nos arredores possuam
uma tensao interfacial maior. Este cendrio esta representado na Figura
11(a), que retrata uma camada de liquido aquecida na parte inferior
e em contato com ar ambiente. O aumento na tensdo interfacial na
regiao central faz com que a superficie tenda a se contrair neste local,
causando o movimento do fluido em torno, conforme apresentado na
Figura 11(b). Na Figura 11(c) pode ser observada uma célula con-
vectiva causada por este efeito. Neste caso, o fluido quente ascende
em uma regiao onde a superficie estd relativamente deprimida (centro
das células) e descende em uma regido onde a superficie estd elevada.
Conforme destacado por Birikh et al. (2005), a instabilidade causada
pela presenga de surfactantes possui um mecanismo de atuagao simi-
lar, sendo que neste caso as regioes com alta temperatura equivalem a
acumulos locais de surfactante, o que diminui a tensao interfacial no
local e causa o deslocamento de parte do fluido para regidoes com maior
tensao interfacial.

Zeren e Reynolds (1972) avaliaram a estabilidade de um sistema
contendo dois liquidos imisciveis (benzeno e dgua) aquecido pela parte
inferior ou superior, sendo considerado principalmente o caso onde a
instabilidade é governada pelas forgas interfaciais. Os autores destacam
que um modelo matematico completo da convecgao natural em um sis-
tema contendo dois fluidos imisciveis, além de incluir os mecanismos as-
sociados a convecgao de Rayleigh-Bénard e de Bénard-Marangoni, deve
considerar a instabilidade nas duas camadas, permitir a deformacao da
interface e respeitar a continuidade da temperatura e do fluxo de calor
na interface. Tanto para o caso de aquecimento pela fronteira inferior
quanto pela fronteira superior, os resultados obtidos através da andlise
de estabilidade linear mostram trés modos de resposta distintos, sendo



60

Ar Ambiente Frio
Baixa ¢ Altac Baixa ¢ Quente Quente
Alta T Baixa T Alta T ) (
Liquido —‘[——L—
[l 7777777777777
Superficie Quente SuperﬂCIe Quente

(a) Camada liquida com superficie  (b) Escoamento de regides quentes
livre. para frias.

(c) Padrao estacionério observado.

Figura 11: Instabilidade devido ao efeito Marangoni. Adaptado de:
(BIRIKH et al., 2005).

eles: (i) dominado pelo gradiente de tensdo interfacial; (ii) dominado
pelas forgas de empuxo; e (iii) dominado pela deformagao da interface.
A predominancia de cada modo depende basicamente da razao entre as
espessuras das duas camadas. A principal limitacdo deste trabalho é
o fato de que os autores avaliaram somente a estabilidade marginal do
sistema, definindo o autovalor associado como sendo nulo. Com isso, a
presenca de estados oscilatérios nao pode ser observada.

Um sistema semelhante ao avaliado por Zeren e Reynolds, porém
considerando o limite onde as forgas de empuxo sao dominantes e as
forcas interfaciais podem ser negligenciadas foi analisado por Rase-
nat, Busse e Rehberg (1989). Neste trabalho, os autores destacam a
existéncia de duas principais formas de acoplamento entre as camadas
que podem ser observadas: o acoplamento térmico e o acoplamento vis-
coso (ou mecénico). Conforme apresentado por Petry e Busse (2003),
o acoplamento viscoso é caracterizado por um sentido de circulagao
oposto em cada uma das camadas, de forma que a velocidade tangen-
cial em ambos os lados da interface possui o mesmo sinal. Neste caso,
a circulagao mais intensa em uma das camadas suporta a circulagao na
outra camada. No caso do acoplamento térmico, a forca de empuxo



61

causada pelo gradiente de temperatura induz a conveccao nas duas ca-
madas, fazendo com que o sentido da circulagao seja o mesmo. Quando
a razao entre a viscosidade das camadas for préxima & 1, o acoplamento
viscoso costuma ser predominante. Uma representagao do acoplamento
viscoso pode ser visto na Figura 12(a) e do acoplamento térmico na Fi-
gura 12(b). Nesta figura, as linhas verticais escuras representam o fluido
frio descendente e as linhas verticais claras o fluido quente ascendente.

(a) Acoplamento viscoso. (b) Acoplamento térmico

Figura 12: Formas de acoplamento entre as duas camadas. Fonte:
Andereck et al. (1998)

Conforme apresentado por Rasenat, Busse e Rehberg (1989),
para sistemas onde a espessura das duas camadas ¢é similar, o acopla-
mento viscoso costuma aparecer para valores de Ra inferiores, no en-
tanto, dependendo dos parametros utilizados, pode haver competicao
entre as duas formas de acoplamento, gerando um estado oscilatério.
E importante ressaltar que este modo oscilatério surge mesmo quando
a hipétese de interface rigida é assumida, sendo portanto um resultado
direto da competicao entre os modos de acoplamento. Um exemplo de
diagrama de bifurcagao obtido para a convecgdo de RB em duas ca-
madas pode ser visto na Figura 13. Pode-se observar que para valores
de nimero de onda («) onde nao existe estado oscilatério, o acopla-
mento viscoso sempre surge para menores valores de Ra. No entanto, a
curva associada ao acoplamento térmico possui uma maior inclinagao,
fazendo com que em um determinado ponto as curvas se encontrem.
Neste ponto, observa-se o surgimento de uma bifurcacao de Hopf, ori-
ginando um estado oscilatério. Mais detalhes sobre esta forma de com-
portamento sao discutidos nas proximas segoes.

A presenga de estados oscilatérios também ¢ discutida por Car-
din, Nataf e Dewost (1991). Neste trabalho, os autores avaliaram ex-
perimentalmente e numericamente, através de andlise de estabilidade
linear, a conveccao de RB em um sistema contendo 6leo de silicone
sobre glicerol. Variando a razao entre as espessuras das camadas, ob-
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Figura 13: Exemplo de um diagrama de bifurcagdo mostrando a pre-
senca de um estado oscilatorio. Adaptado de Rasenat, Busse e Rehberg
(1989)

servaram que para o caso onde a espessura da camada superior for 0.76
vezes a espessura da camada inferior ocorre o surgimento de um es-
tado oscilatério, mesmo desconsiderando-se a deformacao da interface
e gradientes de tensdo interfacial. A presenca destes gradientes mostra
usualmente um efeito estabilizador, sendo que para Ma = 10 o estado
oscilatorio desaparece. No entanto, para o caso onde a tensao interfa-
cial aumenta com o aumento na temperatura (Ma < 0), a presenga de
gradientes de tensao superficial expande o intervalo de niimeros de onda
onde o estado oscilatério pode ser observado, aumentando também a
frequéncia das oscilagoes.

Liu et al. (2006) avaliaram a influéncia de forgas termocapila-
res na presenca de estados oscilatérios em sistemas contendo 6leo de
silicone/Fluorinert e 6leo de silicone/dgua utilizando andlise linear e
simulacao numérica direta. Para sistemas onde a espessura da camada
superior é maior que 1.5 vezes a espessura da camada inferior, os resul-
tados mostram que, assim como observado por Cardin, Nataf e Dewost
(1991), o sistema é estabilizado para Ma > 0 e desestabilizado para
Ma < 0. No entanto, para razoes entre as espessuras inferiores a 1.5,
os resultados mostram que o valor de Ra,. é superior quando Ma < 0.

Um importante aspecto avaliado por Cardin, Nataf e Dewost
(1991) foi a presenca de uma viscosidade interfacial, sendo este um
parametro negligenciado na maioria dos outros estudos. Apesar disso,
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este parametro pode ser importante em diversas situacoes, como por
exemplo na formacao de turbuléncia na interface, estabilidade de filmes
em espumas, ruptura e coalescéncia de gotas em emulsoes e na prépria
instabilidade de Bénard-Marangoni (ver Agrawal e Wasan (1979) e as
referéncias citadas neste trabalho para mais detalhes). Cardin, Nataf e
Dewost (1991) mostram que a viscosidade interfacial pode alterar sig-
nificativamente o diagrama de estabilidade, gerando, por exemplo, si-
tuagoes onde o acoplamento térmico é observado para valores inferiores
de Ra em comparagao com o acoplamento viscoso. Conforme destacado
pelos autores, nenhum dos outros pardmetros avaliados (razao entre as
espessuras, deformagao da interface e dependéncia da tensao interfacial
com a temperatura) gerou resultados similares a este.

No entanto, Binghong, Qiusheng e Zemei (2004) relatam que
resultados obtidos utilizando andlise linear para um sistema contendo
6leo de silicone/Fluorinert mostram que para razoes entre as espessu-
ras maior que 1.067 o acoplamento térmico é observado para menores
valores de Ra. A principio estes resultados nao contradizem os apresen-
tados por Cardin et al (CARDIN; NATAF; DEWOST, 1991), pois somente
razoes de aspecto menores que 1 sao avaliadas por estes autores.

Finalmente, pode-se destacar o estudo experimental apresentado
por Davaille (1999) avaliando a convecgao térmica em um sistema con-
tendo dois fluidos misciveis. A estrutura experimental utilizada pela
autora permitiu avaliar o sistema para valores de Ra entre 300 e 3 x 107
e razoes entre as viscosidades das camadas entre 1 e 6.4 x 10, sendo
possivel tanto a transferéncia de calor quanto de massa através da in-
terface entre as camadas, sem no entanto haver a presenca de tensao
interfacial. Os resultados mostram a existéncia de conveccao nas duas
camadas, porém, devido & auséncia de tensao interfacial ocorre a pene-
tracao de uma fase na outra, sendo que nestas condi¢ées nenhum estado
estaciondrio foi observado e a temperatura na interface apresentou uma
grande nao-homogeneidade.

Consideracoes finais

Avaliando-se os trabalhos apresentados ao longo deste capitulo
pode-se perceber a complexidade envolvida na conveccao de Rayleigh-
Bénard-Poiseuille estratificada e o grande ntimero de fatores que afetam
a estabilidade do sistema. Pode-se, por exemplo, citar a possibilidade
de formacao de células de conveccao hexagonais ou rolos, a forma como
estes rolos se arranjam (longitudinal ou transversal), as diversas formas
de instabilidade que podem surgir na interface e os diferentes modos
através do qual uma camada esteja acoplada com a outra. Todos es-
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tes aspectos estao relacionados com parametros especificos do sistema,
sendo portanto crucial identificar quais sdo estes parametros e qual a
resposta do sistema a variagoes nos valores empregados. Isto pode ser
obtido através das equacoes que governam os fenémenos envolvidos,
conforme serd discutido no capitulo a seguir. Além disso, a modelagem
envolvida no problema de andlise de estabilidade linear serd discutida,
destacando-se as aproximagoes adotadas e a limitacoes da técnica de
andlise linear.
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3 EQUACOES DE TRANSPORTE E ANALISE LINEAR
MODAL

“Never laugh at live dragon, Bilbo you fool!” he said to himself, and it became a
favourite saying of his later, and passed into a proverb.

J. R. R. Tolkien, The Hobbit

Neste capitulo serd apresentada a modelagem matemaéatica em-
pregada para descrever o comportamento do sistema de conveccao R-
BPE, juntamente com a analise modal utilizada para avaliar a esta-
bilidade com relagao a diferentes valores para os parametros fisicos
que controlam a transferéncia de calor e quantidade de movimento.
Na Figura 14 é apresentado um esquema da configuragao geométrica
empregada neste trabalho. Apesar de a figura representar uma vista
bidimensional, perturbacoes na direcao z também sao consideradas.

Tc y=d2
= O Fluido 2 O
—
________________ P(T] =y y=0 lg

Figura 14: Vista lateral (plano XY) da configuragido geométrica utili-
zada.

Como pode ser observado na Figura 14, a interface nao-deformada
entre os fluidos é posicionada em y = 0. A parede inferior corresponde,
por defini¢do, & posicdo y = —d; e a parede superior & posi¢cao y = ds.
O sistema é considerado irrestrito nas direcoes x e z. A deformagao
da interface serd avaliada pela funcao n = n(x, z,t), que representa o
deslocamento em relacao a posicao y = 0. A velocidade na interface
serd considerada constante e igual a Uy. Em relagao a temperatura das
paredes, serd avaliado o caso onde a temperatura da parede inferior é
maior (Ty > T¢), de modo que as forgas de empuxo desestabilizam o
sistema. Ambas as paredes sao consideradas como fronteiras rigidas e
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condicoes de nao-deslizamento serdo empregadas. A seguir sao apre-
sentadas as equagoes de conservagao aplicadas a este sistema.

3.1 EQUACOES DE CONSERVACAO

Cada uma das camadas apresentadas na Figura 14 possui o seu
préprio conjunto de equagOes governantes, estando elas relacionadas
pelas condigoes de contorno impostas na interface y = 1. No entanto,
as mesmas simplificacoes sdo adotadas para as duas camadas, de modo
que as equacgoes de conservacao da massa total do sistema, da quan-
tidade de movimento e da energia podem ser expressas de forma ge-
neralizada. Neste trabalho é considerado que os fluidos apresentam
comportamento incompressivel e Newtoniano, bem como serd conside-
rado que a aproximagao de Boussinesq é véalida. Nestas condigoes, as
equagoes de conservacao citadas anteriormente podem ser expressas,
respectivamente, como:

V-7 =0 (3.1)
aUl — — 1 2=
ot + Ui - VU; = —;sz' + v V20 + Bi(Ti — Trep)gey (3.2)
T
8875 + v; - VTZ‘ = "{ivai (33)

onde ¥; = (u;,v;,w;) representa o vetor velocidade, P; a pressao e T;
a temperatura para a camada ¢ e e, o vetor unitdrio na direcao y.
As propriedades fisicas p; (densidade), v; (viscosidade cinemédtica), f;
(expansividade térmica) e k; (difusividade térmica) sdo consideradas
constantes. A resolugado da equagdo de Navier-Stokes (Eq. 3.2) e da
equagdo da conservagao da energia (Eq. 3.3) permite a obtengao dos
campos de velocidade e temperatura, sendo a equagao da continuidade
(Eq. 3.1) utilizada como equagdo auxiliar para o fechamento do pro-
blema.

A seguir sdo listadas as condigoes de contorno empregadas paras
as componentes do vetor velocidade nas camadas ¢t =1 e i = 2.

1.Velocidade normal a parede: as fronteiras rigidas do sistema
serao consideradas impermedveis, de modo que a velocidade normal é
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nula:
v =0 em y=—d; (3.4)

ve=0 em y=ds (3.5)

2.Condicao de nao-deslizamento nas paredes: na interface solido-
fluido, a velocidade tangencial do fluido é considerada igual & veloci-
dade do sélido. No presente estudo, somente o caso de paredes fixas é
considerado, de modo que:

uy=w; =0 em y=—d (3.6)
ug=wy =0 em y=ds (3.7)
3. Continuidade da velocidade normal & interface: na interface

entre os dois fluidos, é considerado que a velocidade normal nos dois
lados da interface é a mesma:

vy =wvy em Yy =1 (3.8)

4. Continuidade da velocidade tangencial a interface: assim
como para a velocidade normal a interface, a velocidade tangencial
também é considerada igual nas duas camadas:

U =Uz € W1 =Wws em Yy =71 (3.9)

5. Balanco da tensao de cisalhamento: para avaliar a diferenca
entre a tensao de cisalhamento nos dois lados da interface deve-se con-
siderar a dependéncia da tensao interfacial com a variacao de tempe-
ratura e a curvatura da interface (BIRIKH et al., 2005), de modo que:

7Y <5T w21 ) em y =1 (3.10)
; o or
le 7.2J <az ¢2 ) em y=mn (3.11)

onde Tij k representa a tensao de cisalhamento no plano jk na camada
do fluido 7, v a tensdo interfacial e ¥; o valor absoluto da gradiente de
temperatura estdtico entre a interface e as paredes do sistema. Conside-
rando que os fluidos possuam comportamento Newtoniano, as tensoes
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de cisalhamento podem ser avaliadas como (FOX; MCDONALD; PRIT-
CHARD, 2004):

ov;  Ouy ov;  Ow;
Ty {J i 2y _ i 7
T, = (_8x + 8y) T; thi <_8z + By > (3.12)

6. Balango da tensao normal a interface: assim como para a
tensao de cisalhamento, a tensao normal nao é continua ao longo da
interface devido as forcas interfaciais. A diferenca entre a tensdo normal
nas duas camadas é expressa por (LEAL, 2007):

oV -0y =4V -n (3.13)

onde ¢/¥ é a tensdo normal & interface no fluido i e n é o vetor normal
definido por:
VF

|VF|

sendo que F' =y —n(x, z,t) é uma funcao escalar que define o formato
da interface com base na deformagao n(z,z,t). Conforme serd visto
nas proximas segoes, os termos de alta ordem podem ser desprezados,
de modo que (9n/0x)? << 1 e (9n/dz)? << 1. Com isso, o médulo do
gradiente de F' é aproximadamente igual a 1, o que implica que:

n—

(3.14)

B an an 0%, 9%
n__(_ax’l’_az> > VonEoataz B

A tensao normal na interface, por sua vez, para o caso de dois
fluidos Newtonianos sobrepostos pode ser avaliada como (YIH, 1967;
FOX; MCDONALD; PRITCHARD, 2004):

v

5 (3.16)

oV = pign — Pi + 2u;

Na equacgao anterior, o primeiro termo no lado direito representa

a pressao hidrostética causada pelo deslocamento do fluido em relagao

a posicao y = 0 e o segundo termo representa a pressao hidrodinamica.

Juntando as expressoes acima, o balango para a tensao normal na in-
terface pode ser expresso como:

duy Ovg 0%n  0%n
pron = i+ 2 gy (”29"‘}32“"287) - (ﬁ* 92
(3:17)
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A seguir sao apresentadas as condicoes de contorno empregadas
para a equagao da conservagao da energia.

7 Temperatura fixa nas paredes: nas extremidades solidas do sis-
tema, serd considerado que a temperatura é fixa e homogénea:

Ty =Ty em y=—d; (3.18)

To =Tc em y =ds (3.19)

8 Continuidade da temperatura na interface: na interface entre
os fluidos, pode-se considerar que a temperatura é continua, de modo
que:

T)=T, em y=1 (3.20)

9 Continuidade do fluxo de calor na interface: por tltimo,
considera-se que o fluxo de calor também é continuo através da in-
terface:

ki— =ko—— em y =179 (3.21)
Y Y

Este conjunto de condicGes de contorno é suficiente e necessario
para a resolugao do problema de anélise de estabilidade, conforme apre-
sentado a seguir.

3.2 EQUACOES PERTURBADAS

Para avaliar a estabilidade do sistema de Equagoes (3.1) - (3.3),
serd adicionada uma perturbagao infinitesimal em um estado base e
o comportamento desta perturbagao serd avaliado com o passar do
tempo. Caso as perturbacoes aumentem indefinidamente, o sistema
serd instdvel e caso as perturbagoes forem amortecidas o sistema serd
estavel. Experimentalmente, estas perturbagoes ocorrem naturalmente
em qualquer sistema devido a pequenas variacoes térmicas ou mecanicas
causadas pela interagao com sistemas externos. Considerando um fator
0 << 1, pode-se expressar as varidveis analisadas como:

U =T+ 00 Po=Pp;+0P Ti=Tp,+06;  (3.22)
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onde o subscrito B representa um estado base. Cabe ressaltar que a
analise de estabilidade linear s6 permite a anélise de perturbacoes infi-
nitesimais, portanto a amplitude das perturbagcdes e efeitos nao-lineares
relacionados nao serao considerados. O parametro § sé6 é utilizado como
recurso para representar a ordem de grandeza das perturbacoes infini-
tesimais, sendo que nas proximas segoes a sua presenca serd desconsi-
derada.

O estado base apresentado na equagao anterior representa uma
solugdo para o sistema de equagOes governantes com as respectivas
condigoes de contorno. No caso da convecgao de Rayleigh-Bénard-
Poiseuille o estado base utilizado para a velocidade corresponde a so-
lucao do problema do escoamento plano de Poiseuille para dois fluidos
e o estado base para a temperatura correspondente a transferéncia de
calor unicamente por condugao, de modo que os perfis obtidos para o
campo de velocidades e de temperatura pode ser expresso como:

U, m+do\ o d2 —m
L — 1 2
Uo <d§+do>y +(dg+d0 vt (3:23)

U, 1 (m+dy\ , 1 [(di—m
e = 1 24
Uo m(dg-kdo)y +m<d%+d0 v+t (3.24)
Tvg=Tu—P1(y+1) (3.25)
Top =Tc — P2 (y — do) (3.26)

onde dg = da/d; e m = pa/u1. Detalhes sobre a obtencao deste estado
base podem ser vistos no Anexo I. Note que um estado base para a
pressao (Pp,1, Pp2) ndo foi especificado, pois, conforme serd visto
na sequéncia, a pressao pode ser facilmente eliminada do conjunto de
equagoes. O estado base para a velocidade corresponde ao escoamento
somente na direcao x, de modo que Ug; = (Up,;,0,0)

Substituindo a expressao para a velocidade perturbada (Eq. 3.22)
na equagao da continuidade (Eq. 3.1), tem-se que:

V- Tpi+0V-7; =0 (3.27)

Considerando que o estado base necessariamente satisfaz a Eq. (3.1),
a expressao acima se reduz a:

V-7 =0 (3.28)

De modo semelhante, para a equacdo de Navier-Stokes (Eq. 3.2)
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obtém-se que:

o . 1 .
8?7 +UB,; - Vip,; + ;vPB,i — V20, + Bi(Tp,: — To)gey =

9;  ~ ~ 1~

Viv25'i . Bif96y> + 0(52)

O lado esquerdo desta equagao representa a equacao de Navier-
Stokes aplicada ao estado base. Como o estado base deve ser uma
solugao do conjunto de equagao governantes, fica claro que a soma
destes termos deve necessariamente ser nula. Além disso, como ¢ << 1,
os termos de alta ordem serao desprezados, de modo que a dinamica
da perturbacao pode ser avaliada pelo comportamento dos termos:

v~ " ~ 1> ~ =
5:5 +T; - Vi, + Op - VUi = ——V B, + V25, + B Tge, (3.30)
Pi
Para a equagao da conservagao da energia (Eq. 3.3) a substi-
tui¢do dos termos definidos na Eq. 3.22 resulta em:

JTg,;

at + UBJ‘ . VTBJ‘ — /iiVQTB’i =

T~ - -
-6 <88t +0;-VTp,;+ U, VT — mv%) + 0(6%) (3.31)

Novamente, considerando que o lado esquerdo da equagao acima é nulo
e desprezando os termos de altas ordens, tem-se que:

oT;

o 0 -VTpi+ s, - VI = 5, V2T, (3.32)

Para a adimensionalizagao das equagoes, sao utilizadas as pro-
priedades fisicas da camada inferior (fluido 1). Desse modo, a espessura
dy é utilizada como escala de comprimento, x1/dy como escala para a
perturbacio da velocidade, Uy para a velocidade do estado base, d?/k
para a escala de tempo, ¥1d; como escala de temperatura e p1vir1/d3
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para a pressao. Por simplicidade, a mesma nomenclatura sera utilizada
para as variaveis independentes, porém estas também sao adimensiona-
lizadas com base nas escalas citadas. Com isso, tem-se que as Equagoes
3.28, 3.30 e 3.32 avaliadas na camada inferior em sua forma adimensi-
onal podem ser dadas por:

<L)

V-7 =0 (3.33)

— L L Re(5)V - Tp.1 +Up.1- Vi) = —VP, + V33, + RaTye, (3.34)

oT ~ PO -
a—tl + RePrig, - VT — 0, = V2T, (3.35)
onde os numeros de Prandtl Pr, Reynolds Re e Rayleigh Ra sao dados
por:

V1

4
prot po_ b Pigtdy

3.36
K1 V1 ViK1 ( )

Para a camada superior (fluido 2), as equagOes anteriores sao
avaliadas como:

V. Uy =0 (3.37)
1 90 S s A - P - ~
P_T% + Re(UQV . 173,2 + UB’Q . VUQ) = —% + V0V2/l72 + ﬁoRaTgey
(3.38)
oT. ~ L .
a—; + RePrigo - VTy — tathg = koV2Th (3.39)

onde pg = p2/p1, vo = v2/v1, Bo = Ba/B1, o = V2 /1 € ko = Ka/kK1.

3.3 ANALISE MODAL

Para um sistema ser considerado estdvel, este deve ser estavel
com relacdo a todas as perturbacoes infinitesimais possiveis. Conforme
apresentado por Chandrasekhar (1961), uma das maneiras de avaliar
a estabilidade em relagao a qualquer perturbagao possivel é expressar
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as perturbacoes como a superposicao de certos modos bésicos e ana-
lisar a estabilidade do sistema com relagao a cada um desses modos.
O conjunto de equagbes apresentadas anteriormente (Eq. 3.33 - 3.39)
representa um sistema de equagoes diferenciais lineares e com coefici-
entes constantes, sendo que para um sistema sem limites nas diregoes
x e z a solugdo para uma perturbagao k = k(x,y, z,t) qualquer pode
ser expressa da forma:

k(z,y,2,t) = f(y)elerthz—eb (3.40)

onde « e 3 s@o ntmeros de onda associados as diregdes x (streamwise) e
z (spanwise), respectivamente, e w representa a velocidade de onda as-
sociada a perturbagao. Neste trabalho sera avaliado o comportamento
das perturbagdes somente em relagao ao tempo (estabilidade absoluta),
de modo que « e § assumirdao somente valores reais. A velocidade de
onda w, no entanto, serd avaliada como w = w, + iw;, onde w, é a ve-
locidade de fase e w; é a taxa de crescimento temporal da perturbagao,
sendo que w; < 0 corresponde a uma perturbagao amortecida, w; > 0 a
uma perturbagao amplificada e w; = 0 corresponde ao estado de esta-
bilidade neutra, sendo este o limite onde o sistema deixa de ser estavel.
As perturbacoes avaliadas desta forma sdo chamadas de modos nor-
mais, devido & ortogonalidade da func¢ao exponencial (CHARRU, 2011).
O principal objetivo da andlise de estabilidade linear é avaliar o es-
tado de estabilidade neutra em funcao dos parametros do sistema de
equacgoes para todas as perturbagoes possiveis, ou seja, para todos os
valores de « e 3.

Para aplicar o método de analise modal nas equagoes governan-
tes para o fluido 1 (Eq. 3.33 - 3.35), por simplicidade, cada componente
do vetor velocidade serd avaliado individualmente. Dessa forma, o con-
junto de equagoes pode ser reescrito como:

- Conservacao da Massa:
Oty 001 Oun
En + o + 5 =0 (3.41)

- Velocidade na diregao x:

1 8'&1 ~ 8'&1 ~ 8UB,1 _
Pro T (UBJ%W ot )‘

_oby Ot P 0%
ox 0x? Oy? 022

(3.42)
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- Velocidade na direcao y:

1 0ty L9 9P 9%y 0%y | 0%
Pr Ot +1eUpa or Oy * Ox? + Oy> * 022

+ RaT (3.43)

1 Oy Oy OP, 0%y, 0%, 0%y
oWy a9 A4
Pr ot +ReUp, ox 0z + Ox? + Oy? + 022 (3:44)
- Energia
oty oy . 8Ty 9*y 9Ty
P = 4
gi TRPTUp s =0 = (3.45)

Definindo as perturbagoes em termo dos modos normais:
{ﬂ'la @17’&]1; Pla Tl}(xvya 2, t) =

{$1.1(1), 92.1(y), $3,1(¥), p1(y), 01 (y) pe' = HFz=eD) (3.46)

Substituindo na equagao da continuidade (Eq. 3.41), apds sim-
plificar os termos em comum, obtém-se:

¢21

iagrq + +if¢31 = (3.47)

De maneira semelhante, para a velocidade na direcao x:

17 _ 0 )
——zw¢1,1 +iaReUp 1911 + Rego 1 $2.1 = —jap + ﬂ — k211
Pr Jy
(3.48)
onde k2 = o2 + 2. Para a velocidade na direcao ¥, tem-se:
1i . COp1 | OPPan s
_p_r“@’l +iaReUp 1621 = ¥ + 92 k“p21 + Rab; (3.49)

Para a velocidade na direcao z, a substituicao resulta em:

17
——w¢3 1 +iaReUp 1931 = —ifp1 + —(F—>5— (bg !

o 99 — k231 (3.50)
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Finalmente, para a equagao da conservagao da energia:

00, %0

—iwd +iaRePrUR 0 + do,1 - = o0 — k%0 (3.51)

Para simplificar o sistema de equagoes acima, pode-se fazer ia
(Eq. 3.48) + i (Eq. 3.50) e utilizar a Eq. (3.47) para simplificar os
termos. Derivando a expressao final em relagao a y, obtém-se:

wi d?¢ d>¢r d*Ug 1
P_T dy2 — ZOCRGUB 1% dy —iaRe ¢1 y =
dpr  d*¢q d?¢1
ARl K2— .52
dy  dy! dy? (8.52)

onde, ¢1 = ¢2,1 serd utilizado por simplicidade. Observe que a equacao
acima representa uma equagao diferencial ordinaria em relagao a variavel
independente y. Utilizando-se a Eq. (3.49) é possivel eliminar a pressao
da equagao anterior. Apds alguma manipulacao, obtém-se:

2
~ 5 (ddjl - k2¢1> +iaRe <U3,1 (ddj; - k2¢1> ¢51d Us, 1) -

d* ¢,

dyt
Sendo esta a equacao de Orr-Sommerfeld com a adi¢do do termo refe-
rente ao empuxo. Alternativamente, pode-se obter esta mesma equacao
aplicando-se o operador rotacional duas vezes na equagao de Navier-
Stokes e simplificando os termos com o uso da equagao da continuidade.
A utilizagao do mesmo procedimento descrito anteriormente para a ca-
mada superior (fluido 2) permite a obtencdo da seguinte expressao:

2
~ 5 (dd;bz - k2¢2> +iaRe (UB,Q (ddjzz - k2¢2> (bzd Us, 2) -

+ k*¢1 — k*Rab, (3.53)

d? ¢,
— 9k2
k a0y

4
Vo (ddjf - 2k2d ¢2 k4¢2> — Bok?Rabs (3.54)

A substituicdo dos modos normais na equagao da perturbacao
para a energia (Eq. 3.51) resulta diretamente em:

—iwl + iOéR@P’I“UBJel o1 = d 91 k‘201 (355)
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De forma semelhante, para a camada superior tem-se que:

2

—iwbly + iOCRGPT'UB’QgQ — Y2 = Ko <Cil—y€21 — k292> (3.56)
Para o caso onde @ = 0 o conjunto de equacoes para a velocidade
vertical e para a temperatura coincide com as equagoes de Oberbeck-
Boussinesq, utilizadas para avaliar a estabilidade linear de um fluido
de Boussinesq estatico.

O sistema de equagcoes lineares (3.53) - (3.56) representa um
problema de autovalor generalizado que pode ser expresso da forma:

Ax = wBx (3.57)

onde x = (¢1, ¢2,01,02)T representa o vetor das autofuncdes, w o au-
tovalor associado ao sistema e as matrizes 4x4 A e B sdo avaliadas
como:

Losa 0 —k%Ra 0
[ 0 Lose 0  —BokRa
T T : (3.58)
0 —o 0 Log,2

Levi 0 0 0

[ 0 Lpye 0 0
B=1 o 0 1 0 (3.59)

0 0 0 1z

onde trés diferentes classes de operadores lineares podem ser observa-

dos, sendo eles aqui chamados de operador de Orr-Sommerfeld (Log),

operador de Oberbeck-Boussinesq (Lo g) e operador do autovalor (Lgy ).
Por exemplo, para a camada inferior (fluido 1), estes operadores sao da-

dos por:

. &2\ d*Us, 2\
tosa = o (Vi (i ~4%) = S )+ (G =) o

d2
LOB,l = iO[RePTUB71 - (d_y2 - kz) (361)
10 [ d?
LEV,l = —ﬁ <@ — k‘Q) (362)

Para a resolucao deste problema de autovalor generalizado é ne-
cessario o uso das condigoes de contorno previamente apresentadas. No
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entanto, estas condigoes devem também ser apresentadas em termos das
variaveis de perturbagbes. Como visto anteriormente, as condicoes de
contorno impostas na interface y = 1 dependem diretamente da fungao
n(z, z,t), sendo portanto necessdrio avaliar esta fungao. Isto pode ser
feito com o uso da condi¢do cinemdtica, conforme apresentado a seguir.

3.3.1 Condicao Cinematica

Quando as condigbes de contorno sdo especificadas na fronteira
entre dois fluidos imisciveis deve-se considerar a possibilidade de ocor-
rer deformacao da interface quando os fluidos estiverem em movimento,
como no caso do escoamento paralelo. No entanto, nao é possivel espe-
cificar o formato da interface, pois este depende das varidveis envolvidas
no problema, devendo ser considerado com uma variavel adicional a ser
obtida como parte da solug¢ao (LEAL, 2007). Na Figura 15 é apresentado
um esquema de como a deformacao da interface ocorre.

/ - /M,

(a) Interface plana (b) Interface deformada

Figura 15: Deformagao da interface em coordenadas cartesianas. Adap-
tado de: Leal (2007)

Conforme comentado anteriormente, para avaliar o formato da
interface serd utilizado uma funcao definida em coordenadas cartesianas
como:

F(x,y,z,t) =y —n(z, z,t) (3.63)

Considerando que os dois fluidos em contato sao perfeitamente
imisciveis e que ndo ocorra mudancga de fase, as particulas de fluido na
interface irdo sempre se manter na interface, de modo que a derivada
substantiva da funcao escalar F'(z,y, z,t) deve ser igual a zero em todos



78

os pontos da interface (KUNDU; COHEN, 2002):

DF OF
— =—+4+7-VF=0 3.64
Dt ot ( )
Como na interface as trés componentes da velocidade sdo iguais
para as duas camadas, pode-se utilizar o campo de velocidade de qual-
quer uma das camadas nesta equacao. Por simplicidade serd utilizado
1. A substituicao da definigao da fungao F' na expressao anterior re-

sulta em:

0 .
—a—Z-FUl—Ul'V??:O (3.65)

Tomando como base a interface plana nao perturbada (n = 0),
pode-se substituir a defini¢do das varidveis perturbadas (Eq. 3.22) de
modo que apds a adimensionaliza¢ao obtém-se (utilizando a espessura
dy como escala para a perturbacao da interface 7):

on . = .a .
—E—H}—UBJ'VTI—M'VT]:O (3.66)

Conforme destacado por Kundu e Cohen (2002), para perturba-
¢Oes infinitesimais tanto ¥; quanto V7 sdo pequenos, de modo que o
produto entre estes dois termos pode ser negligenciado em comparacao
com os outros termos. Desse modo, a equagao acima pode ser simplifi-
cada para:

on on
— =01 — RePr— 3.67
ot ! ox ( )

Definindo-se as varidveis presentes em termo dos modos normais:
0 = ¢16i(ax+,327wt) ﬁ _ noei(aa:Jrﬂszt) (368)

e substituindo na equagao anterior:
—iwng = ¢1 — iangRePr (3.69)

A equacao anterior permite obter de forma explicita a deformacao
da interface. No entanto, a perturbacao da velocidade vertical ¢; é ava-
liada em y = 1, de modo que 1 ndo pode ser definido sem que o campo
de velocidades seja obtido. Porém, considerando novamente que tanto
a perturbagao da interface quanto da velocidade sao muito pequenas,
pode-se transpor as condicoes aplicadas em y = 7 para y = 0 utilizando-
se uma expansao em série de Taylor, de modo que desprezando os
termos de alta ordem ¢i|y—, =~ ¢1]y—0. Com isso, a deformacdo da
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interface passa a ser dada por:

$1(0)

i(aRePr — w) (3.70)

o =

Esta expressao coincide! com a apresentada por Yih (1967) para a
deformacao da interface. Conhecendo-se a expressao para 7, é possivel
avaliar as condicoes de contorno em funcao das varidveis perturbadas
e dos modos normais, conforme apresentado a seguir.

3.3.2 Condigoes de Contorno

A obtencao das condigoes de contorno em funcao dos modos
normais segue um procedimento semelhante ao empregado para as
equacoes. A seguir serdo apresentadas as condigbes de contorno em
sua forma final, sendo que detalhes da obtencao destas condigdes po-
dem ser vistos no Anexo II.

1. Velocidade normal a parede:

¢1=0em y=-1 ¢ =0 em y=dy (3.71)

2.Condi¢cdo de nao-deslizamento nas paredes:

d d

3. Continuidade da velocidade normal a interface:

$1=¢2 em y=0 (3.73)

4. Continuidade da velocidade tangencial a interface:

dpy  déy _ iy OUp:  OUp,s RePr
dy dy  i(aRePr —w) Oy oy

IPara fins de comparagio, deve-se considerar que Yih utiliza uma formulagio
baseada na vorticidade e os modos normais sdo definidos de forma diferente.
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em y =0 (3.74)
5. Balango da tensao de cisalhamento:
d2¢51 d2¢2
2 _ 2 _
<k¢1+dy2) m<k¢2+dy2>

6. Balanco da tensao normal & interface:

(d3¢1 3k2@_i@>_m<d3¢2 gp2ddz v @)

dy3 dy  Pr dy dy3 dy  Pruvy dy
d du d du,
—iaRe UBJE — BN | iopoRe (U5 202 _ p, B2
dy dy dy dy
P1 2
= k27 I{ - .
oRePr —w) (SE” + Ra,) em y=0 (3.76)
7. Temperatura fixa nas paredes:
0y =0 em y=-—1 0y =0 em y=dy (3.77)
8. Continuidade da temperatura na interface:
O — = —P (1 —yg) em y=0 (3.78)
i(aRePr — w)
9. Continuidade do fluzo de calor na interface:
00, 004
i R =0 3.79
dy 0 By em y ( )

3.4 METODO PSEUDO ESPECTRAL DE CHEBYSHEV

Para resolver o problema de autovalor generalizado apresentado
na Eq. (3.57), é necessério transformar o sistema de operadores diferen-
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ciais em um sistema de equagoes lineares. Para isso, serd empregado
um método pseudo espectral utilizando os polinémios de Chebyshev
como fungoes de teste. Este método de resolugao tem sido aplicado
com sucesso em diversos problemas envolvendo fenémenos de trans-
porte (ALESCIO, 2006; BAZAN, 2008). A seguir serd apresentado um
breve resumo da aplicagao do método para o problema apresentado
na Eq. (3.57). Para mais detalhes sobre formulagao e utilizagao de
métodos espectrais recomenda-se os livros-texto de Canuto et al. (2006,
2007).

Segundo Gheorghiu (2007), os métodos espectrais buscam apro-
ximar fungoes através do uso de séries truncadas de polinémios ortogo-
nais, como por exemplo séries de Fourier para problemas periédicos ou
polinémios de Chebyshev ou Legendre para problemas nao-periodicos.
Estas fungoes sao suaves em todo o dominio de solugao, sendo esta a
principal diferenca entre os métodos espectrais e os que utilizam fungoes
de teste suaves por partes, como por exemplo os métodos de diferencas
finitas e elementos finitos. Os métodos espectrais costumam ser di-
vididos em trés categorias (de acordo com a forma como as fungoes
teste sdo escolhidas e utilizadas para computar o residuo): métodos de
Galerkin, tau e pseudo espectrais (ou de colocagao).

Conforme mencionado anteriormente, neste trabalho serd utili-
zado um método pseudo espectral utilizando como funcgoes de teste os
polindomios de Chebyshev. Desse modo, as autofuncoes ¢; e 6; podem
ser avaliadas como:

k=N-1 k=N-1

di(y) = Y. HTu(y) Oi(y)= > OFTi(y)  (3.80)
k=0 k=0

onde T}, sa0 os polindémios de Chebyshev (de primeira espécie) de ordem
k. Estes polinémios satisfazem a relagao:

1

Tk (y) = cos(k cos™ " y) (3.81)

sendo que os polindmios de ordem k£ = 0,...,4 podem ser vistos na
Figura 16 para o intervalo y € [—1,1].

Na definicio apresentada na Eq. (3.80), ¢F e 0¥ sio coeficien-
tes associados aos polindmios de ordem k a serem determinados. No
método pseudo espectral, utilizam-se N pontos de colocacao espaci-
ais onde esta relagdo deve ser satisfeita, determinados utilizando-se a
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Figura 16: Polindomios de Chebyshev the ordem k =0, ..., 4.

férmula de Chebyshev-Gauss-Lobatto:

k
Yk = COS (N 7_T 1> (3.82)

Estes pontos costumam ser chamados de pontos de Gauss-Lobatto. Con-
forme destacado por Trefethen (2000), geometricamente estes pontos
representam projecoes no eixo y de pontos igualmente espagados na
metade superior de um circulo unitario, conforme pode ser visto na
Figura 17.

Yv=-1 I yN/z‘ =0 ‘ ‘ Yo=1

Figura 17: Pontos de Gauss-Lobatto como projecao de pontos equidis-
tantes em um circulo. Fonte: Trefethen (2000)

O uso de pontos de colocagao seguindo esta distribuigao evita
problemas associados ao uso de pontos igualmente espacados, em es-
pecial o fendmeno de Runge. Além disso, observando-se a Eq. (3.82)

pode-se ver que os pontos de colocagao sempre definem um dominio
[-1,1].
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As derivadas das autofuncoes em relacao & y podem ser obtidas
simplesmente derivando-se os polinémios na Eq. (3.80). Desse modo,
substituindo-se estas expressoes nas Equacoes (3.53) - (3.56) obtém-se
um sistema de equagoes lineares contendo 4N equagoes que devem ser
satisfeitas nos pontos de colocagao y,,. Por exemplo, para a equagao de
Orr-Sommerfeld aplicada na camada inferior (Eq. 3.53):

L dPTi(ya)

BN T () k=N-—
——2 4 (iaReUp 1 (yn) + 2k%) Z P ———=
k=0

. d
k
- ¢1 dy4

2
k=0 dy

k=N-1
— (iaRe ( Up.1(yn)k? @Up1(yn) E* T (
B,1 yn) + dy2 + Z ¢1 k yn

+k%Ra Olka(yn) =

k=N-1 dT k=N-1
—( Z st ’“ — K Z ¢>Tkyn> (3.83)

De forma semelhante, as condigoes de contorno também sao ex-
pressas em fung@o dos polindmios de Chebyshev. Neste ponto, cabe
ressaltar que para a discretizacdo das equactes utilizou-se o software
Chebfun?, sendo este uma extensdo para Matlab que permite a discre-
tizagao de fungdes em termo dos polinémios de Chebyshev. A aplicagao
deste software para a resolugao de equagoes diferenciais apresenta ex-
celentes resultados, conforme destacado por Trefethen e colaboradores
(DRISCOLL; BORNEMANN; TREFETHEN, 2008; BATTLES; TREFETHEN,
2004). O software permite a defini¢ao de “condigoes de contorno” inter-
nas, ou seja, permite a especificacao de condigoes que devem ser satisfei-
tas nos nés internos. Isto possibilita o uso de um dnico dominio [—1, do]
para as quatro equagoes governantes (Eq. 3.53 - 3.56), de modo que as
condigoes de contorno na interface sao tratadas como condicGes restri-
tivas que devem ser satisfeitas em y = 0, sendo alocadas em posigoes
internas das matrizes associadas as equagoes governantes. A posicao
exata depende da posicao da interface, ou seja, do valor de dy. As
condigoes de contorno aplicadas nas extremidades do sistema (y = —1
e y = do), por sua vez, sdo alocadas nas primeiras e nas ultimas linhas
das matrizes associadas a cada equagao governante. Desse modo, o

2http://www2.maths.ox.ac.uk/chebfun/
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problema de autovalor generalizado (Eq. 3.57) é avaliado como:
Ax = wBx (3.84)
onde X é o vetor dos coeficientes:
R= (30, N G0, N N a0, AT (3.85)

e A e B sao as matrizes dos operadores lineares discretizados:

Losi 0  —k’Ral 0
A= —OI LOOS’2 EOOB,l _B_O%2RCLI (3.86)
0 —1hoI 0 Lo,
Leva 0 0 O
oo | 0 e oo

0 0 0 I

onde I é a matriz identidade de ordem N e os zeros representam matri-
zes nulas N x N. A esparsidade destas matrizes, apds a implementacao
utilizando o Chebfun, pode ser vista na Fig. 18. Apés a discretizagao,
o problema de autovalor generalizado apresentado na Eq. (3.84) pode
ser resolvido utilizando-se qualquer solver para problemas de autovalor,
como as rotinas Lapack utilizadas pelo Matlab.

=

(a) A (b) B

Figura 18: Esparsidade das matrizes dos operadores lineares.
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4 ANALISE DE ESTABILIDADE LINEAR

“Science is nothing without generalizations. Detached and ill-assorted facts are only
raw material, and in the absence of a theoretical solvent, have but little nutritive
value.”

Lord Rayleigh, 1884

Neste capitulo sao apresentados os resultados obtidos com o mo-
delo matematico e a metodologia numérica descritos anteriormente.
Primeiramente, serao avaliados diversos casos-limite onde determinados
parametros sao desconsiderados, permitindo assim uma comparagao
com resultados apresentados na literatura. Em seguida serao apresen-
tados resultados obtidos considerando todo o conjunto de parametros
que governam o sistema.

4.1 ANALISE DE CASOS-LIMITE

Conforme comentado anteriormente, a convec¢ao de Rayleigh-
Bénard-Poiseuille estratificada pode ser vista como uma generalizagao
que engloba diversas formas de escoamento mais simples quando deter-
minados parametros assumem valores especificos. De modo geral, estes
escoamentos podem ser divididos em conveccao de Rayleigh-Bénard-
Poiseuille em uma tnica camada (dy = 0), conveccao de Rayleigh-
Bénard estratificada (Re = 0) e escoamento plano de Poiseuille estrati-
ficado (Ra = 0). Estes casos serao tratados no presente trabalho como
casos-limite.

A analise das equacoes apresentadas no capitulo anterior mostra
que a estabilidade da convecgao RBPE depende dos seguintes nimeros
adimensionais: Pr, Re, Ra, Ma, Ra, e S, além da seguinte relacao
entre as propriedades fisicas das camadas: vg, po, 8o, Ko, ko € do, tota-
lizando assim 12 parametros!. A anilise de casos-limite é importante
pois permite investigar determinados efeitos isoladamente, reduzindo
significativamente este nimero de parametros governantes. Nesta secao
sera apresentada a analise de estabilidade de determinados casos-limite,
comparando-se os resultados, sempre que possivel, com dados publica-
dos na literatura. Esta comparagao servird também como um meio de
validar o modelo matematico apresentado no capitulo anterior.

IN3o considerando os niimeros de onda « e .
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Tabela 2: Numero de Rayleigh critico para conveccao RBP em uma
unica camada para Pr = 1. Comparagao com resultados apresentados
por: [1] (MULLER, 1990), [2] (FUJIMURA; KELLY, 1988), [3] (JEROME,
2011).

Re Ra.[l] Rac[2] Ra.[3] Rac

1 1710.1  1710.1 1710.1  1710.1
2 17172 17172 17172 1717.2
3 17289 17289  1728.9 17289
4 17454 17454 17454 17454
) 1766.5  1766.7  1766.7 1766.7
6 17924 17928  1792.8 17929
7 18229  1823.8  1823.8 1823.8
8 1858.2  1859.6  1859.6 1859.6
9 1898.1  1900.3  1900.3 1900.2
10 19427 1946.1 1946.1 1946.1
20  2647.8 26954 26954 2695.4

Na Tabela 2 é apresentada uma comparacao entre o valor de
Ra, obtido com o modelo empregado neste trabalho (dltima coluna) e
o valor apresentado por diversos autores para a convecgao de Rayleigh-
Bénard-Poiseuille em uma tinica camada, considerando diversos valores
de Re. O valor de Ra, corresponde a rolos transversais (8 = 0, a # 0).
Como pode ser visto, os valores obtidos neste trabalho praticamente
coincidem com os apresentados por Jerome (2011) e Fujimura e Kelly
(1988). Para Re > 6 verifica-se um pequeno desvio em relagdo aos
valores apresentados por Miiller (1990), sendo porém os valores apre-
sentados por este autor obtidos através de analise assintética para pe-
quenos valores de Re, de modo que desvios para altos valores de Re sao
esperados. No entanto, o comportamento observado em todos os casos
é 0 mesmo: o aumento no valor de Re estabiliza o escoamento, cau-
sando um aumento significativo no valor de Ra.. Além dos valores de
Re e Ra, o escoamento RBP em uma tnica camada depende somente
do ntimero de Prandtl, sendo que o aumento em Pr também estabiliza
o sistema.

O problema de autovalor generalizado apresentado na Eq. (3.84)
admite um numero infinito de autovalores w. O objetivo da analise de
estabilidade, no entanto, é obter os autovalores associados aos modos
mais perigosos (ou mais instdveis), ou seja, aqueles que possuem as
maiores taxas de crescimento w;. Os valores de Ra. apresentados na
Tabela 2 correspondem todos ao modo mais instavel. Para a convecgao
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de Rayleigh-Bénard em duas camadas, diversos autores observaram que
os dois modos mais instaveis correspondem usualmente ao acoplamento
viscoso e ao acoplamento térmico (RASENAT; BUSSE; REHBERG, 1989;
CARDIN; NATAF; DEWOST, 1991). A predominancia de algum destes
modos depende dos parametros utilizados, porém na maioria dos casos
observa-se que o acoplamento viscoso surge para menores valores de
Rae.

Na Figura 19 sao apresentadas as curvas de estabilidade as-
sociadas a estes dois modos para o caso da conveccao de Rayleigh-
Bénard em duas camadas idénticas (mesmas propriedades fisicas). As
linhas correspondem aos valores apresentados por Rasenat, Busse e
Rehberg(1989), enquanto que os pontos representam os valores obti-
dos nestes trabalho. Analisando o conjunto de equagoes e condicGes
de contorno governantes, percebe-se que quando Re = ( a estabilidade
do sistema depende somente do valor de k, nao havendo diferenciacao
entre os numeros de onda « e 3.

Acoplamento viscoso
1800 - ———Acoplamento térmico

1.5 2.0 25 3.0 3.5 4.0

Figura 19: Curvas de estabilidade para a convecgao de Rayleigh-Bénard
em duas camadas idénticas.

Para manter a mesma formulacao utilizada por Rasenat, Busse
e Rehberg(1989), considerou-se § = 0, de modo que os resultados sao
apresentados na Figura 19 em funcao de . Como pode ser observado,
o acoplamento viscoso surge para menores valores de Ra. dentro de
toda a faixa de valores investigada. O ponto de minimo desta curva
corresponde aos valores Ra, = 1100.7 e o, = 2.68, sendo estes os
parametros criticos para a convecgao de Rayleigh-Bénard em uma tinica
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camada quando se considera uma superficie rigida e uma livre como
condigoes de contorno (ver Tabela 1).

Conforme comentado anteriormente, em muitos casos as curvas
associadas aos dois modos de acoplamento colapsam e dao origem a
um estado oscilatério. Este processo ocorre através de uma bifurcagao
de Hopf, o que faz com que os dois autovalores mais instaveis passem
a ser complexos conjugados. Um exemplo onde ocorre a existéncia de
um estado oscilatério é apresentado na Figura 20, correspondendo ao
caso base avaliado por Cardin, Nataf e Dewost (1991), onde dy = 0.76,
po = 0.77, vy = 0.67, kg = 1.27, kg = 0.54, By = 1.92, ¢g = 1/kg €
Ma=S5= Ra;1 = 0. Também neste caso, as linhas correspondem aos
valores apresentados por Cardin, Nataf e Dewost (1991) e os pontos cor-
respondem aos valores obtidos com o modelo matematico previamente
descrito.

3000 10
Curva de estabilidade
——— Frequéncia de oscilagédo

2500 1
2000 -
& 1500 - 3
1000 -
500 2
P Sl
0 ¥ LN ! 0
1 2 3 4 5

Figura 20: Exemplo de estado oscilatério para a convecgao de Rayleigh-
Bénard em duas camadas.

Conforme pode ser observado, os valores obtidos neste traba-
lho estdao em acordo com os apresentados por Cardin, Nataf e Dewost
(1991), tanto para a regido onde as duas formas de acoplamento podem
ser observadas quanto para a regiao onde o sistema exibe o comporta-
mento oscilatério. Os autores avaliaram o mesmo sistema experimen-
talmente, porém o comportamento oscilatério nao foi observado, pois,
conforme destacado pelos autores, neste caso o nimero de Rayleigh
critico corresponde a regiao onde o acoplamento viscoso é primeira-
mente observado.

Um sistema onde Ra,. corresponde a um estado oscilatério foi
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apresentado por Rasenat, Busse e Rehberg (1989), estando relacionado
ao caso dy =1, m = 3.125, kg = 0.4 e By = 0.5. Os autores apresentam
0s parametros criticos para diversos valores de Pr, sendo estes repro-
duzidos na Tabela 3, juntamente com os valores obtidos no presente
trabalho. Como pode ser visto, para todos os valores o desvio obser-
vado é muito pequeno, obtendo-se um desvio médio de 0.0148% para
o numero de Rayleigh critico, 0.756% para o nimero de onda critico e
0.802% para a frequéncia de oscilagao associada ao ponto critico. Além
disso, o aumento no nimero de Prandtl em 6 ordens de grandeza altera
muito pouco os valores de Ra,. e a., possuindo um efeito significativo
somente na frequéncia de oscilagao.

Tabela 3: Dependéncia dos parametros criticos com Pr para um estado
com comportamento oscilatério. Comparagao com os valores apresen-
tados por: [1] (RASENAT; BUSSE; REHBERG, 1989)
Pr Ra. [1] Ra, ae [1] Qe we [1] We
0.001 1191.3 1190.87 2.61 2.655 0.0074 0.0075
0.01 1190.8 1190.19 2.70 2.650 0.072  0.070
0.1 1198.8  1189.65 2.647 2.623  0.437 0.435
1 1197.2  1197.15 2.63 2.621 1.001  0.999
10 1201.0 1200.91 2.63 2.619 1.18 1.176
100 1201.6 1201.53 2.63 2.614 1.20 1.197
1000  1201.6  1201.59 2.63 2.614 1.21 1.201

A dependéncia da tensao superficial com a temperatura, mensu-
rada através do nimero de Marangoni, costuma ter um impacto mais
significativo que o numero de Prandtl na estabilidade da conveccao
natural em duas camadas. Na Figura 21 sao apresentadas curvas de
estabilidade para Ma = 10 e Ma = —200. Os demais parametros sao
os mesmos utilizados na Figura 20, sendo que também nesta figura as
linhas correspondem aos resultados apresentados por Cardin, Nataf e
Dewost (1991) e os pontos aos valores obtidos no presente trabalho.

O aumento no nimero de Marangoni tende a estabilizar o sis-
tema, como pode ser observado nas curvas para Ma = 10. Neste caso, a
regiao com comportamento oscilatério desaparece havendo a formacgao
dos dois ramos associados aos acoplamentos viscoso e térmico. Apesar
de para a maioria dos sistemas liquido-liquido o niimero de Marangoni
ser maior que zero, existem casos onde Ma < 0 pode ser observado,
por exemplo para o sistema dleo de silicone/glicerol, onde Ma &~ —200.
A curva de estabilidade referente a este caso também pode ser obser-
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Figura 21: Influéncia do nimero de Marangoni na estabilidade da con-
vecgao RB em duas camadas.

vada na Fig. 21, onde percebe-se um significativo aumento na regiao de
comportamento oscilatério e na frequéncia de oscilacdo em comparacao
com o caso Ma = 0. Além disso, conforme discutido por Cardin, Na-
taf e Dewost (1991), para nimeros de onda elevados, ambos os ramos
de solucdo representam casos onde o acoplamento viscoso é a forma
predominante de acoplamento entre as camadas.

O presente trabalho visa avaliar a influéncia do escoamento ci-
salhante no inicio do processo de convecgao natural, sendo por isso
a andlise restrita a baixos valores de Re onde os modos de instabili-
dade causados pelo escoamento cisalhante nao sao significativos. No
entanto, avaliou-se também o comportamento do sistema para o caso
limite onde Ra = 0, sendo que neste caso as equacoes se reduzem a
equagao de Orr-Sommerfeld para as duas camadas. Na Figura 22 é
mostrada uma comparacao entre o espectro dos autovalores obtidos
com o modelo de tnica camada (escoamento plano de Poiseuille) e com
o modelo de duas camadas. Os parametros utilizados correspondem ao
valor critico Re, = 5772.22 e a. = 1.021. Os valores obtidos para o
modelo de tnica camada coincidem com os apresentados na literatura.

Observa-se um pequeno desvio nas regioes associadas aos modos
de Pekerins e Schensted, porém os modos de Airy apresentam uma ex-
celente concordancia. Como os modos de Airy sdo os mais instaveis
neste caso, nao ocorre alteragao nos parametros criticos obtidos com os
dois modelos. O desvio observado para os outros modos ocorrem possi-
velmente devido as condigoes de contorno impostas na interface, onde
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Figura 22: Espectro dos autovalores da equacao de Orr-Sommerfeld
considerando uma e duas camadas.

utilizou-se expansoes em série de Taylor para transpor as condigoes de
y = n para y = 0, desprezando-se assim uma série de termos de alta

ordem.

Tabela 4: Parametros criticos em fungdo do numero de onda para

a equagao de Orr-Sommerfeld. Comparacao com resultados de:

(CHEN; JOSEPH, 1973)

o Rec [1] Rec  wy [1] Wy
0.65 22424 22424 0.1656 0.1656
0.7 16355 16354 0.1823 0.1823
0.75 12461 12459 0.1983 0.1983
0.8 9882 9881 0.2136 0.2136
0.85 8141 8141  0.2278 0.2278
0.9 6965 6965  0.2408 0.2408

0.925 6540 6541  0.2467 0.2467
0.95 6208 6208  0.2522 0.2522

1 5815 5815 0.2612 0.2612
1.021 5772 5772  0.2640 0.2640
1.05 5890 5888  0.2664 0.2664

1]

Para avaliar o comportamento do sistema considerando a pre-



92

senca de duas camada para outras situacoes, comparou-se os resulta-
dos para o nimero de Reynolds critico Re. e para a velocidade de fase
associada a este ponto w, com os valores apresentados por Chen e Jo-
seph (1973) para diversos nimeros de onda préximos ao valor critico
a. = 1.021, sendo que neste trabalho os autores consideraram somente
uma camada de fluido. A comparagao entre os resultados pode ser vista
na Tabela 4, onde percebe-se uma excelente concordancia nos dados.
Observa-se que o numero de onda altera significativamente o valor de
Re., sendo que o ponto de minimo corresponde a a = ..

De modo geral, observa-se que o modelo matematico empregado
no presente trabalho para a conveccao de Rayleigh-Bénard-Poiseuille
estratificada reproduz muito bem os valores apresentados na literatura
para diversos casos-limite. Dessa forma, espera-se que o modelo seja
capaz de predizer o comportamento do sistema também quando todos
os parametros forem considerados, permitindo assim a determinacao
da estabilidade para casos mais complexos.

4.2 CAMADAS COM PROPRIEDADES IDENTICAS

Para determinar a influéncia do escoamento cisalhante induzido
pelo gradiente de pressao na diregao x, sera primeiramente considerado
o caso de duas camadas com propriedades fisicas idénticas. Assim, os
efeitos causados pela estratificagdo em alguma das propriedades, bem
como os efeitos relacionados com a tensao interfacial, sao desconsidera-
dos. No entanto, na auséncia de tensao interfacial, caso a densidade das
duas camadas for a mesma nao havera nenhuma forma de estabilizacao
da interface e o sistema ird eventualmente recair no caso de uma unica
camada. Conforme comentado por Rasenat, Busse e Rehberg (1989),
a hipdtese de que a diferenca p; — p2 € pequena nao contradiz o fato de
que o pardmetro Ra, possui um valor relativamente alto em condigoes
experimentais tipicas. Desse modo, serd assumida uma hipétese seme-
lhante & hipdtese de Boussinesq, que conforme destacado por Cardin,
Nataf e Dewost (1991) pode ser expressa como: “a razao entre as den-
sidades das camadas é grande o suficiente para que a interface seja
estabilizada, mas é aproximadamente igual a 1 nos demais aspectos”.
Por isso, a menos que seja especificado algo diferente, sera considerado
que Ra;1 ~ 0.

Como visto anteriormente, para a convecgao de Rayleigh-Bénard
em duas camadas, duas diferentes formas de acoplamento sao usual-
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mente observadas, estando cada uma destas formas associadas a um
autovalor distinto. A influéncia do nimero de Reynolds no ntimero de
Rayleigh onde a convecgao natural inicia é apresentada na Figura 23,
para as duas formas de acoplamento entre as camadas, em funcao do
comprimento de onda na diregao x, considerando Pr = 1 e g8 = 0.
O ponto de minimo destas curvas corresponde ao nimero de Rayleigh
critico.

2000

2400 . Re=0

1800 2200 ——— Re=5 -

1600 A\ 2000 ~ -
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Ra
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1400 g
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15 20 25 30 35 40
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(a) Acoplamento viscoso (b) Acoplamento térmico

Figura 23: Influéncia de Re no inicio da convecgdo natural para duas
camadas idénticas para Pr =1e 8 = 0.

Analisando as curvas apresentadas para o acoplamento viscoso
(Figura 23(a)), observa-se que, assim como esperado, o aumento no
nimero de Reynolds estabiliza o sistema. Este resultado estd de acordo
com os dados apresentados na Tabela 2 para a convecgao RBP em
uma unica camada. No entanto, o valor de Ra. observado na Figura
23(a) é consideravelmente menor que o apresentado na Tabela 2, pois o
processo de conveccao natural em duas camadas estd mais préximo da
conveccao de Rayleigh-Bénard entre uma parede rigida e uma superficie
livre. Para baixos valores de Reynolds (Re < 5), a varia¢do no ntimero
de Rayleigh critico é muito pequena, sendo que as curvas praticamente
coincidem para todos os valores de a.

Em relagao ao acoplamento térmico, como pode ser visto na
Figura 23(b), o aumento no nimero de Rayleigh critico em funcao
do ntmero de Reynolds é mais significativo, de modo que dentro da
faixa de parametros avaliada o acoplamento viscoso surge para menores
valores de Ra em todos os casos. O acoplamento térmico ocorre quando
nas duas camadas a diferenca de temperatura entre a parte superior e a
inferior atinge um valor critico, enquanto que no caso do acoplamento
viscoso este valor é atingido primeiramente em uma das camadas e o
acoplamento da velocidade na interface induz o movimento na outra
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camada.

A forma de acoplamento entre as camadas é determinada anali-
sando-se o formato das autofungoes associadas & velocidade e tempera-
tura ao longo do dominio de solugao. Na Figura 24 sao apresentadas as
autofungoes para as duas formas de acoplamento para Re = 0, avalia-
das para os valores criticos (pontos de minimo) das curvas apresentadas
na Figura 23. Para o acoplamento viscoso, este ponto corresponde a
Ra, =1100.7 e o = 2.68, enquanto que para o acoplamento térmico os
valores criticos sao aproximadamente Ra. = 1296.4 ¢ o, = 2.5. Nesta
e nas demais figuras onde autofuncoes sao apresentadas, os valores sao
expressos em funcao de varidveis genéricas ¢ e 0, sendo que os valo-
res para y < 0 correspondem a camada inferior (¢1, 61) e os valores
para y > 0 correspondem a camada superior (¢2, 62). Além disso, as
autofungoes serao normalizadas com base no valor méaximo para cada
determinado conjunto de dados, de modo que a fungao resultante esteja
dentro do intervalo [-1,1].

(a) Velocidade vertical (b) Temperatura

Figura 24: Autofungbes associadas ao ponto critico para Re = 0 e
Pr =1, considerando camadas idénticas.

As autofungoes associadas a velocidade vertical avaliadas nas
duas camadas apresentam um comportamento simétrico para o acopla-
mento térmico e um comportamento anti-simétrico para o acoplamento
viscoso, como pode ser visto na Figura 24(a). Neste caso, o sinal da
autofuncao representa o sentido da recirculacao formada, de modo que
no acoplamento térmico as recirculagoes tem o mesmo sentido e no
acoplamento viscoso tem sentido contrario, conforme comentado an-
teriormente. Como a forma de acoplamento estd relacionada com o
sentido de rotacao das recirculagoes, pode-se também utilizar a vorti-
cidade avaliada nas duas camadas para definir o sistema: para o aco-
plamento térmico as duas camadas possuem vorticidade com o mesmo
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sinal, enquanto que no acoplamento viscoso a vorticidade possui si-
nais diferentes. A intensidade das recirculagoes nas duas camadas é
a mesma, sendo isso uma consequéncia do fato de que o numero de
Rayleigh avaliado nas duas camadas é idéntico. Em ambos os casos,
observa-se que a autofungdo na interface (y = 0) é igual a zero, sendo
esta uma condigao para que a deformagao da interface n possa ser ne-
gligenciada.

A forma de acoplamento entre as camadas também reflete no for-
mato das autofungoes associadas a perturbagao da temperatura, como
visto na Figura 24(b). Também neste caso, as autofuncoes apresentam
uma distribuigao simétrica para o acoplamento térmico e anti-simétrica
para o acoplamento viscoso. Para o acoplamento térmico, observa-se
que 6(0) # 0, o que indica que hd um desvio em rela¢do ao estado base
na interface. Porém, isto nao implica na deformacao da interface.

Para baixos valores do ntimero de Reynolds, nao ocorrem al-
teragoes significativas no formato das autofuncoes, como pode ser visto
na Figura 25, onde sao apresentadas as curvas para Re = 10. Também
neste caso, as autofungoes sao avaliadas nos pontos criticos referentes
as duas formas de acoplamento, sendo estes pontos a, = 2.633 ¢ Ra. =
1149.922 para o acoplamento viscoso e a, = 2.5075 e Ra. = 1434.99
para o acoplamento térmico.

(a) Velocidade vertical (b) Temperatura

Figura 25: Autofungoes associadas ao ponto critico para Re = 10 e
Pr =1, considerando camadas idénticas.

As autofungoes referentes a velocidade vertical para Re = 10
sao praticamente idénticas as apresentadas para Re = 0. Deve-se
lembrar que estas autofungoes estdo associadas com perturbacoes do
estado base, portanto, mesmo sendo o estado base profundamente alte-
rado pela variacao no ntimero de Reynolds, as perturbacoes resultantes
apresentam o mesmo comportamento. As autofungoes para a tempe-
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ratura também sao muito similares, como pode ser visto na Figura
25(b), sendo no entanto a diferenca entre as amplitudes associada ao
acoplamento viscoso e térmico menor que a observada para Re = 0.
Com base nos resultados mostrados anteriormente, pode-se per-
ceber que os valores criticos tanto para o nimero de Rayleigh quanto
para o nimero de onda dependem do valor de Re. Na Figura 26 sao
apresentadas as curvas que relacionam os parametros criticos com o
nimero de Reynolds, para diferentes valores do niimero de Prandtl. Os
pontos destas curvas representam os pontos de minimo das curvas que
relacionam « com o valor de Ra onde a conveccao inicia, como por
exemplo as curvas apresentadas na Figura 23(a) para Pr = 1.

2000 - . -
s === Pr=041 ' —w—v= Pr=0.
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(a) Numero de Rayleigh critico (b) Ndmero de onda critico
Figura 26: Parametros criticos considerando camadas idénticas e S = 0.

Para todos os valores de Prandtl, as curvas originam-se no mesmo
ponto para Re = 0 (Ra. = 1100.7, a. = 2.68), visto que os paradmetros
criticos para a estabilidade do processo de conveccao natural nao de-
pendem do valor de Pr. Além disso, o aumento no valor de Ra. com
o aumento no numero de Reynolds ocorre para todos os valores de Pr,
conforme visto na Figura 26(a), porém com uma dependéncia de Ra.
em fungao de Re muito mais significativa para maiores valores de Pr, ou
seja, o aumento na difusividade de momento em relacao a difusividade
térmica estabiliza consideravelmente o sistema.

O ntimero de onda critico, apresentado na Figura 26(b), também
mostra uma grande dependéncia com o nimero de Prandtl. Para to-
dos os valores de Pr observa-se uma diminui¢ao no valor de a, com
o acréscimo no nimero de Reynolds, indicando que o aumento na in-
tensidade do escoamento cisalhante faz com que o sistema perca a es-
tabilidade primeiramente pela acao de perturbagoes com maior com-
primento de onda (ou menor nimero de onda). Também neste caso, a
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dependéncia de a, com Re cresce rapidamente conforme o valor de Pr
aumenta.

Em todas as figuras apresentadas anteriormente, considerou-se
que 8 = 0, ou seja, as perturbagoes tem um cardter basicamente bi-
dimensional possuindo um comprimento de onda infinito na direcao
z. Através da andlise das equacoes governantes, pode-se constatar que
quando a = 0 e k = 8 # 0 o sistema recai nas equagoes que gover-
nam a estabilidade da conveccao de Rayleigh-Bénard, ja que todos os
termos que contém o numero de Reynolds desaparecem e, portanto,
nesta condigao o comportamento do sistema independe de Re e as ta-
xas de crescimento para as perturbagoes coincidem com as obtidas para
Re = 0. A importancia em avaliar o comportamento do sistema em
funcdo de « reside no fato de que este parametro determina a estabili-
dade absoluta do sistema (ver Figura 4 e a discussao sobre esta figura
para mais detalhes), sendo que mesmo sendo os modos associados a
B # 0 mais instaveis para Re > 0, estes modos podem estar associados
a instabilidades convectivas. Para os demais resultados apresentados
neste trabalho, serd considerado que 5 =0 e k = a # 0, porém deve-se
sempre considerar que os resultados apresentados para Re = 0 equi-
valem ao caso « = 0 e # # 0. Portanto, nao importa o quao grande
for o valor de Re, sempre haverd um modo convectivamente instavel
associado ao Ra. obtido para Re = 0.

4.2.1 Taxa de Crescimento das Perturbacoes

Conforme apresentado anteriormente, quando as perturbagoes
sdo expressas em fungdo dos modos normais, a taxa de crescimento
é dada pela parte imaginaria dos autovalores relacionados com a per-
turbagao, w;. Para cada ntimero de onda existem associados infini-
tos autovalores, sendo que quando um ou mais destes possuir a parte
imaginaria positiva, o sistema serd instavel. Os parametros criticos
apresentados anteriormente representam o conjunto onde se observa a
instabilidade para o menor valor de Ra possivel, ou seja, representam
a diferenca de temperatura minima entre as paredes para que a insta-
bilidade ocorra, considerando que os demais parametros sejam fixados.

A dependéncia da taxa de crescimento com o numero de onda,
especialmente para a taxa associada ao autovalor mais perigoso, é uma
importante informagao a ser avaliada, pois define a forma como cada
perturbacao se comporta ao longo do tempo. Na Figura 27 sao apresen-
tadas as curvas que relacionam a taxa de crescimento com o nimero de
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onda da perturbagao para o autovalor mais instavel, sendo na Figura
27(a) considerados diferentes valores de Ra para Re = 0 e na Figura
27(b) diferentes valores de Re e Ra = Rac.

max

—-—-— Ra=1050 N 3
Ra = 1100.68
——— Ra=1150

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

(a) Taxa de crescimento para Re = 0. (b) Taxa de crescimento avaliada no
ponto critico.

Figura 27: Taxa de crescimento méxima para Pr = 1.

Conforme visto na Figura 27(a), as curvas para Re = 0 mostram
um comportamento semelhante para todos os valores de Ra, sendo
que conforme @ — 0 a taxa de crescimento tende para o ponto w; ~
—2.467. Pode-se observar que a curva associada com Ra = Ra. =
1100.68 tem seu ponto de méximo em w}*** = 0, sendo por isso este o
valor critico para este caso. O numero de onda estd relacionado com
o comportamento espacial da perturbacao, sendo que um menor valor
de « implica em uma perturbagdo com maior comprimento de onda
na direcao z, enquanto que a taxa de crescimento w; estd relacionada
com o comportamento temporal da perturbacao, quanto menor o valor
de w; mais rapidamente a perturbagao serd amortecida (considerando
que w; seja < 0). Conforme « tende a zero, o comprimento de onda
associado a perturbacao tende ao infinito, sendo que neste limite a
dindmica da perturbacao nao é afetada pelas condi¢oes de contorno
impostas, sendo que como pode ser visto na Figura 27, a mudanga
nos numeros de Re ou Ra nao afeta a taxa de crescimento conforme
a — 0. A mesma conclusao pode ser obtida analisando-se as equagoes
governantes, onde pode ser visto que os parametros Ra e Re sempre
aparecem multiplicados pelos niimeros de onda.

Apesar de todas as curvas mostradas na Figura 27 possuirem
um ponto de maximo em a =~ 2.7, a taxa de variagao apresenta um
mudanca de inclinagdo repentina em um ponto préximo a a = 1.85.
Uma analise do espectro de autovalores mostra que neste ponto ocorre
uma mudanca no modo que possui a maior parte imaginaria. De fato,
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como pode ser visto na Figura 28, para valores de « avaliados na pri-
meira parte da curva o sistema apresenta acoplamento térmico entre as
duas camadas, enquanto que a parte parabdlica da curva representa o
acoplamento viscoso. O comportamento das autofungoes neste caso é
bastante similar as autofungoes avaliadas nos pontos criticos, apresen-
tadas anteriormente.

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
y y

(a) Velocidade (b) Temperatura

Figura 28: Autofuncoes avaliadas para Re = 0, Pr =1 e Ra = 1100.68
para diferentes valores de a.

Conforme observado na Figura 27(b), o aumento no ntimero de
Reynolds altera de modo mais significativo a taxa de crescimento asso-
ciada ao acoplamento térmico, estando este resultado em acordo com
os observados na Figura 23. Em relacao ao acoplamento viscoso, ocorre
uma pequena diminui¢ao no nimero de onda critico conforme o nimero
de Reynolds aumenta.

Apesar de a taxa de crescimento nos casos anteriores nao de-
pender de Ra e Re conforme a — 0, pode-se observar pelo conjunto
de equagOes governantes que os termos associados com o nimero de
Prandtl nao desaparecem neste limite. Na Figura 29 sao mostradas as
taxas de crescimento para diferentes valores de Pr avaliadas no ponto
critico, mantendo-se Re = 0. Em todos estes casos, pequenas variagoes
em Ra e Re ndo afetam significativamente o formato das curvas.

Para valores de Pr relativamente altos, pode-se ver na Figura
29(a) que ndo ocorrem mudangas expressivas em comparagao com os
resultados apresentados anteriormente para Pr = 1. No entanto, a
reducao no valor de Pr diminui a concavidade da curva associada ao
acoplamento viscoso, sem afetar de forma significativa a curva associada
ao acoplamento térmico conforme o — 0. Neste cendrio, para baixos
valores de Pr a taxa de crescimento relacionada ao acoplamento viscoso
passa a ser maior que a taxa relacionada ao acoplamento térmico mesmo
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, ——— Pr=012

(a) 0.1 < Pr<10 (b) Pr <0.12

Figura 29: Taxa de crescimento para Re = 0 e Ra = Ra,

para valores de « préximos a zero. Na Figura 29(b) sdo mostradas as
taxas de crescimento para Pr < 0.12, onde observa-se que conforme
Pr — 0 a curva tende a condigao w!™**(a) = 0 V a. O valor a partir do
qual o acoplamento viscoso passa a ter uma maior taxa de crescimento
para a — 0 neste caso é Pr ~ 0.12. A variagdo no numero de Pr
nao afeta, no entanto, os parametros criticos para Re = 0, conforme
discutido anteriormente.

O aumento na taxa de crescimento associada ao acoplamento
viscoso em funcgdo da reducdo no numero de Prandtl é resultado do
decréscimo na resisténcia ao movimento imposta pela viscosidade do
fluido em relacdo a capacidade de transferéncia de calor. Assim, a
diminui¢do no nimero de Pr facilita o inicio do processo convectivo
e reduz a resisténcia que precisa ser vencida para que o movimento
em uma das camadas induza o movimento na outra. Para que o aco-
plamento térmico ocorra, no entanto, é necessario que o gradiente de
temperatura nas duas camadas atinja um valor critico, sendo esse pro-
cesso relacionado com a transferéncia de calor ao longo das camadas
durante o estagio inicial, onde a transferéncia ocorre principalmente por
condugao e por isso depende basicamente da condutividade térmica do
fluido e nao da relagao entre as difusividades de momento e térmica.

Na Figura 30(a) sdo mostradas as taxas de crescimento para
as duas formas de acoplamento, dentro do intervalo 0 < o < 5, no
ponto onde a curva associada ao acoplamento térmico atinge o seu valor
critico. Nesta figura fica clara a existéncia dos dois modos, bem como
o ponto onde o acoplamento viscoso passa a ter uma maior taxa de
crescimento. De forma semelhante, na Figura 30(b) sdo apresentadas
as taxas de crescimento para baixos valores de Pr e Re = 10, onde
nota-se que a diminui¢ao do nimero de Prandtl altera de maneira mais
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intensa as curvas relacionadas ao acoplamento viscoso.

g 15
-4 K
7 N\ J === Pr=005AV
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Re=0AV \'\ /‘./ ———Pr=0.12AV
8 ——— Re=10AT N\ 25— —— - ——— —Heeens Pr=0.12 AT
........... Re = 10 AV -,
-10 -3.0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4
a
(a) Pr =1, Ra = Ra. para AT (b) Re =10, Ra = Ra. para AV
Figura 30: Taxa de crescimento para § = 0. (AT = acoplamento

térmico, AV = acoplamento viscoso)

4.2.2 Razao Entre as Espessuras das Camadas

O emprego de um modelo de escoamento estratificado contendo
dois fluidos idénticos diferencia de um modelo em tnica camada pela
existéncia de uma interface onde determinadas condigoes de contorno
sao especificadas, como por exemplo os balangos de tensao de cisalha-
mento e normal. Quando nao existe um salto nas propriedades fisicas
ou nos perfis do escoamento base e as tensoes de cisalhamento e normal
sdo continuas ao longo da interface, a influéncia de uma camada sobre
a outra ocorre basicamente na forma de uma resisténcia ao processo
de transferéncia de calor entre uma camada e a parede em contato
com a outra camada, além da resisténcia ao escoamento imposta pela
viscosidade na interface, visto que esta nao pode ser tratada simples-
mente como uma superficie livre. Essas duas formas de resisténcia
estao relacionadas a espessura das camadas, de modo que a razao en-
tre as espessuras dgp = da/d; é um pardmetro de grande importancia
na estabilidade do sistema. Nesta segao serd avaliada a influéncia deste
parametro, considerando ainda que as duas camadas sao compostas por
fluidos idénticos.

Para melhor entender o impacto da redugao da espessura relativa
de uma das camadas, é conveniente definir um ndmero de Rayleigh
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baseado nas propriedades da camada superior:

_ Bagibads

Va2k2

Rag (41)

de modo que a razao entre os nimeros de Rayleigh avaliados nas duas
camadas pode ser expressa como:

Ray _ Potbody

Ra* =
Ra VokKo

(4.2)

Conforme destacado por Rasenat, Busse e Rehberg (1989), quan-
do a razado Ra* é significativamente diferente da unidade, o inicio da
convecgao ocorre primeiramente em uma camada enquanto que a ou-
tra apresenta um comportamento passivo. No entanto, para valores
de Ra* =~ 1 a instabilidade pode ocorrer simultaneamente nas duas
camadas. Considerando que as propriedades fisicas das duas camadas
sejam as mesmas, a relacdo anterior se reduz a Ra* = d3, de modo
que o valor de Ra* varia rapidamente conforme dj se distancia do valor
unitario. As curvas de estabilidade obtidas para diferentes valores de
dy sao apresentadas na Figura 31 para Re =0e Pr =1.

2400

dy=
2200 1 —w d,=08
\

——_ d,=06

2000 1\ %
\ d, =04

\

1800 4.\ d,=0.2

Ra

Figura 31: Influéncia de dy no inicio da conveccao natural em camadas
com propriedades fisicas idénticas para Pr =1 e Re = 0.

A reducgao no valor de dy causa a estabilizacao do sistema, au-
mentando o valor de Ra onde a convecgdo tem inicio para toda a faixa
de nimeros de onda investigada. Esta estabilizacao, no entanto, nao
ocorre de forma homogénea. No intervalo 0.4 < dy < 0.8 uma pe-
quena variagao nas curvas pode ser vista, enquanto que para dy = 0.2
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uma mudanca mais significativa ocorre. Conforme comentado anteri-
ormente, a influéncia da redugao em dy afeta dois aspectos do sistema,
relacionados & transferéncia de calor ao longo das camadas e ao efeito
da viscosidade na interface. Na formulacao empregada neste trabalho,
o numero de Ra ¢é definido com base na diferenga de temperatura entre
a parede inferior e a interface, de modo que mesmo que uma redugao
na espessura da camada superior diminua a resisténcia a transferéncia
de calor através desta camada, as curvas de estabilidades definidas em
fungao de Ra nao sao diretamente afetadas. Em relacao a influéncia
da viscosidade, a reducao na espessura da camada superior faz com
que a resisténcia imposta pelo fluido aumente, visto que condigoes de
nao-deslizamento sao aplicadas nas paredes.

A diferenca no valor de Ra avaliado nas duas camadas causa o
surgimento de uma forma de acoplamento entre as camadas distinta
das discutidas anteriormente, sendo essa demonstrada nas autofungoes
apresentadas na Figura 32 para diferentes valores de dy. Neste caso,
o movimento na camada superior é diretamente induzido pelo arraste
provocado pela camada inferior. Esta forma de acoplamento serd cha-
mada de acoplamento por arraste em analogia ao termo empregado
por Honda (1982). No entanto, este processo é bastante similar ao aco-
plamento viscoso, sendo modificado principalmente pela nao-simetria
entre as camadas, ou seja, ocorre quando a recirculagao em uma das
camadas é muito mais intensa que na outra camada.

02

0.0

-0.2

0.4

-0.6

-0.8

(a) Velocidade (b) Temperatura

Figura 32: Autofungoes avaliadas no ponto critico para diferentes va-
lores de dy, considerando Re =0 e Pr = 1.

O acoplamento por arraste surge rapidamente como a forma mais
instavel conforme dj se afasta de 1. A variagao nos parametros criticos
em funcdo da razdo entre as espessuras das camadas é apresentada
na Figura 33, para diferentes valores de Re. Observa-se na Figura
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33(a) que o valor de Ra, possui um rdpido aumento no intervalo 1 >
dop > 0.9, sendo que neste intervalo a taxa de crescimento associada ao
acoplamento por arraste passa a ser superior que a taxa associada ao
acoplamento viscoso.

3.2

2000

Re=0 /

1800

1600

Ra,

1400

1200

1000 25

(a) Numero de Rayleigh critico (b) Ndmero de onda critico

Figura 33: Parametros criticos em funcao de dy considerando camadas
idénticas para Pr = 1.

Para todos os valores de Re analisados, dentro do intervalo 0.4 <
dy < 0.9 somente uma pequena variagao é observada para os parametros
criticos, enquanto que para dg < 0.4 esta variagdo é muito mais signifi-
cativa. A variagdo acentuada para baixos valores de dy pode ser vista
como uma consequéncia da condigao de nao-deslizamento imposta na
parede superior na interface entre os dois fluidos. A proximidade entre
a interface e a parede faz com que os efeitos relacionados a viscosidade
dificultem o inicio do movimento convectivo, de modo que a interface
entre os dois fluidos se distancia do modelo de superficie livre e se apro-
xima do modelo de superficie rigida. Anteriormente observou-se que
para dg = 1 e Re = 0 os resultados de Ra. se aproximam dos valores
obtidos para a conveccao de Rayleigh-Bénard considerando uma su-
perficie rigida e uma livre. Da mesma forma, conforme dj se aproxima
a zero, o sistema se aproxima da configuracao equivalente & convecgao
de Rayleigh-Bénard-Poiseuille em uma tnica camada. De fato, como
visto na Figura 33(a), os valores encontrados para dy = 0 coincidem
com os apresentados na Tabela 2.

Para valores de dy # 1 diferentes formas além do acoplamento
por arraste existem, porém estas surgem para valores de Ra superiores
ao valor critico associado ao acoplamento por arraste, estando vincula-
das a autovalores menos instaveis. Na Figura 34 sao mostradas curvas
de estabilidade para diferentes valores de dg, onde podem ser vistos os
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limites para os trés primeiros modos de instabilidade. As curvas associ-
adas ao primeiro modo, em todos os casos, sao as mesmas apresentadas
na Figura 31.

1e+5 1e+5
3°modo
2°modo

3°modo
2°modo

N 1° modo N 1° modo
& esa £ esa
1643 1643
2 3 4 5 6 7 8 2 3 4 5 6 7 8
o o
(a) do = 0.8 (b) do = 0.6
1e+6 1646
———  3°modo ———  3°modo
= 2°modo N wes 2°modo
~
N 1° modo ~ 1° modo
~o S~
1e+5 ~= 1e+5 S =
L T L e e S e ©
14 14

1e+4 1e+4

1e+3 1e+3

Figura 34: Efeito da espessura relativa dy no inicio do processo convec-
tivo para Re =0e Pr=1.

Para todos os valores de dp, pode-se observar a existéncia de
uma curva com inicio em aproximadamente 4 x 10* para o = 1.5,
sendo esta identificada como o terceiro modo para dy = 0.8 e dy = 0.6
e o segundo modo para dy = 0.4 e dy = 0.2. A redugdo no valor da
espessura da camada superior praticamente nao altera esta curva. No
entanto, a curva relacionada ao segundo modo para dg = 0.8 e dg = 0.6
e ao terceiro modo para dy = 0.4 e dy = 0.2 varia significativamente
em funcao de dy, havendo uma estabilizagao deste modo conforme a
espessura da camada superior diminui. Além disso, apesar de todas
as curvas possuirem um formato similar, o nimero de onda critico
associado a este modo aumenta conforme dy diminui.

Para analisar o comportamento relacionado a cada um dos mo-
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dos, determinou-se as autofuncées associadas a velocidade vertical e a
temperatura para os valores de dy considerados na figura anterior. Os
resultados podem ser vistos na Figura 35 para a velocidade vertical e
na Figura 36 para a temperatura. Em todos os casos as autofungoes
foram avaliadas em valores de o e Ra préximos ao ponto critico para
cada um dos modos apresentados na Figura 34. Também nestas figu-
ras os valores sao normalizadas com base no valor médximo dentro do
intervalo.

——— 1°modo S | —— 1°modo
——— 2°modo g % |——— 2°modo

) O S FIRAY it

/ ——— 1°modo

AN — 2° modo
........... 3° modo
/ \

Figura 35: Autofuncgoes associadas a velocidade vertical para os trés
modos mais instaveis, considerando Re =0 e Pr = 1.

Conforme pode ser observado nas Figuras 35(a) e 35(b), o pri-
meiro modo corresponde ao acoplamento por arraste onde a instabi-
lidade surge na camada inferior e a recirculagao mais intensa nesta
camada arrasta o fluido da camada superior. Em relacdo ao segundo
modo, duas recirculagoes menores surgem na camada inferior e uma
mais intensa na camada superior. Neste caso, a instabilidade na ca-
mada superior induz um arraste na camada inferior. Analisando-se
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Figura 36: Autofungbes associadas ao desvio da temperatura para os
trés modos mais instaveis, considerando Re =0 e Pr = 1.

o comportamento das curvas apresentadas na Figura 34 referentes a
este modo, percebe-se que conforme dy tende a 1 as curvas associa-
das ao primeiro e ao segundo modo nas Figuras 35(a) e 35(b) tendem
a se encontrarem, originando o acoplamento viscoso discutido anteri-
ormente. Desse modo, o acoplamento viscoso origina dois diferentes
modos quando dy # 1, sendo cada um destes modos controlados pela
instabilidade em uma das camadas que causa um significativo arraste
do fluido na outra camada. Este comportamento anti-simétrico para
estes dois modos também pode ser observado nas autofungoes relacio-
nadas a temperatura, conforme visto nas Figuras 36(a) e 36(b).

Para dy = 0.4 e dg = 0.2 0s modos derivados do acoplamento vis-
coso s30 o primeiro e o terceiro modos apresentados nas Figuras 34(c)
e 34(d), sendo as autofungoes para a velocidade vertical relacionadas
a estes modos mostradas nas Figuras 35(c) e 35(d). O primeiro modo
apresenta um comportamento similar ao observado para maiores valo-
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res de dy, com a recirculacdo na camada inferior definindo o formato
das autofungdes. O terceiro modo, no entanto, apresenta um compor-
tamento distinto, onde podem ser observadas trés recirculagoes na ca-
mada inferior e uma na camada superior, indicando assim uma relacgao
entre a dimensao das recirculagbes na camada inferior e a espessura
da camada superior. Além disso, redugdo em dy causa uma redugdo na
amplitude da autofungdo na camada superior em comparacao com a ca-
mada inferior, como pode ser observado na Figura 35(d). Em relagao
a temperatura, as Figuras 36(c) e 36(d) mostram que para o primeiro
modo as autofungoes sao definidas basicamente pelo comportamento da
camada inferior, apresentando um formato praticamente parabdlico. O
terceiro modo, no entanto, possui um comportamento similar ao das
autofuncgoes associadas a velocidade, com trés recirculagoes observadas
na camada inferior.

Com relagao ao modo estaciondario observado na Figura 34, as au-
tofungoes mostram um comportamento simétrico em relagao a formacgao
de recirculacoes nas duas camadas para dy = 0.8 e dy = 0.6, como
visto nas Figuras 35(a) e 35(b) para a velocidade vertical, sendo isto
também visto nas Figuras 36(a) e 36(b) para a temperatura. Apesar da
intensidade das recirculacoes nao ser a mesma, a simetria entre as auto-
fungoes indica que este modo deriva do acoplamento térmico discutido
anteriormente. Para menores valores de dy, o numero de recirculagoes
observadas nas duas camadas nao é mais o mesmo, pois a reducao na
espessura da camada superior nao permite a formacao de mais de uma
recirculagao nesta camada.

As autofungoes apresentadas nas Figuras 35 e 36 foram avalia-
das para Re = 0. Assim como para o caso de dgp = 1, nao sao obser-
vada alteragoes profundas nas autofungoes para baixos valores de Re.
No entanto, os parametros criticos sao alterados de maneira significa-
tiva pelo aumento no nimero de Reynolds. Nas Figuras 37 e 38 sao
apresentados os parametros criticos em funcao de Re para dy = 0.8 e
do = 0.4, respectivamente, para diversos valores do niimero de Prandtl.
O comportamento das curvas em relagao aos diferentes valores de dy é
bastante similar, havendo um gradativo aumento no valor de Rayleigh
critico e uma diminuigao no valor do nimero de onda critico conforme o
valor de Re aumenta, sendo este também o comportamento observado
para dy = 1 e apresentado na Figura 26.

A variagao dos parametros criticos com Re mostra uma de-
pendéncia quadratica para todos os valores de Pr, sendo que uma
analise de regressao dos pontos mostra que os dados se ajustam muito
bem a um polindémio de segunda ordem (com coeficiente de deter-



109

2000

: _ / ——mm Pr=
Fmmm preoi Pr=0.1
I Pr=1 4 288 — Pr=1
1800 i —— Pr=2 7 - e
FI A i D S
2,64 4 >< el
- ~
- ~.
o 1600 o : ~ RN
© 3 \\ ~
o 2,62 ~ - ~
1400 ~ ~N|
~
2,60 ~N
N
1200
N
2,58
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Re Re
(a) Numero de Rayleigh critico (b) Numero de onda critico

Figura 37: Parametros criticos considerando camadas idénticas para
do =0.8.
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Figura 38: Parametros criticos considerando camadas idénticas para
do =04.

minagdo R? > 0.99 para todos os casos). Conforme comentado an-
teriormente, esta dependéncia também é observada para a convecgao
de Rayleigh-Bénard-Poiseuille em uma tnica camada. Para a faixa
de valores apresentados nas Figuras 37 e 38, o coeficiente associado ao
termo de segunda ordem (curvatura) das parabolas que relacionam Ra,
com Re apresenta uma dependéncia aproximadamente linear com o va-
lor de Pr, sendo que a inclinagao desta reta é sempre positiva e tende
a diminuir conforme a espessura da camada superior (dg) diminui.

Consideracoes finais

Na presente secao foram avaliados alguns aspectos bésicos da
conveccao de Rayleigh-Bénard-Poiseuille estratificada, como as prin-
cipais formas de acoplamento que podem surgir entre as camadas e
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mudangas que ocorrem conforme a razao entre os nimeros de Rayleigh
avaliados nas duas camadas se distancia do valor unitdrio. O emprego
de camadas de fluidos com propriedades idénticas permite isolar a in-
fluéncia de outros parametros sobre a estabilidade, como os nimeros
de Reynolds e Prandtl.

O conhecimento dos diferentes modos de instabilidade, bem como
das taxas de crescimento associadas a cada um destes modos, é uma
importante informagao pois permite identificar quais as possiveis con-
figuragoes em que o sistema pode se arranjar, visto que todos estes
modos satisfazem as equagodes governantes e as condigoes de contorno.
No entanto, em um sistema fisico espera-se que somente o modo mais
instavel (com maior taxa de crescimento) seja observado. Devido a
isto, nas préximas segoes serao apresentados resultados relacionados
principalmente a este modo mais instavel.

Através da andlise das autofuncoes obtidas pode-se inferir sobre
as alteracoes nos campos de velocidade e temperatura causadas pela
instabilidade. Apesar de as recirculagoes serem formadas em um plano
bidimensional zy, os perfis para a velocidade na dire¢ao y (v) sdo simi-
lares ao longo de toda a direcao x, havendo somente uma mudanca na
magnitude das varidveis. O mesmo comportamento é observado para
o desvio da temperatura em relagao ao estado base. Por isso, as auto-
fungoes sdo apresentadas de forma normalizada para o intervalo [-1,1].
Mais detalhes sobre a distribuicao bidimensional das varidveis serao
analisados no proximo capitulo, onde técnicas de simulagao numérica
direta serao empregadas.

Os resultados apresentados até o momento desconsideram a in-
fluéncia da dinamica da interface no sistema, sendo que as duas cama-
das sdo consideradas fixas e a interface atua somente como um ponto
onde ocorre transferéncia de calor e momento de uma camada para ou-
tra. A seguir serd analisada a importancia do efeito termocapilar na
estabilidade do sistema.

4.3 EFEITOS INTERFACIAIS: INFLUENCIA DO NUMERO DE MA-
RANGONI

Nos resultados apresentados anteriormente nao foram considera-
dos os efeitos relacionados & variacao na tensao interfacial com a tempe-
ratura (efeito Marangoni), bem como considerou-se que Ra;l — 0, de
modo que a diferenga na tensao normal nas duas camadas garantisse a
estabilidade e nao-deformacao da interface. No entanto, sabe-se que em
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determinadas circunstancias estes fendmenos podem ser importantes,
podendo interferir de maneira significativa na estabilidade do sistema
ou mesmo individualmente induzir alguma forma de instabilidade. Para
determinar os limites onde o efeito termocapilar isoladamente desesta-
biliza o sistema, a seguir serd apresentado um breve estudo da estabi-
lidade da convecgao de Bénard-Marangoni em duas camadas. Assim
como na secao anterior, aqui também serd considerado que os fluidos
em ambas camadas possuem propriedades fisicas idénticas.

4.3.1 Convecgao de Bénard-Marangoni

Para o caso da convecgao de Rayleigh-Bénard, a instabilidade as-
sociada ao empuxo origina-se no interior das camadas de fluido, sendo
proporcional ao nimero de Rayleigh em cada uma das camadas. An-
teriormente considerou-se somente casos onde 0 < dgy < 1, sendo que
para valores de dy > 1 espera-se um comportamento aproximadamente
simétrico ao observado para dy < 1 (por exemplo, o comportamento
para dy = 2 é semelhante ao observado para dy = 0.5). No entanto, o
mesmo nao pode ser esperado para a convecgao de Bénard-Marangoni.
A instabilidade originada pela convecgao de Marangoni surge quando
ocorre a formagao de um gradiente local de temperatura na interface.
Para o caso da convecgao entre placas planas com diferentes tempera-
turas, isto pode ocorrer quando uma massa de fluido mais quente for
impulsionada de uma regido préxima & parede inferior (quente) até a
interface ou quando uma massa de fluido mais frio for impulsionado da
parede superior até a interface, ou seja, quando hé formacao de células
convectivas no interior do fluido.

Com isso, existe uma significativa influéncia do termo associado
a0 empuxo no termo associado a termocapilaridade. Conforme apresen-
tado por Nepomnyashchy, Simanovskii e Legros (2012), trés diferentes
cenarios podem emergir desta configuracao, dependendo da relagao en-
tre o nimero de Rayleigh nas duas camadas. Quando o valor de Ra na
camada inferior for superior (Ra* < 1) a convec¢do devido ao empuxo
ocorre principalmente nesta camada. Conforme apresentado na Figura
39(a), isto gera um aumento local de temperatura na interface, o que
por sua vez (considerando dv/dT < 0), gera uma tensao tangencial na
mesma direcao das células convectivas. Neste caso a contribui¢ao do
termo termocapilar causa uma reducao no valor do Ra minimo para
que a convecgao ocorra.

Quando Ra* > 1 as forgas tangenciais geradas devido ao empuxo
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Figura 39: Interacao entre empuxo e termocapilaridade. Adaptado de
Nepomnyashchy, Simanovskii e Legros (2012).

e ao efeito termocapilar atuam em diregoes opostas (ver Figura 39(b)),
sendo neste caso observado um aumento no valor de Ra minimo. Além
destes dois modos convectivos, um terceiro modo pode surgir devido a
competicao entre os diferentes mecanismos de instabilidade, conforme
representado na Figura 39(c). Este modo ocorre quando o valor de Ra
na camada superior for levemente maior que na camada inferior, de
modo que o empuxo gerado na camada inferior também contribua para
o balanco de tensao na interface. Esta condigao de sobre-estabilidade
pode levar a um estado oscilatério.

Conforme comentado anteriormente, variagoes pontuais na tensao
interfacial também podem induzir ao movimento convectivo devido ao
efeito termocapilar, estando a estabilidade neste caso relacionada a um
valor minimo para o nimero de Marangoni. A seguir sera apresentada
uma breve andlise do caso onde Ra = 0 para que possam ser deter-
minados os limites onde o efeito termocapilar individualmente leva a
instabilidade. Cabe ressaltar que como tanto Ra quanto Ma depen-
dem da existéncia de uma diferenca de temperatura entre as paredes, o
caso onde Ra =0 e Ma # 0 s6 costuma ser fisicamente observado em
condicoes de microgravidade. Na Figura 40 sao apresentadas as curvas
de estabilidade para a convecgao induzida unicamente pelo efeito Ma-
rangoni (Ra = Re = 0) para dy < 1. Neste caso, o sistema pode deixar
de ser instavel tanto quando o aquecimento for realizado pela parte
inferior quanto quando for realizado pela parte superior. Para man-
ter a mesma configuragao apresentada anteriormente, sera considerado
somente o caso de aquecimento pela parte inferior.
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Figura 40: Curvas de estabilidade para convecgdo de Bénard-
Marangoni, considerando Ra = Re =0, Pr=1e dy < 1.

Pode-se observar que neste caso o niimero de Marangoni critico
possui um minimo para um valor intermedidrio de dy ~ 0.4. Este
comportamento estd em acordo com o observado por outros autores
(ZEREN; REYNOLDS, 1972; SMITH, 1966). O numero de onda critico,
no entanto, claramente aumenta com a diminuigao no valor de dy, indi-
cando que o sistema passa a ser instavel com relagao a perturbagoes com
menor comprimento de onda conforme a espessura da camada superior
diminui.

Conforme discutido por Zeren e Reynolds (1972), para determi-
nados valores de dj a instabilidade surge primeiramente pela acao de
um mecanismo que recebe energia tanto do termo associado a tensao
interfacial quanto do termo associado ao empuxo, nao sendo este modo
observado quando Ra = 0. Para o sistema com camadas idénticas ava-
liados neste trabalho, nao foi encontrado um valor de Ma,. para o caso
de camadas com igual espessura (dyp = 1). Avaliando-se as condigdes de
contorno de balango de tensdo de cisalhamento (Eq. 3.75), percebe-se
que o efeito termocapilar surge devido a diferenca na tensdo de cisa-
lhamento nas duas faces da interface, sendo esta diferenca dependente
do nimero de Marangoni e dos desvios das varidveis perturbadas (tem-
peratura e velocidade vertical). No entanto, para o caso onde dy = 1
observa-se que #(0) = ¢(0) = 0 e portanto nao ocorre desequilibrio
entre as tensoes de cisalhamento nas duas camadas. Isto ocorre pois a
simetria observada quando Ra* = 1 proibe a existéncia de gradientes
locais de temperatura ou velocidade através da interface quando esta é
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considerada sem deformacoes.

Autofungoes associadas a velocidade vertical e a temperatura
para o caso da convecgao de Bénard-Marangoni sao apresentadas na
Figura 41, sendo estas avaliadas proximas aos pontos criticos para
dy = 0.8 e dg = 0.4. De modo geral, as autofungoes apresentam um
formato semelhante ao observado quando ocorre o acoplamento vis-
coso na convecgao de Rayleigh-Bénard. Como visto na Figura 41(a),
as autofungoes relacionadas a velocidade na camada inferior (y < 0)
permanecem praticamente inalteradas com a variagao no valor de dp,
indicando uma nao-dependéncia da velocidade nesta camada com a
espessura da camada superior. As autofuncgoes avaliadas na camada
superior também apresentam o mesmo comportamento, havendo no
entanto uma esperada diminui¢ao na intensidade da recirculagao para
dy = 0.4 devido a reducgao no espaco onde a recirculacao se desenvolve.
Pode-se também observar que proximo a interface, aonde surgem as
instabilidades, as autofungoes para a velocidade vertical coincidem.

(a) Velocidade vertical (b) Temperatura

Figura 41: Autofungdes associadas a Ma, para Ra = Re =0e Pr = 1.

A mudanga no formato das autofungdes com a variagao em d
é mais expressiva para a temperatura, como visto na Figura 41(b).
Novamente na camada inferior as duas curvas apresentam um compor-
tamento muito semelhante, sendo que a pequena diferenca observada
na inclinacgao resulta do fato de que o valor de M a. nao é o mesmo para
os dois valores de dy. Para dy = 0.8 a curva na camada superior apre-
senta o mesmo comportamento observado para o acoplamento viscoso,
enquanto que para dg = 0.4 a distribuicao de temperatura é governada
pela influéncia da camada inferior.

Curvas de estabilidade relacionadas com valores de dg > 1 sao
mostradas na Figura 42(a). Para todos os casos apresentados nessa
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figura, observou-se que o estado mais instavel corresponde a um estado
oscilatério, sendo que a frequéncia de oscilagao associada a cada valor
de dy é mostrada na Figura 42(b). Neste caso, o aumento no valor de dy
causa a desestabilizagao do sistema, sendo no entanto os valores obtidos
para dg = 2 bastante similares aos obtidos para dy = 5, em especial
para altos numeros de onda. Além disso, apesar de o sistema perder
a estabilidade para menores valores de Ma conforme dy aumenta, a
frequéncia de oscilagao diminui.

(a) Curva de estabilidade (b) Frequéncia de oscilagao

Figura 42: Analise de estabilidade para conveccdo de Bénard-
Marangoni, considerando Ra = Re =0, Pr =1e dy > 1.

O comportamento periédico do sistema pode ser visualizado a-
través das autofuncoes mostradas na Figura 43, onde sao apresentadas
as curvas para diversos instantes ao longo do periodo de oscilagao T
Os valores exibidos nesta figura correspondem a dy = 2 e um valor de
Ma préximo ao ponto critico. A evolugdo temporal das autofuncoes
representando a velocidade vertical, apresentada na Figura 43(a), mos-
tra uma mudanga no sentido da recirculacao nas duas camadas. Este
padrao oscilatério é comum para o caso da conveccao de Marangoni,
sendo consistente com resultados experimentais obtidos em microgra-
vidade por diversos autores, como por exemplo os apresentados por
Schwabe (2005), obtidos em um foguete de pesquisa (sounding roc-
ket), e os apresentados por Kawamura et al (2012), obtidos a bordo da
Estacao Espacial Internacional.

A origem do estado oscilatério para dy > 1 ocorre através de uma
bifurcagdo de Hopf, sendo um comportamento semelhante observado
por Bekezhanova (2011). Neste caso, o sistema oscila entre os valores
relacionados ao par conjugado de autovalores mais instdvel (t = 0 e
t =T/2). Através das curvas apresentadas na Figura 43(a) pode-se ver
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Figura 43: Autofungdes relacionadas ao comportamento oscilatério ob-
servado para dop = 2, onde T representa o periodo total da oscilagao.

que ocorre a formagao de uma recirculacao predominante em cada uma
das camadas para os dois extremos do ciclo, indicando que a dinamica
das duas camadas influencia a estabilidade do sistema. O acoplamento
entre as camadas sempre ocorre na forma de um acoplamento viscoso,
sendo que a ordem de grandeza das recirculagoes nas duas camadas é
similar durante todo o ciclo.

Em relacdo & temperatura, as autofungoes apresentadas na Fi-
gura 43(b) mostram um comportamento mais distinto entre os dois
extremos do ciclo. Para t = 0 o sistema exibe a configuracao tipica do
acoplamento viscoso, com distribuigao aproximadamente antisimétrica
com mesma ordem de grandeza nas duas camadas. Porém, neste caso
o sistema evolui para um estado onde a distribuicao de temperatura
é definida basicamente pelo comportamento da camada superior. Isto
mostra uma diferenga clara da dindmica de distribuicdo de temperatura
e quantidade de movimento, mesmo para o caso onde a difusividade de
energia e de quantidade de movimento sao idénticas.

A influéncia do ntimero de Reynolds nas curvas de estabilidade
para a conveccao de Bénard-Marangoni é apresentada na Figura 44.
Para o caso onde dy = 0.8 (Figura 44(a)) pode-se observar que para
perturbacoes com baixo nimero de onda, o aumento no valor de Re
estabiliza o sistema, fazendo com que dentro da faixa de valores in-
vestigada o valor de Ma,. aumente em fungao do aumento em Re. No
entanto, para perturbacoes com elevado niimero de onda um compor-
tamento oposto é observado, sendo o sistema desestabilizado pelo au-
mento no escoamento cisalhante. Isto indica a existéncia de mais de
um modo governante para a estabilidade deste sistema, estando isto
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também em acordo com os resultados encontrados pelos autores cita-
dos anteriormente. Analisando o esquema apresentado na Figura 39(a),
fica claro que a forga causada pelo escoamento cisalhante na interface
em parte favorece e em parte se opoe ao movimento gerado pelo efeito
termocapilar.
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Figura 44: Curvas de estabilidade para diversos valores de Re, consi-
derando Ra =0e Pr =1.

Para dy = 2 os resultados apresentados na Figura 44(b) mostram
uma tendéncia distinta. Primeiramente, o estado oscilatério observado
para Re = 0 desaparece quando Re > 0, sendo este um resultado do
desequilibrio das forgas na interface gerado pelo escoamento cisalhante
(ver Figura 39(c)). De modo geral, observa-se que o aumento no va-
lor de Re tende a desestabilizar o sistema, exceto para uma faixa de
numeros de onda proximas ao valor critico onde os resultados para
Re = 50 mostram-se mais estaveis que os para Re = 10.

Considerando os resultados para a dependéncia do ntmero de
Marangoni associado a instabilidade com o nimero de Reynolds, pode-
se ver que existe uma relagao nao-trivial entre o mecanismo de instabili-
dade termocapilar e o escoamento cisalhante. No presente trabalho nao
serd aprofundado o estudo da interagao entre estes mecanismos, sendo
no entanto recomendado ao leitor o trabalho de Napolitano (1980) sobre
0 assunto.

4.3.2 Competicao entre os Mecanismos de Instabilidade

Analisando os resultados apresentados até o momento, pode-
se perceber que tanto o numero de Rayleigh quanto o numero de
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Marangoni podem levar o sistema a instabilidade quando atingirem
um determinado valor critico. No limite onde as instabilidades de-
vido ao cisalhamento sao desconsideradas, estes sao basicamente os
parametros que controlam a estabilidade para o caso de fluidos com
propriedades idénticas. Porém, os valores criticos para estes parametros
sao fungoes dos demais ntmeros adimensionais considerados, ou seja,
Ra. = Rac(Re, Ra,, S, Pr,dy, Ma) e Ma. = Ma.(Re, Ra,, S, Pr,do, Ra).

Na presente secao serd considerado o caso onde os dois meca-
nismos que levam & instabilidade estao presentes (Ra # 0 e Ma # 0),
buscando-se principalmente avaliar qual a influéncia do niimero de Ma-
rangoni sobre o valor de Ra onde a conveccgao inicia e qual a relagao
destes com os demais parametros governantes. Nos resultados apresen-
tados a seguir serd considerando ainda que a deformacao da interface
é negligenciavel, de modo que S = Ra;1 = 0. Curvas de estabilidade
mostrando o valor minimo para Ra onde a instabilidade é observada sao
apresentadas na Figura 45 para diversos valores de Ma, considerando
casos onde dy < 1.

1e+4
8e+3 éi:ﬁ
6e+3 6e+3

4e+3 4e+3

2e+3 | 2e+3

1e+3
8e+2
6e+2

4e+2

1e+3
8e+2
6e+2

4e+2

Ra
Ra

Ma=0
Ma =50
Ma = 250
- Ma=750 2e+2
~  Ma=1100
1e+2 . 1e+2
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

2e+2

Figura 45: Influéncia do nimero de Marangoni no inicio da convecgao
natural para Re =0, Pr=1edy < 1.

Para os dois valores de dg avaliados o aumento no valor de Ma
desestabiliza o sistema, causando uma reducao em Ra. conforme o
ntmero de Marangoni se aproxima do seu valor critico. Esta reducao
no entanto sé é significativa para a faixa de nimeros de onda préximos
ao valor critico, sendo que para valores muito elevados ou baixos todas
as curvas tendem para o mesmo ponto. Além disso, comparando-se os
valores obtidos para dyp = 0.8 e dy = 0.4 pode-se observar que a taxa
de variacdo de Ra em fungdo do aumento em Ma é aproximadamente
a mesma para os dois casos, sendo que, por exemplo, os resultados
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para Ma = 250 sao muito préximos para os dois casos, especialmente
para elevados numeros de onda. Curvas para dy = 0.4 e valores de
Ma > 500 nao sao apresentadas pois neste caso o sistema passa a ser
instdvel unicamente pela agao das forgas termocapilares. A diminuig¢dao
no valor critico de Ra em fungao do aumento em Ma para dy < 1 ja
era esperada com base nos mecanismos discutidos na Figura 39.
Autofungoes obtidas para diferentes valores do nimero de Ma-
rangoni e dg = 0.8 s@o apresentadas na Figura 46. Estas autofungoes
foram avaliadas préximas ao ponto critico associado a cada valor de
Ma. Conforme M a aumenta, observa-se também um aumento relativo
na intensidade da recirculagao na camada superior, fazendo com que
esta deixe de apresentar um comportamento prioritariamente passivo,
onde a distribuicao de velocidade e temperatura é controlada basica-
mente pelo movimento convectivo na camada inferior, e passe a ter
um comportamento similar ao observado quando a instabilidade ocorre
com a mesma intensidade nas duas camadas, mesmo sendo para este
caso Ra* =~ 0.5. Isto mostra que o efeito termocapilar atuando na inter-
face, além de facilitar o surgimento do movimento convectivo, também
favorece o acoplamento entre as duas camadas e o surgimento de re-
circulagoes. De fato, apesar de o nimero de Rayleigh critico diminuir
consideravelmente com o aumento de Ma, pode-se ver que de modo
geral a intensidade das recirculagoes é maior para altos valores de Ma.

(a) Velocidade vertical (b) Temperatura

Figura 46: Influéncia de Ma nas autofungoes para Re =0, Pr =1 e
dy = 0.8.

As forgas geradas pelo efeito termocapilar atuam no mesmo sen-
tido da recirculagao para dy < 1, por isso pode-se sempre esperar uma
reducao em Ra. em fungao do aumento em Ma. As forcas geradas pelo
escoamento cisalhante, por sua vez, podem estabilizar ou desestabili-



120

zar o sistema, conforme discutido anteriormente. Na Figura 47(a) sdo
apresentadas as curvas de estabilidade para dois valores do ntimero de
Marangoni, Ma = 0 e Ma = 250, considerando diferentes valores para
o numero de Reynolds e dy = 0.8.
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Figura 47: Influéncia do nimero de Reynolds nas curvas de estabilidade
para Ma =0 e Ma = 250, considerando Pr =1 e dyp = 0.8.

Para melhor apresentar a diferenca entre as curvas, na Figura
47(b) é mostrado o aumento relativo no valor de Ra obtido para Ma =0
em comparagdo com o valor obtido para Ma = 250. Esta diferenga
pode ser entendida como a redugao na estabilidade devido a variacao
no numero de Marangoni de 0 para 250, sendo que este valor tende
a diminuir conforme o ntmero de Reynolds aumenta, especialmente
préximo aos valores criticos. Isto mostra que o efeito termocapilar pos-
sui um menor impacto conforme a intensidade do escoamento cisalhante
aumenta. Para todos os valores de Reynolds, as curvas de estabilidade
mostram um acréscimo no valor de Ra onde a convecgao inicia para
ntmeros de onda intermedidrios (1 < o < 3). No entanto, conforme
visto na Figura 47(b), este aumento possui um ponto de maximo para
um numero de onda pouco abaixo do valor critico e a partir deste ponto
tende a diminuir, sendo que para Re = 20 e Re = 30 existe uma faixa de
valores de @ com aumento relativo negativo, ou seja, neste caso a com-
binacao do efeito termocapilar com escoamento cisalhante levemente
estabiliza o sistema.
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4.3.2.1 Anélise de Estabilidade para dy > 1

As alteragoes causadas pela presenga do efeito termocapilar pos-
suem um comportamento ainda mais complexo quando dy > 1, con-
forme visto anteriormente. A seguir serdo discutidos alguns aspectos
relacionados & influéncia do niimero de Marangoni no inicio do processo
convectivo causado pelas forgas de empuxo para determinados valores
de dg > 1, considerando também a influéncia do escoamento cisalhante.

As curvas de estabilidade associadas a dy = 1.25 para diferen-
tes valores de Ma sdo apresentadas na Figura 48(a). A curva re-
ferente a Ma = 0 é equivalente & apresentada anteriormente para
dp = 1/1.25 = 0.8, com a diferenga de que neste caso a instabili-
dade surge primeiramente na camada superior, de modo que o valor do
ntmero de Rayleigh apresentado na figura (avaliado na camada infe-
rior) é corrigido por uma escala de 0.8%.
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Figura 48: Curvas de estabilidade para diversos valores de Ma, consi-
derando Pr =1, Re=0e dy =1.25

Para baixos valores do nimero de Marangoni ocorre uma estabi-
lizacao do sistema, em virtude do balanco de forcas atuando na interface
(ver Figura 39), onde o efeito termocapilar contrapoe a recirculagao ori-
ginada pelo empuxo. No entanto, a partir de um determinado valor de
Ma o sistema atinge um estado oscilatdrio e a partir deste ponto o au-
mento no valor de Ma passa a reduzir valor de Ra., indicando que neste
caso o efeito termocapilar auxilia o mecanismo que gera a instabilidade
para menores valores de Ra.

Na Figura 48(b) sdo apresentadas as frequéncias de oscilagao
associadas aos casos apresentados na Figura 48(a), sendo que para
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Ma < 100 nenhum estado oscilatério foi observado. Os limites para o
ntmero de Marangoni onde o estado oscilatério surge serao discutidos
na sequéncia. Pelas curvas apresentadas na Figura 48(b) pode-se ver
que para todos os valores de Ma o sistema apresenta uma frequéncia
de oscilagao maxima para um numero de onda aproximadamente igual,
ao contrario do valor critico, que diminui conforme o valor de Ma au-
menta. O comportamento parabdlico das curvas indica que o estado
oscilatério estd restrito a uma determinada faixa de ndmero de ondas,
o que de fato é observado quando se analisa valores de « superiores aos
apresentados nas figuras.

Além das alteragoes observadas no numero de Rayleigh critico,
a presenca do efeito termocapilar afeta de modo consideravel o formato
das autofungoes, mesmo para valores de Ma onde nenhum estado os-
cilatério é observado. Isto pode ser visto na Figura 49, onde sao apre-
sentadas as autofuncoes para Ma < 100 e dg = 1.25. As curvas para
Ma = 0 sao apresentadas para referéncia, porém estas sao equivalentes
as anteriormente apresentadas para dy = 0.8.

y y

(a) Velocidade vertical (b) Temperatura

Figura 49: Autofungées para baixos valores de Ma, considerando Pr =
1, Re=0edy=1.25

O aumento no valor de Ma de 0 para 100 faz com que o sistema
deixe de apresentar um comportamento semelhante ao acoplamento
viscoso, com recirculagoes em diregoes opostas, e passe a apresentar
um comportamento mais semelhante ao acoplamento térmico, com as
recirculagoes nas duas camadas ocorrendo no mesmo sentido, conforme
visto na Figura 49(a). Isto indica que a recirculagdo na camada inferior
deixa de ser gerada somente pela atuagao das forcas de empuxo e passa
a ser gerada pelo efeito termocapilar na superficie, de forma similar ao
esquema apresentado na Figura 39(c). Apesar da semelhanga com o
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acoplamento térmico descrito anteriormente, nas curvas apresentadas
na Figura 49 a recirculagdo na camada inferior é induzida pela acao
conjunta das forcas de empuxo e do efeito termocapilar, sendo por isso
esta forma de acoplamento observada mesmo quando Ra* é considera-
velmente superior a 1.

As autofungoes relacionadas a temperatura, apresentadas na Fi-
gura 49(b), também sao alteradas pela variagdo no valor de Ma, sendo
que o aumento em Ma faz com que a distribuicdo de temperatura
na camada inferior deixe de ser basicamente uma funcao do arrasto
causado pela camada superior e passe a ter um formato definido pela
recirculacao que ocorre na prépria camada inferior.

Quando o nimero de Marangoni atinge um determinado valor
critico o sistema passa a exibir um comportamento oscilatério, con-
forme comentado anteriormente. Para o caso onde dy = 1.25 o limite
no valor de Ma onde este comportamento comega a ser observado é
Ma,. =~ 114. Para valores acima deste limite o aumento no efeito termo-
capilar diminui a estabilidade do sistema. Na Figura 50 sao mostradas
as autofungbes associadas a um estado oscilatério (Ma = 150), onde
pode-se ver que os limites de oscilagao correspondem as duas formas
de acoplamento observadas anteriormente. Observe que as autofungoes
associadas a t = T/2 apresentam um comportamento praticamente
simétrico em relagao a um plano y = 0.125, sendo este o ponto médio
relacionado a altura total das camadas.

y y

(a) Velocidade vertical (b) Temperatura

Figura 50: Autofuncgoes para Ma = 150, considerando Pr =1, Re =0
edyp=1.25

A variagdo no nimero de Rayleigh critico em funcao do nimero
de Marangoni é apresentada na Figura 51 para diversos valores de Rey-
nolds. A curva para Re = 0 mostra claramente a mudanga que ocorre



124

na resposta do sistema para Ma ~ 114. Uma analise do espectro dos
autovalores nas redondezas deste ponto revela a existéncia de uma bi-
furcagao de Hopf, sendo esta mostrada com mais detalhes na Figura
52. Nesta figura, as linhas sdlidas correspondem aos dois primeiros
modos estacionarios, enquanto que os pontos indicam o numero de
Rayleigh critico relacionado aos ciclos limite. Através da andlise linear
nao é possivel determinar a ligacao entre as duas curvas no intervalo
115 < Ma < 122.5, porém espera-se que um ramo instavel de solucao
exista neste intervalo, sendo que este se origina na bifurcacao de Hopf
e torna-se um ramo estavel em Ma = 122.5 devido a uma nova bi-
furcacao.
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Figura 51: Rayleigh critico em fungdo de Ma para diferentes valores
de Re, considerando dy = 1.25 e Pr =1.

A influéncia do ntimero de Reynolds no valor de Ra. mostra um
comportamento bastante complexo, conforme pode ser visto nas curvas
apresentadas na Figura 51. A atuaca@o das forgas cisalhantes na inter-
face mostrou-se muito significativa, sendo que valores de Reynolds da
ordem de 1072 j4 sdo suficientes para eliminar a existéncia de estados
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Figura 52: Bifurcacao de Hopf observada préximo ao ponto Ma = 114.

oscilatorios. Para baixos valores de Reynolds, o aumento em Ma inici-
almente estabiliza o sistema, de maneira semelhante ao observado para
Re = 0. No entanto, este efeito estabilizador desaparece para altos
valores de Re. Conforme Re aumenta, a inclinacao da curva que rela-
ciona Ra. com Ma também tem um aumento significativo, indicando
que o escoamento cisalhante e o efeito termocapilar atuam de forma
cooperativa para reduzir a estabilidade, ou seja, o aumento no valor de
Re facilita o surgimento do desequilibrio de forgas necesséario para que
a convecgao inicie. Isto faz com que em determinados pontos as cur-
vas relacionadas a diferentes valores de Re se cruzem e portanto para
altos valores de Ma o aumento no valor de Re passa a desestabilizar o
sistema.

Em alguns pontos especificos das curvas mostradas na Figura 51
sdo representadas as autofuncoes associadas a velocidade vertical nestes
pontos. Para baixos valores de Ma as autofungoes para todos os valores
de Re mostram um comportamento semelhante, onde o movimento con-
vectivo na camada superior induz ao arraste na camada inferior. Este
modo é bastante similar ao observado quando o efeito termocapilar é
desprezado (Ma = 0). Conforme o nimero de Marangoni aumenta o
sistema passa a exibir um perfil mais semelhante ao acoplamento vis-
coso, podendo-se observar que a agao conjunta do efeito termocapilar e
do escoamento cisalhante favorece esta forma de acoplamento. Dentro
da faixa de valores avaliadas para o nimero de Marangoni, nao foi ob-
servado nenhum caso onde o acoplamento térmico surge para menores
valores de Ra quando Re > 5.

A forma de acoplamento das camadas estd diretamente relacio-
nada com a facilidade de transferéncia de informacao de um ponto para
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outro, ou seja, com a capacidade de difusao das varidveis que definem o
sistema. Na Figura 53 sdo apresentadas as curvas de Ra. em fungao de
M a para diferentes valores do niimero de Prandtl, mantendo-se Re = 5.
Assim como na Figura 51, sdo apresentadas as autofungoes para a velo-
cidade vertical para pontos especificos ao longo das curvas. De maneira
geral, pode-se observar que o aumento no valor de Pr possui um efeito
similar ao aumento no valor de Re, com um acréscimo na estabilidade
para baixos valores de Ma e uma proporcional redugao para elevados
valores de Ma.
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Figura 53: Rayleigh critico em fun¢do de Ma para diferentes valores
de Pr, considerando dg = 1.25 e Re = 5.

Analisando as autofuncoes inseridas na curva associada a Pr =
0.1 pode-se ver que para valores de Ma proximos a zero a recirculagao
na camada superior é muito mais intensa que na cada inferior, ocor-
rendo assim o acoplamento por arraste discutido anteriormente. Con-
forme o valor de M a aumenta a recirculagao na camada inferior também
aumenta, e para valores de Ma ~ 100 pode-se observar a existéncia do
acoplamento térmico entre as camadas. No entanto, assim como para
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outros casos, a partir de um determinado ponto o modo mais instavel
passa a ser o associado ao acoplamento viscoso, sendo este predomi-
nante para altos valores de Ma. Para valores de Pr > 1 ocorre de
maneira semelhante a formagao de um acoplamento por arraste para
baixos valores de Ma e do acoplamento viscoso para altos valores de
Ma, sem no entanto ser observada nenhuma faixa de valores onde o
acoplamento térmico corresponde ao modo mais instavel.

Consideragoes finais

Na presente secao foi avaliada a influéncia do efeito termocapi-
lar (efeito Marangoni) sobre a estabilidade do sistema. Os resultados
obtidos mostram que a instabilidade gerada unicamente pela acao das
forgas termocapilares sé é possivel para dy # 1. A agdo conjunta das
forgas de empuxo, termocapilares e cisalhantes gera um sistema bas-
tante complexo, em especial para valores de Ra* > 1, onde estados
oscilatorios mostraram-se bastante comuns para Re = 0. No entanto,
a presenca do escoamento cisalhante inibe a formacao destes estados
oscilatorios, sendo este um importante resultado visto que em diversas
situacoes praticas a oscilagao do sistema deve ser evitada, o que pode ser
conseguido simplesmente impondo alguma forma de convecgao forcada.

Apesar de inibirem a formacao de estados oscilatorios, as forcas
cisalhantes nem sempre atuam em favor da estabilidade do sistema.
Para valores do nimero de Marangoni relativamente altos (porém in-
feriores ao valor critico) o aumento no valor do nimero de Reynolds
diminui significativamente o valor de Ra., favorecendo a formagcao de
células convectivas. Este comportamento também é acentuado con-
forme a difusividade de quantidade de movimento se torna maior que a
difusividade térmica, ou seja, conforme o nimero de Prandtl aumenta.
Neste caso, pode-se observar que Ra_.' o Re, Pr,Ma. No entanto,
para baixos valores de Ma, Re e Pr, onde a estabilidade é definida
principalmente pelas forcas de empuxo, a presenca do escoamento ci-
salhante estabiliza o sistema. Estes resultados estao em acordo com os
observados anteriormente quando o efeito termocapilar é desconside-
rado. Portanto, pode-se concluir que a atuagao do efeito termocapilar
é amplificada pelo escoamento cisalhante, sendo este aumento propor-
cional ao numero de Prandtl. Finalmente, pode-se destacar o fato de
que para determinada faixa de valores para os parametros Ma, Re e
Pr o acoplamento térmico entre as camadas mostrou-se como o modo
mais instavel para dy = 1.25.

Nos resultados apresentados até o momento considerou-se que a
diferenca na tensao normal nas duas camadas é muito grande (Ra;1 ~
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0), o que estabiliza a interface e evita a sua deformagao. Na préxima
secao serd discutido o impacto desta aproximagao, bem como serao
avaliados os limites onde esta suposi¢ao pode ser considerada.

4.4 DEFORMACAO DA INTERFACE (1)

A hipétese adotada de que Ra;1 ~ ( facilita a andlise do pro-
blema de estabilidade por eliminar a deformacao da interface e com isso
simplificar muitas das condigbes de contorno. Este parametro, obtido
anteriormente, é definido como:

gd} Ra

V1ke (1—po) = d1¢151(1 Po)

onde pode-se observar que conforme a razao entre a densidade dos
fluidos po tende a 1 o valor de Ra, tende a zero. A expressao obtida
para o balanco de tensdo normal na interface mostra que a diferenca
entre a tensdo nas duas camadas é, de fato, proporcional ao termo Sk?+
Ra,, onde S é um pardmetro adimensional para quantificar a tensao
interfacial, ou seja, tanto a tensao interfacial quanto a diferenga de
densidade atuam em favor de estabilizar a interface. Por simplicidade,
serd também considerado nesta se¢do que S = 0 e somente o valor
de Ra, sera alterado. Como ambos os termos surgem unicamente no
balango da tensao normal na interface, esta hipétese nao altera a andlise
do problema. Além disso, sera considerado somente casos onde py < 1,
pois na auséncia de tensdo interfacial (S = 0) a imposi¢ao de pg > 1
implica que o sistema serd instavel devido a atuacao da instabilidade
de Rayleigh-Taylor.

A deformagao da interface afeta quatro das condigoes de con-
torno impostas na interface, sendo trés destas relacionadas a equagao
de conservagao de quantidade de movimento e a outra relacionada a
conservacao de energia. A deformacao da interface, 1, surge nestas
condigoes de contorno quando a continuidade de alguma grandeza é
transposta da posicao real da interface para o plano y = 0, sendo que
além de dependerem explicitamente de 7 estas condigoes sao fungoes
de outros parametros.

Em relacéo a continuidade da velocidade tangencial na interface
(Eq. 3.74), a influéncia da deformacéo da interface depende do produto
RePr bem como da diferenca entre a inclinagdo do perfil de velocidade
base avaliado nas duas camadas em y = 0. Esta diferenca de inclinagao

Ra, =
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s6 ocorre quando m # 1, porém este caso nao sera considerado nesta
se¢ao e portanto a influéncia de 7 sobre esta condigao de contorno pode
ser desprezada. Em relagao ao balanco da tensao de cisalhamento, para
que ocorra a deformagao da interface é necesséria a existéncia de uma
forga tangencial atuando na interface, sendo que no problema avaliado
no presente trabalho esta forga pode ser gerada pelo efeito termocapilar.
Por isso, conforme pode ser visto na Eq. 3.75 a deformagao da interface
s6 afeta o balango de tensao de cisalhamento quando Ma # 0.

A continuidade da temperatura na interface, por sua vez, s6
é afetada pela deformagao da interface quando ocorre uma mudanca
na inclinagao do perfil de temperatura do estado base, ou seja, quando
1o # 1. Conforme mostrado na obtencao do perfil de temperatura base,
esta condigao pode também ser expressa em termos da condutividade
térmica do fluido nas duas camadas (ko # 1), visto que 1 = kg *.

Por ultimo, a deformagao da interface estd diretamente relacio-
nada com o balango de tensao normal na interface, como comentado
anteriormente. De fato, pode-se dizer que enquanto as outras condicoes
de contorno sao afetadas pela deformagao da interface, o balanco de
tensao normal origina esta deformacao. A imposicao de que a tensdo
na camada inferior é muito maior que na camada superior garante a
estabilidade da interface, pois a deformacao s6 pode surgir quando as
forcas normais atuando na interface possuem magnitudes semelhantes.
Cabe lembrar que, conforme comentando anteriormente, caso a tensao
normal for maior na camada superior a agao da gravidade faz com que
o sistema recaia na instabilidade de Rayleigh-Taylor.

Portanto, para que a deformagao da interface seja significativa
temos que a condigdo (k%S + Ra,)~! > 0 deve ser respeitada. Além
disso, para que a estabilidade do sistema seja afetada por essa de-
formagao uma das condigées m # 1, kg # 1 ou Ma # 0 também deve
ser satisfeita. O caso onde m # 1 afeta diversos outros fatores associ-
adas a estabilidade do sistema e portanto nao serd considerado nesta
secao. Os demais casos serao discutidos a seguir.

4.4.1 ko # 1

Primeiramente serd considerado o caso onde a condutividade
térmica das duas camadas é distinta, originando uma variacao na in-
clinacao do perfil de temperatura base na interface. Por simplicidade
serdo apresentados somente resultados para kg > 1 (¢ < 1), sendo
que, assim como observado quando o valor de dy é variado, a resposta
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do sistema é simétrica em relacao a kg = 1 para dy = 1, sendo a estabi-
lidade determinada unicamente pela razao entre as condutividades nas
duas camadas, independentemente de qual camada possuir o maior va-
lor. Além disso, mesmo havendo variagao em kg seré considerado que a
difusividade térmica nas duas camadas permanece a mesma, de modo
que a razao entre o numero de Rayleigh avaliado nas duas camadas
possa ser dada por Ra* = ko_l.

Na Figura 54 sao apresentadas as curvas de estabilidade para di-
versos valores de Ra, e diferentes valores de ko, considerando camadas
com a mesma espessura e Re = Ma = 0. Para valores de Ra, > 10°
nenhuma diferenga observavel foi encontrada nas curvas, podendo-se
portando considerar este valor como sendo suficiente para evitar que os
efeitos associados a deformacao da interface sejam importantes. A or-
dem de grandeza deste valor esta de acordo com os valores encontrados
por outros autores para casos semelhantes (CARDIN; NATAF; DEWOST,
1991). Conforme Ra, diminui o sistema se torna menos estavel, sendo
que para Ra, = 103 j4 pode-se observar uma alteracdo significativa no
valor de Ra onde a convecgao inicia. Apesar disso, o formato das cur-
vas para todos os casos é semelhante, havendo somente uma pequena
redugao no valor de «.
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Figura 54: Curvas de estabilidade para diferentes valores de Ra,, con-
siderando Re = Ma=0e Pr=dy = 1.

As autofungoes obtidas para ky = 10 e diferentes valores de
Ra, sao apresentadas na Figura 55, sendo estas autofuncoes avalia-
das préximas aos pontos criticos referentes a cada valor de Ra,. As
autofuncgoes para velocidade vertical apresentam o comportamento ca-
racteristico do acoplamento por arraste, havendo uma consideravel
reducao na intensidade da autofungao na camada superior como con-
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sequéncia da diferenca no nimero de Rayleigh avaliado nas duas cama-
das (neste caso Ra* = 0.1). Apesar das alteragbes nas autofungoes, o
deslocamento da posicao da interface em relacdo a y = 0 ndo é muito
significativo, conforme pode ser observado no detalhe apresentado na
Figura 55(a). Para baixos valores de Ra, a condicao ¢(0) # 0 ocorre
e portanto a interface é deformada, no entanto pode-se perceber que
n << dy.
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Figura 55: Autofuncgoes para ky = 10, considerando Re = Ma =0 e
Pr = do =1.

A influéncia da deformacao da interface também é visivel nas au-
tofungoes associadas & temperatura, como visto na Figura 55(b). Neste
caso, para baixos valores de Ra, ocorre um salto em y = 0, sendo este
salto proporcional tanto a ¢(0) quanto a (1 — 1)g). Cabe lembrar que
esta descontinuidade na autofungao associada ao desvio da tempera-
tura em relacdo ao estado base é uma condigao necessaria para que
a temperatura seja continua através da interface, sendo a desconti-
nuidade um resultado da linearizacao realizada em torno da interface
nao-perturbada. Além disso, pode-se ver que na camada superior 6 as-
sume valores muito menores que os da camada inferior, podendo-se até
mesmo assumir que 6 =~ 0 para baixos valores de Ra,. Novamente, esta
diferenca estd relacionada com a diferenga na condutividade térmica
nas duas camadas, sendo que o aumento relativo de k£ na camada supe-
rior faz com que o regime de transferéncia de calor por condugéo (estado
base) seja predominante mesmo para maiores gradientes de tempera-
tura e portanto a perturbacdo do estado base (transferéncia de calor
por conveccao) tende a zero.

A variacao do ntimero de Rayleigh critico em fungao de Ra,
é apresentada na Figura 56 para diversos valores de Reynolds consi-
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derando kg = 2. Pode-se observar que todas as curvas apresentam
um comportamento semelhante, havendo uma rapida diminuicao na
inclinacao conforme o valor de Ra, aumenta. Para todos os nimeros
de Reynolds avaliados nao ocorrem mudangas significativas para valores
mais elevados de Ra,, de modo que o limite de Ra, > 10° para que os
efeitos relacionados a deformacao da interface sejam despreziveis pode
ser adotado mesmo para baixos valores de Re. Para casos onde a de-
formacao da interface é muito intensa (Ra, < 500) o sistema torna-se
rapidamente instavel, resultando em uma grande inclinagao nas curvas.

Re=0 — — Re=10
eeesese Re=5H emeeem Re=15
1400 -
1300
©
o
/ secee .I.....ll.l....l..l...
1200 -
1100 L——— | | |
2000 4000 6000 8000 10000
Rap

Figura 56: Rayleigh critico em funcdo de Ra, para diferentes valores
de Re, considerando dg =1, Pr=1¢ kg = 2.

As autofungoes inseridas na Figura 56 representam a velocidade
vertical para diversos pontos selecionados ao longo das curvas. Pode-se
ver que a intensidade da circulagao na camada inferior é maior que na
camada superior, sendo que esta diferenca é causada pela diferenca no
gradiente de temperatura estdtico nas duas camadas. Além disso, para
altos valores de Re os valores de ¢(0) (velocidade vertical na interface)
$&40 muito maiores que os observados para Re = 0. No entanto deve-se



133

considerar a tendéncia de que conforme o niimero de Reynolds aumenta,
a parte real do autovalor w, também aumenta, sendo que por isso a
diferenca entre a deformacao da interface para Re = 0 e Re > 0 nao é
diretamente proporcional & diferenca no valor de ¢(0) para estes dois
casos. Para valores mais elevados de Ra, o valor de ¢(0) rapidamente
diminui.

Conforme Ra, tende a zero o sistema passa a se comportar como
se somente uma das camadas estivesse presente, sendo o nimero de
Rayleigh critico equivalente ao obtido para uma tnica camada. FEste
comportamento também ¢é reportado por outros autores, como por
exemplo Cardin, Nataf e Dewost (1991). A influéncia do nimero de
Pr é semelhante ao observado para os demais casos, ou seja, o au-
mento no valor de Pr tende a estabilizar o sistema da mesma forma
que o aumento em Re, portanto o impacto deste parametro nao sera
discutido para este caso.

4.4.2 Ma # 0

O segundo caso avaliado onde espera-se que a deformagao da
interface afete a estabilidade do sistema é o caso onde o efeito termo-
capilar é considerado. Nos resultados apresentados anteriormente para
Ma # 0 onde a deformacao da interface nao foi considerada, para que
o efeito termocapilar seja significativo a condigdo 6 # 0 deve ser sa-
tisfeita. Porém, a condicdo de contorno para o balanco da tensao de
cisalhamento na interface (Eq. 3.75) mostra que a influéncia do efeito
termocapilar é proporcional a diferenga 8 — 1y avaliada em y = 0, por
isso caso houver deformacao da interface o efeito termocapilar pode ser
significativo mesmo quando 6(0) = 0. A seguir serd apresentada uma
breve revisdo da configuragdo onde Ra = 0 e a instabilidade é gover-
nada somente pelo efeito termocapilar, possibilitando a deformacao da
interface. Apds isto serd considerado o caso onde tanto as forgas de
empuxo quanto o efeito termocapilar estao presentes.

4.4.2.1 Convecgao de Bénard-Marangoni Revista

Antes de analisar o efeito da deformacado da interface sobre o
valor de Ra onde a convecgao inicia, serd brevemente revisto o caso da
convecgao de Bénard-Marangoni (obtido quando Ra = 0) e avaliado o
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impacto da variacao de Ra, em Ma.. Conforme visto anteriormente, a
resposta do sistema a variagao no nimero de Marangoni é visivelmente
diferente quando dy < 1 em comparagao com dy > 1, por isso os dois
casos serao abordados separadamente.

Na Figura 57 sao apresentadas as curvas para o numero de Ma-
rangoni critico em funcdo do parametro Ra, para dy = 0.8. Nesta
figura também sao apresentadas autofuncoes para a velocidade verti-
cal avaliadas em pontos especificos ao longo das curvas. Para facilitar
a visualizagao, uma linha vertical posicionada em y = 0 foi inserida
juntamente com as autofuncgoes.
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Figura 57: Nimero de Marangoni critico em fungao de Ra, para dife-
rentes valores de Re, considerando dyg = 0.8 ¢ Pr = 1.

Pode-se ver que nao existe uma curva associada com Re = 0, pois
neste caso nenhuma mudanca significativa foi observada em funcao da
diminuicao de Ra, dentro da faixa de valores analisada. De forma
semelhante ao observado para kg # 1, quando Re = 0 a perturbagao
da velocidade na interface, ¢(0) é relativamente pequena, de modo que
6(0) >> ¢(0), o que faz com que §(0)—n(0) ~ 6(0). Conforme o nimero
de Reynolds aumenta, no entanto, a perturbacao da velocidade passa
a ser mais significativa e o efeito da variacdo de Ra, nao pode mais
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ser desprezado, como pode ser observado nas curvas apresentadas na
figura.

O comportamento das curvas de Ma. em fungao de Ra, é bas-
tante similar ao observado para as curvas de Ra. apresentadas ante-
riormente, havendo um rapido decréscimo no valor de Ma,. conforme
o valor de Ra, é reduzido para valores abaixo de 10%. Também neste
caso, para valores de Ra, > 10* nenhuma mudanca significativa ocorre
no valor de Ma.. Assim como observado anteriormente, o aumento no
numero de Reynolds estabiliza o sistema, sendo isto vélido para toda
a faixa de Ra, apresentada. O formato das autofungdes nao é muito
afetado pela variacdo em Ra, ou em Re, apesar de uma andlise mais
detalhada mostrar que ¢(0) aumenta com a diminuicéo em Ra, e com o
aumento em Re. No entanto, estes valores ainda sdo significativamente
menores que os observados para kg = 2, por exemplo.

Para dy > 1 o formato das curvas é alterado dependendo do
numero de Reynolds, como pode ser visto na Figura 58 onde as curvas
de Ma. em funcao de Ra, sao apresentadas para dg = 2. Para baixos
valores de Reynolds o formato das curvas é basicamente o mesmo obser-
vado para dg < 1, com a diminui¢ao no valor de Ra, desestabilizando
o sistema. No entanto, para valores moderados de Reynolds (Re > 7)
um comportamento oposto é observado, com o ntimero de Marangoni
critico aumentando conforme Ra, diminui. Como visto anteriormente,
a influéncia do efeito termocapilar é proporcional a diferenca 6(0)—n/(0),
sendo que ambos valores podem ser positivos ou negativos dependendo
das condigoes impostas. Por isso, o aumento na deformacgao da inter-
face pode efetivamente estabilizar o sistema dependendo do sinal destes
termos. Além disso, pode-se ver que para dy = 2 a influéncia da di-
minui¢do de Ra, é muito mais significativa que para dy = 0.8 (observe
que a escala do eixo = na Figura 58 é 10 vezes maior que na Figura 57),
porém a condic¢do de que para Ra, > 10° os valores criticos permane-
cem praticamente constantes continua sendo vélida.

4.4.2.2 Efeito da Deformacéao da Interface para Ma # 0

Como discutido na segao anterior, a variagdo no parametro Ra,
altera o impacto do efeito termocapilar na estabilidade do sistema,
por isso espera-se que este parametro também possua influéncia no
valor do nimero de Rayleigh onde a convecgao inicia quando Ma # 0.
Na presente secao serd analisada esta influéncia somente para alguns
casos especificos, pois neste cendrio, o nimero de parametros que afeta
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Figura 58: Numero de Marangoni critico em funcao de Ra, para dife-
rentes valores de Re, considerando dg =2 e Pr = 1.

significativamente o valor de Ra onde a convecgao inicia é muito elevado
(Ma, Re, Pr, Ra,, o e dy), sendo por isso necessario que diversos destes
parametros sejam fixados para que a andlise de estabilidade seja viavel.

Na Figura 59 sao apresentadas as curvas de estabilidade para
diversos valores de Ra,, considerando dy = 0.8 e Re = 20. Os re-
sultados para Ma = 250 (Figura 59(a)) e Ma = 750 (Figura 59(b))
mostram um comportamento similar, havendo uma redugao no valor
de Ra onde a convecgao inicia conforme a deformagido da interface se
torna mais intensa. Em ambos os casos, esta variagao passa a ser sig-
nificativa somente quando Ra, < 10*. De modo geral, estes resultados
sao semelhantes aos obtidos anteriormente para outros parametros.

A influéncia da variacdo de Ra, sobre as autofuncoes pode ser
vista na Figura 60, onde sao apresentadas autofungdes avaliadas pro-
ximas ao ponto critico para Ma = 750, mantendo os demais para-
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Figura 59: Curvas de estabilidade para dy = 0.8, Re =20 e Pr = 1.
metros idénticos aos empregados na Figura 59. As autofungées para

Ra, = 10® se assemelham as obtidas para Ra, = 10* e portanto nido
sao apresentadas na figura.

(a) Velocidade vertical (b) Temperatura

Figura 60: Autofuncoes para Ma = 750, dy = 0.8 e diferentes valores
de Ra,, considerando Re = 20, Pr = 1.

As autofungoes para a velocidade vertical, apresentadas na Fi-
gura 60(a), mostram que o valor de ¢(0) para Ra, < 10% atinge valores
significativamente diferentes de zero, como por exemplo ¢(0) ~ —0.12
para Ra, = 10%. Este comportamento é semelhante ao observado para
ko # 1, sendo que como visto anteriormente a magnitude de ¢(0) esta
relacionada com o valor de Re. Apesar desta mudanca na interface, o
formato das curvas ¢ similar para todos os valores de Ra, avaliados,
nao havendo mudancas significativas na forma de acoplamento ou na
quantidade de recirculagoes observada.
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As autofungbes para a temperatura (Figura 60(b)) sofrem uma
alteracao mais aprecidvel. Para Ra, = 10* pode-se observar uma dis-
posicao simétrica em relagao as duas camadas, com a curva apresentado
um ponto de maximo e um de minimo em cada camada. Conforme o
valor de Ra, diminui, ocorre a formacao de estruturas com tendéncia
anti-simétrica, com a curva apresentando um ponto de maximo em uma
camada e um ponto de minimo em outra. Isto reflete o comportamento
discutido anteriormente de que conforme Ra, diminui o sistema passa
a se comportar como se somente uma camada estivesse presente.

Para dy > 1 a estabilidade do sistema na presenca do efeito
termocapilar apresenta um comportamento bastante complexo mesmo
para altos valores de Ra,, conforme visto anteriormente. As curvas de
estabilidade obtidas para diferentes valores de dy, Re e Ma podem ser
significativamente distintas, dificultando a obtengao de uma tendéncia
global que possa ser aplicada dentro uma faixa relativamente ampla
para estes pardmetros. A seguir serd brevemente discutida a influéncia
de Ra, no nimero de Rayleigh critico para dy = 1.25 (mesmo valor
empregado em diversas figuras apresentadas anteriormente) para alguns
casos selecionados. Porém, deve-se considerar que a alteragao no valor
de Re, Ma ou Pr pode mudar de maneira significativa o formato das
curvas.

A variagdo no numero de Rayleigh critico em funcao de Ra,
para dy = 1.25 e diferentes valores de Ma é apresentada na Figura
61, sendo estes resultados obtidos para Re = 20 e Pr = 1. Assim
como observado em alguns casos para o nimero de Marangoni critico,
a redugao no valor de Ra, inicialmente estabiliza o sistema, havendo um
significativo aumento no valor de Ra. para todos os valores de Ma. Este
aumento é primeiramente observado para elevados valores de Ma. No
entanto, como pode ser visto na figura, as curvas apresentam um ponto
de méaximo e a partir deste ponto o valor de Ra. decai rapidamente
com a diminuicao no valor de Ra,,.

Esta reducao acentuada para baixos valores de Ra, se deve prin-
cipalmente aos modos associados a instabilidade de Rayleigh-Taylor,
conforme discutido anteriormente. De fato, pode-se observar nas cur-
vas mostradas na Figura 61 que nao sao apresentados dados de Ra,.
para valores muito baixos de Ra, (préximos a 10%), pois neste limite
ocorrem bifurcagoes e ramos de solugao altamente instaveis surgem. No
entanto, a convergéncia das equagoes associadas a andlise de estabili-
dade linear a partir deste ponto torna-se bastante comprometida, por
isso nao sao apresentados resultados para estes ramos de solugao.

As autofuncgoes para a velocidade vertical e para a temperatura
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Figura 61: Nimero de Rayleigh critico em funcao de Ra, para diferen-
tes valores de Ma, considerando dy = 1.25 ¢ Pr = 1.

avaliadas proximas aos pontos de maximo das curvas apresentadas na
Figura 61 podem ser vistas na Figura 62. Para todos os valores de Ma
percebe-se uma grande deformacao da interface, causando alteragoes
significativas no formato das autofuncoes. Para Ma = 600, as recir-
culagoes apresentam intensidades semelhantes nas duas camadas, ape-
sar de Ra* ser consideravelmente diferente de 1. Para menores valores
de Ma, o efeito termocapilar ndo é suficiente para balancear a diferenca
nas forgas de empuxo nas duas camadas e as autofuncoes apresentam
um comportamento semelhante ao acoplamento por arraste, com a re-
circulacao na camada superior sendo predominante.

Consideracoes finais

Nesta secdo avaliou-se o impacto da deformacao da interface
sobre a estabilidade da conveccao de Rayleigh-Bénard-Poiseuille es-
tratificada. Através de uma andlise das equagbes governantes e das
condigoes de contorno péde-se determinar que a deformagao da inter-
face é func¢do do parametro Ra,, sendo por sua vez a influéncia desta
deformacéo sobre a estabilidade do sistema associada principalmente a
trés parametros: a razao entre as viscosidades (m) e as condutividades
térmicas (ko) nas duas camadas e o nimero de Marangoni.
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(a) Velocidade vertical (b) Temperatura

Figura 62: Efeito da deformagao da interface sobre as autofungoes para
do = 1.25 e diferentes valores de Ma, Re =20e Pr =1.

A influéncia da condutividade térmica estd relacionada com a al-
teragao na inclinagao do perfil de temperatura base, sendo relevante so-
mente quando ko # 1. Neste caso, a diminuigao no valor de Ra, reduziu
a estabilidade do sistema dentro do conjunto de parametros avaliados.
Em relagao ao efeito termocapilar, mensurado através do nimero de
Marangoni, a influéncia da deformacgao da interface é mais complexa,
podendo mesmo haver um aumento na estabilidade com a redugao de
Ra, dentro de uma determinada faixa de valores. No entanto, conforme
a densidade das camadas torna-se muito préxima (Ra, — 0) diversos
modos altamente instaveis surgem, até o ponto onde, na auséncia de
forcas interfaciais, no limite onde py = 1 (Ra,) o sistema passa a ser
instavel unicamente pela acao da instabilidade de Rayleigh-Taylor, nao
sendo necessario a imposicao de um gradiente de temperatura ou a
presenca do escoamento cisalhante.

Conforme a diferenca entre as densidades nas camadas passa a
ser suficiente para estabilizar a interface, a resposta do sistema passa
a ser independente do valor de Ra,. Para todos os casos avaliados
nesta se¢ao pode-se considerar que para Ra, > 10° nenhuma alteragao
significativa foi observada.

4.5 CAMADAS COM PROPRIEDADES DISTINTAS: ESTABILIDADE
DE PARES DE FLUIDOS REAIS

Os resultados apresentados até o momento foram obtidos con-
siderando que as propriedades fisicas dos fluidos nas duas camadas
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s@o idénticas (com excecdo da variagao na condutividade térmica ava-
liada anteriormente), sendo a estabilidade governada por parametros
adimensionais que relacionam as diferentes forcas atuando no sistema.
Estes parametros adimensionais podem assumir uma grande faixa de
valores dependendo das caracteristicas geométricas e das condigoes de
contorno impostas, porém, pode-se restringir a faixa de valores ava-
liada de acordo com os fenémenos fisicos que se deseja considerar ou
desconsiderar. Em relacao as propriedades fisicas dos fluidos, entre-
tanto, nao existe um critério para selecao dos valores utilizados, sendo
que a principio a razao entre as propriedades fisicas nas duas camadas
pode assumir qualquer valor finito.

No entanto, a quantidade de pares de fluidos reais que satisfa-
zem condigoes necessarias para permitir um estudo experimental da
conveccao RBPE néo é grande o suficiente para justificar uma andlise
em um espectro continuo de valores para as razoes entre as proprieda-
des fisicas. Nesta se¢ao serao considerados alguns pares de fluidos reais
que satisfazem estas condigoes e que podem ser estudados experimen-
talmente de maneira relativamente simples.

4.5.1 Sistema 1: Oleo de Silicone/Glicerol

O primeiro caso avaliado consiste no sistema composto por 6leo
de silicone (Rhodorsil 47V500) sobre glicerol, sendo a convecgao natural
neste par de fluidos avaliada experimentalmente e numericamente por
Cardin, Nataf e Dewost (1991). Estes fluidos diferem consideravelmente
dos casos avaliados até o momento principalmente por possuirem um
elevado nimero de Prandtl. Na Tabela 5 sao apresentadas as razoes
entre as propriedades fisicas nas duas camadas, bem como os nimeros
adimensionais fixos para este caso. Todos estes valores sao fornecidos
por Cardin, Nataf e Dewost no trabalho anteriormente citado. Como o
6leo de silicone é menos denso que o glicerol, considera-se que o fluido
1 neste caso é o glicerol e o fluido 2 o 6leo de silicone.

Pelos valores apresentados na Tabela 5, pode-se observar que as
razoes entre as propriedades fisica nas duas camadas estdo dentro de
uma estreita faixa entre 0.5 e 2, portanto nao se distanciando demasia-
damente da unidade. De fato, ambos os fluidos sao liquidos com alto Pr
em condicGes ambientes, apresentando caracteristicas fisicas bastante
semelhantes.

Os valores apresentados na Tabela 5 para Ma, Sc e Ra, foram
avaliados com base nas condigoes dos experimentos realizados por Car-
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Tabela 5: Parametros adimensionais referentes ao sistema éleo de sili-
cone/glicerol.

Parametro Valor utilizado

Condutividade térmica (ko) 0.54
Densidade (po) 0.77
Difusividade térmica (ko) 1.27
Viscosidade cinematica (1) 0.67
Expansividade térmica (8p) 1.92
Numero de Marangoni (Ma) —40

Tensao interfacial adimensional (5) 5 x 10*
Nimero de Prandtl (Pr) 8400

Numero de Rayleigh
baseado na densidade (Ra,) 1.4 x 10°

din, Nataf e Dewost (1991), e serdo mantidos aqui por conveniéncia.
Desse modo, dos doze parametros que governam a estabilidade da con-
vecgdo RBPE nove sdo fixados, restando trés parametros que devem
ser avaliados, sendo eles a razdo entre as espessuras das camadas (dp -
funcao da geometria do sistema) e os nimeros de Rayleigh (Ra) e Rey-
nolds (Re), ambos fungdes das condigbes de contorno impostas, além é
claro dos ntiimeros de onda que governam as perturbagoes.

Inicialmente serd considerado que Re = 0. Na Figura 63 sao
mostradas as curvas de estabilidade para diferentes valores de dy < 1,
juntamente com a frequéncia de oscilagao para os casos onde o estado
oscilatério é observado.

De modo geral verifica-se um aumento no valor de Ra. conforme
a razao dg diminui, sendo isto consistente com os resultados obtidos an-
teriormente. Para valores de dg préximos a 1, as curvas de estabilidade
apresentam um comportamento semelhante as obtidas quando fluidos
idénticos sao utilizados, com a diferenca de que neste caso o movi-
mento convectivo surge para menores valores de Rayleigh. No entanto,
conforme o valor de dy é reduzido ocorre o surgimento de estados osci-
latérios, como pode ser visto para dy = 0.8 e dyg = 0.7. E interessante
observar que estes estados surgem para diferentes faixas do nimero de
onda dependendo do valor de dy, indicando uma relagao entre o com-
primento de onda da perturbacao e a espessura das camadas para que
o estado oscilatério ocorra. Conforme dy é reduzido ainda mais, a pre-
senca de estados oscilatérios nao é mais observada, como pode ser visto
na curva para dg = 0.6. Além disso, o valor de Ra. encontrado para
dy = 0.6 é levemente inferior ao encontrado para dyp = 0.7, indicando
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Figura 63: Curvas de estabilidade para o sistema 1 considerando dife-
rentes valores de dy < 1.

que a existéncia das regides oscilatorias estabilizam o estado base.

A presenca de estados oscilatorios para este sistema também é
reportada por Cardin, Nataf e Dewost (1991), como discutido na secao
de Anélise de Casos-Limite (Figuras 20 e 21), onde sao apresentadas as
curvas de estabilidade para dyg = 0.76. Assim como para 0s casos apre-
sentados por estes autores, os estados oscilatorios vistos na Figura 63
surgem como consequéncia de bifurcacées de Hopf para determinados
valores de a.

O surgimento de um estado oscilatério indica a existéncia de di-
ferentes formas de instabilidade com taxas de crescimento equivalentes,
sendo que a competicao entre estes modos faz com o sistema oscile entre
dois diferentes estados. Para avaliar as caracteristicas destes estados
pode-se analisar as autofuncoes associadas. Primeiramente, na Figura
64 sdo mostradas as autofungoes para valores de dy préximos a 1 onde
o estado oscilatério nao é observado.
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(a) Velocidade vertical (b) Temperatura

Figura 64: Autofungoes para dg = 1 e dy = 0.9, considerando Re = 0.

O comportamento das autofuncoes para dyp = 0.9 praticamente
nao ¢é alterado quando comparado com dg = 1, ficando claro que neste
caso ocorre um acoplamento semelhante ao acoplamento por arraste
discutido em sec¢oes anteriores, com a diferenca de que mesmo para
dy = 0.9 a circulagdo é mais intensa na camada superior. Este com-
portamento pode ser facilmente entendido considerando que a relagao
entre o niimero de Rayleigh neste caso é dada por Ra*(dg) = 4.179d§ (o
que implica em Ra*(0.9) & 2.75), ou seja, para valores de dy préximos
a 1 as forcas de empuxo atuam de forma mais significativa na camada
superior, fazendo com que a camada inferior desempenhe um papel
majoritariamente passivo. No entanto, fica claro que conforme o va-
lor de dy é reduzido, a razao Ra* diminui rapidamente e em algum
ponto as instabilidades nas duas camadas terao taxas de crescimento
semelhantes.

Na Figura 65 sdo mostradas as autofuncoes para os dois modos
mais instdveis para dg = 0.8 (Ra* = 1.71) avaliadas em a = 3. Repare
que para este numero de onda o sistema ainda apresenta dois modos
distintos. O primeiro modo é o mesmo observado para maiores valores
de dy, onde o movimento convectivo é significativamente mais intenso
na camada superior. O segundo modo, entretanto, é governado pela
recirculacdo na camada inferior, o que causa o arraste do fluido na
camada superior. O comportamento para estes modos estd em acordo
com o discutido anteriormente para camadas idénticas (ver Figura 35).

A competicao entre os modos governados pelas recirculacées em
cada uma das camadas origina o estado oscilatério. Na Figura 66 sao
mostradas diversas autofungoes avaliadas em diferentes instantes da os-
cilagao, onde pode-se claramente perceber que nos limites da oscilagao
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(a) Velocidade vertical (b) Temperatura

Figura 65: Autofungoes para os dois primeiros modos para dy = 8 e
a=3.

(t =0 et =T/2) as autofungoes representam estes dois modos. Ape-
sar de nestes limites as autofuncoes corresponderem ao acoplamento
por arraste, durante a oscilacdo o sistema passa por diferentes confi-
guragoes, podendo-se até mesmo observar a presenga do acoplamento
térmico para t = 37'/10.

t=3T/10
t=3T/8
t=T2

[ — t=3T/10 — t=0
— =T - - t=3T8 —— t=T8
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(a) Velocidade vertical (b) Temperatura

Figura 66: Autofungoes ao longo do estado oscilatério para dy = 8 e
a=2.

Finalmente, para valores de dy consideravelmente menores que
1 a presenca de estados oscilatérios deixa de ser observada, como por
exemplo para o ramo equivalente a dy = 0.6 apresentado na Figura 63.
Isto ocorre pois neste caso a razao Ra* é significativamente menor que
1, o que faz com que a atuacao das forgas de empuxo seja muito mais
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relevante na camada inferior. Por simplicidade as autofuncées para
este caso nao serao apresentadas, porém estas sao em esséncia muito
semelhantes ao segundo modo apresentado na Figura 65.

Para analisar o impacto do nimero de Reynolds nas curvas de
estabilidade seréd considerado o caso dy = 0.7. Esta razao entre as es-
pessuras é particularmente interessante pois corresponde a Ra* = 1.00,
ou seja, neste caso a influéncia das forcas de empuxo é praticamente
idéntica nas duas camadas. Na Figura 67 sao apresentadas curvas de
estabilidade para diferentes valores de Reynolds. Pode-se ver que os
valores de Re adotados sao consideravelmente inferiores aos utilizados
anteriormente, pois como comentado na Secao 4.2 a dependéncia de
Ra. com Re é proporcional ao nimero de Prandtl (ver Figura 26, por
exemplo), de modo que para este caso (Pr = 8400) pequenas variagoes
em Re afetam profundamente a estabilidade do sistema.

—4—— Re=1E-2 === Re=0
— ——— Re=5E-3 —e—— Re=5E4
—v— o (Re=0)

3000

2500 -
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Figura 67: Curvas de estabilidade (sistema 1) para diferentes valores
de Re e dy =0.7.

O primeiro aspecto a ser observado neste caso sdo as instabili-
dades induzidas por perturbacoes tangenciais, j4 que existe uma es-
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tratificacdo na viscosidade dos fluidos (m # 1). No anteriormente
comentado trabalho de Yih (1967), o autor mostra que quando ha es-
tratificacao da viscosidade, o sistema pode ser instavel a perturbacoes
tangenciais para qualquer valor de Re > 0, desde que as razoes en-
tre as viscosidades e as espessuras das duas camadas estejam dentro
de certa faixa de valores. Para o sistema glicerol/dleo de silicone néo
observou-se a existéncia destes modos instaveis, porém, deve-se consi-
derar que estes modos surgem para comprimentos de onda muito altos
e as autofungoes associadas sao muito distintas das originadas pela ins-
tabilidade devido a agao do empuxo ou do efeito termocapilar. Em
todo caso, pode-se esperar um pequena influéncia destes modos tan-
genciais sobre os modos associados a instabilidade causada pelas forcas
de empuxo ou termocapilares analisados até o momento.

Como visto na Figura 67, a presenga de um estado oscilatoério s6
é observada para Re = 0. Para Re = 5 x 1074 a curva de estabilidade
praticamente coincide com o primeiro modo para Re = 0, com excegao
da parte onde ocorre o estado oscilatério. Isto faz com que o valor de
Ra, seja levemente inferior para Re = 5 x 1074, Para maiores valo-
res de Re, no entanto, ocorre uma estabilizacao do sistema, de forma
semelhante ao observado quando camadas idénticas sao consideradas.

A influéncia do ntimero de Reynolds nas autofungoes, porém, é
mais evidente para este caso do que para os avaliados anteriormente. Na
Figura 68 sdo apresentadas primeiramente as autofungdes para Re = 0
avaliadas préximas ao ponto critico, sendo este ponto correspondente
a um estado oscilatério. Assim como para dy = 0.8, o sistema oscila
entre estados governados pela instabilidade em cada uma das camadas,
podendo também neste caso ser observado um instante onde ocorre o
acoplamento térmico entre as camadas (¢t = 37'/10).

As autofuncgoes para valores de Re > 0 sdo apresentadas na Fi-
gura 69, sendo estas avaliadas préximas ao ponto critico para cada valor
de Re. Para Re = 5 x 10~% o acoplamento térmico surge como modo
mais instavel. Como visto anteriormente, a razao entre os niimeros de
Rayleigh nas duas camadas é muito préxima a 1. Além disso, assim
como realizado para o numero de Rayleigh, pode-se definir uma razao
entre os nimeros de Reynolds avaliados nas duas camadas:

_ Rex _doni _ do
N Re_dll/g_l/o

Re* (4.3)
Para o sistema 1, esta razao avaliada para dg = 0.7 é de Re* ~ 1.07,
ou seja, a influéncia das forgas de cisalhamento é semelhante nas duas
camadas. Esta similaridade torna possivel o surgimento simultaneo da
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(a) Velocidade vertical (b) Temperatura

Figura 68: Autofungoes para dy = 0.7 em diversas etapas do estado
oscilatério.

instabilidade, originando o acoplamento térmico.

(a) Velocidade vertical (b) Temperatura

Figura 69: Autofuncoes para dy = 0.7 e diferentes valores de Re.

Conforme o valor de Re aumenta as autofuncoes passam a apre-
sentar o formato caracteristico do acoplamento viscoso, sendo as curvas
para Re =5 x 1073 e Re = 1 x 1072 praticamente coincidentes, espe-
cialmente para a velocidade. Apesar de o valor maximo para ¢ ocorrer
na camada superior, a area abaixo das curvas paray < 0 ey > 0
é equivalente podendo-se dizer que a intensidade das recirculagoes é
semelhante nas duas camadas.

Em comparacao com os resultados apresentados anteriormente
para um sistema com camadas compostas por fluidos idénticos, o sis-
tema OGleo de silicone/glicerol exibe um comportamento distinto so-
mente proximo a regiao onde ocorre a formacao de um estado osci-
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latoério, onde pode ser percebida uma pequena estabilizagao devido ao
aumento no nimero de Reynolds ou mesmo na razao entre as espessu-
ras das camadas, dependendo dos valores para os demais parametros.
Entretanto, de forma geral os resultados sao qualitativamente simila-
res aos discutidos nas outras segoes, com o formato das autofungoes e
as caracteristicas de estabilidade dependentes principalmente da razao
entre os nimeros de Rayleigh avaliados nas duas camadas.

4.5.2 Sistema 2: Ciclohexano/Agua

O segundo caso a ser considerado é o sistema de fluidos composto
por ciclohexano sobre dgua. A principal motivacao para a escolha deste
par de fluidos estd relacionada com a elevada razao entre os nimeros de
Rayleigh avaliados nas duas camadas que é obtida quando camadas com
espessuras semelhantes sao consideradas. Como visto anteriormente, a
razao Ra* é um dos principais fatores que determinam a forma como
o acoplamento entre as camadas ocorre. Na Tabela 6 sao mostradas as
razoes entre as propriedades fisicas dos fluidos bem como os nimeros
adimensionais adotados como constantes. Neste caso, o ciclohexano é
o fluido menos denso, portanto os dados correspondem a razao entre as
propriedades do ciclohexano (fluido 2) em relagao as propriedades da
dgua (fluido 1).

Tabela 6: Parametros adimensionais referentes ao sistema ciclohe-
xano/agua.

Parametro Valor utilizado

Condutividade térmica (ko) 0.2097
Densidade (pg) 0.7801
Difusividade térmica (xg) 0.6361
Viscosidade cinemética (vg) 1.221
Expansividade térmica (o) 5.862
Nimero de Marangoni (Ma) 4.96

Tensao interfacial adimensional (S) 9.24 x 10°
Numero de Prandtl (Pr) 7.001

Numero de Rayleigh
baseado na densidade (Ra,) 2.394 x 108

As propriedades fisicas dos fluidos puros foram avaliadas a 20°C,
sendo os valores extraidos da biblioteca do software Engineering Equa-
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tion Solver (F-CHART SOFWARE, 2003). Os dados relacionados a tenséo
interfacial entre as fases (valor a 20°C' e dependéncia com a tempera-
tura) utilizados para o cédlculo do nimeros de Marangoni da tensao
interfacial adimensional foram retirados de Alpbaz, Bilgesu e Tutkun
(1988). Estes numeros adimensionais, assim como o ntmero de Ray-
leigh baseado na densidade, dependem também da espessura absoluta
da camada inferior. Para determinar os valores apresentados na Tabela
6, considerou-se um sistema com uma altura total de 5 cm, sendo esta
uma dimensao tipica utilizada em ensaios experimentais. No entanto
cabe destacar que os valores de Ra, e Sc sao grandes o suficiente para
que os efeitos relacionados a deformacao da interface possam ser des-
considerados e que os resultados obtidos para Ma = 4.96 nao diferem
significativamente dos obtidos para Ma = 0.

Com base nos valores apresentados na Tabela 6 é possivel de-
terminar que a razao entre o numero de Rayleigh avaliado na camada
superior em relagio ao valor na camada inferior é Ra* = 35.92dg, ou
seja, a acao das forcas de empuxo é muito mais significativa na camada
superior. Assim, para valores de dy proximos & unidade espera-se que
a instabilidade surja inicialmente nesta camada. Como o ntmero de
Rayleigh é definido com base na camada inferior, os valores de Ra,.
neste caso sao bastante inferiores aos obtidos anteriormente, conforme
pode ser observado na Figura 70(a) onde sdo mostradas as curvas de
estabilidade para o sistema 2 considerando Re = 0 e valores de dy > 0.6.
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(a) Curvas de estabilidade baseadas na (b) Curvas de estabilidade baseadas na
camada inferior camada superior

Figura 70: Curvas de estabilidade para Re = 0 e diferentes valores de
dp.

Apesar de os valores absolutos serem menores, a resposta do
sistema a redugao no valor de dy é semelhante ao observado anteri-
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ormente, ou seja, ocorre um aumento no valor de Ra. conforme dgy
diminui. Considerando que adotou-se a camada inferior como base, a
reducao em dy pode ser vista como uma diminui¢ao na espessura da ca-
mada superior mantendo-se a espessura da camada inferior constante.
Como para este sistema de fluidos a instabilidade surge primeiramente
na camada superior (para os valores de dg considerados na Figura 70), o
significativo aumento no valor de Ra. observado ja era esperado, sendo
esta uma condicao necessiria para que o numero de Rayleigh avali-
ado na camada superior atinja o valor minimo para que a instabilidade
ocorra. Isto pode ser visto na Figura 70(b), onde sdo apresentadas as
curvas de estabilidade em fung¢ao do nimero de Rayleigh corrigido pela
razao Ra*. Apesar de haver um deslocamento das curvas em relacao
ao numero de onda da perturbagao, o valor de Rayleigh critico perma-
nece praticamente constante para todos os valores de dy, indicando que
de fato a influéncia da camada inferior no inicio da instabilidade neste
caso é muito pequena. Para dy = 0.6 ocorre o surgimento de um estado
oscilatério para a = 1, sendo que mais detalhes sobre este fenéomeno
serao discutidos posteriormente.

O surgimento da instabilidade na camada superior reflete também
no formato das autofungoes obtidas, sendo estas apresentadas para di-
versos valores de dg na Figura 71. Para todas as razoes entre as espes-
suras, a camada inferior desempenha um papel passivo em relagao a
perturbacao nos campos de velocidade e temperatura. O acoplamento
por arraste fica evidente analisando-se as curvas para a velocidade ver-
tical (Figura 71(a)), sendo a perturbacdo na camada inferior provocada
pelo arraste induzido pela circulagao na camada superior. O valor de
Ra, neste caso é grande o suficiente para impedir a deformagao da in-
terface, de modo que para todos os valores de dy a condicdo de ¢(0) =0
pode se assumida.

Curvas de estabilidade para diferentes valores de Reynolds séo
apresentadas na Figura 72 para dy = 0.7. As autofungbes inseridas
na figura correspondem a velocidade vertical nos valores de niimero de
onda indicados.

Também neste caso a influéncia do nimero de Reynolds é simi-
lar ao observado quando fluidos idénticos sdo considerados, ou seja, o
aumento em Re estabiliza o sistema dentro de toda a faixa de nimeros
de onda considerada. O formato das autofungoes também nao é signifi-
cativamente alterado pelo aumento em Re, sendo a recirculagao na ca-
mada superior visivelmente mais intensa em todos os casos. Diferencas
mais perceptiveis podem ser observadas para Re = 7.5, onde auto-
fungoes avaliadas em diferentes valores de « sdo apresentadas. Para
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(a) Velocidade vertical (b) Temperature

Figura 71: Autofuncoes para Re = 0 e diferentes valores de dj.
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Figura 72: Curvas de estabilidade (sistema 2) para diferentes valores
de Re e dy =0.7.

a = 1.5 observa-se um aumento relativo na recirculagdo na camada
inferior em comparacao com a autofuncao para a = 4.5, sugerindo que

perturbacées com grande comprimento de onda mais facilmente indu-
zem a recirculagao na camada inferior.
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Como comentado anteriormente, para Re = 0 e dy = 0.6 observou-
se o surgimento de um estado oscilatério para perturbagoes com niimero
de onda préximos a 1. Na Figura 73 as curvas de estabilidade préxima
a este ponto sao apresentadas com mais detalhes, bem como as curvas
referentes a dy = 0.55, onde o surgimento do estado oscilatério também
é observado.

4000 1 20
g d,=0.6
- —v— (d,=0.6)
3000 A ———— d,=06(E0) [ 15
N —— d,=0.55
o \\ — e ®(d,=055)
@ 2000 - N d,=0.55(E0) [ 10 3
1000 A 5
[
Y
0 0

Figura 73: Curvas de estabilidade para ntimeros de onda proximos a
bifurcagdo de Hopf (EO = estado oscilatério).

A redug@o no valor de dy de 0.6 para 0.55 faz com que o estado
oscilatorio ocorra para perturbacdes com ntimeros de onda conside-
ravelmente maiores, indicando que a redugao na espessura da camada
superior (ou ainda, a redugao no valor de Ra*) faz com que os modos as-
sociados ao estado oscilatorio sejam obtidos em funcao de perturbagoes
com menor comprimento de onda. O estado oscilatério se estende para
uma grande faixa de valores de o < 1, porém como o niimero de Ray-
leigh rapidamente aumenta conforme oz — 0 os resultados para menores
numeros de onda nao sao apresentados na figura. Em ambos os casos o
estado oscilatério surge devido a uma bifurcacao de Hopf, semelhante
ao apresentado na Figura 52

Para os dois valores de dy considerados, as curvas relacionadas
com o modo menos instdvel (segundo modo) praticamente coincidem
na regiao onde nao ocorre o estado oscilatorio, sugerindo que este modo



154

estd associado a instabilidade na camada inferior, sendo que o valor de
Ra avaliado unicamente nesta camada nao é alterado pela variagao em
dy. Isto pode ser confirmando analisando-se as autofungoes referentes
aos dois modos, conforme apresentado na Figura 74.

g f==
do = 0.6 (1° modo) /i i
—— o = 0.6 (1° modo \ A P do=06(1°modo) | Y /i
05 do=06(2°modo) |\ /i 05 =06 modo) | \ Vi
—— dp=0.55 (1° modo) \\_< 4 — _ __ dy=055(1°modo) A\ //
P do = 0.55 (2° modo) N A N — do = 0.55 (2° modo) \\( 4
10 08 06 04 -02 00 02 04 06 10 08 06 04 02 00 02 04 06
y y
(a) Velocidade vertical (b) Temperatura

Figura 74: Autofuncgoes associadas ao primeiro e ao segundo modo para
a=25eRe=0.

Conforme esperado, as autofuncoes para o segundo modo sao
muito semelhantes para ambos os valores de dy, com a recirculagao
na camada inferior sendo muito mais intensa e a camada superior de-
sempenhando um papel passivo, apesar da significativa diferenca no
nimero de Rayleigh. Mesmo em relagao ao primeiro modo, a recir-
culacao na camada inferior é mais significativa do que nas autofungoes
apresentadas anteriormente para perturbagoes com maior nimero de
onda.

As similaridades apresentadas por estes dois modos convectivos
governados pela instabilidade em cada uma das camadas levam even-
tualmente ao estado oscilatério devido a bifurcagao de Hopf, onde o
sistema oscila entre estes dois modos. As autofungoes para dy = 0.6 e
« = 1 avaliadas em diferentes instantes da oscilagao sao apresentadas
na Figura 75.

Durante todo o intervalo de oscilagao as autofuncoes apresen-
tam um comportamento similar. Nos instantes iniciais, a intensidade
da recirculagao é levemente maior na camada superior, sendo o oposto
observado para os instantes préximos a ¢ = T7'/2. No entanto, durante
todo o ciclo a intensidade da recirculagao é equivalente nas duas cama-
das. Em relacao a temperatura, apesar de o desvio em comparagao com
estado base ser maior na camada superior, o mesmo comportamento é
observado durante todo o intervalo de oscilagao.
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———— =T
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(a) Velocidade vertical (b) Temperatura

Figura 75: Autofungdes associadas ao estado oscilatério para a = 1,
Re=0edy=0.6

Assim como verificado para o sistema 6leo de silicone/glicerol,
os resultados para o sistema ciclohexano/dgua sdo muito semelhantes
aos obtidos quando fluidos idénticos sdo considerados, com excegao da
regiao onde ocorre o surgimento de um estado oscilatorio. Além disso,
as principais diferencas entre os resultados podem ser explicadas através
de um tnico parametro: a razao entre os numeros de Rayleigh avali-
ados nas duas camadas (Ra*). Isto mostra que muito dos resultados
apresentados anteriormente para camadas idénticas, especialmente em
relacao a dependéncia com o ntimero de Reynolds, podem ser aplica-
dos para pares de fluidos reais, principalmente préximos ao ntimero de
onda critico e quando Ra* diferencia significativamente de 1.
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5 SIMULACAO NUMERICA DIRETA

“When you follow two separate chains of thought, Watson, you will find some point
of intersection which should approzimate the truth.”
— Sherlock Holmes, The disappearance of Lady Francis Carfax

Sir Arthur Conan Doyle

A analise linear empregada neste trabalho é capaz de prover
importantes informagoes sobre a estabilidade do sistema, principal-
mente em relagado & resposta em funcao da variacao em determinados
parametros. No entanto, sabe-se que a aplicagao desta metodologia é
limitada, especialmente por considerar somente pertubagcoes infinitesi-
mais e desconsiderar os termos nao-lineares. No presente capitulo serao
comparados os resultados obtidos através da analise de estabilidade li-
near com resultados obtidos através da simulagao numérica direta das
equagoes governantes da conveccao de Rayleigh-Bénard-Poiseuille es-
tratificada.

Apesar de os resultados obtidos com a simulagao numérica di-
reta serem em geral mais precisos, devido ao elevado gasto computa-
cional envolvido a sua aplicagao fica restrita a uma pequena faixa de
parametros. Por isso, os resultados previamente apresentados serao uti-
lizados para auxiliar na determinagao dos valores para os parametros
empregados na simulagdo numérica direta. Como o objetivo deste tra-
balho é avaliar a estabilidade do sistema, os parametros serao escolhidos
de modo a estarem préximos das regioes onde ocorre uma mudanga na
estabilidade do sistema. A seguir sdo apresentados detalhes sobre a
formulacao e a resolucao das equagdes governantes através do uso de
técnicas de fluidodindmica computacional (CFD).

5.1 METODOLOGIA NUMERICA

A simulagao numérica direta da convecgao de Rayleigh-Bénard-
Poiseuille estratificada foi realizada considerando uma estrutura plana
bidimensional composta por duas camadas. Um esquema da geometria
empregada pode ser visto na Figura 76. Nos resultados apresentados a
seguir considerou-se na maioria dos casos que L = 10h = 10(hy + h2),
sendo a geometria representada na figura correspondente ao caso dy =
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ha/h1 = 1. Conforme serd discutido adiante, alguns casos exigem o uso
de uma malha com maior razao de aspecto.

Te
: camada 2 :,) ha
- -
- -
Yo — camada 1 = |
T—» Th
X ! |
I {
L

Figura 76: Geometria bidimensional empregada para simulagao
numérica direta.

As equagbes governantes consideradas nesta etapa sdo as mesmas
apresentadas anteriormente, sendo elas as equagoes de Navier-Stokes
para a conservagao da quantidade de movimento (Eq. 3.2), a equagao
da conservagao da energia (Eq. 3.3) e a equagdo para a conservagao da
massa total do sistema (Eq. 3.1), considerando novamente escoamento
incompressivel e fluidos Newtonianos. Cabe ressaltar que para deter-
minar o termo associado ao empuxo, a hipétese de Boussinesq também
sera utilizada na simulacao direta. Conforme sera discutido com mais
detalhes adiante, para a modelagem da interface utilizou-se o método
do volume de fluido (VOF), sendo que o emprego deste método permite
o uso de um tnico campo de velocidades e temperatura compartilhado
pelas duas fases, por isso ndo hé necessidade de especificar equacoes
distintas para cada uma as fases.

O emprego do método VOF também elimina a necessidade de
prescrever condigoes de contorno para a interface, pois esta surge na-
turalmente no limite entre as duas fases, com a sua posi¢ao e formato
determinados como fungao do campo de velocidades. As condicoes
de contorno impostas nas paredes superior e inferior sao as mesmas
empregadas anteriormente, ou seja, condigoes de nao-deslizamento e
nao-penetragao para a velocidade e de temperatura fixa para a con-
servacao da energia. Para valores de Re > 0, o escoamento base foi
utilizado como condicao de contorno em z = 0 e na saida do sistema
(x = L) condicoes padrao de saida (d/dz = 0) foram empregadas. Para
a andlise da convecgao de Rayleigh-Bénard (Re = 0), onde nao existe
uma entrada e saida continua de fluidos, utilizou-se condig¢oes de sime-
tria em x = 0 e x = L, representando assim um sistema nao-delimitado
na dire¢ao x. Para todos os casos avaliados, considerou-se que o sis-
tema permanece no regime laminar e que o escoamento é incompressivel
durante todo o intervalo de tempo simulado.
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O software ANSYS Fluent foi utilizado para a discretizagao e re-
solucao das equacgbes governantes. Neste software, as equacoes diferen-
ciais sao discretizadas através do método de volumes finitos podendo-se
optar pelos esquemas de interpolagao mais adequados para cada caso.
No presente trabalho, para resolver o acoplamento pressao-velocidade
empregou-se o esquema PISO (Pressure-Implicit with Splitting of Ope-
rators). Este esquema permite maiores valores para os fatores de sobre-
relaxacdo em comparagao com os esquemas SIMPLE e SIMPLEC, agi-
lizando o processo de solugao sem perda de estabilidade. Como fungao
de interpolacao para as equacgoes de conservagao, utilizou-se o esquema
QUICK, sendo este uma média ponderada entre as formulacoes de di-
ferengas centrais e upwind de segunda ordem. O termo transiente foi
discretizado com um método implicito de primeira ordem. Para acele-
rar a convergéncia da solugdo um método multigrid algébrico foi apli-
cado, sendo o ciclo-F com um critério de terminacdo de 10~2 utilizado
para todas as varidveis. Fatores de sobre-relaxacao adequados foram
definidos para todas as varidveis de modo a manter a solucdo estével.
Considerou-se a solugdo convergida quando o erro associado a cada
varidvel foi menor que 10~% para cada passo de tempo.

Os valores empregados para o passo de tempo foram determina-
dos com base no nimero de Courant, sendo um valor de Co = 1 definido
como maximo. Por representar um problema envolvendo diferentes for-
mas de transporte, as escalas de tempo associadas aos diversos estégios
da solugao podem variar significativamente. Por exemplo, quando o
processo de convecgao inicia em um sistema onde somente a condugao
estava presente, ocorre uma grande redugao na escala de tempo as-
sociada ao sistema, sendo necessario o uso de passos de tempo muito
menores para captar todas as informagoes necessarias. Por isso, limites
adequados para os passos de tempo fisicos também foram especificados,
evitando assim uma reduc¢ao ou um aumento muito acentuado no passo
de tempo empregado.

A malha numérica foi construida com base na geometria apre-
sentada na Figura 76. Por representar uma geometria bastante simples,
utilizou-se uma malha estruturada com elementos nao-uniformes, ha-
vendo uma maior concentracao de elementos proximo & interface e as
paredes, onde espera-se um maior gradiente nas varidveis do problema.
Este tipo de malha usualmente requer um menor gasto computacional
para armazenar as variaveis e também necessita de um menor nimero
de iteragoes para atingir a convergéncia desejada em comparagao com
malhas nao-estruturadas. Diferentes tamanhos de malha foram testa-
dos e determinou-se que uma malha com 140 elementos na direcao y
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(70 em cada camada para dy = 1) e 700 elementos na dire¢ao = (to-
talizando 98.000 elementos) é suficiente para obter-se a convergéncia
desejada. Para malhas onde L > 10h a mesma proporc¢ao de elementos
é mantida.

Apesar de o problema ser resolvido em uma geometria simples
e em uma malha estruturada, a presenca da interface entre as duas
fases torna a andlise numérica da convecgdo RBPE bastante complexa,
especialmente quando a deformacao da interface é permitida. Para
obter de forma precisa a posigao da interface em funcao das demais
variaveis serd empregado o método do volume de fluido, sendo este um
método amplamente utilizado na modelagem de sistemas multifasicos
onde o formato da interface deve ser obtido como parte da solucédo.
A seguir serao apresentados alguns detalhes relacionados ao uso deste
método, bem como as equagoes utilizadas para determinar a posicao
da interface.

5.1.1 Método do Volume de Fluido

O método do volume de fluido é empregado para modelar o com-
portamento de dois ou mais fluidos imisciveis através da resolucao de
um unico conjunto de equagoes governantes. Neste método, a fracao vo-
lumétrica de cada fase i (a;) é calculada para cada elemento da malha,
e com base nisso a posi¢ao da interface pode ser determinada. Com
isso pode-se definir diferentes situagoes para a fracdo volumétrica da
fase i:

0 (elemento nao contém a fase 7))
a;(x,y,t) = < 1 (elemento completo com a fase 4) (5.1)

0 < a; < 1 (mais de uma fase presente)

As propriedades fisicas médias em cada volume de controle sao
computadas como uma média ponderada das propriedades de cada fase.
Desse modo, uma propriedade média qualquer f é avaliada como:

Para determinar as fragoes volumétricas de cada fase ao longo
do dominio, uma equagao de conservagao adicional é empregada. Con-
siderando que nao ocorra nenhuma forma de transferéncia de massa
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entre as duas fases, esta equacao pode ser expressa para a fase i como:

Oa;p;
ot

Como o sistema avaliado neste trabalho possui somente duas
fases, a equacao acima precisa ser resolvida somente para uma fase,
visto que a condi¢do Y a; = 1 pode ser aplicada para determinar a
fracao da outra fase.

Nos volumes de controle onde 0 < a; < 1 a posi¢ao da interface
entre as fases é determinada através de um esquema de reconstrugao
geométrica, onde a interface é representada por segoes lineares em cada
volume de controle. A aplicacao deste método consiste em uma série
de etapas onde a posicao da interface é atualizada com base na fracao
volumétrica de cada fase no interior do volume e nos fluxos de massa
através das fronteiras do elemento. Este procedimento permite deter-
minar a posicdo da interface ao longo do dominio para cada instante
de tempo. Na Figura 77 pode ser vista uma representagao de uma
interface utilizando o esquema de reconstrugao geométrica.

.
L
/ £
4 A
(a) Interface real (b) Interface represen-

tada

Figura 77: Representagao da interface utilizando o esquema de recons-
trucao geomeétrica.

Como comentando anteriormente, somente um conjunto de e-
quagoes governantes é resolvido, de modo que o campo de temperatura
também é compartilhado pelas fases. Neste caso, a temperatura em
cada elemento é relacionada com a temperatura de cada fase através
de uma média ponderada com a massa de cada fase:

T > aipiT;

Zi Q; Pq (5.4)
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Quando a presenca da tensdo interfacial é considerada, um termo
fonte adicional na equacao de conservagao de quantidade de movimento
precisa ser avaliado. Para o caso onde somente duas fases estdo presen-
tes (i = 1,2), este termo pode ser expresso como:

ki Vai

Sy=y———
M 05001 + p2)

(5.5)

onde k; representa a curvatura da interface, podendo ser relacionada
com o vetor normal a interface como:

k;,=V-n (5.6)
sendo que:
Vai
= 5.7
Considerando que para o escoamento de somente duas fases k; =
—ks e Va; = —Vas as equagoes acima podem ser aplicadas para

qualquer uma das fases, permitindo a determinagao da curvatura lo-
cal da interface ao longo de todo o dominio. Mais detalhes sobre
as equagoes apresentadas anteriormente, bem como sobre as carac-
teristicas do método do volume de fluido, podem ser encontrados na
documentagao do software empregado (ANSYS, 2011).

5.1.2 Propriedades Fisicas dos Fluidos

As razoes entre as propriedades fisicas dos fluidos nas duas cama-
das sao importantes parametros governantes para a conveccao RPBE,
definindo diversas caracteristicas do sistema. Conforme discutido no fi-
nal do capitulo anterior, o impacto da diferenca nas propriedades fisicas
dos fluidos esté relacionado principalmente com a alteragao no nimero
de Rayleigh associado a cada uma das camadas, o que pode levar a di-
ferentes formas de acoplamento. Além disso, a deformacao da interface
também esta diretamente relacionada com a diferenga nas propriedades
fisicas das camadas, especialmente a densidade.

Para a simulagao numérica direta é necessario especificar os valo-
res de cada uma das propriedades fisicas de ambos os fluidos. Por sim-
plicidade, optou-se por considerar camadas aproximadamente idénticas
e avaliar a influéncia de Ra* através da variagdo na espessura das ca-
madas. O emprego de fluidos exatamente iguais nao é possivel pois
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neste caso pequenas perturbacgoes da interface levam a instabilidade
pelos modos de Rayleigh-Taylor. Por isso, definiu-se o valor de py de
modo que a condi¢do Ra, > 10° seja vélida para dy = 1 (para me-
nores valores de dy este pardmetro é ainda maior), sendo este valor
limite obtido anteriormente para que a deformagao da interface possa
ser negligenciada.

Nos resultados apresentados a seguir o efeito Marangoni nao foi
considerado, pois o tempo de processamento necesséario para que o soft-
ware empregado computasse as caracteristicas associada a este efeito
mostrou-se muito alto. Desse modo, a condi¢ao dv/dT = 0 é imposta.
As demais propriedades foram determinadas de modo que Ra* = 1
para dg = 1 e Pr = 1, além de garantir que a diferenca de temperatura
entre a interface e as paredes seja suficientemente grande para que os
erros numéricos possam ser desprezados na determinagao do niimero de
Rayleigh. Com os valores empregados, esta diferenca permaneceu no
intervalo de 10° - 102 para todos os casos avaliados. Os valores finais
para as razoes entre as propriedades fisicas (camada superior/camada
inferior), bem como os niimeros adimensionais relevantes (considerando
dp = 1), sdo apresentados na Tabela 7.

Tabela 7: Parametros adimensionais empregados para simulagao
numérica direta.

Parametro Valor utilizado
Condutividade térmica (ko) 1
Densidade (pog) 0.98
Difusividade térmica (xg) 1.0241
Viscosidade cinematica (1) 1.0204
Expansividade térmica (o) 1.04123
Nuimero de Marangoni (Ma) 0
Tenséao interfacial adimensional (.5) 0
Nimero de Prandtl (Pr) 1
Nuimero de Rayleigh
baseado na densidade (Ra,) 1x10°

5.2 COMPARACAO COM ANALISE DE ESTABILIDADE LINEAR

Como comentado anteriormente, a simulagdo numérica direta
permite avaliar caracteristicas do escoamento que foram negligenciadas
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na andlise de estabilidade linear, principalmente em funcao dos ter-
mos nao-lineares presentes. No entanto, a andlise da estabilidade do
sistema empregado as técnicas de simulagao direta é bastante restrita,
mesmo considerando o maior nivel de detalhes avaliados. Os resultados
apresentados no capitulo anterior representam a resposta do sistema a
uma perturbagao com um determinado nimero de onda « definido.
Na simulagao numérica direta as perturbacgdes nao sao incorporadas
diretamente nas equagoes governantes e portanto os resultados obtidos
com a metodologia descrita anteriormente nao representam a resposta
a perturbagao de um estado base.

Como esperado, isto gera alguns desvios nos valores criticos obti-
dos com a simulagao direta, podendo este variar em fun¢ao da condicao
inicial imposta, por exemplo. Assim como ocorre em condigoes experi-
mentais, na simulagao direta o estado inicial sofre perturbacoes devido a
pequenas variagoes nos campos de velocidade e temperatura, ou mesmo
devido a flutuagoes numeéricas durante a convergéncia da solucao. Por
isso, durante a realizacao de ensaios experimentais costuma-se adicio-
nar uma fonte externa de perturbacao, como por exemplo a vibracao
de uma das paredes. Nos experimentos realizados por Cardin , Nataf e
Dewost (1991), os autores posicionaram dois cilindros metalicos no in-
terior da camada inferior, sendo a rotagao destes cilindros responsavel
por induzir o movimento convectivo.

Apesar das diferentes abordagens empregadas pelas duas meto-
dologias de anélise, como sera visto adiante os limites de estabilidade
obtidos nos dois casos sao proximos, especialmente quando nao ocorre o
deslocamento das células convectivas pelo escoamento paralelo (ou seja,
para Re = 0). A seguir serd apresentada uma comparagio entre os re-
sultados obtidos com os dois métodos, primeiramente para a convec¢ao
de Rayleigh-Bénard considerando diferentes razbes entre as espessuras
das camadas e posteriormente para a conveccao de Rayleigh-Bénard-
Poiseuille para camadas com a mesma espessura.

5.2.1 Razao entre Espessura das Camadas

O primeiro caso avaliado serd a convecgao de Rayleigh-Bénard
em duas camadas. Como comentado anteriormente, as propriedades
fisicas dos fluidos foram escolhidas de modo que Ra* =1 para dy = 1.
Desse modo, a reducao em dy implica em uma redugao proporcional
em Ra*, lembrando que a dependéncia entre os dois parametros é da
forma Ra* = Ra*(dg). Para todos os resultados apresentados nesta
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secdo, considerou-se como condigao inicial o estado base definido an-
teriormente. Como neste caso Re = 0, o estado base corresponde a
u = v = 0 e ao perfil de temperatura linear unicamente devido a
conducao.

Na Figura 78 é apresentada a curva de Ra. em funcao de dy
obtida através da andlise de estabilidade linear para o sistema composto
pelos fluidos descritos na Tabela 7. Além disso, pontos referentes a
simulagoes diretas para diversos valores de dy também sao apresentados
na Figura 78, sendo classificados em estaveis e instaveis de acordo com
a presenca ou nao de movimento convectivo.

2400

Andlise Linear A
2200 11 o  Estavel
2000 - A |nstavel R

Figura 78: Comparacao entre resultados obtidos com simulagao
numérica direta (pontos) e com andlise de estabilidade linear (curva).

Em relagao a andlise linear, o critério de estabilidade é bem defi-
nido em funcao dos autovalores associados, isto é, o sistema sera instével
assim que algum dos autovalores possuir sua parte imaginaria maior
que zero. No entanto, ndo pode-se especificar um limite de estabili-
dade para as simulagoes numéricas diretas tao preciso, pois as solugoes
obtidas para as equacOes governantes sao solugoes aproxrimadas. Na
maioria dos casos o desvio em relagao a solucao exata gerado por estas
aproximacgoes nao é significativo, em especial quando o sistema estéd
distante do ponto critico. Neste ponto, quando o movimento convec-
tivo inicia, espera-se que as variagoes das componentes da velocidade
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e da temperatura em relacao ao estado base nao possuam uma grande
magnitude, podendo isto gerar uma situagao onde os erros numeéricos,
inerentes a solugao das equagoes diferenciais por meios discretos, influ-
enciem o limite de estabilidade determinado pela simulagao numeérica
direta. Nos pontos apresentados na Figura 78, considerou-se que o sis-
tema passa a ser instavel quando ocorre um aumento mensuravel no
coeficiente de troca térmica em relacao ao valor obtido para o estado
base. Mais detalhes sobre a escolha deste critério serao discutidos nas
préximas segoes.

Apesar de a determinagao da posicao exata do ponto critico nao
ser facilmente obtida, os resultados da simulagao numérica direta estao
em excelente acordo com o limite de estabilidade definido pela andlise
linear, havendo somente um ponto (para dy = 0.2) onde um sistema
estavel foi encontrado na regido instavel definida pela estabilidade li-
near. Este desvio estd possivelmente relacionado a dificuldade em de-
terminar o movimento convectivo préximo ao ponto critico, como co-
mentado anteriormente.

O nimero de Rayleigh é definido com base na diferenga de tem-
peratura entre a interface e a parede inferior, no entanto, as condicoes
de contorno utilizadas na simulagao direta impoem somente as tem-
peraturas nas paredes inferior e superior, sendo a temperatura na in-
terface obtida como parte da solugao. Isto explica o aparente carater
aleatério dos pontos apresentados na Figura 78, visto que o ntimero
de Rayleigh ndo pode ser previamente definido com exatidao. Quando
a transferéncia de calor ocorre somente por condugao, a temperatura
ao longo da interface (ou de qualquer outra linha horizontal) é cons-
tante. Porém, a presenca do movimento convectivo altera o perfil de
temperatura linear e variacGes na temperatura ao longo da interface
surgem, gerando consequentemente variacoes no numero de Rayleigh
ao longo do eixo x. Os pontos apresentados na Figura 78 foram de-
terminados com base no valor minimo da temperatura na interface, ou
seja, correspondem ao maior valor de Ra ao longo do eixo x. Este pro-
cedimento serd adotado ao longo de todo o presente trabalho, sempre
que necessario.

A possibilidade de obter a distribui¢ao bidimensional dos campos
de velocidade e temperatura é uma importante vantagem da simulagao
numérica direta, pois nao hd uma restrigao em termos de modos nor-
mais conforme imposto para a andlise linear. Os aspectos referentes
ao perfil bidimensional das varidveis serdo discutidos com mais deta-
lhes na préxima secao, porém, para auxiliar na comparacao dos perfis
obtidos na simulacao direta com as autofungoes obtidas na analise li-
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near, na Figura 79 sao apresentados exemplos tipicos de distribuicao
das varidveis de interesse para um sistema instdvel (com convecgao
presente) considerando Ra = 1516 e Re = 0. Os resultados sao apre-
sentados em fungao de uma escala de cinza genérica, onde as regioes
mais claras correspondem a menores valores e as regioes mais escuras a
maiores valores. A razdo entre as espessuras das camadas na geometria
empregada representa o caso dg = 0.8.

(a) Velocidade horizontal (u)

(b) Velocidade vertical (v = ¢)

ER R SR S R R RN

(c) Velocidade (magnitude)

PN

(d) Temperatura

(e) Desvio da Temperatura (6)

Figura 79: Exemplo de distribuicao bidimensional das principais
varidveis para dy = 0.8 e Ra = 1516.

O campo de velocidades, apresentado nas Figuras 79(a) e 79(b),
representa o perfil padrao gerado pela formacao de células convectivas,
com a velocidade u possuindo uma maior magnitude nas partes inferior
e superior das células e a velocidade v apresentando uma maior magni-
tude entre as células. O sistema é formado por células contra-rotativas,
o que gera o padrao simétrico peridédico observado para as variaveis.
A diferenca na espessura das camadas, e consequentemente a diferenca
no nimero de Rayleigh, faz com que a intensidade da recirculagao seja
menos significativa na camada superior. Mesmo assim, pode-se clara-
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mente observar que a continuidade da velocidade w na interface induz a
formacao de recirculacoes na camada superior e portanto ocorre o aco-
plamento viscoso (ou por arraste) entre as camadas. Isto também pode
ser observado avaliando-se a velocidade v, onde ocorre uma alteracao
no sentido da velocidade quando se passa de uma camada para outra.

A distribuicao espacial das células convectivas pode ser mais fa-
cilmente observada na Figura 79(c), que representa a magnitude total
da velocidade ao longo do dominio. Os pontos mais claros no centro
da camada inferior correspondem a regioes de estagnacgao, ou seja, ao
centro das células. Assim como normalmente observado neste tipo de
sistema, as recirculagoes possuem um didmetro aproximadamente cons-
tante, o que faz com que o nimero de células presente seja funcao da
razao de aspecto (comprimento/altura) da geometria avaliada.

Na Figura 79(d) é apresentado o campo real de temperatura
obtido, enquanto que na Figura 79(e) é apresentado o desvio da tem-
peratura em relacao ao estado base (T'—Tg). A dependéncia do desvio
da temperatura com as componentes da velocidade, em especial da ve-
locidade vertical, fica bastante clara quando se analisa a Figura 79(e),
onde se constata a formagao de estruturas semelhantes as observadas
na Figura 79(b). Estas estruturas, porém, possuem um formato mais
triangular do que as estruturas relacionadas a velocidade v, sendo isto
ocasionado pelo transporte de energia causado pela componente ho-
rizontal da velocidade. Por isso, a “base” dos triangulos estd sempre
posicionada em um local onde ocorre a separacao das recirculagoes. Isto
faz com que o desvio da temperatura neste caso nao possua um carater
tao simétrico quanto observado para as componentes da velocidade.

E importante destacar que este comportamento sé é observado
quando o sistema nao estd muito préximo ao ponto critico e portanto
realmente espera-se que efeitos ndo considerados na andlise linear pos-
suam influéncia significativa. Para valores de Ra préximos ao critico
o perfil para o desvio da temperatura apresenta um formato mais
simétrico, como serd melhor discutido adiante. Os dados apresenta-
dos na Figura 79 foram obtidos para Ra = 1516, sendo que o valor
critico para dyp = 0.8 é de aproximadamente Ra, = 1192.

A distribuicao simétrica da velocidade vertical e do desvio da
temperatura permite uma comparacao direta destas varidveis com as
autofungoes obtidas pela andlise de estabilidade linear. Os perfis de
¢ e 0 ao longo da altura y obtidos pela simulagao direta possuem o
mesmo formato para qualquer valor de x considerado, havendo somente
uma mudanca na magnitude das varidaveis. Por esse motivo, optou-se
por apresentar todas as autofunc¢des normalizadas com base no valor



169

maximo obtido para cada conjunto de parametros, sendo que nesta
forma normalizada a dependéncia com relagao & direcao x é eliminada.
Apesar de os perfis obtidos com a simulagdo numeérica representarem
desvios em relagao ao estado base e nao autofungoes, a nomenclatura
¢ (desvio da velocidade) e 6 (desvio da temperatura) serd empregada
devido & analogia com as autofungoes obtidas com a analise linear. Um
exemplo de comparacdo entre os perfis obtidos com as duas aborda-
gens numéricas é apresentado na Figura 80 para dy = 0.8 e valores
de Ra préximos suficientemente ao valor critico para que o desvio da
temperatura possa ser considerado simétrico.

Ra = 1238 (LSA) 1.0
Ra = 1238 (DNS)
Ra = 1318 (LSA) 08
A Ra=1318 (DNS)

Ra = 1238 (LSA)

e Ra=1238 (DNS)
....... Ra = 1318 (LSA)
A Ra=1318 (DNS)

(a) Velocidade vertical (b) Temperatura

Figura 80: Comparagao entre as autofungoes obtidas com anélise linear
(LSA) e perfis obtidos com simula¢do numérica direta (DNS) para dy =
0.8.

Como pode ser visto, os resultados obtidos através das duas me-
todologias apresentam uma excelente concordancia, principalmente em
relagao ao campo de velocidades. Em ambos os casos as curvas prati-
camente nao sofreram alteragoes devido & variagao no nimero de Ray-
leigh. O perfil de desvio da temperatura em relacao ao estado base
obtido com a simulagao numérica direta apresenta um pequeno deslo-
camento em relagdo a autofuncao, porém o comportamento geral do
sistema ainda assim é muito bem representado. Cabe ressaltar que
para valores de Ra muito maiores que Ra. os perfis de 0(y) obtidos
na simulagao direta variam ao longo da diregao = e, portanto, a com-
paragao com as autofungoes obtidas pela andlise linear nao pode mais
ser realizada.

As curvas obtidas através das duas formas de analise para dife-
rentes valores de dy podem ser vistas na Figura 81. Os valores de Ra
adotados para cada valor de dg correspondem ao ponto instavel mais
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préximo ao valor critico apresentado na Figura 78. Também neste caso
a concordancia entre as curvas fica bastante evidente ao longo de todo
o dominio de solucao. Estes resultados mostram que a anélise linear,
apesar de possuir uma série de hipoteses e aproximagoes, consegue des-
crever satisfatoriamente os aspectos relacionados a convecgao natural
em duas camadas. Na proxima se¢ao serao avaliados casos onde Re # 0,
incluindo portanto os efeitos do escoamento cisalhante nos perfis de ve-
locidade e temperatura obtidos.

Z Z - =1 (DNS)

—_do=1 (LSA) , do=1 (ONS) —dg=1 (LSA) , do=1 (
R3=1147  ®RA=1147 Ra=1 (7LSA) RE_MA(?DNS)

..... =06 (LSA = 0.6(DNS veees 49 =06 dp=06
SoZ08LSN w =00 ONS) R4 = 1283 " Ra=1283

__.dp=04 (LSA) d, = 0.4 (DNS) ——. o= 0.4 (LSA) , d;=0.4 (DNS)
RS = 1294 “Ra=1204 Ra= 1 RS = 1294

1.0 05 0.0 05 1.0
y

(a) Velocidade vertical (b) Temperatura

Figura 81: Comparacdo entre as autofungoes obtidas com andlise li-
near (LSA) e perfis obtidos com simulagao numérica direta (DNS) para
diferentes valores de dy.

5.2.2 Influéncia do Numero de Reynolds

Quando os perfis bidimensionais de temperatura e velocidade
sao analisados, a influéncia do escoamento paralelo é mais evidente do
que na condigao onde somente a variagao ao longo de y é considerada.
Neste caso, as células convectivas sao deslocadas ao longo da direcao
x, havendo uma continua formagao e remocao de células ao longo do
tempo. Uma das hipdteses adotadas para a andlise de estabilidade
linear é de que o sistema ¢ ilimitado na diregao x, sendo que por razoes
Obvias esta condi¢do ndo pode ser satisfeita para a simulagdo numeérica
direta. Nos resultados para Re = 0 considerou-se condicoes de simetria
nas fronteiras laterais do sistema, sendo esta uma boa aproximacao
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para um sistema ilimitado. No entanto, para valores de Re > 0 é
necessaria a existéncia de uma regiao de entrada e outra de saida de
massa e portanto as condigoes de simetria nao podem ser aplicadas.

Como sera melhor discutido nas proximas segoes, observou-se a
existéncia de uma distancia minima para que as células convectivas se
formassem, sendo esta distancia proporcional ao nimero de Reynolds e
inversamente proporcional a diferenca Ra — Ra.. Conforme o sistema
se aproxima do ponto critico, uma distancia infinita na direcdo x passa
a ser necessaria para que o movimento convectivo seja observado, o
que dificulta ainda mais a determinagao dos pontos criticos através da
simulagao direta. Na Figura 82 é apresentada a curva de estabilidade
obtida através da analise linear modal juntamente com pontos obtidos
com a simulagao numérica empregando uma malha onde L = 30h para
a maioria dos casos e L = 60h para alguns pontos mais préximos ao
valor critico.

1800
Analise Linear
® Estavel
1600 - A |nstavel *
A
A A A
mu 1400 1 A A A
| A A
o A A
a A A A
1200 1 A A °
‘_’/A’_—!/"/
b ° ° °
1000 ® L
3
0 2 4 6 8 10 12 14
Re

Figura 82: Comparagao entre resultados obtidos com simulagao direta
(pontos) e com andlise linear (curva) para diferentes valores de Re.

Os resultados obtidos através da simulagao numérica direta ten-
dem a apresentar um comportamento mais estavel que os obtidos com
a analise linear, especialmente para maiores valores de Re. No entanto,
para valores de Ra muito préximos a Ra. a andlise por simulacao di-
reta é bastante complexa e fatores com as dimensoes da malha e a
presenca de perturbacoes especificas que levam a instabilidade podem
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afetar os resultados de alguma forma. Além disso, como serd discutido
nas proximas secoes, para elevados valores de Re o sistema apresenta
um comportamento semelhante a instabilidade convectiva, com a per-
turbagao sendo deslocada pelo escoamento paralelo e eventualmente
deixando o sistema. Apesar disto, os limites de estabilidade definidos
pelas duas metodologias estao préximos, indicando que as aproximagoes
adotadas na andlise linear sao adequadas mesmo quando existe escoa-
mento paralelo.

A aproximagao das varidveis em termo dos modos normais as-
sume que campos de velocidade e temperatura estejam totalmente de-
senvolvidos. Conforme comentado anteriormente, para Re > 0 existe
uma regiao de entrada onde as células convectivas nao estao comple-
tamente formadas. No entanto, para uma distancia suficientemente
grande da regiao de entrada, o comportamento das varidveis é seme-
lhante ao observado para Re = 0. Na Figura 83 sao comparadas as
autofungoes obtidas com a andlise linear com os perfis de velocidade e
desvio da temperatura para Re = 5 e Re = 10, sendo estes valores ava-
liados apds a regiao de entrada. Os valores de Ra representam pontos
instaveis proximos ao ponto critico, sendo que pequenas variacoes em
Ra nao alteram o formato das curvas.

Re =5 (LSA)
e Re=5(DNS)

....... Re = 10(LSA)
A Re=10(DNS)

Re =5 (LSA)
e Re=5(DNS)
....... Re = 10(LSA)

05 Re = 10 (DNS)

0.5

05 -05

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 05 1.0

y y

(a) Velocidade vertical (b) Temperatura

Figura 83: Comparacdo entre as autofungoes obtidas com andlise li-
near (LSA) e perfis obtidos com simulagao numérica direta (DNS) para
diferentes valores de Re.

Conforme visto na figura, para Re > 0 também existe uma ex-
celente concordancia entre os perfis obtidos com as duas abordagens
numéricas. O maior desvio é observado para a temperatura quando
Re = 10, no entanto este é muito pequeno em comparagao com a mag-
nitude das varidveis. Como discutido no capitulo anterior, a variacao
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em Re nao altera de maneira significativa o formato das autofungdes,
sendo este comportamento também obtido com a simulagao direta.

Pelos resultados apresentados nesta segao pode-se perceber que
a andlise de estabilidade da convecgao RPBE em um meio ilimitado na
direcao x utilizando técnicas de simulacao numérica direta é bastante
restrita, em especial devido a dificuldade em representar a formagao
de células convectivas para valores proximos a Ra.. Apesar destas
limitacGes inerentes a forma de andlise, a comparacao com os resultados
obtidos com a andlise linear é satisfatoria. A seguir sera considerada a
possibilidade de deformagao da interface, sendo este um fené6meno que
pode ser reproduzido de maneira mais precisa pela simulagao numeérica
direta.

5.2.3 Deformacao da Interface

A principal vantagem do uso do método do volume de fluido
para avaliar o acoplamento entre as camadas é que ele permite deter-
minar a posicao da interface ao longo do tempo e do espago como parte
da resolucao do problema. Como discutido no capitulo anterior, esta
é uma das principais dificuldades da anélise linear através de modos
normais, pois o modelo desenvolvido sé é valido quando a deformagao
da interface for muito pequena. Como esta depende diretamente da
velocidade vertical avaliada em y = 0 e esta velocidade torna-se maior
com o aumento no niumero de Rayleigh, espera-se que quanto maior for
a diferenca Ra — Ra., menos precisa sera a representagao linearizada
da dindmica real do sistema.

Nesta secao serao comparados alguns resultados obtidos através
da simulagao numérica direta com resultados da andlise linear para
diferentes valores de Ra,. Como discutido no capitulo anterior, a de-
formacao da interface é importante quando kg ou m sao diferentes de
1 ou quando o efeito termocapilar é considerado. Nesta secao serd con-
siderado que kg = 2, porém o valor da capacidade térmica também
é alterado de modo que a relagdo kg = 1 continue sendo vélida. Os
demais parametros sdo os mesmos apresentados na Tabela 7. Cabe
destacar que a razao entre as densidades dos fluidos nas duas cama-
das permanece a mesma, havendo somente uma alteragao no nimero
adimensional Ra,.

Com base nos resultados apresentados anteriormente, pode-se
concluir que de modo geral a deformacao da interface faz com que o es-
tado base perca a estabilidade para menores valores de Ra, sendo que
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para todos os casos avaliados nenhuma mudanga significativa ocorre
para Ra, > 10°. Na Figura 84 é apresentada a curva de estabilidade
para o sistema avaliado, obtida através da andlise linear, em funcao do
nimero adimensional Ra,. Na mesma figura sdao mostrados diversos
pontos, obtidos através da simulagio numérica direta, para Ra, = 10%,
5 x 102 e 10%. Os pontos sdo classificados em instaveis ou estaveis de
acordo com a presenca ou nao de transferéncia de calor por conveccéo.
Além disso, sao destacados pontos onde observou-se deformacéo signi-
ficativa da interface.

1800
3 Analise Linear
A ® Estavel
1600 A A nstavel
a 4 .
4 Instavel (ID)
1400 - 1
o
@ rN o
o A
1200 4 -
N i ¢
1000 > e _o
°
°
° ° °
800 2 . .
1e+3 1e+4 1e+5
Ra
P

Figura 84: Comparacao entre resultados obtidos com simulagao direta
(pontos) e com andlise linear (curva). Os pontos indicados como ID
representam estados instaveis com deformacao da interface.

Os valores de Ra. obtidos com a andlise de estabilidade linear
tendem a subestimar a presenca de transferéncia de calor por con-
vecgao, especialmente para baixos valores de Ra,. Possivelmente isto
esta relacionado com os termos nao-lineares desconsiderados na anélise
linear, pois uma deformagado muito significativa da interface faz com
que a aproximacgao em série de Taylor truncada nao represente bem as
condicoes de contorno na interface. Conforme mostrado na Figura 84,
para baixos valores de Ra, ocorre uma grande deformagao da inter-
face para valores de Ra pouco acima do valor critico. Apesar disto, a
curva de estabilidade obtida com a andlise linear é consistente com os
resultados obtidos com a simulagao direta, representando bem o com-
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portamento do sistema em relacao & variacao em Ra,.

Os resultados obtidos com a andlise linear modal para os perfis
de velocidade e temperatura também estdao em acordo com os perfis
encontrados com o emprego da simulagao numérica direta, como pode
ser visto na Figura 85, onde sao apresentados resultados para Ra, =
5x 103 e Ra, = 103 e valores de Ra > Ra,. obtidos com as duas formas
de analise.

1.0 Ra, = 5E3 (LSA) 1.0 Ra, = 5E3 (LSA)
08 e Ra,=5E3 (DNS) e Ra,=5E3 (DNS)

....... Ra, = 1E3 (LSA) 0.8 +wueens R, = 1E3 (LSA)
0.6 A Ra,=1E3 (DNS) 06 A Ra,=1E3 (DNS)

-10 -08 -06 -04 -02 00 02 04 06 08 -10 -08 -06 -04 -02 00 02 04 06 08

(a) Velocidade vertical (b) Desvio da temperatura

Figura 85: Comparacao entre perfis obtidos com as diferentes formas
de andlise para dy = 1 e Ra, < 10°.

Os perfis obtidos para os dois valores de Ra, sao muito semelhan-
tes, especialmente em relagao a velocidade vertical. Como consequéncia
da variagao na inclinagao do perfil de temperatura base, para Ra, = 103
ocorre um salto no desvio da temperatura na interface, assim como ob-
servado nas autofungoes apresentadas na Figura 55. Apesar de este
salto estar relacionado com a forma como as condigoes de contorno sao
expressas e linearizadas em torno da posicao original da interface, os
dados obtidos com a simulagao numérica direta reproduzem muito bem
este comportamento, ndo sendo observado nenhum desvio significativo
com relagdo as autofungoes obtidas através da andlise linear. Mais
detalhes sobre a influéncia da deformagao da interface nos campos de
velocidade e temperatura serao abordados na préxima segao.

5.3 DISTRIBUICAO BIDIMENSIONAL E EVOLUCAO TEMPORAL

O modelo matemdtico utilizado para a anélise de estabilidade 1i-
near emprega o uso de modos normais para representar a dependéncia
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da velocidade vertical, pressao, desvio da temperatura e deformagao da
interface em fungdo do tempo e das coordenadas xz e z. Como visto
na secao anterior, esta representagao é capaz de prescrever as princi-
pais caracteristicas que influenciam na estabilidade do sistema. Porém,
algumas informagoes sao perdidas neste processo. Na presente secao
serao apresentados alguns resultados relacionados a distribuicao espa-
cial das varidveis ao longo das duas dimensoes, bem como a dependéncia
desta distribui¢ao com o tempo. Além disso, aspectos relacionados a
transferéncia de calor entre os fluidos e as paredes serao considerados.

5.3.1 Convecgao de Rayleigh-Bénard Estratificada

Primeiramente serao apresentados resultados obtidos quando Re =

0. A influéncia do escoamento cisalhante, especialmente para baixos
valores de Reynolds, pode ser vista como uma deformagdo em relagao
aos perfis obtidos para a convecgao natural, de modo que estes resul-
tados devem ser primeiramente avaliados. Os perfis associados a um
sistema estdvel correspondem ao estado base para todo o intervalo de
tempo avaliado, considerando que este estado é também adotado como
condigao inicial. Portanto, os resultados apresentados a seguir para os
perfis bidimensionais correspondem somente a sistemas onde o movi-
mento convectivo é observado em alguma escala.

5.3.1.1 Evolucao Temporal

Perfis bidimensionais para a velocidade vertical v sdo apresenta-
dos na Figura 86 para diferentes passos de tempo, considerando dy = 1
e Ra = 1246. O numero de Rayleigh critico para esta razao entre as
espessuras é de Ra, = 1102.8, portanto espera-se uma significativa in-
fluéncia convectiva nos perfis obtidos. De forma semelhante, na Figura
87 sao apresentados os perfis para o desvio da temperatura em relacao
ao estado base para os mesmos instantes apresentados na Figura 86.
Nos dois casos, para os instantes iniciais os valores obtidos foram mul-
tiplicados por um fator (indicado nas figuras) para que a mesma escala
pudesse ser aplicada para todos os instantes. Os valores foram nor-
malizados com base no valor maximo encontrado para cada variavel
dentro do conjunto de passos de tempo considerados. Os resultados
apresentados nestas figuras, bem como os demais resultados mostrados
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na sequéncia para diferentes instantes de tempo, sao apresentados em
funcdo do tempo adimensional t* = ¢, lembrando que a razdo d3/k; é
utilizada como escala de tempo.

(a) t* = 5.72 (x2EA4)

(b) t* = 12.62 (x5E3)

(c) t* = 30.53

s P P P P o. o, 0 o0_0_ 7
7-0 0‘(9 0~5\ 0-7 0«9 K2R S R R e )

Figura 86: Perfis da velocidade v em diferentes instantes de tempo para
dy =1 e Ra = 1246.

Os perfis para a velocidade vertical apresentados na Figura 86
mostram que para os instantes iniciais a formagao das células de con-
vecgao nao ocorre de forma homogeénea ao longo de todo o dominio,
podendo-se até mesmo observar células com diferentes razoes de as-
pecto (razao entre comprimento e altura). Este comportamento reflete
diretamente no desvio da temperatura, sendo os perfis obtidos para os
instantes de tempo iniciais praticamente idénticos aos perfis de veloci-
dade vertical, como pode ser visto na Figura 87.

Para as duas variaveis apresentadas, ocorre uma grande dife-
renga na magnitude para maiores intervalos de tempo. Como visto nas
figuras, para os instantes iniciais os resultados sao multiplicados por
fatores da ordem de 10% e 103, ou seja, ocorre um aumento de pelo
menos 1000 vezes na magnitude das varidveis conforme o tempo ava-
liado aumenta. A seguir serdo apresentados mais detalhes sobre este
comportamento. Para o instante de tempo apresentado na Figura 87(c)
a deformacao no formato do perfil pela agao da velocidade horizontal
pode ser claramente observada, sendo que esta deformacao nao ocorre
para os menores instantes de tempo.
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(a) t* =5.72 (x2E4)

(b) t* = 12.62 (x5E3)

(c) t* = 30.53
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Figura 87: Perfis de desvio de temperatura 6 em diferentes instantes
de tempo para dy = 1 e Ra = 1246.

O conhecimento da distribui¢ao das variaveis ao longo das duas
dimensoes e do tempo permite determinar com mais detalhes como
ocorre a transferéncia de calor entre as paredes com temperaturas fixas
e o fluido. Este é um importante fator a ser considerado pois sabe-se
que o coeficiente de troca térmica varia significativamente quando o
sistema passa do estado onde somente condugao ocorre para um estado
onde a conveccao é significativa. Para avaliar a relacao entre as duas
formas de transferéncia de calor, pode-se utilizar o nimero de Nusselt,
definido como:

_ hcdl

ky

Repare que o ntmero adimensional é expresso como uma funcao de
x, pois o coeficiente de troca térmica h. pode variar ao longo desta
direcao. Uma maneira mais conveniente é expressar uma média deste
valor ao longo de toda a diregao x:

Nu(z) (5.8)

Nu* = E/o Nu(z)dx (5.9)

onde Nu* é o nimero de Nusselt médio, sendo esta uma quantidade
que depende somente do tempo. Como os parametros dy e ki sao
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considerados constantes, o niimero de Nusselt varia de acordo com a
mudanca no coeficiente de troca térmica. Por isso, o aumento no valor
de Nu é utilizado como critério para determinar o inicio da convecgao.
Quando a transferéncia de calor ocorre somente por condugao, o nimero
de Nusselt nao depende de Ra, sendo equivalente ao valor associado ao
estado base. Caso o valor de Nu(x) for superior a este valor base em
algum ponto do dominio, considera-se que o sistema é instavel.

A variagdo de Nu* com o tempo paraocasody = 1e Ra = 1246 é
apresentado na Figura 88, juntamente com o valor méximo para Nu(z)
obtido para cada instante de tempo. Além disso, sdo apresentados os
perfis para os valores maximos de ¢ e 6 ao longo do tempo, sendo estes
valores adimensionalizados com base no valor méximo encontrado. Os
valores apresentados no eixo das ordenadas sao validos para todas as
curvas.

1.0 1 Nu*
------- NumBY

08 {|--= ¢

o om
0.6
0.4
0.2

‘,..’
00 0——0—0———9———0——"0
0 5 10 15 20 25 30

t*

Figura 88: Evolugao temporal do niimero de Nusselt e valores maximos
de ¢ e 0 para dy =1 e Ra = 1246.

Para os instantes iniciais, o valor do niimero de Nusselt é cons-
tante ao longo de todo o dominio e igual a 0.5. Este valor surge pois
como escala de comprimento adotou-se a dimensao da camada inferior
dy. Considerando que dy = 1, caso a altura total de fluido fosse uti-
lizada, a condicdo Nu(z) = 1 seria obtida, sendo este o valor tedrico
esperado quando nao ocorre convecgao natural.

O comportamento observado para as quatro curvas apresenta-
das na Figura 88 é muito semelhante, havendo um rédpido aumento nos
parametros entre 15 < t* < 25 e um comportamento basicamente cons-
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tante fora deste intervalo. Isto mostra que a convecgdo néo ocorre de
forma significativa no inicio do processo, porém, em um determinado
instante o sistema atinge um ponto critico e desencadeia o inicio da con-
vecgao. Apds algum tempo, a convecgao atinge um estado estacionario
e nenhuma mudanca relevante ocorre apds este instante.

A diferenga observada entre o valor médio e o valor maximo do
ntmero de Nusselt é um indicativo da variagao da troca térmica ao
longo da diregdo x. Como visto na Figura 88, quando a convecgao
atinge o valor estacionario, a diferenca entre as duas quantidades é
considerdvel, portanto pode-se esperar uma grande oscilagao em Nu(x)
ao longo do sistema. Em relacao a velocidade vertical e ao desvio da
temperatura maximos, observa-se que as duas curvas coincidem para
todo o intervalo de tempo analisado, indicando a dependéncia da trans-
feréncia de calor por convecgao com o deslocamento vertical do fluido.
Isto ocorre pois os fluidos considerados possuem Pr = 1, ou seja, a
escala de tempo associada a difusividade térmica é a mesma associada
a difusividade de momento.

Considerando que como condi¢ao inicial sao utilizados os perfis
de temperatura e velocidade equivalentes ao estado estacionario quando
ocorre somente transferéncia de calor por condugao, o sistema estd em
um estado instavel para qualquer valor de t* > 0, mesmo nao ha-
vendo movimentagao induzida pela convecgao ou desvio significativo
em relagdo ao estado base. O atraso observado para que a convecgao
inicie esta relacionado ao tempo necessario para que os campos de ve-
locidade e temperatura sejam afetados pela instabilidade. De forma
equivalente, podemos associar este atraso com a parte imaginaria dos
autovalores obtidos através da andlise linear. Quanto maior este valor,
mais rapidamente a presenca da convecgao pode ser observada. Isto
significa que no ponto critico, onde w; = 0, o sistema levaria um tempo
infinito para que a instabilidade causasse a alteragdo dos campos de
velocidade e temperatura. Por este motivo, a analise de pontos muito
préximos ao ponto critico através da simulagao numérica direta, mesmo
para Re = 0, é impraticavel.

No capitulo anterior, mostrou-se que de modo geral o valor de w;
aumenta conforme o nimero de Rayleigh aumenta, por isso espera-se
que para maiores valores de Ra a influéncia da convecgao seja mais
rapidamente observada. Na Figura 89 sao apresentadas as curvas mos-
trando a variacao no nimero de Nusselt médio e maximo e os valores
maximos de 0 e ¢ em fungao do tempo para diversos valores de Ra, onde
pode-se, de fato, constatar que para maiores valores de Ra a convecgao
é primeiramente observada.
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Figura 89: Evolugao temporal do niimero de Nusselt e valores maximos
de ¢ e 0 para dy = 1 e diferentes valores de Ra.

Analisando-se a Figura 89(a) pode-se ver que para todos os valo-
res de Ra existe uma significativa diferenca entre o niimero de Nusselt
médio e méximo a partir do momento em que a conveccao inicia. Esta
diferenca aumenta conforme o valor de Ra aumenta, correspondendo
a aproximadamente 46% para Ra = 1246, 52.45% para Ra = 1433
e 55.31% para Ra = 1635. Isto mostra que o ndmero de Rayleigh
também afeta a oscilacdo das varidveis ao longo da direcdo z. Ape-
sar de os trés valores de Ra considerados estarem separados por um
intervalo semelhante, a diferenca no tempo onde a convecgao inicia é
muito maior para os dois menores valores do que para os dois maiores,
sendo este um indicativo da dependéncia exponencial com o tempo ja
utilizada na analise modal.

Em relagao aos valores maximos para 6 e ¢, as curvas mostram
a mesma tendéncia observada para o nimero de Nusselt. Os valores
apresentados na Figura 89(b) foram normalizados com base no valor
maximo para Ra = 1635, sendo que a pequena diferenga entre as curvas
de ¢ e ™ para os demais valores de Ra se deve a mudanga na
escala empregada. Quando normalizadas com base no valor méaximo
para cada Ra, as curvas para as duas varidveis coincidem.
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5.3.1.2 Perfis Bidimensionais de Velocidade e Temperatura

A andlise linear modal empregada neste trabalho aproxima a de-
pendéncia das perturbagoes com a coordenada x na forma de um com-
portamento periédico e** (ou ainda, empregado a férmula de Euler,
cos(azx) + isin(ax)). Esta aproximagdo mostra-se bastante plausivel
para valores de Ra préoximos ao ponto critico, onde os desvios em
relagao ao estado base sao pequenos e os termos nao-lineares podem
ser negligenciados. No entanto, conforme se afasta do ponto critico, o
comportamento espacial passa a apresentar caracteristicas mais com-
plexas.

Como o valor de Ra. depende de uma série de parametros, os
perfis espaciais nao dependem somente do nimero de Rayleigh. Na
Figura 90 sao apresentados os perfis de velocidade vertical para diversos
valores de dgy, considerando em todos os casos Ra =~ 1500. De forma
semelhante, na Figura 91 sdo mostrados os perfis para o desvio da
temperatura para os mesmos casos. Para possibilitar a utilizagao da
mesma escala, os valores para dy < 1 foram multiplicados por um fator
> 1, conforme indicado nas figuras, sendo todos os valores normalizados
com base no valor maximo obtido para dy = 1.

Os perfis para a velocidade vertical vistos na Figura 90 apre-
sentam para todos os casos um comportamento semelhante ao descrito
pelas autofuncdes obtidas com a andlise linear, ficando clara a reducao
relativa na recirculacao na camada superior conforme dy diminui. A
razao entre as dimensoes das células convectivas geradas na camada
inferior também é semelhante para todos os casos, havendo uma conse-
quente reducdo no nimero de células conforme a espessura relativa da
camada inferior aumenta.

Para o desvio da temperatura em relacao ao estado base (Figura
91), as diferengas em relagao as autofungoes obtidas com a andlise li-
near sao mais evidentes. Para dy = 1 ocorre uma forte distorgao das
estruturas formadas em funcao da velocidade horizontal, conforme dis-
cutido anteriormente. A influéncia diminui conforme dy é reduzido, no
entanto mesmo para dy = 0.2 ocorrem variacoes significativas nos per-
fis verticais ao longo da direcao x. Esta reducao relativa da influéncia
da velocidade u ocorre devido ao aumento no valor de Ra. conforme
dp diminui, ou seja, a diferenga entre o nimero de Rayleigh real e o
nimero de Rayleigh critico é menor para os menores valores de dj.

A mudanca nos perfis do desvio da temperatura conforme o sis-
tema se distancia do ponto critico pode ser vista na Figura 92, onde sao
apresentados os perfis para dg = 1 e diferentes valores de Ra > Ra..



183

—
B
£
.
o
Il
—

(b) do = 0.8 (x2)

() do = 0.6 (x2.5)

(d) do = 0.4 (x3)

(e) do = 0.2 (x4)

i

~y \0,

0. 0 0.9, 050 0,0, 7
0 %s %s 9 ©.

v %0 0 @ v e e ‘o

Figura 90: Perfis de velocidade vertical v para Ra = 1500 e diferentes
valores de dg.

Conforme esperado, o desvio na temperatura para valores de Ra mais
préximos ao ponto critico sao consideravelmente menores, por isso neste
caso os valores para Ra < 1634 também foram multiplicados por um
fator para permitir o uso da mesma escala.

Para altos valores do nimero de Rayleigh os perfis s@o forte-
mente distorcidos pelas recirculagées no fluido, apresentando um for-
mato com caracteristicas triangulares acentuadas. No entanto, esta
distorcao é claramente reduzida conforme Ra diminui, sendo que para
Ra = 1147 os perfis ja apresentam uma estrutura predominantemente
circular. Conforme comentado anteriormente, isto mostra que a apro-
ximacao em termos de modos normais para Ra ~ Ra. é bastante coe-
rente e que neste limite os perfis de desvio de temperatura possuem o
formato descrito pelas autofungoes 0(y).
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Figura 91: Perfis de desvio de temperatura 6 para Ra = 1500 e dife-
rentes valores de dg.

Para Re = 0 o comportamento periédico em relagao a diregao
x facilita a andlise do problema através de simulacao numérica direta
pois permite restringir o dominio de solugao a uma pequena &area re-
presentativa, lembrando que condicoes de simetria sao empregadas nos
contornos x = 0 e x = L. Na Figura 93 é apresentada a variacao do
numero de Nusselt local e da velocidade horizontal na interface (u(x,y)
avaliado em y = 0) ao longo da diregao x para dy = 1 e diversos valores
de Ra. Os valores sao apresentados em funcao de uma distancia adi-
mensional definida como z* = x/L. Para facilitar a visualizagdo dos
resultados as curvas sao mostradas no intervalo 0 < z* < 0.5, porém
o comportamento oscilatério pode ser observado ao longo de toda a
extensao do dominio.
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(a) Ra = 1147 (x3)

(b) Ra = 1246 (x2)

(¢) Ra =1433 (x1.2)

(d) Ra =1634
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Figura 92: Perfis de desvio da temperatura para dy = 1 e Ra > Ra,.
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Figura 93: Variagdao no nimero de Nusselt local e na velocidade u na
interface em fungao de x para dy = 1 e diferentes valores de Ra.

Para o sistema considerado na Figura 93, o nimero de Rayleigh
critico é de Ra, = 1102.8, ou seja, a curva associada a Ra = 1051
representa valores obtidos em um estado onde nao ocorre convecgao.
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Comparando com as curvas apresentadas na Figura 89 pode-se ver que
o numero de Nusselt corresponde ao mesmo valor obtido nos instantes
iniciais para maiores valores de Ra. Conforme o nimero de Rayleigh
aumenta, o nimero de Nusselt local comeca a oscilar ao longo de z.
Para valores de Ra préximos ao valor critico o valor de Nu oscila
préximo ao valor associado ao estado base, porém a medida que Ra
aumenta a amplitude da oscilagao também aumenta e a curva passa a
oscilar em torno de um valor médio superior, causando o aumento no
valor de Nu* observado anteriormente (ver Figura 89, por exemplo).
A frequéncia de oscilagao é semelhante em todos os casos, porém um
pequeno aumento pode ser observado conforme Ra aumenta, indicando
a formacao de um maior nimero de células de convecgao para elevados
valores de Ra.

As curvas para a velocidade horizontal na interface, apresentadas
na Figura 93(b), refletem o mesmo comportamento observado para as
curvas de Nu. Para Ra < Ra. o sistema encontra-se no estado base e
portanto u = v = 0. Conforme a convecgao inicia ocorre a formacao
das célula de conveccao e a velocidade na interface passa a oscilar em
torno de uw = 0. Neste caso, para que nao ocorra deslocamento das
células convectivas, os perfis de velocidade devem ser exatamente anti-
simétricos.

Os pontos onde u = 0 correspondem diretamente a separagao
entre as células de convecgao vizinhas. Comparando-se com as curvas
para Nu (Figura 93(a)), observa-se que os pontos onde u(z,0) =0 e
du* /dz* < 0 correspondem aos pontos de méximo para Nu e os pontos
onde u(z,0) = 0 e du*/dx* > 0 correspondem aos pontos de minimo. O
primeiro caso (du*/dz* < 0) representa o valor de z* onde o fluido frio
descende (v < 0) e portanto o aumento no gradiente de temperatura
causa o aumento local no niimero de Nusselt. O contrario é observado
no segundo caso (du*/dz* > 0), que representa a regiao onde o fluido
quente ascende (v > 0) e portanto ocorre uma redugao do fluxo de calor
na parede.

5.3.1.3 Deformacao da Interface

A deformacao da interface é uma das caracteristicas mais com-
plexas a serem investigadas na conveccao de Rayleigh-Bénard-Poiseuille
estratificada. O emprego de métodos detalhados, como o método de
volume de fluido, apesar de fornecer bons resultados, exige um grande
gasto computacional e restringe a andlise a uma pequena faixa de
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parametros. Como serd visto a seguir, para valores de Ra préximos ao
valor critico a deformagao da interface ndo costuma ser muito grande,
porém conforme a intensidade do movimento convectivo aumenta, o
comportamento dinamico da interface altera significativamente os cam-
pos de velocidade e temperatura. A seguir serdo apresentados alguns
resultados avaliando o impacto da deformagao da interface, sendo em
todos os casos considerado que dg =1 e kg = 2.

Os perfis obtidos para a velocidade vertical e para o desvio da
temperatura para Ra, = 10° e diferentes valores de Ra > Ra. sio
apresentados na Figura 94, juntamente com o formato da interface
associado a cada caso. Para facilitar a visualizacao dos resultados,
sdo apresentados os perfis para um intervalo de x menor que L, porém
assim como para os resultados apresentados anteriormente, os perfis sdo
periédicos e 0 mesmo comportamento é observado no resto do dominio.

Interface Velocidade vertical Desvio da temperatura
H B B B e e /e
(. 8 8 08 & 8 e
(a) Ra = 1165 (x25)
— A P
-8 8 =
(b) Ra = 1234 (x7)
—— A
L - -
(¢) Ra = 1371 (x1.5)

— R P
L
(d) Ra = 1425
T —

;v 0. v . v v .o,0,0 0, 0, 7

Figura 94: Influéncia da deformacao da interface nos campos de velo-
cidade e temperatura para Ra, = 103.

Para o caso Ra, = 10 o nimero de Rayleigh critico é Ra,. =
1163, de modo que os perfis apresentados na Figura 94(a) estao muito
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préximos ao ponto critico. Neste caso, a deformacao da interface pode
ser negligenciada e os perfis obtidos sao similares aos obtidos para maio-
res valores de Ra,. Nesta figura pode-se observar a descontinuidade no
desvio da temperatura na interface causada pela mudanga na inclinagao
do perfil base. Para Ra = 1234 ocorre uma pequena deformacao da
interface, porém a condigao 7 << d; ainda é valida e os perfis de velo-
cidade e temperatura apresentam o mesmo comportamento visto para
Ra = 1165.

No entanto, conforme o niimero de Rayleigh aumenta a defor-
magao da interface passa a ser mais evidente. Para Ra = 1425 o perfil
de velocidade é significativamente alterado, havendo uma distorgao das
células convectivas formadas. A deformacao da interface possui um
formato oscilatério, sendo que os pontos de méximo (cristas) corres-
pondem & regiao onde a velocidade v na camada inferior é positiva, ou
seja, a regiao onde o fluido quente ascende, enquanto que a regiao onde
v < 0 estd associada aos pontos de minimo (vales) da interface. Para
este valor de Ra o formato tanto dos perfis de velocidade quanto dos
perfis de desvio de temperatura em funcao de y variam ao longo de z,
sendo que a aproximagao em termo dos modos normais nao descreve
bem o comportamento das varidveis.

A deformacao da interface afeta também o coeficiente de troca
térmica entre as superficies sdlidas e o fluido, causando a redugao no
nimero de Rayleigh critico discutida anteriormente. Na Figura 95 sao
apresentados os valores encontrados para o nimero de Nusselt maximo
em funcdo de Ra para diferentes Ra,. Para Ra < Ra. o ntimero de
Nusselt é o mesmo para todos os casos, sendo igual a 2/3. Novamente,
este valor é diferente de 1 devido a escolha das propriedades da camada
inferior na definicdo dos nuimeros adimensionais. Caso a altura total
h e uma condutividade térmica média fossem empregadas, a condi¢do
natural Nu(xz) = 1 seria obtida.

A partir do ponto onde Ra = Ra,, o nimero de Nusselt aumenta
rapidamente, com os pontos mostrados na figuram apresentando um
crescimento aproximadamente linear!. A inclinacdo desta reta varia
em funcao de Ra,, sendo que para menores valores de Ra, a inclinacao
é mais acentuada. Além disso, o valor de Ra. é menor neste caso,
conforme discutido anteriormente. A deformagao da interface, por al-
terar localmente as espessuras das camadas, altera também o préprio
nimero de Rayleigh. Os valores apresentados nas figuras anteriores

IPara a conveccio de Rayleigh-Bénard, sabe-se que o crescimento de Nu* com
Ra é proporcional a ((Ra — Rac)/Rac)?, porém a aproximagcao linear para valores
de Ra =~ Ra. préximos a 1 é valida.
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Figura 95: Numero de Nusselt méximo para diferentes valores de Ra,.

correspondem ao valor médio, porém as oscilacoes que surgem ao longo
de z fazem que localmente o valor de Ra seja superior ao valor critico
e a conveccao tem origem nestes pontos.

Conforme o numero de Rayleigh se distancia do valor critico, a
deformacao da interface recebe mais energia e padroes de escoamento
extremamente complexos podem surgir, fazendo com que eventual-
mente o sistema recaia em um escoamento turbulento. Mesmo quando
o regime laminar ainda estd presente, modos de instabilidade distin-
tos podem atuar na interface e alterar profundamente os campos de
velocidade e temperatura. Por exemplo, na Figura 96 é mostrada a
presenca de uma instabilidade similar a de Rayleigh-Taylor, porém in-
duzida inicialmente pelo movimento convectivo. Os resultados apresen-
tados nesta figura correspondem ao par de fluidos descrito na Tabela 7
(considerando inclusive ky = 1), para um estado onde Ra, ~ 1700 e o
numero de Rayleigh, avaliado para o estado inicial, é de Ra = 4000.

Apesar de a andlise de estabilidade linear nao prever nenhuma
alteragao no valor de Ra. em fungdo de Ra, para o caso onde kg = 1,
pode-se observar que a deformagao da interface pode ser muito signi-
ficativa quando a convecgao estd presente. Inicialmente, o campo de
velocidades apresentado na Figura 96(a) mostra a existéncia de um aco-
plamento térmico entre as duas camadas, o que é possivel neste caso
visto que para kg = dy = 1 a condigdo Ra* =1 é valida. Esta forma de
acoplamento faz com que as forgas normais nas duas camadas atuem no
sentido de desestabilizar a interface, causando uma grande deformagao
logo nos instantes iniciais.
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Figura 96: Posicao da interface e velocidade vertical para Ra, ~ 1700
e Ra ~ 4000 mostrando o desenvolvimento de uma instabilidade seme-
lhante a de Rayleigh-Taylor.

Conforme a interface é deformada, a estrutura de duas células
convectivas sobrepostas (uma em cada camada) desaparece e uma es-
trutura mais complexa surge, formada por células que ocupam uma
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regido maior que a espessura original das camadas (ver Figuras 96(b) e
96(c)). Estas células surgem pois a recirculacdo em uma das camadas
desaparece e a recirculagao na outra camada passa a ocupar este espago,
sendo que na regiao onde v > 0 a recirculagao na camada superior de-
saparece e onde v < 0 a recirculagao na camada inferior desaparece.
Durante a formacao destas novas células, recirculagoes menores surgem
entre as células adjacentes e induzem o movimento horizontal do fluido,
fazendo com que a interface assuma um formato de cogumelo. Cabe
lembrar que esta penetragao de uma camada na outra, apesar de muito
semelhante a estrutura bésica observada na instabilidade de Rayleigh-
Taylor, nao é causada pela diferenca de densidade e sim pela prépria
deformacéo da interface em funcao das forgas de empuxo.

No entanto, apds a formagao da estrutura em cogumelo, originam-
se regides onde o fluido mais denso (fluido claro) sobrepde o fluido me-
nos denso (fluido escuro). A partir deste ponto os modos associados
a instabilidade de Rayleigh-Taylor também passam a ser significativos,
fazendo com que o fluido mais denso retorne para a parte inferior do
sistema, como pode ser observado a partir da Figura 96(e). O fluido
descende pela parte lateral da estrutura em cogumelo, pois na regiao
central as forgas de empuxo continuam impulsionando o fluido para
cima. Conforme mais fluido é deslocado para a parte lateral do co-
gumelo, o escoamento causado pela diferenca de densidade passa a ser
mais intenso, como pode ser visto nos perfis de velocidade apresentados
na Figura 96(f).

A partir deste momento ocorre uma rapida movimentacao des-
cendente de fluido mais denso pelas laterais do sistema acompanhada
de uma movimentacgao ascendente do fluido menos denso na parte cen-
tral, sendo este movimento causado tanto pelo modo de Rayleigh-Taylor
quanto pelo modo de Rayleigh-Bénard. Os instantes de tempo mostra-
dos na segunda coluna (entre as Figuras 96(g) e 96(1)) compreendem
uma estreita faixa de tempo, mesmo assim significativas mudancas in-
duzidas por este fenomeno sao observadas. Conforme o fluido mais
denso se aproxima da parte inferior (mais quente) do sistema, este é
aquecido e as forcas de empuxo voltam a induzir o movimento ascen-
dente, podendo-se observar o inicio de de novas estruturas em cogume-
los préximo a parede inferior para os ultimos instantes. O contrario
ocorre com o fluido menos denso conforme este se aproxima da parede
superior.

Durante a maioria dos instantes apresentados na Figura 96 pode-
se ver pequenas oscilacoes na interface entre os dois fluidos. Estas os-
cilagOes sao, possivelmente, fruto de alguma instabilidade semelhante &
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de Kelvin-Helmholtz, sendo esta condi¢ao bastante comum neste tipo
de sistema. O comportamento complexo observado nesta figura, re-
sultante da acdo conjunta de diversas formas de instabilidade, é um
exemplo das estruturas que podem surgir quando a interface é desesta-
bilizada.

Com a excegao de casos onde a deformacao da interface é muito
grande, os perfis obtidos para a convecgao de Rayleigh-Bénard apresen-
tam um comportamento periddico dentro do dominio analisado, justi-
ficando o uso das condigoes de simetria nas extremidades laterais. A
seguir serao apresentados resultados para a evolugao temporal e distri-
buigao bidimensional para valores de Re > 0, onde condigoes de entrada
e saida substituem as condigoes de simetria.

5.3.2 Conveccao de Rayleigh-Bénard-Poiseuille Estratificada

A indugdo de um escoamento paralelo no meio fluido altera a
dindmica de formagao das células convectivas, fazendo com que es-
tas sejam deslocadas ao longo da dire¢do xz. Anteriormente destacou-
se a existéncia de duas formas principais de arranjo na conveccao de
Rayleigh-Bénard-Poiseuille, os rolos longitudinais e os rolos transver-
sais. Os resultados utilizando a simulagao numérica direta empregam
uma malha bidimensional, fazendo com que a formacgao de rolos lon-
gitudinais nao possa ser avaliada. No entanto, a influéncia do escoa-
mento paralelo na determinacao dos parametros criticos para baixos
valores de Reynolds nao é profundamente alterada pela forma de ar-
ranjo das células convectivas. A seguir é apresentada uma andlise das
caracteristicas que sao alteradas pela presenca do escoamento paralelo,
sendo primeiramente destacadas as influéncias sobre o comportamento
dinamico do sistema e em seguida sobre a distribuicao espacial das
varidveis.

5.3.2.1 Evolucao Temporal para Re > 0

Assim como para os resultados apresentados anteriormente, as
condicoes iniciais empregadas para a simulacao da conveccao RBPE
correspondem ao estado base, sendo estas condigoes impostas também
na entrada do sistema, ou seja, considera-se que o fluido que entra ja
possui os perfis de temperatura e velocidade base desenvolvidos. Além
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de alterar a distribuicao espacial das variaveis, pode-se esperar que a
continua entrada e saida de fluido afete também a evolugao temporal
do sistema. Na Figura 97 é mostrada a variacao temporal do niimero
de Nusselt maximo e da velocidade horizontal © méxima ao longo do
tempo para Re = 5 e diferentes valores de Ra. Conforme sera discutido
a seguir, para Re > 0 existe uma regiao de entrada onde nao ocorre a
formacao de células convectivas, o que faz com que o nimero de Nusselt
médio (avaliado ao longo de toda a diregdo x) nao represente bem o
comportamento do sistema, sendo por isso o valor maximo empregado.
Os valores apresentados na Figura 97(b) para a velocidade méxima sao
normalizados com base no valor maximo obtido para Ra = 1386.
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Figura 97: Variacao temporal do niimero de Nusselt maximo e da ve-
locidade u maxima para Re = 5 e diferentes valores de Ra.

A evolugao temporal do nimero de Nusselt maximo (Fig. 97(a))
¢é semelhante ao encontrado para Re = 0, sendo necessario um deter-
minado tempo para que a convecgao inicie e se desenvolva, a partir do
qual o sistema permanece estacionario. Este comportamento também
é visto nos campos de velocidade e temperatura, conforme ilustrado
na Figura 97(b) para a velocidade horizontal maxima. Repare que o
valor inicial para esta varidvel é diferente de zero, pois corresponde
ao valor associado a Re = 5 na auséncia do movimento convectivo.
Nesta figura também fica claro que, especialmente para altos valores
de Ra, apos ser atingido o estado onde a convecgao estd completa-
mente desenvolvida, os valores maximos para as variaveis oscilam em
torno de um valor médio. Este comportamento periédico ocorre de-
vido & continua formagao e remocao das células convectivas. Apesar de
nao ser visivel na Figura 97(a) devido & escala empregada, o ntimero
de Nusselt maximo também oscila em torno de um valor médio para
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tempos elevados.

A amplitude desta oscilagao ndo varia significativamente com o
nimero de Reynolds, como pode ser visto na Figura 98. A presenca do
escoamento cisalhante, no entanto, influencia dois importantes aspec-
tos das curvas. Primeiramente, ocorre uma diminui¢ao no numero de
Nusselt maximo conforme o ntimero de Reynolds aumenta (ver Figura
98(a)), sendo esta uma consequéncia da estabilizagdo do escoamento
provocada pelo escoamento paralelo, ou seja, para elevados valores de
Re o sistema encontra-se mais préximo ao ponto critico. A diminuigao
na intensidade do movimento convectivo também faz com que o au-
mento na velocidade vertical maxima induzido pela convecgao natural
seja menor. Apesar disso, conforme observado na Figura 98(b), o valor
de u™** é superior conforme for maior o nimero de Reynolds, pois a
reducao na intensidade da recirculacao causada pelo aumento em Re é
muito pequena em comparagao com a velocidade associada ao escoa-
mento base.

«max

NU™
u

Figura 98: Variagao temporal do nimero de Nusselt maximo e da ve-
locidade v méxima para Ra = 1386 e diferentes valores de Re.

A segunda caracteristica das curvas alterada pelo valor de Re
é o tempo onde a conveccao natural inicia, ocorrendo de forma geral
uma redugdo conforme Re aumenta. Porém, para todos os valores de
Re > 0 este tempo é muito préximo, enquanto que para Re = 0 ocorre
um significativo aumento. O motivo pelo qual isto ocorre estéd provavel-
mente relacionado com a presenca de perturbagoes no escoamento para
Re > 0 que nao existem quando o escoamento paralelo é desconside-
rado. Conforme comentado anteriormente, para que ocorra a formacao
das células convectivas (instabilidade), é necessdrio que uma determi-
nada perturbacdo cresca e leve o sistema a um outro estado. Além de
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adicionar novas formas de perturbacdo, o aumento na intensidade do
escoamento paralelo faz com que estas perturbagdes aumentem mais
rapidamente e, como consequéncia, a instabilidade é mais facilmente
atingida.

Devido a existéncia do escoamento paralelo, para que as per-
turbagoes permanegam no interior do sistema pelo tempo necessario
para que a instabilidade se desenvolva, é preciso que o dominio avaliado
possua um determinado comprimento minimo. Conforme serda melhor
discutido adiante, este comprimento é fungao tanto de Re quanto de Ra.
Na Figura 99 é mostrada a evolugao temporal do niimero de Nusselt
local para Re = 5 e Ra = 1243, onde pode ser acompanhado o surgi-
mento e o crescimento da perturbacao que leva o sistema a instabili-
dade. Para as simulacoes envolvendo Re > 0, caso nao seja mencionado
o contrario, empregou-se uma malha numérica com um comprimento
30 vezes maior que a altura (L = 30h), porém para manter os mesmos
parametros adimensionais empregados para Re = 0 os resultados sao
apresentados em fungdo da mesma distancia x* = z/(10h).
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Para os instantes de tempo iniciais, pequenas perturbacoes sur-
gem ao longo do sistema, conforme pode ser visto na Figura 99(a).
Estas perturbagoes ocorrem em diversos pontos do dominio, porém
através da andlise de diversos casos pode-se concluir que existe uma
tendéncia de as perturbacoes surgirem mais préximas a entrada con-
forme o nimero de Rayleigh aumenta e o nimero de Reynolds diminui.
A medida que a perturbacdo inicial cresce o escoamento paralelo faz
com que esta seja deslocada ao longo da direcao x, como pode ser ob-
servado nas Figuras 99(b) e 99(c). Isto faz com que a perturbagao fique
restrita a uma regiao z* > x., onde x. representa o ponto onde surge
a perturbagao. Para a curva apresentada na Figura 99(a), z. = 0.5.

Quando a perturbacéo se propaga por uma determinada distancia,
esta atinge uma amplitude méaxima e a partir deste ponto permanece
constante ao longo de todo o dominio. O processo de formacao e
remocgao das células convectivas é intermitente, por isso as curvas con-
tinuam a se deslocar ao longo do tempo, porém o ponto de formagao e
a taxa de crescimento das recirculacées nao é alterado. Apesar de nao
ser observado na Figura 99 devido & diferenca nas escalas associadas,
conforme o tempo avanca o valor de x. aumenta gradativamente, ou
seja, as pertubacOes passam a surgir para maiores valores de z*. No
entanto, para o caso apresentado nesta figura, a intensidade das recir-
culagoes formadas é suficiente para auto-sustentar a formacgao de células
convectivas, fazendo com que o sistema atinja um estado estacionério
onde a convecc¢ao natural é relevante.

Como visto na figura anterior, existe uma distancia necessaria
para que a perturbagao se desenvolva e as células convectivas formadas
atinjam um estado permanente. Conforme o ntimero de Rayleigh se
aproxima do valor critico esta distancia rapidamente aumenta, fazendo
com que para Ra = Ra. seja necessario avaliar o comportamento da
perturbacao através de uma distancia infinita. Este paradoxo faz com
que para valores de Ra préximos ao valor critico e elevados valores
de Re um comportamento distinto ocorra, sendo esse representado na
Figura 100 onde sao mostradas as curvas do niimero de Nusselt local
para diversos tempos considerando Re = 10 e Ra = 1338. Os limites
onde este comportamento é observado serao discutidos na sequéncia.
Para estes casos, utilizou-se uma malha com comprimento 60 vezes
maior que a altura.

Para os instantes de tempo iniciais (Figura 100(a)), o comporta-
mento é semelhante ao observado anteriormente, havendo o surgimento
de pequenas perturbagoes ao longo do sistema. Neste caso, o dominio
avaliado é duas vezes maior que o considerado na Figura 99, podendo-
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Figura 100: Evolugao temporal do nimero de Nusselt local para Re =
10 e Ra = 1338.

se ver que as perturbacoes surgem inicialmente para valores de x* > 3,
justificando a necessidade de avaliar uma maior distancia. Também
como no caso anterior, com o avanco do tempo a amplitude das per-
turbagoes aumenta ao longo de z*, havendo também um deslocamento
no ponto critico x. devido ao escoamento paralelo.

Apesar de haver um aumento na amplitude, dentro do dominio
avaliado nao observou-se a formagao de um regime permanente como
no caso anterior. Conforme as perturbagoes deixam o sistema, o ponto
. eventualmente atinge a extremidade do dominio e a partir deste
instante nenhuma perturbacao é observada no interior do sistema. Caso
uma perturbagao externa for forgada (uma variagdo nas condigdes de
contorno, por exemplo), a instabilidade volta a ser formar em algum
ponto, sendo posteriormente removida da mesma forma como visto na
Figura 100. Testes realizados em malhas com maior razao de aspecto
(até L = 120h) exibem uma evolucdo temporal semelhante.

Este comportamento é similar ao descrito anteriormente como
instabilidade convectiva, onde a instabilidade fica restrita a uma regiao
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do espago que é eventualmente removida pelo escoamento paralelo. No
entanto, ndo pode-se garantir que este caso corresponda a esta forma
de instabilidade pois para isso seria necessario avaliar todas as per-
turbacoes possiveis em um sistema infinitamente longo. A seguir serao
apresentados resultados para a distribui¢ao espacial em regime perma-
nente para diversos valores de Re e Ra, onde serd visto que o com-
portamento semelhante a instabilidade convectiva é restrito a uma pe-
quena faixa de valores préximos ao ponto critico, onde, como visto, a
simulagao numérica direta nao apresenta bons resultados.

5.3.2.2 Distribuicao espacial para Re > 0

Além de alterar a dinamica de formacao e crescimento das per-
turbagoes, a presenga do escoamento paralelo também afeta os perfis
obtidos para o regime permanente. A principal diferenga na distri-
buigao espacial das varidveis para Re > 0 em comparagao com Re =0
é a existéncia de uma regiao préxima a entrada onde o escoamento base
nao é alterado pela presenca de perturbacoes. A variagao no tamanho
desta regiao em funcao do nimero de Rayleigh pode ser facilmente ob-
servada na Figura 101, onde sao apresentadas as curvas do nimero de
Nusselt local para Re = 5 e diversos valores de Ra. Estas curvas corres-
pondem ao estado permanente obtido apés o desenvolvimento completo
das perturbagoes.

O numero de Rayleigh critico obtido através da andlise de esta-
bilidade linear para Re = 5 é de Ra. = 1112.7, de modo que a curva
apresentada na Figura 101(a) j4 estd consideravelmente acima do ponto
critico. Mesmo assim, pode-se ver que conforme o sistema se distancia
do ponto critico ocorre uma répida reducao na regiao préxima a en-
trada onde o estado base é mantido, ou seja, ocorre uma reducao no
valor de .. Para elevados valores de Ra, como visto na Figura 101(f),
a perturbacdo ocorre praticamente na entrada do sistema (z. = 0).
Além da alteragao no valor de z., o aumento no nimero de Rayleigh,
como esperado, causa um gradativo incremento no valor de Nu devido
ao aumento na intensidade da convecgao.

Além do ntumero de Rayleigh, o valor de Re também afeta a
dimensao da regiao onde o estado base é mantido. Na Figura 102 sao
mostradas curvas de Nusselt local para Re = 10 e diferentes valores de
Ra. Observe que os valores de Ra apresentados na primeira coluna da
Figura 102 correspondem aos memos valores apresentados na segunda
coluna da Figura 101 para Re = 5. Comparando-se estas curvas fica
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Figura 101: Numero de Nusselt local para Re = 5 e diferentes valores
de Ra.

claro que o aumento no valor de Re causa uma grande mudanga no
formato das curvas, havendo um aumento no valor de .. Os resultados
para Re = 7.5 apresentam um valor de z. intermediario, mostrando que
esta alteracao é diretamente proporcional ao nimero de Reynolds. Para
maiores valores de Ra a diminuicao em x. continua ocorrendo, porém
mesmo para Ra = 1626 ainda existe uma significativa regiao onde o
escoamento base é mantido.

Nos resultados apresentados anteriormente foi utilizada a va-
riacdo no numero de Nusselt local para exemplificar a influéncia dos
nimeros de Rayleigh e Reynolds no desenvolvimento e distribuicao das
instabilidades ao longo do dominio. Entretanto, as demais varidveis
também sao alteradas, com os perfis na regiao onde a convecgao ja esté
completamente desenvolvida semelhantes aos obtidos para Re = 0. Isto
pode ser visto nas Figuras 103 e 104, onde sao apresentados os perfis
bidimensionais para a velocidade vertical e para o desvio da tempera-
tura, respectivamente, para diferentes valores de Re. Estes resultados
foram obtidos em uma malha onde L = 30h, no entanto para facilitar
a visualizacao os perfis foram redimensionalizados em uma escala 1:2
(x:y).

Os perfis de velocidade vertical para Re = 5 (Figura 103(a)) sdo
muito parecidos com os perfis para Re = 0, havendo somente uma pe-
quena regiao na entrada onde as recirculagoes nao estao completamente
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Figura 102: Numero de Nusselt local para Re = 10 e diferentes valores
de Ra.
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Figura 103: Perfis de velocidade vertical para Ra ~ 1481.

desenvolvidas. Com o acréscimo no nimero de Reynolds esta regiao
aumenta, sendo que para Re = 7.5 e Re = 10 existem trés regioes
distintas: uma regiao proxima a entrada onde o escoamento base é
mantido, uma regiao intermedidria onde as perturbagoes aumentam e
uma regiao onde as recirculacoes estao desenvolvidas. Estes perfis estao
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Figura 104: Perfis de desvio da temperatura para Ra ~ 1481.

em acordo com discutido anteriormente com base no ntimero de Nus-
selt local. Apesar das diferencas nos perfis em funcgao do valor de Re,
a magnitude da velocidade para os trés casos é semelhante.

O desvio da temperatura em relagao ao estado base estd dire-
tamente relacionado com a existéncia de uma velocidade vertical, de
modo que os perfis apresentados na Figura 104 apresentam as mesmas
caracteristicas gerais que os apresentados na Figura 103. Para elevados
valores de Re os perfis para o desvio da temperatura mostram uma
pequena distor¢gao em comparagao com os obtidos para Re = 0. Como
discutido anteriormente, a velocidade horizontal u causa a variagao
destes perfis ao longo da diregdo x. Considerando que no interior do
dominio assume-se um perfil parabdlico para u, a velocidade do escoa-
mento base na interface é superior, o que causa um maior deslocamento
nesta regiao.

A maioria das caracteristicas das curvas mostradas anterior-
mente diferenciam-se dos perfis para Re = 0 devido & malha numérica
avaliada possuir uma dimensao finita. No entanto, mesmo quando so-
mente a regiao completamente desenvolvida é avaliada, importantes
atributos do sistema sao alterados pela presenga do escoamento para-
lelo. Na Figura 105 é mostrada a dependéncia do nimero de Nusselt
méaximo e da velocidade horizontal maxima em funcdo do nimero de
Rayleigh para diversos valores de Reynolds.

Para baixos valores de Ra, onde ocorre transferéncia de calor
somente por condugdo, o nimero de Nusselt maximo (Figura 105(a))
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Figura 105: Valores méaximos para Nu e velocidade horizontal em
fungao de Ra.

para todos os valores de Re ¢ igual a 0.5, sendo este o valor correspon-
dente ao estado base. Para Re = 0, apds o valor critico (Ra. ~ 1102.8)
ser atingido, o valor de Nu™** gradativamente aumenta conforme o va-
lor de Ra aumenta. A regiao destacada em cinza representa os pontos
onde convecgao ocorre de forma semelhante & instabilidade convectiva,
conforme descrito anteriormente. Pode-se ver que o valor de Nu™%*
para estes pontos, apesar de serem superiores ao valor associado ao
estado base, sdo muito inferiores aos obtidos para maiores valores de
Ra.

Na regiao onde as células convectivas estao completamente de-
senvolvidas (pontos onde Nu™** > 0.6), a dependéncia do valor de
Nusselt com Ra nao é exatamente linear. De modo geral, a trans-
feréncia de calor por convecgao é mais intensa para menores valores de
Re, no entanto existem pontos onde Nu™® para Re = 5 é superior
ao valor obtido para Re = 0. Para os pontos apresentados na Figura
105(a), a seguinte relagdo representa satisfatoriamente a dependéncia
dos valores:

B 1/2
Ra — Ra, R“”) (5.10)

Ny™mer _ Nucond ~
Ra,

onde Nuc®"? representa o nimero de Nusselt associada & conducio
(= 0.5 neste caso) e o valor utilizado para Ra. é fungdo do nimero
de Reynolds e poder ser obtido através da anélise linear. Esta relacao
mostrou-se valida para todos os valores de Re, desde que sejam con-
siderados somente os pontos onde as células convectivas estao com-
pletamente desenvolvidas. Na Figura 106 sao apresentados os valores
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obtidos com esta relagdo para os pontos mostrados na Figura 105(a).
A reta x = y é incluida no gréfico para referéncia. Pode-se ver que os
pontos se adequam bem a equagao.
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0.7 4
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0.5 1
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12
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Figura 106: Relacao entre niimero de Rayleigh e nimero de Nusselt
maximo.

Os pontos para a variagdo da velocidade horizontal méxima em
fungao de Ra, mostrados na Figura 105(b), apresentam um comporta-
mento semelhante ao nimero de Nusselt maximo. Para baixos valores
de Ra a velocidade corresponde & velocidade maxima do estado base
e conforme a convecgao se torna mais intensa a velocidade maxima
gradativamente aumenta. A presenga da convecc¢io semelhante & ins-
tabilidade convectiva também pode ser observada neste grafico, sendo
que para Re > 0 alguns pontos onde a velocidade maxima é levemente
superior ao valor do estado base podem ser vistos. A presenca de pon-
tos onde a velocidade horizontal é maior que a velocidade do estado
base é necessaria para a existéncia de células convectivas. Como con-
sequéncia, regioes onde u é menor que o valor do estado base também
ocorrem. Para elevados valores de Ra, a velocidade induzida pela con-
veccao natural pode ser suficiente até mesmo para gerar pontos onde
u* < 0.

Consideragoes finais

No presente capitulo foram avaliados resultados obtidos através
da simulagao numérica direta das equagoes governantes através de téc-
nicas de fluidodindmica computacional. Esta abordagem permite ava-
liar a conveccao RBPE sem a necessidade de impor restri¢oes nos ter-
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mos nao-lineares ou na dependéncia das varidveis com a direcao x
em termos de modos normais. Além disso, a utilizacdo do método
do volume de fluido permite obter o formato da interface como parte
da solugao do problema, possibilitando a andlise de casos onde a de-
formagao da interface é significativa.

No entanto, a utilizagao da simulagao direta para a determinacao
dos pontos criticos onde a convecgao inicia nao mostrou-se vidavel. De-
vido a forma como as perturbagdes surgem e se propagam no tempo
e no espago, inconsisténcias surgem préximas ao valor critico. Por
exemplo, mesmo quando somente a convecgao natural é considerada
(Re = 0), seria necessario avaliar o sistema por um tempo infinito para
que o regime permanente fosse alcancado. Para Re > 0 as dimensoes
da geometria avaliada também afetam o sistema, havendo casos onde as
perturbacoes sao removidas antes de desenvolverem células convectivas
estaciondrias.

Apesar das dificuldades associadas a esta forma de analise, a
comparacao entre os resultados obtidos com a andlise linear e com
a simulagao direta apresentam uma excelente concordancia, tanto em
relacdo aos limites de estabilidade quanto em relagao aos perfis de ve-
locidade e temperatura. Esta concordancia obtida com duas formas de
analise distintas incrementa a confiabilidade dos resultados, mostrando
que apesar das restrigoes presentes a analise linear é capaz de repre-
sentar o comportamento do sistema, sendo até mesmo mais adequada
para determinar os limites de estabilidade do que a simulacao direta.
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6 CONCLUSAO

“S’io avessi, lettor, pit lungo spazio
da scrivere, i’ pur cantere’ in parte
»

lo dolce ber che mai non m’avria sazio. ..

Dante Alighieri, Divina Commedia, Purgatorio XXXIII, 136-138

A conveccao de natural entre placas horizontais com diferentes
temperaturas, também conhecida como convecg¢ao de Rayleigh-Bénard,
¢ um dos processo mais importantes e estudados na &drea da trans-
feréncia de calor. Apesar disto, a influéncia do escoamento paralelo
sobre este processo ainda é pouco entendida, principalmente quando
existem mais de uma fase no sistema. No presente trabalho foram ava-
liadas as principais caracteristicas da estabilidade da convecgao natural
em um meio composto por dois fluidos imisciveis sobrepostos na pre-
senca de um gradiente de pressao que induz o escoamento horizontal.
Devido as diferentes caracteristicas englobadas, este sistema é chamado
de conveccao de Rayleigh-Bénard-Poiseuille estratificada (RBPE).

O principal aspecto analisado foi o nimero de Rayleigh critico
necessario para que a convecgao natural inicie, sendo isto investigado
através de duas abordagens numeéricas distintas. Primeiramente, utili-
zou-se métodos de andlise linear onde modos normais sao empregados
para representar a dependéncia das varidveis ao longo do tempo e da
posigao horizontal. A utilizagao deste método para a andlise da estabi-
lidade de escoamentos é uma pratica muito empregada, tendo sido con-
solidada devido principalmente aos trabalhos de Chandrasekhar (1961)
e outros autores. O segundo método utilizado foi a simulagao numérica
direta das equagoes governantes através de técnicas de fluidodinamica
computacional. Esta metodologia tem sido largamente empregada na
andlise de escoamentos nas tltimas décadas devido a sua versatilidade
e capacidade de gerar resultados em acordo com observacoes experi-
mentais.

De modo geral a anélise linear mostrou-se mais adequada para
determinar os pontos criticos onde a convecgao inicia, enquanto que
a simulagao direta é capaz de fornecer melhores resultados para casos
onde a convecgao natural ocorre de forma mais intensa e portanto os
termos nao-lineares desprezados na andalise linear sdo mais significati-
vos. Apesar disto, os resultados obtidos com as duas formas de andlise
sao similares, sendo ambas adequadas para determinar a dependéncia
da estabilidade com diversos parametros fisicos.
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A principal dificuldade na analise da estabilidade da convecgao
RBPE é, de fato, o grande nimero de parametros fisicos que governam
o sistema. Através da modelagem matemédtica empregada foram iden-
tificados 12 parametros, sendo 6 destes relagoes entre as propriedades
fisicas dos fluidos nas duas camadas e os outros 6 numeros adimen-
sionais relacionados com as condicoes de contorno adotadas e com as
propriedades da interface. Dependendo das condigoes aplicadas, es-
tes numeros adimensionais podem definir sistemas onde a instabilidade
é governada por modos muito distintos, como por exemplo os modos
de cisalhamento para altos valores de Re, os gerados por gradiente de
tensao interfacial para altos Ma ou os associados ao empuxo para ele-
vados valores de Ra. Devido a dificuldade em avaliar a influéncia das
demais propriedades sobre todos estes modos, restringiu-se a anélise a
uma pequena faixa no espectro dos parametros, em especial para baixos
valores de Re e valores de Ra e Ma préximos ao valor critico.

Em relacao as propriedades fisicas dos fluidos, apesar de have-
rem 6 propriedades que afetam diretamente a estabilidade, os resultados
mostram que as principais alteragoes na forma como a convecgao natu-
ral inicia estao relacionadas com a razao entre os ntimeros de Rayleigh
avaliados em cada uma das camadas. Quando esta razao for muito
préxima ao valor unitario, a instabilidade pode surgir simultaneamente
nas duas camadas na forma de células com o mesmo sentido de recir-
culagao, sendo este arranjo conhecido como acoplamento térmico. No
entanto, quando a razao entre os valores de Ra for consideravelmente
diferente de 1, a instabilidade surge primeiramente em uma camada
e esta auxilia a formacao da recirculagao na camada adjacente, ori-
ginando um sistema com células contra-rotativas. Este arranjo é co-
nhecido como acoplamento viscoso. Em casos onde os valores de Ra
forem muito distintos, a recirculacdo em uma das camadas pode ser
totalmente induzida pelo arraste causado pela outra camada, caracte-
rizando o acoplamento por arraste.

As perturbacoes associadas a cada um destes modos possuem
taxas de crescimento distintas, de modo que dependendo dos valores
adotados para determinados parametros, cendrios onde ocorre uma al-
teragdo no modo mais instavel podem surgir. Usualmente isto ori-
gina um sistema oscilatério para uma faixa de perturbacgoes especificas,
sendo a transigao causada por uma bifurcagao de Hopf. A existéncia de
estados oscilatorios para a conveccao de Rayleigh-Bénard é um resul-
tado bem conhecido, porém, para todos os casos avaliados no presente
trabalho, os estados oscilatérios desaparecem para qualquer valor de
Re > 0. Este resultado mostra que o surgimento de estados osci-
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latérios depende de um sensivel equilibrio entre diferentes modos de
estabilidade, e este equilibrio é alterado pela presenca do escoamento
paralelo. Por exemplo, o aumento no valor de Re estabiliza de forma
mais intensa o acoplamento térmico do que o viscoso.

De modo geral, o aumento em Re atua no sentido de estabilizar
o sistema, com uma notavel excegao surgindo para perturbagoes com
baixo comprimento de onda em sistemas onde o efeito termocapilar é
intenso. A presenca deste efeito, mensurada através do nimero de Ma-
rangoni, aumenta de forma consideravel a complexidade do problema
por introduzir um segundo meio de formagao de células convectivas.
Além disso, a interagao do efeito termocapilar com as forgas de empuxo
afeta a taxa de crescimento dos modos mais instaveis, com o aumento
em Ma causando na maioria dos casos uma reducao acentuada no va-
lor critico do nimero de Rayleigh. Também neste caso, uma distinta
excecao surge quando a espessura da camada superior é maior que da
camada inferior, onde para baixos valores de Re a presenca do efeito
termocapilar inicialmente estabiliza o modo mais instavel, causando,
no entanto, uma perda de estabilidade para elevados valores de Ma
para qualquer Re.

Por alterar o balango de forcas na interface, o efeito termoca-
pilar também pode levar a deformacao da interface, dependendo da
intensidade das forgas restauradoras (relacionadas com a diferenca de
densidade e tensao interfacial). Além do efeito termocapilar, mudancas
na inclinacao dos perfis de velocidade e temperatura base também po-
dem causar a deformacdo. A existéncia de uma diferenga de densidade
entre as camadas, sendo a densidade da camada inferior maior, é ne-
cessaria para evitar a instabilidade pelos modos de Rayleigh-Taylor.
Mesmo quando esta condicao for valida, na auséncia de tensao interfa-
cial, conforme a densidade das camadas se aproxima do mesmo valor a
interface passa a perder a estabilidade e deformagoes significativas po-
dem ocorrer. O formato da interface pode ser muito bem captado com
as técnicas de simulagao numérica direta, onde o método do volume de
fluido foi utilizado. Os resultados mostram que conforme a diferenca
Ra — Ra. aumenta, a deformacao da interface passa a ser mais intensa
e a aproximagao linear em termo dos modos normais nao é mais valida,
apesar desta representar bem o formato da interface préximo ao ponto
critico.

Finalmente, fica evidente a grande variedade de estados que po-
dem surgir na convecgdo de Rayleigh-Bénard-Poiseuille estratificada.
A complexidade matematica e o grande ntimero de parametros fisicos
envolvidos dificultam a formulagdo de modelos que representem o sis-
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tema para qualquer situagao, limitando a analise a uma determinada
faixa de valores para os parametros governantes. No presente trabalho,
alguns dos aspectos mais relevantes & estabilidade deste sistema foram
esclarecidos, em especial em relagao aos valores criticos para o inicio da
convecgao natural e o arranjo adotado pelo sistema quando isto ocorre.
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ANEXO I: OBTENCAO DO ESCOAMENTO BASE

Considere o esquema apresentado na Figura 107, representando
o escoamento de dois fluidos Newtonianos imisciveis e incompressiveis
entre duas placas planas causado por um gradiente de pressao dP/dx na
diregdo x. Serd considerado que a velocidade na interface é constante
e igual a Uy. O escoamento ocorre somente na dire¢ao =, de forma
permanente e completamente desenvolvida.

T=Tec v=0 y=d2
H .
— Fluido 2
—T =Tc+vy2d2 S v=0
L T=Tr-widi v=0p )
= Fluido 1

y=-ds
y| T=Tx v=0

X

Figura 107: Escoamento de dois fluidos entre placas planas.

Nestas condigoes, a equagao de Navier-Stokes (Eq. 3.2) nas duas
camadas pode ser avaliada como:

d*uy;  dP

M T (1)
d2UQ dP

M T (2)

A obtencao destas equacoes pode ser encontrada em qualquer
livro-texto na drea de mecénica dos fluidos, por exemplo (NAKAYAMA,
1999), Eq. 6.19. Observe que ambas equagoes foram igualadas a uma
constante K, sendo isto valido visto que a tnica forma de a igualdade
ser verdadeira é se tanto o termo diferencial em y quanto o termo em
x forem ambos constantes. Além disso, o gradiente de pressao dp/dx é
0 mesmo para as duas camadas.
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As equagoes acima podem ser facilmente resolvida por integragao:

1

uy = —Ky* + Cly + C} (3)
2p1
1

uy = —Ky> + Cy + C3 (4)
22

Para a determinagao das constantes de integragao, pode-se uti-
lizar as condigoes de contorno conhecidas. Na interface, ocorre a igual-
dade da velocidade tangencial e da tensao de cisalhamento:

uy =us=Uy em y =0 = C%zCQQZUo (5)
du dus
uld—;:ugd—y em y=0 = Cl =mC? (6)

onde m = pa/u1 é a relagdo entre a viscosidade das camadas. Na
parede inferior, a condi¢ao de nao-deslizamento é valida, de modo que:

_ 2m

u; =0 em y:—dl = K—d—Q(Clldl—U()) (7)
1

A mesma condigao pode ser aplicada na parede superior:

Uo(m — d3)
us =0 em y = ds = Ci = m(d%—i—do)
Uo(m — d3)
= Cl = —-— 8
! (d2 + do) ()

onde a definigdo dy = da/d; é utilizada para simplificar a expressao.
Desse modo, o perfil de escoamento base nas duas camadas,
Up,1 =u1 e Ups = up pode ser expresso por:

Upa(y) m+do\ m —dg
2\ 1 9
U Zvd)V T\ @)Vt 9)
UBQ(y) 1 m + dy 2 1 m—d(%
20y 1 1 1 (10
Us m \ &+ do m\@&va,)vtt 10

A equacdo da conservacao da energia (Eq. 3.3), considerando
somente a troca térmica por condugao na diregao y, pode ser retomada
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0.5 1.0

Figura 108: Exemplo de escoamento base para dy =1 e m = 5.

simplesmente como:

d2T1 B d2T2 B
——— =0 —— =0 11
e e (11)
Utilizando as condigoes de contorno especificadas para cada camada
mostradas na Figura 107, obtém-se que:

Tip=Tg—Vi(y+1) Top=Tc—12(y—do) (12)

onde pode-se observar que quatro constantes sao especificadas, sendo
que os gradientes de temperatura estaticos 1, e 19 sao empregados
para facilitar a manipulagao das equacoes. No entanto, considerando
que o perfil de temperatura base deve respeitar as condigoes de conti-
nuidade da temperatura e do fluxo de calor na interface y = 0, pode-se
facilmente relacionar estes gradientes com as temperaturas fixas nas
paredes:

Ty —1c Ty —T1c
T 1+1/ko V2=

de onde se obtém que:

(& (13)

Yo = — (14)
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ANEXO II: CONDICOES DE CONTORNO EM FUNCAO
DOS MODOS NORMAIS

Neste anexo sera apresentado o tratamento matematico aplicado
as condigoes de contorno para expressa-las em termo dos modos nor-
mais. Para simplificar, serd apresentado cada condigao de contorno
individualmente.

1.Velocidade normal a parede:
v =0 em y=—d; vp =0 em y=ds (1)

Neste caso, pode-se diretamente substituir a velocidade verti-
cal v; pela velocidade vertical perturbada v;, visto que o velocidade
base na direcao vertical é nula. Além disso, adimensionalizando-se as
velocidades com base na escala k1/d; e as posi¢oes com base em dy,
apdés substituir a definicdo em termos dos modos normais (Eq. 3.46)
obtém-se diretamente que:

$p1=0em y=—1 P2=0 em y =dp (2)

2.Condicao de nao-deslizamento nas paredes:
up=w1 =0 em y=—dy (3)

De forma semelhante ao apresentado para a condigao anterior,
pode-se diretamente substituir as velocidades na forma perturbada,
lembrando que o escoamento base avaliado em y = —d; obedece a
condigao de nao deslizamento e portanto Up 1(—d1) = 0. Adimensio-
nalizando a expressao obtida e substituindo a definigao em termos dos
modos normais:

iagr1 =ifp31 =0 em y=—1 (4)
Da Equagao 3.47 tem-se que:

02,1
dy

iagrq + +iB¢p31 =0 (5)
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de modo que, lembrando que ¢2 1 = ¢1:

%zoemy:—l (6)
dy

De modo semelhante, para a camada superior:

do2
dy

Uy =we =0 em y = do = =0em y=dy (7)

3. Continuidade da velocidade normal & interface:
V1 =V em y=mn (8)

Assim como realizado para a primeira condi¢do de contorno apre-
sentada, pode-se facilmente transformar a velocidade vertical v; na
variavel ¢;, o que implica em:

¢1=¢2 em y=1 9)

No entanto, conforme discutido na secao sobre a condicao cinematica,
a posicao da interface nao é conhecida antes de o campo de velocidades
ser obtido. Expandindo a condigao anterior em série de Taylor em torno
do ponto y = 0 tem-se que:

¢1(0)+n@ y:0+0(772) = ¢2(0)+nd—y +0(n*) em y=mn (10)

y=0

Considerando que tanto a perturbagao da interface 1 quanto os termos
d¢;/dy sado pequenos, o produto entre eles pode ser desprezado, bem
como os termos de alta ordem. Assim:

¢1=¢2 em y=0 (11)

4. Continuidade da velocidade tangencial & interface:
U =Uz € Wy =ws em Yy =71 (12)

A igualdade da velocidade na direcao = pode ser expressa, em
funcao das variaveis perturbadas, como:

u1(n) +Up(n) = u2(n) +Up2(n) (13)
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Expandindo os termos em série de Taylor e desconsiderando os
termos O(n?):

~ ~ duy dus
0) —u2(0 — - — Up1(0) —Up2(0) = (14
0(0) - 120) + (G2 = G2, ) + Unal0) - Una(0) = (10
U, U2
3 _ 3 15
n( dy ly=0  dy y—o> (15)

Novamente, desprezando o produto entre os termos 1 e du;/dy, e con-
siderando que Up 1(0) = Up2(0) o segundo e o terceiro termos no
lado esquerdo da equacao acima podem ser desprezados. Adimensio-
nalizando os termos restantes, lembrando que k;/d; é utilizado como
escala para a velocidade perturbada e Uy para o escoamento base, tem-
se que:

[AJB,W _ ﬁB,Q
dy ly=0  dy

1(0) — dia(0) = 7 < }y_()) RePr (16)

Aplicando o mesmo procedimento para a condi¢ao wi (1) = wa(n),
obtém-se:
w1(0) = w2(0) (17)

Fazendo d(Eq. 16)/0z + 0(Eq. 17)/0z:

Ox ox 0z 9z Oz

Oty iy Dy Oy 07 (0Upy  9Upy
dy dy

) RePr  (18)

onde todos os termos da expressao acima sao avaliados em y = 0. Da
equagao da continuidade, obtém-se:

ou; ~Ow; 0

= - 19
ox + 0z dy (19)
Substituindo esta relagdo na expressao anterior, obtém-se:
dvo O 9 (0U oU
T2 T _ TN hL 252 ) pepy (20)
oy dy Ox oy dy

A substituicao da defini¢do de 9; e ) em termos dos modos nor-
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mais resulta em:

dgo  dor . oUp, OUps
ov2 oY1 bt 2l ot 21 22 P 21
o o iamg < dy By RePr (21)

Finalmente, considerando a expressao obtida para ng com o uso
da condigao cinemética (Eq. 3.70):

B dy dy

dpy  dpy g Upy  9Upps RePr
dy dy  i(aRePr —w)

em y =0 (22)

5. Balango da tensao de cisalhamento:
(G5 (G ) - (i) e
() (35 - (o)

em y=mn
Definindo a Eq. 23 em termos da perturbagao da velocidade, da
temperatura e da deformacao da interface, obtém-se:

851 8111 8UB71 (9’()2 8’&,2 8UB72
<5x+8y+ dy ) 2(67 +3y+ dy )

oT on
<8x ¥ 8x> (25)

Adimensionalizando a equagao acima:

vy Oty Updy Ug, Dy Oty Updy U
<8x+8y+/~@1 8y> m<8x+8y+m 8y>

_ 0Ty _ i
= —Ma < Ox 8x> (26)

onde m = ug/u1 € Ma é o nimero adimensional de Marangoni, definido
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COImao:
Cdy adi

M =
“ dT Vip1k1

(27)

Aplicando o mesmo procedimento para a Eq. 24, obtém-se
Ody | Oy Ody | Op\ oT, o
(82+8y> m<8z+8y)_ Ma(&z 8z> (28)
Fazendo 0(Eq.26)/0x + 0(Eq.28)/0z:
o i 0 (0 din))
Ox? 022 Oy \ Oz 0z

24 24 - -
m(8v2+6v2+£(%+8w2>): (29)

ox? 022 "oy \ dx | 0z

2 2F 25 25
—Ma(aTl 0°T, 0% 5772)

+ — —
Ox? 022 Ox? 022
Utilizando a equacao da continuidade, pode-se simplificar a equacao

acima eliminando a dependéncia com as componentes i; e w; , resul-
tando em:

02, N o Do\ oy | 0Py 0Dy
ox? 022 Oy? ox? 022 Oy?

(30)

0¥y 02Ty, 9% 0%
_Ma<8x2 * 022 Or2 022

Através da definicdo dos modos normais (Eq. 3.46) para as
varidveis nesta equagao, tem-se que:

<—k2¢1 - d;;il) —m (—k2¢2 - %) = —Ma(k’no — k*61) (31)

onde 0, é utilizado levando-se em conta que na interface 6; = 65, con-
forme serd mostrado a seguir. As varidveis presentes nesta equacao
sao avaliadas em y = 7, no entanto, conforme discutido anteriormente,
pode-se facilmente utilizar uma expansao em série de Taylor de modo
a ser possivel avaliar as variaveis em y = 0. Com isso, e utilizando a
expressao obtida para a deformacao da interface, obtém-se:
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<k2¢1 + Cil¢1) - (k2¢2 + dd(éQ> =

o1 )) em y=0 (32)

—k*Ma (6 — ————
“ < ' i(aRePr—w

6. Balango da tensao normal a interface:

ov ov
prgn — Py 4 2p =~ — ( pagn — Po + 2pa—— | =
Jy dy

0%n 0%y
(@JFW em y =1 (33)
Considerando que no escoamento base a velocidade vertical é
nula e que a pressao é continua na interface (Pp1(n) = Pgo2(n)),

pode-se expressar a equagao acima em termos das varidveis pertur-
badas como:

. = o0v . = ov
prg7 — Py 4 2p—— — ( pagii — Po + 2p2—— | =
dy y

0%n  0%*q
v (o4 1 (34)
ox 0z
Adimensionalizando as varidveis presentes nesta expressao e mul-
tiplicando ambos os lados por d3/(p1vak):

a3 . 3. . .
9B, 98 by _
VK1 VK1 piv1 Oy  pivy Oy P1V1K1

2/.L1 (9’01 2/.L2 8@2 o ’}/dl 8277 8277
i Oy punkr (@ 022

(35)

Considerando que p1v; = 1, pode-se reescrever a equagao acima como:

o o6, 0\ (0% 0%

onde dois parametros adimensionais podem ser observados, sendo S
uma forma do nimero de Schmidt baseada na tensao interfacial e Ra,
um numero de Rayleigh baseado na diferenga de densidade entre as
camadas. Estes parametros sao definidos como:

R ’}/dl
- 1 - 1- =14
ViK1 P d1v1 81 (1= o) p1diK1

(37)
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Considerando a defini¢do em termos dos modos normais, obtém-

I o

_ 9 (=L 22

P1— P2 + < By m oy

Para eliminar a dependéncia com a pressao p; na equagao acima,

pode-se utilizar as Equagoes 3.48 e 3.50. Fazendo i« (Eq. 3.48) + i3

(Eq. 3.50) e considerando que a equacao da continuidade pode ser
expressa como:

se:
) = —Sk’no — Ra,no (38)

P11 A3 a1
i e +1if a2 == a7 (39)
a pressao g pode ser avaliada como:
d? d d d du.
ko1 = Ao p2dir  w do —iOéR@UBJﬂ +iaRegr—— (40)

dy3 dy Pr dy dy dy

De forma semelhante, a pressao na camada superior g, é dada por:

d3 o do2 wpo do1
$2 = poto < e + dy Pr dy
d d
—iapoReUp 1ﬂ + iapgRedy Usa (41)
T dy dy

Fazendo k?(Eq.38), substituindo as expressoes acima e conside-
rando a expressao anteriormente obtida para a deformagao da interface,
pode-se expressar o balanco de tensdo normal em sua forma final:

(d%l 52001 wd¢1>_m<d3¢2 3k2dﬂ_L@)

dy? dy  Pr dy

dy3 dy  Pruy dy

d dU d dU
—iaRe (UBJﬂ — B’1>—|—iap0Re <UB,22 — ¢2 B’2> (42)

dy dy dy dy
_ 2 h1 2 _
=k i(aRePr—w)(Sk + Ra,) em y =0

onde, de forma semelhante ao realizado para as outras condigoes avali-
adas na interface, pode-se transpor as condigoes em y = 7 para y = 0
utilizando-se da expansao em série de Taylor.
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7 Temperatura fixa nas paredes:
Ty =Ty em y=—d; (43)

To =Tc em y =ds (44)

Utilizando a defini¢ao das varidaveis em funcgao do estado base e
da perturbagao, tem-se:

Tpa(—dy) +Ti(—dy) = Ty Tp.a(dy) + To(ds) = To (45)

Considerando que T 1(—d1) =Th € Tp2(d) = Tc:

Ti(=di) =0  T3(d2)=0 (46)

Adimensionalizando e expressando em termos dos modos normais, isto
implica que:

f1 =0 em y=—1 o =0 em y=dy (47)

8 Continuidade da temperatura na interface:
Ty =Ty em y=n (48)

Substituindo a temperatura 7; pela definicio em fungao do es-
tado base e da perturbagao da temperatura:

Tpi+Ti=Tpa+Ts em y=n (49)

Utilizando a expansao em série de Taylor para transpor a condigao
acima para y = 0, lembrando que o perfil de temperatura base obedece
a condi¢ao de continuidade da temperatura na interface e desprezando
os termos de alta ordem, obtém-se:

dTp
dy

dTs 2

—|—T1:77 + T, em y=0 (50)

Considerando o perfil de temperatura base obtido anteriormente,
adimensionalizando as temperaturas com base na escada ¢1d; e empre-
gando a definigdo em termos dos modos normais, tem-se que:

91—92:U0(1—w0) em y:O (51)

Por 1dltimo, pode-se utilizar a definigao obtida para 79, de modo
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que:
P1

b1 =02 = i(aRePr — w)

(1—1o) em y=0 (52)

9 Continuidade do fluxo de calor na interface:

0Ty 0Ty
ki— = ko—= em = 53
1 dy 2 dy y=n (53)
Utilizando a expansao em série de Taylor para passar a condigao
acima para y = 0 e desprezando os termos nd>6/dy?, obtém-se que:

kl—:k‘g—y em y = (54)

Considerando que o perfil de temperatura base obedece a condigao
de igualdade de fluxo na interface (dTp,1/dy = kodIp2/dy) pode-se
substituir a temperatura T; pela perturbagao da temperatura T; e adi-
mensionalizar a expressao resultante, de modo que:

o1 oty
ko —= = 55
oy ko 9 em y=0 (55)

Utilizando a definicao dos modos normais, isto resulta em:

001 . 00, B
@_koay em y =0 (56)



	Bookmarks from Ficha_Catalografica.pdf
	Bookmarks from Ficha_Catalografica.pdf
	Bookmarks from Ficha_Catalografica.pdf

