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RESUMO

Inicialmente estudamos a teoria da construcao da C*-dlgebra Universal,
e um exemplo importante de C*-4lgebra Universal, que é a C*-4lgebra
de Cuntz-Krieger. Também estudamos a construgao do produto cru-
zado parcial, obtido a partir de uma agao parcial de um grupo discreto
em uma C*-dlgebra. Por ultimo demonstramos que a C*-dlgebra de
Cuntz-Krieger é isomorfa a um produto cruzado parcial, obtido a par-
tir de uma acao parcial do grupo livre no espago das fungoes continuas
sobre o conjunto dos caminhos infinitos obtidos a partir da matriz que
define a C*-dlgebra de Cuntz-Krieger.

Palavras-chave: C*-algebras. C*-dlgebras universais. C*-algebra de
Cuntz-Krieger. Produto Cruzado Parcial.






ABSTRACT

Initially we study the theory of the universal C*-algebra and an impor-
tant example of this, which is the Cuntz-Krieger C*-algebra. We also
study the construction of the partial crossed product, obtained from a
partial action of a discrete group on a C*-algebra. Finally we prove
that the Cuntz-Krieger C*-algebra is isomorphic to a partial crossed
product, gotten from a partial action of the free group on the space of
continuous functions over the set of the infinite paths obtained from
the matrix that defines the Cuntz-Krieger C*-algebra.

Keywords: C*-algebras. Universal C*-algebras. Cuntz-Krieger C*-
algebra. Partial crossed product.
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1 INTRODUCAO

A C*-dlgebra de Cuntz-Krieger foi definida por volta dos anos
80 do século XX por Joachim Cuntz e Wolfgang Krieger (CUNTZ; KRIE-
GER, 1980), matemadticos alemaes cuja contribuigao na dlgebra de ope-
radores é inestimavel. O produto cruzado parcial de uma C*-dlgebra
sobre um grupo discreto foi desenvolvido durante os anos 90 e teve
grande contribui¢ao de (EXEL, 1994) e (MCCLANAHAN, 1995).

Neste trabalho, faremos a construcao da C*-dlgebra de Cuntz-
Krieger e de um produto cruzado parcial que é isomorfo a essa algebra.
As definigoes de dlgebra e C*-dlgebras encontram-se no capitulo 2.
Mesmo assim, é aconselhavel que ja seja de conhecimento do leitor,
alguns resultados importantes da dlgebra de operadores como por exem-
plo o Teorema de Gelfand. Primeiro, precisamos definir o que é uma
C*-algebra universal. Isto é feito no capitulo 3. Prova-se também neste
capitulo a propriedade universal e a unicidade da C*-algebra universal.

No capitulo 4 definimos a C*-algebra de Cuntz-Krieger O 4 usan-
do a teoria vista no capitulo 3. Para tanto, precisamos de uma matriz
quadrada A € M,,({0,1}), um conjunto de geradores e um conjunto de
relagbes que formem um par admissivel e respeitem quatro axiomas.
Dai em diante, ¢ provado que span{S,S3}, em que a e 8 sdo palavras
positivas finitas com letras em {1,...,n}, é um conjunto comutativo
que é denso em O 4. Depois de provar mais algumas propriedades deste
conjunto definimos o conjunto Q = {Qa}acw que respeita algumas
relagoes que se parecem com as relagoes satisfeitas por S,S5. Usando
Q como gerador com as relagoes dadas, consideramos a C*-dlgebra
universal B deste par e notamos, por Gelfand, que B = C(B), ja que
B é comutativo com unidade. No fim, este conjunto B é identificado
como sendo homeomorfo & X := {(z;)ien € NV : ag,4,,, = 1}, em que
08 a;;’s sdo obtidos a partir da matriz A que define a C*-dlgebra de
Cuntz-Krieger.

A construcao do produto cruzado parcial é feita no capitulo 5.
Primeiro é definida a acao parcial de um grupo sobre uma C*-dlgebra
e algumas propriedades sao observadas. Em seguida, define-se o pro-
duto cruzado parcial algébrico Ax,G, que ja herdard as propriedades
de espaco vetorial pois serd definido a partir de um espago vetorial que
o contém. Um produto é definido a fim de tornar este produto cru-
zado parcial algébrico em uma &algebra, porém, para mostrar que este
produto é associativo algumas proposicoes terao de ser feitas. Por fim,
dotamos AX,G com uma involucdo e uma norma. Com isso, cons-



16

truimos uma *-algebra normada a qual nos proporciona a definir uma
C*-algebra envolvente, que é o que resta para definir o produto cruzado
parcial A x, G.

O capitulo 6 tem por finalidade definir a agao parcial que serd
utilizada para definir o produto cruzado parcial. Passo a passo, relem-
bramos a defini¢do do conjunto W feita no capitulo 4 e definimos cada
um dos conjuntos e isomorfismos da agdo parcial que serd construida.
Finalmente, construimos o produto cruzado parcial obtido a partir de
uma agao parcial v do grupo livre F no espago das fungoes continuas
sobre o conjunto X dos caminhos infinitos obtidos a partir da matriz
que define a C*-algebra de Cuntz-Krieger.

O dltimo capitulo é destinado a mostrar o objetivo principal
deste trabalho: o isomorfismo entre a C*-dlgebra de Cuntz-Krieger
04 e o produto cruzado parcial C(X) x, F. Primeiro, construimos
um *-homomorfismo de O4 para C(X) x, F. Depois, montamos uma
representagao parcial m e provamos que existe um *-homomorfismo ¢
de C(X) para O4. Com isso e o Teorema 42 no capitulo 5, basta
mostrarmos que (g, 7) é y-covariante para garantir a existéncia de um
s-homomorfismo de C(X) %, F para O 4. Por fim, mostramos que estes
dois *-homomorfismos sao inversos um do outro.
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2 C*-ALGEBRA E ALGEBRA DOS
MULTIPLICADORES

Neste primeiro capitulo faremos uma rapida introdugao a teoria
de C*-dlgebras. Algumas demonstracoes serao omitidas pela simpli-
cidade da prova ou por serem comuns no meio matematico. Mesmo
assim, a principal referéncia utilizada para desenvolver esta parte foi
(MURPHY, 1990). No final do capitulo, existe um breve estudo sobre
algebra de multiplicadores, a qual serd de grande utilidade no capitulo
5. Vamos comecar definindo o que é uma algebra:

Definicao 1. Uma dlgebra é um espago vetorial A (sobre C) com a
operacao bilinear “.7:

AT A
(a,b) — a.b

tal que a(bc) = (ab)c, para todo a,b,c € A.

Um subélgebra de A é um subespago vetorial B tal que se b, b’ €
B entao b.b' € B. Dotado com a multiplicacao restrita aos elementos
de B, B é uma algebra.

Uma norma ¢é dita submultiplicativa se ||a.b|| < ||a||.]|b||. Nesse
caso, o par (4, |.||) é chamado algebra normada. Se (A4, ||.||) é completo,
chamamos de dlgebra de Banach.

Definigao 2. Uma involu¢do em uma dlgebra A € uma fungdo conju-
gada - linear em A, A2 a— a* € A, tal que (a*)* = a e (ab)* = b*a*,
Va,b e A.

O par (A, ) é chamado &lgebra involutiva ou *-dlgebra. Se S
é um subconjunto de A, definimos S* := {a*|la € S} e se S = S*,
dizemos que S é auto-adjunto. Uma subélgebra auto-adjunta B de A é
uma *-subdlgebra de A e é uma *-dlgebra quando dotada da involugao
dada pela restricao. Se I é um ideal auto-adjunto de A, entdo a dlgebra
quociente A/I é uma x-dlgebra com involu¢ao dada por (a+1)* = a*+1,
(a € A).

Definicao 3. Uma *-dlgebra de Banach € uma *-dlgebra A com uma
norma submultiplicativa completa tal que ||a*|| = ||al|, para todo a € A.

Se além disso, A tem uma unidade tal que ||1|| = 1, chamamos
A de x-dlgebra de Banach unitéria.
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Definigao 4. Uma C*-dlgebra é uma x-dlgebra de Banach, tal que
la*all = [lal*, a € A.

Chamaremos uma x-subélgebra fechada de uma C*-dlgebra de
C*-subdlgebra. Obviamente, uma *-subalgebra fechada de uma C*-
algebra é também uma C*-dlgebra. Se uma C*-dlgebra tem uma uni-

dade 1, entdo automaticamente ||1|| = 1, pois |[1| = [[1*1| = ||1*
Similarmente, se p é projegao, ||p|| = 1. Se u é unitario, entdo, ||ul|? =
llu*u|| = ||1|| = 1, de modo que |jul| = 1.

Exemplos. 1. O corpo dos escalares C é uma C*-dlgebra (unitéria)

com involucao dada pela conjugagao complexa, A — A.

2. Se Q é espago localmente compacto Hausdorff, entao Cy(§2) com
a norma |/ f|le = sup|f(z)] é uma C*-dlgebra com involugao
zeQ

f — f. Com essa mesma involucdo e essa mesma norma, temos
as seguintes C*-dlgebras: [°°(S) com S conjunto; L>®(£, 1) em
que (€, 1) é um espago de medida; Cp(€2) em que 2 é um espago
topoldgico.

Para mais detalhes destas defini¢des e mais exemplos de C*-
algebras, pode-se consultar Murphy (1990). Nos préximos pardgrafos,
vamos introduzir a dlgebra M(A).

A cada C*-dlgebra A existe uma certa C*-dlgebra associada
M(A) (unital) que contém A como um ideal.

Defini¢ao 5. Um duplo centralizador para uma C*-dlgebra A € um par
(L, R) de fungoes lineares limitadas em A, tais que para todo a,b € A,

L(ab) = L(a)b, R(ab) = aR(b) e R(a)b= aL(b).

Exemplo. Se ¢ € Ae L.,,R. : A — A sao tais que L.(a) =cae
R.(a) = ac, entdo o par (L, R.) é um duplo centralizador de A. E ficil

verificar que L. e R, sao limitados, pois, ||¢|| = sup ||cb]| = sup bl
o<1 lloll<1

e portanto, || L.|| = || Re|| = ||<]|-

Lema 6. Se (L,R) € um duplo centralizador em uma C*-dlgebra A,
entdo ||L|| = | R].
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Demonstra¢iao. Como |laL(b)|| = ||R(a)b|| < [|R||||lal|||b]], temos que
IL)]| = Sup, laL ()| < [IR[|[|b]| e por isso, [ L] < [IR]|.
ajl>
Por outro lado, tem-se que [|[R(a)b|| = |laL(b)|| < || L]||a||||bll, 0
que implica que |[R(a)]| = sup |R(a)b] < |[L]lall, e com isso, | Rl| <
lloll<1
I|IL]|. Portanto, ||L|| = || R]|. |

Definicao 7. Se A € uma C*-dlgebra denotamos o conjunto de todos
0s duplos centralizadores por M(A). M(A) é chamada a dlgebra dos
multiplicadores de A.

Definimos a norma de um duplo centralizador (L, R) por || L|| =
|R||. E facil verificar que M(A) é um subespaco vetorial fechado de
B(A)® B(A) (em que B(A) é o espago dos operadores limitados em A)
e portanto completo.

Se (L1, Ry), (L2, R2) € M(A), definimos o produto por
(L1, R1).(La, R2) = (L1 La, RoRy). Através de célculos simples mostra-
se que isso é novamente um duplo centralizador em M(A) e que M(A)
é uma &lgebra sobre essa multiplicagdo. Seja L : A — A. Defina
L* : A — A como sendo L*(a) = (L(a*))*. Entdo L* é linear e a
fungdo L — L* é uma funcao conjugada linear isométrica de B(A) nele
mesmo tal que L** = L e (L1 Ly)* = L1 L3.

Agora, se (L, R) € M(A), defina (L, R)* = (R*, L*). Facilmente
verifica-se que a fungéo (L, R) — (R*, L*) é uma involugdo em M(A):
(L,R)*™ = (R*, L) = (L™, R*) = (L,R) e ((Ly, B1).(L3, R))* =
(L1Lsz, Ry Ry)* = ((ReR1)", (L1L2)*) = (R3RY, L1L3) =
(R3, L3)(R;, L}) = (La, Ra)* (Ly, Ry )"

Proposicao 8. Se A é uma C*-dlgebra, entdo M(A) é uma C*-dlgebra
com a multiplicagao, involugdo e norma definidas anteriormente.

Demonstracdo. A tnica propriedade que falta provar rigorosamente é
que se T = (L, R) é um duplo centralizador, entdao ||[T*T| = ||T|*. Se
a € A étal que |la|| <1 entdo || L(a)||* = || L(a)*L(a)| = ||L*(a*)L(a)||
= ||a*R* o L(a)|| < ||R*L|| = |T*T||, o que implica em

IT)* = e, IL()[* < | T*T| < [T u

-

Proposicao 9. A fungio ¢ : A — M(A), que leva a — (Ly, Ry) €
um *-homomorfismo isométrico.
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Demonstra¢do. Sejam a,b € A e X € C, entdo, se z € A:

@(a+ )| = (Lasab, Raxe) () = (Layas(x), Ragrn(z))
= (( a—i—/\b )z, z(a+ Ab)) = (az 4+ Abz, za + TAb)
= (La +ALb z), Ra(x) + ARy ()
= (La (x)) + (ALyp(2), ARy (2))
(La, ) )+ ALy, Ry) (x) = [p(a) + X (b)]] .
Também,
o(a.b)| = (Lav, R = (Lab (), Rap(x)) = ((ab)z, z(ab))
= (a(bx ) (Lq(bx) Rb xa))
(La Ry(Ra(2))) = (La © Ly, Ry 0 Ry (2)
= (Lo, R ) (Lb,Rb)(x) = [p(a)-0b)]],-
E mais
(p(@)], = (Las Ra) " (2) = (x < ) Ba(@))” = (B (), Li(@))

= ((Ra(@"))*, (La(@")*) = ((@")", (az")")
= (a*z,za") (La*ﬁc (x)) p(a )|m

Portanto, ¢ é x-homomorfismo. Falta mostrar que é isométrico. Mas
isto segue do exemplo na pagina 18 que vem logo em seguida da De-
finigao 5: [w(a)ll = [|(La, Ra)ll = | Lall = [|Rall = [lall u

Diante deste resultado, podemos identificar A como uma C*-
subdlgebra de M(A). Note que M(A) (sempre) é unital, basta to-
marmos 1 = (Ida,Ida). Mais ainda, ¢(A) é um ideal de M(A): De
fato, seja x € A e (L, R) € M(A), entdo para todo a € A, L, o L(a) =
z(L(a)) = R(r)a = Lgz)(a) e RoR,(a) = R(ax) = aR(r) = Rg)(a).
Assim, (Lg, Ry).(L,R) = (Ly o L,Ro R;) = (LR(-L)7RR(L)) € p(4).
Analogamente, (L,R).(Lz, Rz) = (Lp(2), Rrz)) € ¢(A). Portanto,
©(A) 9 M(A). Uma observagdo valida a ser feita é que ¢ é isomor-
fismo se, e somente se A é unital.
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3 C*ALGEBRAS UNIVERSAIS

No capitulo anterior introduzimos a nocao de C*-algebra. Agora
faremos a construgao de um tipo especial de C*-dlgebra. A C*-dlgebra
universal é gerada apenas com um conjunto qualquer de elementos
equipado com certas relacoes. Para mais detalhes desta construcgao,
ou modos diferentes de construgéo, pode-se consultar (BOAVA, 2007),
(MATTOS, 2007).

Seja G um conjunto qualquer. Chamaremos G de conjunto de
geradores. Considere o conjunto G* = {¢*|g € G}.

Note que o simbolo * em usado G* nao tem nenhum significado
matematico. Foi usado apenas para distinguir dos elementos de G.
Claro que G e G* sao disjuntos e tém a mesma cardinalidade. Uma
maneira de se obter G* é definir G* = G x {1} e denotar cada elemento

g x 1 por g*.

Definigao 10. Defina Fg := {r1...ru|r1,...,7n € GUG* n € N} e
considere o produto em Fg dado pela concatenagao, isto é:

(r1...mp)(81...8m) =7T1...TpS1 ... Sm.

Considere também a sequéncia vazia (isto é, ndo possui nenhuma
entrada) em Fg denotada por e.

finita

Definicao 11. Defina Bg := span{Fg} = { Z AT € Fgy A € (C}.

Note agora que se definirmos de maneira natural em Bg a soma
e o produto por escalar, obtemos um espaco vetorial. Também, quando
consideramos em Bg o produto da forma:

(Arr).(Ass) = (A X)) (18), V7, s € Fg, VA, As € C,

temos que Bg é uma algebra. Agora, vamos produzir uma operacao de
involugdo em Bg:

*

Definigao 12. Seja x : Fg — Fg, definida por ry...1rn — rp* .. .1
9, semi=g €GN iy,

em que r: =
q g g*, ser;=g¢€gq.

Diante disto definimos de maneira natural x : Bg — Bg dada por
A = Apr*,) que é uma involugdo em Bg. Assim, o conjunto (Bg, +, ., %)
é uma *-algebra.
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Proposigao 13. Sejam G um conjunto de geradores A uma *-dlgebra
ep:G— A uma fungao. Entao, existe p: Bg — A extensdo linear de
p para Bg.

Demonstragao. Defina p da forma:
i. Vg eg,plg) =rlg);
ii. Yg* € G*, p(g*) = (p(g9))*, note que p(g) € A que é x-dlgebra;

. Vry...r € Fg, p(r1...r) = p(r1) ... p(rn);

finita finita finita
iv. Vo = Z A1 € Bg, ﬁ( Z )\Tr): Z Arp(r).
Assim, p é extensao linear de p para Bg. |

Observagao. Note que p: Bg — A também satisfaz p(ab) = p(a)p(b)
e p(a®) = (7(a))", Ya,b € Bg.

Diante desta observacao, podemos dizer que tal proposi¢ao nos
garante que podemos estender qualquer fungao entre o conjunto G e
uma *-algebra A para um x-homomorfismo entre %-algebras Bg e A.
Logo, nos resultados seguintes, iremos eventualmente considerar a -
algebra gerada por G sempre que for necessario, somente sabendo como
as fungoes se comportam nos geradores.

A ideia agora é dotar um quociente de Bg com uma norma.

Definicao 14. Seja B uma x-dlgebra. Uma relagao em B é um par
(x,n) € BxR;.

Definicao 15. Sejam G um conjunto de geradores, R um conjunto
de relagoes em (Bg,R.), A uma C*-dlgebra e p: G — A uma fungdo.
Dizemos que p € uma representacdo de G que satisfaz R se, ¥(x,n) € R,
lp(x)|| < n, em que p € a extensdo de p para Bg.

Para simplificar a notagdo, quando p é uma representacao de G
que satisfaz R, dizemos apenas que p é uma representacao de (G, R).

Exemplo. Considere G = {z} e R = {(x — 2*,0)}. Defina p: G — C
por z — A, em que A € R C C. Entao,

1p(z — 2"l = [Ip(=) — p(a™) | = [|]A = All = [A = A = 0.

Assim, p é uma representacao de (G, R).
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Definicao 16. Um par (G, R) € dito ser admissivel se, para todo g € G
existe ¢g € R tal que, para toda representacio de G que satisfaz R,
tenhamos ||p(g)|| < cq.

Exemplos.

1. Sejam G = {u,e} e R = {(ue—u,0), (eu—wu,0), (e—e*,0)}. Defina
p:G — Cquelevauriee— 1. Claro que p é representacao de
(G, R), pois [|p(ue —u)|| = [[il—i]| = 0, [|p(ev —w)|| = [[1i—i] = 0
e |lp(e —e")|| = ||]1 — 1] = 0. Mas (G, R) ndo ¢ admissivel pois
se considerar p, : G — C tal que p,(u) = n.i e p,(e) = 1 entdo,

claramente, p,, é representacao de (G, R). Porém oo = sup |n| =
neN

sup || pn (w)]]-
neN

2. Sejam G = {z} e R = {(x — 22,0), (z — 2*,0)}. Entao (G,R) é
admissivel. De fato, sejam A uma C*—élgebra e p: G — A uma
representacao de (G, R), vamos obter ¢, € R tal que ||p(z)|| < ¢;.
Por p ser representacao de (G, R), temos que ||p(z —z*)| =0 e
15(z —2)|| = 0, ou seja, ||p(x) — p(z*)|| = 0 e [|p(z) — p(z?)]| =0,
ou seja, p(x)* = p(z) = p(x)*, o que implica que p(z) é projecdo
em A. Logo, ||p(z)|| = 0 ou ||p(z)| = 1. Portanto, tomando
¢z = 1 temos que ||p(z)| < 1 = ¢,. Como p é representacao
qualquer, temos que (G, R) é admissivel.

Agora, vamos definir uma C*-seminorma em uma *-algebra e
mostrar que desta C*-seminorma é sempre possivel criar uma C*-norma

(que é uma norma que satisfaz ||z*z| = ||z||?). Isto serd ttil mais
adiante, quando definirmos em Bg uma C*-seminor-
ma.

Definigao 17. Seja A uma x-dlgebra. Dizemos que uma aplica¢do
Ills : A = Ry é uma C*-seminorma se:

1. ||I.ls € uwma seminorma’;

2. |lablls < [lals||blls, Va,b € A;

3. [la*|ls = llalls, Va € A;

4 lla*alls = [lall?, Ya € A.

INote que em uma seminorma, ||z|| = 0 # = = 0. Porém,
[|0]| = ]|0.0|| = 0.]|0]| = 0. E claro que toda norma é uma seminorma.
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Considere ||.||s : A = Ry uma C*-seminorma. Entdo se definir-
mos o conjunto N := {z € A : ||z|s = 0}, temos que tal conjunto é
ideal bilateral auto-adjunto de A. De fato, se x € A, n,m € N, entao:

e 0< flenlly < llzllslinll, = 2ll,.0 = 0;
e 0<mall, < [mll el = 0.]]l, = 0:

e 0< ln+ml <linlls+ ml, =0+0=0;
e 0<n*[l, = nll, =o.

Entdo podemos considerar a *-dlgebra A/N cujos elementos sdo da
forma T = x + N com = € A.

Proposicao 18. Seja |.|| : A/N — Ry tal que T — ||T]| = ||z||s.
Entao ||.|| € C*norma em A/N.
Demonstragdo. De fato, note que ||.|| estd bem definida pois se T =

Y
entdo z—y € N, ouseja, [|[x—ylls = 0. Mas |[[z[|s—[lylls| < [[z—ylls =0,
donde [|lz]|s = [|y|s- .

Observagao. Note agora que se completarmos A/N na C*-norma (que
é continua), entdo tal norma se estende por densidade em A/N.

No lugar da *-dlgebra A que estava sendo citada, vamos estudar
agora Bg que é a *-algebra que nos interessa.

Proposicao 19. Considere a classe A = {p : G — C : p € repre-
sentagao de (G, R) par admissivel e C é C*-dlgebra}.

Seja [l : Bg — Ry tal que |||z|]| = iggl\ﬁ(z)\l- Entao [|.|| € C*

seminorma em Bg.

Demonstragao. De fato, |||.||| estd bem definido pois se considerarmos
Mg

T = Z)\iri € Bg arbitrario, temos que para cada i = 1,...,n4, 0
i=1

elemento r; = riry...r,' € Fg e como (G, R) é admissivel, para cada
r; €GUGT, exéste Cr € R tal que ||p(7“;)|| < ¢ Entéo, ‘

[o(ra)ll = llp(ry - .ro)F = [lp(ry) - p(r) I < D) - (oG] <

< Cpi v Cpi, =1 Cpy. Portanto,

1B =AY Xirll < D Ialllatra)ll < D Iiler < oo,
i=1 i=1 i=1
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donde claramente,

sup [[p(x)]| < +oc.
pEA

Vamos provar agora que [||.||| é C*-seminorma. Sejam x,y € Bg e
a € C. Entao,

(1) [lJz[l] = sup [|p(z)]| > 0, ébvio;
pEA

(2) lllez||| = sup [[p(ax)|| = sup |al.||p(@)]| = [af.|[|]|];
pEA pEA

3) lllz +ylll = sup [[p(z + y)|| = sup ||p(z) + p(y)|| <
pEA pPEA

sup{||p()[| + [lp(y)I} < sup [[p()[| + sup 2] = [zl + lyll;
pPEA pEA pPEA
4) llz*[[| = sup |5(z")]| = sup [|p(z)"|| = sup [|p(=)|| = [||=|];
pEA pEA pPEA

) zylll = sup lp(zy)ll = sup Ip(2)p(y)]l <

sup [|p(x )H||P( )< sup HP( ) sup [lp()ll = [ll=]]-1ylll;

pEA pPEA
(6) [llo* x| = sup [|p(="2)|| = sup [|p(x)"p(x)|| = sup [|p(x)||* =

pEA pEA pEA
Il
|

Observagao. Nao podemos garantir que [|.||| é uma norma, pois se
[l|z]|| = 0, nada nos garante que = = 0. Por outro lado, podemos usar a
Proposigao 18 para garantir que a aplicagao ||.|| : Bg/N — R4 que leva

T — |||z||| ¢ C*-norma em Bg/N, em que N = {x € Bg : |||z||| = 0}.

Definicao 20. A C*-dlgebra universal gerada por G com as relagoes
R, denotada por C*(G, R), é o completamento de Bg/N na norma ||.||,
ou seja:

C*(G,R) =B /NH I

Observagoes.

1. Note que Bg/N é *-subélgebra de C*(G, R) e podemos considerar
a projegao candnica i : Bg — C*(G, R) que leva x +— T.
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2. A ideia de construir a C*-algebra universal era que os objetos
associados a elementos de Bg nessa C*-dlgebra, satisfizessem as
relagdes R. Vamos verificar que a C*-dlgebra C*(G, R) satisfaz
esta propriedade. Se (z,n) € R, entdo ||i(z)| = ||Z|| = |lz||| =
sup ||p(z)|| < n, ou seja, a imagem de x em C*(G, R) satisfaz a
pEA

propriedade que desejavamos.

Vamos agora verificar que C*(G, R) satisfaz a propriedade uni-
versal.

Teorema 21. Se p € uma representagio de (G, R) em C, entdo existe
um Unico homomorfismo ¢ : C*(G, R) — C tal que o diagrama abaizo
comuta:

G P C

7
-
-
i -
% P P

C*(G,R)

Demonstragio. Defina ) : Bg/N — C por (%) = p(x), em que j é a
extensao de p : G — C para Bg. Entao zZ estd bem definida pois se
T =0,ouseja,sex+ N =0+ N, ou ainda, se xt =z — 0 € N, entao
0= |ll=lll = Z‘lelgllﬁ(x)ll > [|p(z)[[c = 0, o que implica que p = 0, ou

seja, {ZJV(T) = 0. Logo, {/; estd bem definida.

Note agora que, como p é homomorfismo! entre Bg e C, é claro
que 9 também é homomorfismo. Mais ainda, note que 3 é contrativo,
pois:

@l = 3@) e < sup [[p(@)l = lllzllss = lllsg /-
p

Assim, 1; se estende para C*(G, R), gerando ¢ : C*(G, R) — C, ja que
¢ é homomorfismo contrativo em Bg/N C C*(G, R).

Por fim, para mostrar que o diagrama comuta, basta tomar r €
G C Bg, entao,

P(i(r)) = () = p(r) = p(r),
ou seja, ¥ o1 = p. Logo, o diagrama comuta.

Vamos agora mostrar a unicidade de . Suponha que exista
¢ : C*(G, R) — C x-homomorfismo tal que para todo r € G,

!Dados auxiliares: p: G — C, p: Bg — C, 'IZZBQ/N —-Cey:C*(G,R)—C
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6(i(r)) = p(r). Entio, temos que Vr € G, 6(i(r)) = p(r) = B(i(r)), o
que implica que ¢ = ¢ pois G gera C*(G, R). |

Agora vamos mostrar a unicidade da C*-dlgebra universal.

Teorema 22. Seja C uma C*-dlgebra e j : G — C uma representagdo
de (G, R). Se para qualquer representagio p : G — A de (G, R) existe
um unico homomorfismo m : C — A tal que p = wo j, ou seja, 0
diagrama

comuta, entio C = C*(G, R).

Demonstragao. Esta demonstragao consiste em aplicar repetidas vezes
o teorema da propriedade universal que C' e C*(G, R) obedecem.

i

(i) Para o diagrama G C*(G,R) aplicamos a

7
-

i _ 7 Y1
C*(G,R)
propriedade universal e com isso 1 é homomorfismo tnico tal
que 1 0@ = i. Como Idc-(g gy ¢ homomorfismo tnico tal que

Idc*(g,R) o1 =14, entao Y = Idc*(g,R)~

(ii) Para o diagrama G — 7 sc aplicamos a propriedade

7

7/

J\\ //¢2
C

universal e existe um tinico homomorfismo 1, tal que 1 0 j = j.
Como Idc é tnico homomorfismo tal que Idc o j = j, entédo

Yo = Idco

(iii) Para o diagrama G ” C' usamos a proprie-
i 7 s
C*(G,R)
dade universal e com isso existe unico 13 homomorfismo tal que
Ygoi=j.
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(iv) Para o diagrama G - C*(G,R) usamos a proprie-

7

Ve
. Ve
\ o s

e

C

dade universal e com isso existe unico 14 homomorfismo tal que
Pgo0j =1.

Entao, por (iii) e (iv), #3014 : C — C é homomorfismo tal que
(3014)0j = jergots : C*(G,R) — C*(G, R) é homomorfismo
tal que (94013)0i = 4. Assim, por (i) e (ii), temos que (¢301)4) =
Idc e (Y4 01p3) = Idc+(g,gy- Portanto, C*(G,R) = C.
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4 C*ALGEBRA DE CUNTZ-KRIEGER

Usando a teoria aprendida sobre C*-4lgebras universais no capi-
tulo anterior, vamos construir uma C*-4lgebra famosa entre os estudi-
osos desta drea: a C*-Algebra de Cuntz-Krieger. Tal dlgebra tem se
mostrado muito rica em propriedades e tem sido observada com muita
atencdo por varios pesquisadores sedentos por dlgebras frutiferas como
esta que aparece nao somente na teoria de adlgebra mas também em sis-
temas dinamicos, grafos e wavelets, por exemplo. Primeiro faremos a
construgao, depois vérias propriedades interessantes que ajudarao a ca-
racterizar a C*-dlgebra de Cuntz-Krieger e que serdo titeis nos préximos
capitulos.

Seja A uma matriz quadrada de ordem n, A = (a;;)7;—;, tal
que a;; € {0,1} e suponha que A ndo tenha linhas nulas. Considere os
elementos {S1,952,...,5,} =: G, (geradores) e as relagoes:

1. (8:8FS; — S;,0), ou seja, S;SFS; = S; (isometria parcial);

n
. Z S;S; =1, em que o simbolo 1 é unidade em G;

2
i=1
3. S:Sj = 0;

Jj=1

Observe que se R é o conjunto das relacoes 1., 2., 3. e 4., entao o par
(G, R) é admissivel.

Definigao 23. A C’*—Algebm de Cuntz-Krieger Q4 € definida como
sendo a C*-dlgebra universal gerada pelos geradores G = {S1,...,S,}
com as relagoes 1.,2.,3. e 4. acima.

Para simplificar a notagao, escrevamos:

Sab = SaSb7 a, be Na
=558 = (Sap)*,a,beN;.

Desta maneira, note que se « é uma concatenagao do tipo
ai, ..., Q| entao S, é uma concatenagao do tipo S, Sa, - "Sam\ de
tamanho finito (Ja|) de elementos Sa,, Sas,---,5,,, em G e indices
ai,az,...,qq € {1,...,n}. Também, se § é uma concatenagao do
tipo Bi,...,B)p entao o elemento SF é uma concatenagao do tipo



SE‘E‘ - S5,85 = (Spips...)" de tamanho finito (|3]) de elementos

510 Shy0 -2 S5, em G* e indices B, Ba, ..., Big| € {1,...,n}.

181

Proposigao 24. O conjunto span{S,Sj} ¢ denso em Oa.

Demonstracao. De fato, da maneira que construimos a C*-algebra uni-
versal, temos que o conjunto Fg := {¢1 ... gkl|g1,...,9x € GUG* k € N}
é tal que span{Fg} = O4 (lembre que o produto em Fg é dado pe-
las concatenagoes). Portanto, basta notar que cada g1...g9x € Fg
é uma combinagao linear de elementos da forma S,Sj em Fg. Mas
se nos termos de g¢j...gg ocorrer, para algum i, 1 < 7 < k, que
g=0q1---9x = g1...555; ... gk, temos pela propriedade 4., que g =
n

g1 ... ZaiijS; ... gk- Se por outro lado ocorrer g = g1 ... 57 5; ... gk
j=1

com i # j, entdo g1 ... g = 0. Logo, g € span{S,S;}. |
1 0 0 O
. 01 0 O

Exemplo. Sejan = 4, A = 001 0l¢ G = {S1,...,54}.
0 0 0 1

Temos entao que o elemento

4
5181555392555 = 5154559352 = Sua | > as; ;87 | S2 =
j=1

= 514(0,315151< + aggszss + a335’35§ + (134S4SZ+)SQ =
— 514(0.8,5% + 0.5 + 1.5555 + 0.545%) S5 — 1455555 —
= Sia3 S§S2 = S143.0 =0.

~—

=0

Porém, o elemento

$14.55 53355 8555, = 154575535555 555555 =
5145555955558 = $145355.593] = 514535, = S143S.

Proposigao 25. Sea = a1 ..., com a; € N, entdo S, € isometria
parcial.

Demonstracdo. Basta provarmos para m = 2. Para m > 2 basta seguir
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08 mesmos passos. Seja o = ajag, entao

SOCS;SOC = Smazszlazsalaz =
= Sy SasSE, 5% SaySa

a2 g
n
— * .G . Q*
= Sa, 80,54, E Qay559755 Sas
Jj=1

* *
= aOélaz‘SOélSa2Sa25042Sa2 Sas
*
= aa1a28a15a25a25a2
- a/alazsocl Saz = Qa;ay Sa'
Claro que se @, q, = 1 0 resultado segue. Se an,q, = 0, iremos provar

na letra a) da Proposigao 29 que S, = 0, de modo que segue o resultado
também. ]

Proposicao 26. Considere os elementos So, Sg € Fg em que
a=aqiaz...ar € 8= [0102...0;. Entao

0, se a; # Bi,para algum i =1,...,min{k,l};
SQSZSﬁS; = SQS;, se k Z le a; = ﬂh 1 S 7 S l,
SQSE, sel>kea; =0, 1<i<k.

Demonstragao. Para provar este resultado, note primeiro que
sed,j €{l,...,n}, entdo

n
=Sy <Z aikSkSZ> S;
k=1
FAIZ89=0 = §ra; 85578 = SjayS;
N—_——
isom.parc.
= a;;5;S;.

Ou seja, se 4,j € {1,...,n}, entdo (S;;)*Si; = a;;S;S;. Assim, se
a1 # [1, temos que
SaS;SBSE = Sa(SaL--ak)*SﬁL-ﬂz,S; =
= SaS5, ---S5,88, ... S8p, 55 = 0.
——

=0
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Agora se a; = B3, Vi =1,...,j < k, [, tome o primeiro i > j tal que
«; # ;. Entao, pelo que vimos no comego da demonstragao,

Qq—1

— S0, S (Gay s Gasas - - - Qo rers) S S S, -+ S5, S

= (Aayasbasas - - Qoi_ya;)SaSs, -+ Sa,Sp, -+ S5 S5 = 0.
——

=0

SaS5S5Ss = SaSt, . 8585 .. 85 Sg e Sy S, 55,55

Suponha agora que k >l e o; = 5;, 1 <i <. Entao

SuS5S5Ss = SaSh, . S5 .. S5 Sp ... S5, S5 ... S,
= SaSa, -+ Sty (Ses...a) S8,..5,(Spy..5,)"

k 41

iso. parc. a;=0;, Vi=1,...,1.

:SOCS:E ...S* (Sal.“()él)*

k xp41
_ * * * *
=8aS5, . Sh, Sh .Sk

= Sa(Sal.A.alaprl...ak)* = S(XS:;'
Porémsel > ke a; = 8;, 1 <i <k, temos:

SaS5S5S85 = SaSt, S5, Spy - Ss Spess - S5S
Bi:ai, Vizl,...,k)
= 50558 Spir - S555 = SaSs.s - 955

isom. parc.

= 88,..8.58141 - - - 58,55 = SpS5-

Coroldrio 27. O conjunto span{S,S%} é comutativo.

Demonstracdo. De fato, pela proposicao anterior, se « = [, entao
80805855 = SaS;, = SpSh = SpSSa Sy |

Vamos denotar B := span{S,S%}. Note que B C Oy, e como
vimos no corolario recém mostrado, B é comutativo com unidade, logo,
pelo Teorema de Gelfand, B = C'(X) para algum X compacto Haus-
dorff.

Exemplo. Neste exemplo vamos construir uma representacao de O4.
Seja A uma matriz n x n com a;; € {0,1}. Considere H espaco de
Hilbert separdvel (dimH = oo0). Sejam Hy = Hy = ... = H, = H
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e defina S; : @ H; — H; isomorfismo isométrico entre ED Hj e
aj;j=1 a;;=1
H;. Claro que podemos considerar S’[l : H; — @ H; (inversa de
aijzl
S;). Como S; é isomorfismo isométrico, temos que Si_l =S5 H —
EB Hj. Portanto, 5;S7 = Idp, e S;S; = Idg,,,_, ;. Considere agora

aij:1

n

V= @ H;. SejaT; : V — V, operador tal que T; é extensao de S; por
i=1

Z€eros, ou seja,

Si(v), sev € @ Hj;

aij;j=1

Ti(v) = -

0, sev e @Hj

a;;=1

Entao, podemos afirmar que T;7T;" = projegdo sobre H;, isto é, se v €

H;, entao T;T; (v) = v e se w € Hj, com j # 4, entdo T;1; (w) = 0.

De fato, tome v € H;, entdo, T;T; (v) = T;(T;}(v)) vedts T;(S; (v))
——
€EBOH;

Si(Sr(v)) = (S:87)(v) = Idg,v "Z' v. Também, se w € H;, j # i,

por defini¢ao de T, T (w) = 0, logo, T;T;*(w) = T;(0) = 0.

Por outro lado, podemos afirmar que T;T; = projecao sobre @ o,

aijzl
L
isto é, se v € @ Hj, entao T;T;(v) = v e se w € @ H;| ,
aijzl aijzl
entdo T}T;(w) = 0. De fato, tome v € @ H; entao T;T;(v) =
aijzl

T7(Si(v)) = S;(Si(v)) = Idgn,(v) = v. Mas se
——
€H;

T (L)) "=

1

we | @ Hj | , temos que T} Ti(w) = T} (T;(w)) = T;(0) = 0.

a;;=1

Proposicao 28. O conjunto {T;}"_, satisfaz as relagées 1.,...,4. que
definem Q4.
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Demonstragao.

1. T; é isometria parcial. De fato tome v € V', entao

TT;T(w) = TT7 (Tiv) L™ To) = TI7T = T
~——
proj. s/ H;

n
2. Sejav eV = GBHZ-, entdo v = v1 +...+wv, com v; € H;, Vi. Assim
i=1

n n n
S TTr(w) =Y T (1 + . vn) = > T (vs)
=1 =1 =1

i=1 i=1

3.Se i # j, v €V, entdo TI}TT}(v) =

T (1T} (v)) = O.
S~ ———r

proj. s/ H; €H,
Logo, ;T T;1} = 0= 1T T T 17T = 17°T; = 0.

4. T;T; =proj. s/ P Hy = Y proj. s/ Hy = > T,T; =

aij:1 j:am:l j:au:l
n
T
a;; T5T5 .
Jj=1

Definamos agora

U {S1,..., S0} = L(V)

Note que {U(S;)}, = {T;}7, satisfaz as relagdes 1.,...,4. exigidas.

Diante disto temos o diagrama: {S;}, - v L(V) e pela

\ 7
e
7 P - 2
Oa
propriedade universal, 3 : 04 — L(V) tal que ¥(S;) = T}, Vi. Note

ainda que cada T; # 0, por definicio. Com isso S; # 0, pois, caso
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contrério, pelo homomorfismo W, terfamos que T; = 0, o que é absurdo
pois ||¥(S;)|| = ||T:]| = 1 > 0. Logo, S; # 0.

4.1 MAIS ALGUMAS PROPRIEDADE DE Oy4

Agora faremos mais algumas proposicoes a respeito de Oy e
terminaremos o capitulo com um importante teorema que sera utilizado
no ultimo capitulo do trabalho. Daqui em diante, considere sempre
N:={1,...,n}.

Proposicao 29. a) Sea =y ...y, coma; € N € an,q
algum i =1,...,m— 1, entao S, = 0.

i1 = 0 para

b) Sea=aqai...qm, coma; €N, entdo
n

SaSh= Y Sa;Si;
j=1

Gy, j=1

Demonstragao. a) De fato, basta mostrar para o com fa = |a| = 2, ou
seja, m = 2. Seja a = ajay. Vamos renomear o por i € g por j,
tais que a;; = 0. Entao

SoSa = (8i5;)"8:S; = 8757 8:iS; = S} (Z aikSkS,§> S
k=1
= S]*a”S]S;S] = aijS;‘Sj = OSJ*SJ =0.
ou seja, 555, =0= 54 = 9,555, = S,0=0.

1
——

n

b) De fato, SaS% = Sa [ 3585 | Si = SajSi;= Y. Sa;Si;
j=1 j=1 j=1
Gop,,j=1

Considere agora o conjunto

palavras finitas «, com letras em {1,...,n} e tais que
W = - . UN.
se = aq...0y, entao da,a;y, = 1, Vi=1,...,m—1

Observacgao. Se a € W dizemos que « é palavra admissivel.
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Vamos construir agora outra C*-algebra universal.

Seja A = (aij)i; € Muxn({0,1}), sem linhas nulas. Considere
B a C*-4lgebra universal com os geradores Q = {Qq}acw, com as
relagoes:

i) Q. sdo projegoes, Va € W, isto é, Q% = Q, = Q%;

i) Qo= Y Qaji

jrajew
iv) Qo comuta com Qg, Vo, 3 € W.

Note que Q com as relagbes i),...,iv). é um par admissivel. Note
ainda que B é comutativo com unidade, entao pelo Teorema de Gelfand,
B = C(B). Vamos agora tentar caracterizar 5.

Considere o conjunto NN = NN = {(2;)ieny : z; € N}. Tal
conjunto é um espaco topoldgico compacto com a topologia produto.
Seja X C NV, tal que X := {(2i)ien € NV : ag,5,,, = 1}. Pode-se
dizer que X ¢é o conjunto das “sequéncias” admissiveis.

Teorema 30. O espectro de B, B e X sio homeomorfos. (l? com a
topologia fraca-+ ¢ X com a topologia produto).

Demonstracao. Vamos definir T : B — X. Para tanto, fixe ¢ € B.
Entao, como ¢ é homomorfismo nao nulo e unital, temos que:

1=p(1)=¢ (Z Qi) = Z@(Qi)-

Do fato de Q; ser projegao, Vi = 1,...,n, tem-se que ¢(Q;) é projecao
em C, entdo ¢(Q;) = 0 ou p(Q;) = 1. Logo, i € N tal que 1 =
¢(1) = 9(Q,). Defina, 21 = i,

Agora, pela propriedade iii) de Q (e consequentemente de 5)
temos que

1=p(@Q;) = Z Qij | = Z ©(Qij)-
JujeWw JujeW

e como cada ¢(Q;;) é projecao em C, 3!j € N tal que ¢(Q;;) = 1.
Defina zo = j.
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Agora, pela propriedade iii) de B temos que

=o@i)=w| > Qur|= Y. ¢Qin)

k:ijkeW k:ijkeWw

entdo 3k € N tal que ¢(Qijx) = 1. Defina z3 = k.

Assim, podemos seguir recursivamente e construir uma sequéncia
admissivel, e definirmos T'(¢) = (x;)ien, ¢ € B.

Por outro lado, defina R : X — B em que para cada x =
(2)ien € X, definimos ¢ : B — C por

1, se a é o comego de x = (2;)ien;
0, caso contrario.

v(@n = {

Note agora que ¢ : B — C é homomorfismo nao nulo, pois ¥(Q.,, ) = 1.
Também, podemos afirmar que v satisfaz as relagoes de B, isto é, o
conjunto {¢(Qn) : @ € W} satisfaz as relagdes i),...,iv). De fato,
lembre que para cada @ = (2;);eny € X fixo, estd relacionado a um
¥ : B — C fixo:

i) (¢(Qa>)2 = ’L/)(Qa)> pois '(/J(Qa) =0 ou ’(/J(Qa) = 1 ]3 esma

forma, temos que Y(Qq)* = ¥V(Qu) = V(Qy), pois =0,
ouP(Qy) =1=1;
Zw (Q;) = 1 para algum j tal que j é comego de z.

iii) Queremos mostrar que ¥(Qy) Z P(Qaj) = i P(Qay)-

JrajeWw =
ajeWw
Temos dois casos:

(I) Se a nédo é comego de x, entdo P(Qy) =0 = Z V(Qay);
j=1
ajeWw

(IT) Se a é comego de z, entdo ¥(Q,) = 1 e com isso, temos

que Z Y(Qaj) = ¥(Qar) = 1 para algum k tal que ak é

Jj=1
ajeWw
comego de .

Logo seque o item iii);
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iv) Obvio, pois Y(Qu) € C para todo a € W.

Afirmacgao 1: R é continua.
De fato, temos que

R:X —B
x — R(z) =: 1, tal que

| 1, se a é o comego de z;
Yo ((a) = { 0, caso contrério.
Considere (z*) net tal que 2¥ — x. Por definicio R(x*) = 1, tal que
1, se o é o comego de z*;
Yk (Qa) = { ¢

0, caso contrério.

Vko € N, Jjg tal que xz =ux;,Vi=1,...,ko, Vj > jo, pois o conjunto N
¢ discreto. Fixando oo € W, temos que o = a3 ... o, € comego de = ou
ndo. Se a é comego de x, a; = x;, Vi = 1,..., k. Agora, 1, (Qs) =1,
Vj > jo. Também, ww(Qa) =1, ou seja, Y. (Qa) = wx(Qa); Vi > Jjo-
E se @ nao é comego de z, tem-se que ¥,; (Qn) = 0 = 1, (Q.), portanto,
Vi (Qa) — ¥2(Qq), Va € W. Note que isto também vale para somas
e produtos de Q,’s e, com isso, ¥, (b) — 1, (b), Vb € {subconjunto
denso em B} =: D.

Agora, tome a € B e considere (b,), C D tal que b, — a. Entao claro
que dado € > 0, 3Ny € N tal que Vn > Ny, tem-se que ||b, — a|| < &/3.
Como 1, (b) = Pz (b), Vb € D, entdo dado € > 0, Fjy € N tal que
se j > jo, temos que |9, (b) — ¥, (b)|| < €/3, Vb € D, ou seja, isto
ocorre inclusive para b = b,, com n > Ny fixado. Entao, para a € B,
se j > jo, temos:

1¥2s (@) = o ()| < (¢ (@) = thgs (b))l + [[0s (bn) — ¢ (bn) I+
+ ||"/}x(bn) - wm(a)H

k

. Como z" — z, temos que

9
< la=ball  + 3 +  [Iba—a
——— 3 ———
v, € homo. contrativo bn€' D 1, é homo. contrativo
<ty 4i=e
33 3

j—o0 j—o0

Portanto, ¢, (a) — 1, (a), Ya € B, ou seja R(z7) “— R(x).
Afirmagao 2: T é continua.
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De fato, temos que

T:-B—X
o T(p) =: 2%

Seja (¢n)n C B tal que ¢, —> . Entdo, Vb € B, tem-se que on(b) —
©(b) (pois estamos considerando a topologia fraca—x). Em particular,
on(Qa) — ©(Qn), Yoo € W. Também, T(p,) = x¥ € X. Tome
a=aq...qan talque a; = x;, Ve =1,...,m. Entao a é comeco de z¥.
Sabemos que ¢, (Qn) s ©(Qq) = 1, pois a é comego de z¥. Entao,
para n suficientemente grande ¢, (Q,) = 1, pois ¢(Q,) é sempre igual
a 0 ou 1 e converge em C. Entao, para n suficientemente grande « é
comeco de z¥m. Assim, o comego de x#™ é comego de x¥. Portanto,
z¥» — ¥ € X na topologia produto.

Afirmagao 3: R e T sao inversas.

De fato, seja x € X, entao,

(T'o R)(x) = T(R(x))
— T(4y) (tal que ¥ (Qu) = {

= (21, x9,...) = x, pois, pela construcao de T,

1, se a é o comego de ;
0, caso contrario.

x1 =i tal que ¥(Q;) = 1, ou seja, i é a primeira entrada de z,
x9 = j tal que ¥(Q;;) = 1, ou seja, j é a segunda entrada de z,

x3 = k tal que ¥(Qijx) = 1, ou seja, k é a terceira entrada de z,

Assim, To R = Idx. N
Por outro lado, seja b € B. Entao,
(RoT)(¥) = R(T(v))
= R(z¥) = ¢ tal que

¢(Qa) = {

1, se a é o comego de x;
0, caso contrario.

Mas note que pela construcao de x, temos que ¥(Q,) = 1 se, e somente
se, a é comego de z. Assim, ¥(Qn) = p(Qa), Vo € W. Entéo, temos
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1 = ¢. Logo, (Ro T)(t/})| = 1/1| , Vao € W. Como span{Q} é
Qa Qa

denso em B, RoT(¢)) = (), Vi) € B= RoT = Idg. Portanto R e
T sdo continuas e tais que R = T~ ! e T = R™!, ou seja, X e B sédo
homeomorfos. |
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5 PRODUTO CRUZADO PARCIAL

Neste capitulo faremos a construgao do produto cruzado parcial,
obtido a partir de uma acao parcial de um grupo sobre uma C*-4lgebra.
Primeiro, definiremos o que é uma acao parcial, depois construiremos
o produto cruzado parcial algébrico, que ji herdard as propriedades
de espaco vetorial pois sera definido a partir de um espago vetorial
que o contém. Em seguida definiremos um produto a fim de tornar
este produto cruzado parcial algébrico em uma &algebra, que depois
de alguns resultados se mostrara associativo. No fim, chegaremos a
uma C*-4lgebra envolvente que é produto cruzado parcial desejado. As
principais referéncias utilizadas aqui foram (DOKUCHAEV; EXEL, 2005),
(CIDRAL, 2011) e (VIEIRA, 2008)

Definicado 31. Seja G um grupo e A uma C*-dlgebra. Uma agdo
parcial de G sobre A (denotada por o) é uma cole¢io {Dy}geq de ideais
bilaterais fechado de A e uma colecdo {agz}tgeq de (x—)isomorfismos
ag: Dg—1 — Dy, tais que:

(1) D. = A, ae = Ida;
(2) o, (D, N Dy-1) C Dgpy-1;

(3) agoan(z) = ag(z), Vo € aj (D, N Dy1).

Observagoes.

i) A igualdade em (3) estd bem definida, pois, se x € a;l(DhﬁDg;l),
entao faz sentido escrever oy () e ap(z) € DN D, € Dyt Com
isso, podemos fazer a composicao ogoay(z). E pelo item (2), claro
que podemos aplicar oy, em x € a;l(Dh NDg-1)C D(g}l).

ii) Para todo t € G, ay-1 = a; ', pois pelo item (3), se tomarmos
g = h™1 temos que aj,-1 o ap(x) = a.(x), Vo € a,:l(Dh N Dp),
ou seja, ap-1 0 ap(x) = x, Vo € a;l(Dh) = Dp-1. Como ay, é
isomorfismo, agl = qp-1.

iii) ap(Dp-1NDy) = Dy N Dyy. De fato, substituindo g por (hg)~! no
item (2), temos que a;, ' (Dy, N Dpy) € Dy. Como ay, : Dyy—1 — Dy,
é isomorfismo, entdo, Dy N Dpy € ap(Dyp-1 N Dy). Por outro
lado, também por (2), trocando h por h=! e g por g1, obtemos
a;,ll(Dha N Dg) C Dpg. Como ap-1 : Dy — Dp—1 é isomorfismo
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e 04}:,11 = ay,, temos que ap(Dp-1 N Dy) € Dy N Dyy. Logo, segue
a igualdade.

iv) agoay é um isomorfismo de Dj,—1MD gp)-1 sobre DyNDyy. De fato,
utilizando a observagao iii) com (gh)~! no lugar de g, obtemos
anp(Dp-1 N Digpy-1) = Dp N Dyg-1. Pela mesma observagao #ii),
trocando g por h e vice e versa, temos ay(Dg-1 N Dy) = DgN Dgy,.
Entao, a4 o ap(Dp-1 N D(gh)—l) = Oég(Dg N Dg—l) = Dy N Dyy,.
Como ay4 e oy, sao isomorfismos, entdo oy o o, ¢ isomorfismo.

v) Os itens i) e 4i4) no fundo nos garantem que gy, estende o o ayp,
para quaisquer g,h € G. (Dom(ay o ap) = Dp-1 N Dgpy—1 =

a (Dpyng-1))-
5.1 PRODUTO CRUZADO PARCIAL ALGEBRICO

Seja a = ({Dt}teq, {at}teq) uma agdo parcial de um grupo G
sobre uma C*-dlgebra A.

Denote por V' o espago vetorial de todas as fungées de G em A
que tem suporte finito, isto é,

V :={f:G — A|f(t) # 0 apenas para finitos elementos ¢t € G}.

Defina V,, := {f € V|f(t) € Dy, Vt € G}. Claramente, V, é um
subespacgo vetorial de V. Para qualquer ¢t € G e a; € D;, denote por

a0 a funcdo pertencente a V,, dada por: a.d:(s) g, Se 5= 1;

10 ses #t.
Assim, é facil ver que toda fungdo f € V, é escrita de maneira tnica
finita
sob a forma f = Z atdt, em que ag = f(s), para todo s € G.
teG

Definigao 32. O produto cruzado parcial algébrico de A por G através
de a, denotado por Ax,G, é o espago vetorial V,, definido acima. Em

outras palavras,
ay € Dt} .

finita
A%, G = { > b

teG

Observagoes.
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finita
(i) Z ady =0 a; =0, Vt € G;
teG

(ii) Para qualquer A € C,

finita finita finita
Z Clt6t + )\ Z btét = Z (Cbt —|— )\bt)ét,
teG teG teG

(111) {atét\t eGeas € Dt} gera A;aG.

Vamos agora dar a Ax,G uma estrutura de algebra. A soma
e o produto por escalar serdao dados como na observagao (ii). Para o
produto, adotamos a seguinte operagao:

(at0t)(asds) = at<at71<at)\a/;)6ts

€D, €Ds
—_————
E(thlﬁDS)

Para este produto, considere a distributiva em relagdo a soma. Claro
que o produto definido assim é bilinear. Mas para concluir que é as-
sociativo, precisamos de alguns outros resultados. Aqui, usaremos a
algebra dos multiplicadores definida no Capitulo 2.

Definicao 33. Uma dlgebra I € dita ser (L, R)-associativa se, dados
quaisquer dois multiplicadores (L, R), (L', R") € M(I), tem-se que
RoL=LoR.

Exemplo. Vamos construir uma dlgebra nao (L, R)-associativa. Seja
I 4lgebra nao unital com a multiplicagao zy = 0, Vx,y € I. Entao qual-
quer par (L, R) de operadores lineares em I formam um multiplicador
de I. Entao se escolhermos S, T tais que SoT # T o S, e consideramos
os pares (S, R), (L,T) onde L, R € L(I), obtemos um exemplo que néo
é (L, R)-associativo.

Uma condigao suficiente para que uma algebra A seja (L, R)-
associativa é A ser idempotente ou nao-degenerada, ver (Dokuchaev
e Exel (2005)). Porém, nosso interesse aqui é trabalhar em cima do
produto cruzado sobre C*-dlgebras, que sempre sao (L, R)-associativas.

Proposicao 34. Toda C*-dlgebra é (L, R)-associativa.

Demonstragao. De fato, seja A uma C*-dlgebra e x € A. Entao, pelo
teorema de fatoracdo de Cohen-Hewitt, Ja,b € A, tais que z = a.b.
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Sejam (L, R), (L',R') € M(A). Entdo, R o L(z) = R'(L(ab))
R'(L(a)b) = L(a)R'(b) = L(aR'(b)) = L(R/(ab)) = Lo R'(x).

Lema 35. Sejam I,J C*-dlgebras e ¢ : I — J um x-isomorfismo.
Entao a funcao

T M(I) — M(J)
(L,R) — (poLoyp ', poRop™)
estd bem definida, ou seja, (po Logp™t oo Rop 1) e M(J)

Demonstragdo. Sejam a,b € J e (L, R) € M(I). (Devemos mostrar os
axiomas: L'(a,b) = L'(a)b, R'(ab) = aR'(b) e R'(a)b = aL'(b) em que
L'=¢poLopteR =¢poRop ). Entao:

3
o)
b(
0]

N

N

=
I

BS)

=

N

S

N

=

Portanto, (po Loy~ poRop™1) e M(J |

Teorema 36 (Associatividade de AXoG). Seja ({D;}ica, {ou}ica)
uma ac¢do parcial de um grupo G sobre uma C*-dlgebra A. Entado, o
produto cruzado algébrico Ax,G € associativo.

Demonstracdo. Sejam r,s,t € G, ar € D,, as € Dgs e a; € Dy, ar-
finita

bitrarios. Como cada elemento de AX,G é da forma Z a0y, pela
teG
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distributividade, Ax,G é associativo se, e somente se,
(ardraids)asds = a0 (ardrasds) (%)
Por defini¢ao, temos que:
(ardraidt)asds = ap(a—1(ar)as)driasds
Y (-1 (r (1 (a,)00))as)Opes.  (4%)

Uma vez que a,—1(a,)a; € D,—1 N Dy, entdo

ar(ap-1(ar)ar) € ap(D,-1 N D) = DN D,y

a(rt)fl(ozr(arl(ar)at)) S Oé(rt)—l(DT n D'rt) =D N D(Tt)—l.

Assim, podemos trocar o ,4)-1 POr Q-1 0 Q-1 € Qg POT Oy O g,
pelos axiomas de acao parcial. Entao,

agry-1(ar(ar-1(ar)ar)) = -1 (-1 (ar(az-1(ar)ar)))
= ay-1(ap-1(ar)ay),
e assim,
(arfsratét)as(ss (z)art (a(rt)_l (ar (Oé,.—l (ar)at))as)érts

= ap(a-1(ap-1(ar)ar)as)drs

= ap(a(ag-1(ap-1(ar)as)as))dpes.  (x % %)
Agora, desenvolvendo o lado direito da equagéo (x), temos:

a0y (at(stas(SS) = a,0, 0y (at*1 (at)as)ats

= ap(ap—1(ar)as(op-1(at)as))orts. (k% % %)

. -1
Comparando (* * %) e (x * x %) e aplicando " em ambos os lados,
obtemos que o produto cruzado é associativo se, e somente se,

ar(ag-1(ap-1(ar)ar)as) = ap-1(ar)o (-1 (ag)as).

Mas como «,-1 : D, — D,-1 é um isomorfismo, podemos substituir
a,-1(a,) por a,—1 € D,-1.
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Com isso, a equacao anterior é valida se, e somente se,
ar(a—1(ap—1at)as) = ap—r0q (-1 (ar)as),

quaisquer que sejam r,s,t € G e a; € D;, para i = r~ !, s,t. Fa-
zendo r = s = e, temos que Ax,G é associativo se, e somente se,
ar(ag-1(bay)e) = bay(as—1(ar)c), para quaisquer t € G, b,c € A e
as € Dy. Mas esta equagao pode ser escrita da seguinte maneira:

(g0 Reoay—1) o Ly(ay) = Ly o (g 0 Re 0 ay—1)(ay),

em que R. é multiplicador a direita de D;-1 e L; é multiplicador a
esquerda de D;.

Pelo Lema anterior, (o o R. o az-1) é um multiplicador a direita
de Dy, pois D; é C*-subélgebra Vi € GG, em particular, uma C*-dlgebra
também e portanto, como D; é (L, R)-associativo para todo ¢t € G (pela
Proposigdo 34, antes do lema), temos que o produto cruzado parcial
algébrico Ax,G é associativo. |

5.2 A C*ALGEBRA DO PRODUTO CRUZADO

Até agora temos uma algebra associativa. Nesta secdo, faremos
a construcido da C*-dlgebra gerada através desta dlgebra. Primeiro
vamos dotd-la de uma involu¢ao e depois de uma norma. Com isso,
obteremos uma *-4lgebra normada, o que nos permitird definir sua C*-
algebra envolvente.

Proposicao 37. Seja ({D:i}ica,{at}ieq) uma agdo parcial de um
grupo G sobre uma C*-dlgebra A. Defina

¥ ANaG — AXG

Z agdy — Z ay-1(ay)di—1

teG teG

Entao * é uma operagao de involugdo em Ax,G.

Demonstra¢ao. Como Dy é ideal auto-adjunto, * estd bem definida.
Como ;-1 é isomorfismo e * de A preserva a soma, entio % de AXoG
preserva a soma. Entao, basta provar os outros axiomas de involucao
nos geradores de Ax,G.

L. Se A € C, entao (Aayd;)* = ap—1((Aar)*)6—1 = a1 (Aaf)dp—1 =
Aag—1(ay)i—1 = A(asde)™;
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2. Sejam s,t € G, as € Ds e ay € Dy, entao

(atdtas04)™ = (ap (-1 (as)as)oss)”
= aps) -1 (s (o-1(as)as) ) sy 1

= s ((agoy-1(a7)))ds) -1 = *.
Como a’a;-1(af) € Ds N Dy—1, entao
*x = ag-1(ajag-1(a;))dps) -1 = as—1(as(as_l(a:)).at_l(a;‘))é(ts)_l

= Oés—l(a:)as—l.at—l(a:)(S(t)—l = (asés)*.(atét)*

3. SeteGqG,as € Dy, entao

((a0e)")" = [ey-1(ap)0p-1]" = ar[(c-1(ay)) 10
= ai(az-1(a))0; = aidy

Portanto, * é uma involugao sobre Ax,G.

Para a préxima proposicio, defina a funcio ||.|[; : AxXoG — Ry,

Z adt|l = Z llaz]la-

teG 1 teG

Proposicao 38. Seja ({D:}ica,{at}ieq) uma agdo parcial de um
grupo G sobre uma C*-dlgebra A. Com ||.||1, AxoG € uma *-dlgebra
normada.

Demonstra¢io. Sejam A € C, z,y € Ax,G com x = Y iec aids e
Y= .cqbsds. Entao:

Z atét

teG 1
& lala=0,Vte) .o & r=0;

1. |z =0«< =0 ) cellafla=0<

Azl[y =

=3 |Aaa
1 teG
Zat&g

teG

A Z atét

teG

Z )\at 515

teG

1

=D Wllaclla =AY llae)a = A

teG teG

= [Alllll;

1
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€T y 1= a0 +O0t - at t)0t
o+ yl i+ bud (3 +Bu)o
teG teq@ 1 teq@ 1
= a tla < at|| A ]| A
D lla+bella <D llada+ > bl
teG teG teG
= [l2lls + llyll1;
eyl = |3 et 3o bid)| = || D2 adibed.
teG s€G 1 t,s€G 1
h=ts
=12 (Z cu(atl(at)bs)éts) =
seG \teG 1
= Z (Z at(atl(at)btlh)6h>
heG \teG 1
- [ St tam
heqG ||teG A
<30S (s (@b [ o
heGteG
=3 Nl (an)bi-plla
hed teC
S Z Z ||at,1(at)HA.||bt—1h||A oy —1 eiometrla
heGteG
=3 llaclla-lbe-1nlla
heGteG

= <§I|at||A> : (}; ||bt1h|A>
- (z natuA) | (z nbsuA)

= llll-llylls
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.
*
lz*(lx = H (Z at5t> = > a1 (ap)dp
teG 1 teG 1
= Z HO[ l(a’*)HA Q-1 éi_SOmetria
= 1 (a; =
teG
= lailla =Y llacha = |z
hea heG
E portanto, Ax,G com |.||; é uma *-dlgebra normada. [ |
Observagao. Note que se a; € Dy, t € G, entdo ||ai0t||1 = ||at]|a, ou

seja, nos geradores de AX,G a norma ||.||; coincide com a norma de
A. Diante deste fato, podemos afirmar que a fungao ¢ : A — Ad, C
Ax,G que leva a — ad, é um =-isomorfismo, pois, de imediato, as
operacoes de Ax,G nos garante que ¢ é linear, multiplicativa, involu-
tiva, bijecdo e isométrica. Portanto, p(A) = Ad., e assim Ad. é uma
C*-4lgebra.

Ja sabemos que AX,G é uma - dlgebra normada, que tem como
geradores {a;0; | t € G} = {a; € Dy | t € G}. Entdo podemos con-
siderar a C*-&lgebra envolvente de Ax,G. (Aqui faremos somente a
definicdo que precisamos. Para mais detalhes sobre C*-dlgebra envol-
vente, olhar (BUSS, 2003)).

Definicao 39. Seja C uma *-dlgebra normada. Defina o conjunto
G = {[a]la € C}, que é formado por cdpias dos elementos de C. Inter-
prete G apenas como conjunto, sem possuir nenhuma operacao de C.
Defina

R ={([a] + A[b] — [a + Ab],0) | a,b e C;\ € C}
U {([al[b] — [ab], 0) | a,b € C}U{([a]" —[a],0) | a,b € C}
U{([a], lallc) | a,b € C}
Definimos a C*-dlgebra envolvente de C, denotada por C*(C), como a

C*-dlgebra universal gerada por G com as relagdes R, ou seja, C*(C) =

C*(G, R).

Note que pela tltima relacao, se [a] € G, entao ||p([a))] < |lelc,
para qualquer representacao de G que satisfaz R, ou seja, o par (G, R)
¢ admissivel (basta escolher c[,) = [|a/c e notar que toda representagao
de (G, R) é contrativa).
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Para o nosso caso, C' = Ax,G é a *-algebra normada. Diante
disto, definimos:

Defini¢ao 40. O produto cruzado parcial do grupo G pela C*-dlgebra
A, relativo a acdo parcial o, denotado por A X, G, é a C*-dlgebra
envolvente da *-dlgebra Ax,G, ou seja,

C*(A%,G) = A x, G.
Proposicao 41. Se ¢ : Ax,G — B ¢ x-homomorfismo da x-dlgebra

AxoG na C*dlgebra B, tal que |[¥(3 ayd0,)| < S llagll, entdo 1 se
estende a A x, G.

Demonstra¢ao. Imediata. |
Agora provaremos um teorema que serd de fundamental im-

portancia para o ultimo capitulo deste trabalho.

Teorema 42. Sejam A e B C*-dlgebras, com B unital, G um grupo,

p: A —> B, m:G — B tais que @ é x-homomorfismo, ® € repre-

sentagdo parcial', isto é, w(e) = 1g, 7(r~1) = 7(r)* en(r)*w(r)n(s) =

w(r)*m(rs), Vr,s € G. Suponha que o par (p,m) seja a-covariante, ou
seja, Vg € G, ag—1 € Dy—1 e a € A, tenhamos
*

(1) plag(ag—)) = m(g)p(ag—)m(g)";

(ii) p(a)m(g)m(g)" = m(g)m(g9) v (a).

Entio, (pxT) : AxoG — B definida por

(px) <Z ag5g> = Z‘P(ag)ﬁ(g)

€ um x-homomorfismo contrativo.

Demonstra¢ao. Sejam Zatdt, stdq € Ax, G, )\ eC.
t s

INote que a condigdo 7 (r)*m(r)m(s) = m(r)*m(rs) é equivalente & condigio
w(r)m(s)m(s)* = w(rs)n(s)*, basta trocar r por s~ e s por r~! e aplicar * em
ambos os lados.
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e Linearidade:

(ox) <Zat5t+zb 5) = (px) (Z(ag+bg)59>

g

- Z plag+by)m(9) = 3 plar)r(t) + 3 p(bo)(s)

Portanto, (¢x7) é linear. Para separar no produto precisamos
usar a a-covarianga do par (¢, 7):

(xm)((arde)(as8s)) = (xm) (o (o1 (ar)as)des)

Como px é linear, segue para E a0y e g asds arbitrarios que:
t

(oxm) (2, aede) (3, asds)) = (ox7) (1, a:dy) (%) (225 asds) -

e Preservacao de *: Aqui, usa-se mais uma vez que (p,7) é a-
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covariante:
pxm((a:01)*) = pxm(ay-1(a;)6-1) = e (ap))m(t™)
= n(t)"p(ai)m(t)m(t)" = m(t) 7 (t)m(t)"p(a;)
= 7(t)*p(ar)* = (p(a)m(t)* = (pxm(a:dt))*

Novamente, como X7 é linear, para g as0¢ arbitrario, temos:
t

o)) 5

e Contrativa: Uma vez que ¢(a;),7(t) € B, ¢ é homomorfismo
contrativo e ||7(t)|] < 21, temos

pxm (Zat&)H =D wla)m®)|[ < D lelan)n(t)
teG

teq@ teG
< letalllim @l <> Naclllix(t)
teG teG
< Z llae|| = Zat5t
teG teG 1

Portanto X7 é contrativo.
[

Observacgao. Diante deste Teorema, note que pela propriedade uni-
versal de C*-dlgebras universais (j4 que A X, G é uma C*-dlgebra
envolvente, que no fundo é uma C*-dlgebra universal) temos que existe
um unico x-homomorfismo ¢ : A x, G — B.

pxT

Ax,G

2Como w(t)*m(t)m(s) = w(t)*n(ts), basta tomar s = t 1, entdo 7 (t)*n(t)w(t)* =
w(t)* de modo que m(t) é isometria parcial e assim || (¢)| < 1.
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6 A ACAO PARCIAL

O titulo deste capitulo usa o artigo “a” pois esta acao parcial
que iremos construir é de crucial importancia para este trabalho. E
através desta acao que construiremos o produto cruzado parcial que
sera isomorfo a C*—Algebra de Cuntz-Krieger.

Considere

X ={(&)ien € N" : age,,, = 1,Vi € N},
em que (a;5);; = A € My»,({0,1}), sem linhas nulas. Lembre que

palavras finitas «, com letras em {1,...,n} e tais que
W = ~ . UN.
se o= Qi...Qpy, entdo Gga,,, =1, Vi=1,...,m—1

em que W é chamado o conjunto das palavras (finitas) positivas ad-
missiveis geradas pelas letras {1,...,n}.
Note que W C F—grupo livre gerado por N = {1,...,n}.

Definigcao 43. Para cada o € W, defina:

Xo ={€ € X : £ comega com o}

={{eX :§. . fo=ar...qpq}
:{fesz:az;vz:]-v?kﬂ}

Xo-1={€eX :afe X}
= {§€X:aaw§1 = 1}.

Proposicao 44. Os conjuntos X, e X,-1 sao abertos e fechados em
X.

Demonstracao. De fato, X, é fechado pois, se (x/\))\EA C X, é net tal
que 2 — x € X, entdo, fixando a coordenada i € N, 3)\; € A tal que

VYA > A, 2} = z;. Entdo, se A > A, Az,..., g, segue que z} = x5,
Vie{1,...,|al}, ou seja, z; = 2 = ay, Vi € {1,...,|a|}, dai, z € X,

Da mesma forma, X é fechado, ou seja, X, é aberto. Portando, X,
é aberto e fechado.

Por outro lado temos que X, -1 é fechado pois, se (2*)xen € Xq
é net tal que z» — x € X, entdo, na primeira coordenada de cada
2, temos que I\g € A tal que, 27 = & € N tal que Qa6 = 1. Dal
z tem como primeira coordenada &7, ou seja, x € X,-1. Logo, X,-1 é
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fechado. De maneira andloga, Xg_l é fechado, ou seja, X,-1 é aberto.
Portando, X,-: é aberto e fechado. |

Defina agora,

0a : Xa—l — X,

E— ak.

Note que 6, é homeomorfismo. De fato, é 6bvio que 6, é bijecao.
Também, 6, é continua pois, se (z1) C X, -1 é tal que 2* — 2 € X1,
entdo O, (7)) = az* — ax = 0,(x).

Considere agora

0.1 X0 — X
§ — ag,

em que Al = §o|+18jaj+28al+3 - € X, ou seja, af é o mesmo que
“apagar”a do comeco de € € X,.

Afirmagao 1: 0,1 é a inversa de 6,,. De fato, se £ € X1, entdao
0, 000(8) = 0, (af) = @k = &, ouseja, 0, 08, = Idx__, . Por outro
lado, se £ € X, ou seja, se £ comega com «, temos que 0, 0 0, 1(&) =
9a(§\a|+1§|a\+2§\a|+3-~-) = 041042---a|a\f|a|+1€\a|+2§|a\+3-~- = ¢, ou
seja, 0, 00,1 = Idx_ . Logo, segue a afirmagao.

Afirmagao 2: ;! é continua. De fato, basta notar que se se
(2}) C X, é tal que 2* — = € X,, entdo ;1 (2}) = ar* — ar =

6,1 (x). Com isso, 6, ' é continua e portanto, 6, é um homeomorfismo.

Observacgao. Dados «, 3 € W, dizemos que o3~! € F estd na forma
reduzida se a)q| # B3/-

Daqui em diante, sempre que aparecer termos da forma a8 !,
com a, f € W, vamos considerar o3~! na forma reduzida.

Definicao 45. Para cada o, B € W, defina:

Xop-1 ={£ € X : £ comega com o e pag € X}
={{e€X:{e€ X, epage X}

Exemplo. Note que X,g-1 pode ser vazio, pois se n = 3, a matriz

1
A=1]0 ,a=1,8=2evy=3, entao
0

_ = O
o = O

W= {1,2,3,11,22,23,32, 111,222, 223,322, 232, 323, .. .}.
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Por outro lado, X = X, = {(1,1,1,...);(2,2,2,...);(2,3,2,3,...);
(3,2,3,2,...):(3,2,2,2...);(3,2,2,3...):(2,3,2,2...)(2,2,3,2...);
(2,2,2,3,2,..);...}.

Dai,

Xpa={eX: X e216ecX}=0;
Xopo1={feX:feXyel2e X} =0
Xy ={eX:teX e3lteX}=0,
Xy ={eX:fecX3el36ecX}=0

Porém, Xo5—1 = {£ € X : € € X5 ¢ 326 € X} # (), basta notar que
o elemento (2,2,3,2,3,2, 3 ,3,2,...) pertence & Xo3-1. Também, o
conjunto Xszg-1 = {E €X:f€ X3e23 € X} ndo é vazio, pois
(3,2,2,2,2,2,2,2,...) € Xao-

Proposigao 46. O conjunto X,3-1 € aberto e fechado em X.

Demonstracdo. De fato, se (z*)yen C Xop-1 € net tal que  —

z € X, entdo, para cada A € A, 2* € X, e paz* € X, ou seja,
az* € Xg-1. Dal, como X, e Xg-1 sdo fechados, x € X, e Gz € Xg-1,
ou seja, x € X,p-1. Portanto, X, 5-1 é fechado. Por outro lado, Xgﬁ_l
é fechado também pois, se (23)yep C Xgﬂ,l é tal que 2 — z € X,
VA € A, temos que 2 ¢ X, ou az* ¢ Xg-1, daf, como X, e X3-1 sao
fechados, = ¢ X, ou az ¢ Xg-1, ousejax ¢ Xop-1, isto &, v € XJ;_1.

Logo X 51 é fechado, e assim, X ap—1 € aberto. Portando, X,g-1 é
aberto e fechado |

Defina:

49&,371 : X,Bozfl — Xaﬂfl
& — apé.

Note que 6,3-1 ¢ homeomorfismo. De fato, 0,5-1 é continua pois se
z € Xg,-1, entdo v € Xg e affr € X. Dal,

Oup-1(2) = aBz = 0a(Br) = 00 0 05 ()

e como 0, e 07! sdo continuas, segue que 6,5-1 é continua. Assim, a
B ) af )
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funcao:

950471 : Xaﬁ—l — Xﬁa—l
§ — pag,

também é continua.

Afirmacao: fgo-1 = 90761*1' De fato, note que se £ € X,3-1,
entdo £ = au tal que p € X1 e fag = faap = Bu € X. Dai, a = u
e assim,

Oag-1(Opa-1(€)) = Oag—1(BGE) = Oap-1(Bu) = aBfp = ap = €.

Por outro lado, se { € Xg,-1, entao § = [Bu tal que p € Xg-1 e
af§ = afpp = ap € X. Dai, B¢ = p, logo,

0[304*1(0046*1(5)) = eﬁoﬁl(aﬁg) = oﬁoﬁl(a:u) = ﬂaa,u = /B,U = §
E assim, segue a afirmacao. Portanto, 6,3-1 ¢ homeomorfismo, cuja
inversa € 0gq—1.

Lembre que F é o grupo livre gerado por N = {1,...,n}. Entao,

defina:
Rae af ™l :aeW, B €W em que
A= afB~! estd na forma reduzida ’

Note que WN Ry = ) mas W & Fe Ry ¢ F. Também, note que
WL CFemque W™l ={a"t:aecW}

Observagao. Considere os conjuntos W e R 4 definidos anteriormente
e os homeomorfismos 0’s e observe que:

1) X. = X, em que “€”é o elemento neutro do grupo livre F.

2) X, ={¢ € X :& comega com a}, Yoo € W;

3) Xo-1 ={€X:af e X}, VaeW,

4) X,p-1 ={£ € X : £ comega com a e o € X}, Vaf™! € Ra;

5) X, =0, para cada r € F que nao estd em W, W= R4 ou {e};
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6)
0. : X — X, O X1 — Xo
§— ¢ Er—af
Gafl Xy — Xa—l 901571 : Xﬁa—l — Xaﬁ—l
£ — a¢ & — afé

Agora, vamos definir a acdo parcial de F em C'(X).
Definicao 47. Para cada v € F defina
¥ C(Xp1) — C(X,)
fr— foft
Observacgoes.

1. Note que se r = e, entdo v, : C(X) = C(X) é tal que
[ fob = foldx = f, e assim v, = Ido(x)-

2. Ser=a €W, entao
Yo : C(Xp-1) — C(X4)
f—17f 09;1.
3. Ser=a"! € W™, entdo
Ya-1: C(Xq) — C(Xq-1)
f'—>f00;}1 :f0004
4. Ser = af~! € Ry, entdo
YaB-1 - C(Xﬁa—l) — O(Xaﬁ—l)
fr=fob ;.= /foba
5. Ser € F é tal que r nao é da forma r = eour = a € W ou

a
r=oateceWlour =aB! € Ry, entio X, = 0 e assim,

C(Xr) = {0}

Vamos agora demonstrar um lema que serd util na sequéncia
deste capitulo.
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Lema 48. Seja 0 = ({Y,}geq,{0s}tgcq) uma agdo parcial do grupo
livre G sobre o espago topologico Y, em que cada Yy € aberto e fechado.
Entao:

e C(Y)={f:Y — C| f € continua} é *-dlgebra;
o C(Yy) € x-subdlgebra de C(Y'), Vg € G;
o C(Y,) € ideal (bilateral auto-adjunto) de C(Y'), Vg € G;

vy : C(Yy-1) — C(Yy) € isomorfismo (de *-dlgebras), Vg € G
fr—fo ag—l

v ={C(Yy)}gea,{1g}tgecc) € acio parcial de G sobre a *-dlgebra
c(Y).

Demonstragao. Claro que D := C(Y') com as operagdes ponto a ponto
é élgebra e considerando f*(z) = f(z), uma *-dlgebra com a norma
do supremo. Também, note que Vg € G, temos que D, := C(Yy) é
s-subdlgebra de D, pois se A € C, f,j € Dy, entdo (f +j), (f.5), Af e
f* € Dy. Ainda, se f € Dy e j € D, entao fj =jf € C(Y,). Logo, D,
é ideal bilateral auto-adjunto de D.

Provemos agora que v, : Dyj-1 — Dy é isomorfismo. E ébvio
que 74 ¢ homomorfismo de x-algebras. Falta provar que ¢é bijetiva. Para
isso, exibiremos sua inversa:

Seja f € Dy-1 = C(Y,-1). Entdo, se € Y;-1, temos que

Yg-1 0V ([)(x) = 74(f) 0 9;}1 () = 74(f)(y(x))
= fotgg_1 004(z) = f(x)

Por outro lado, se f € D, = C(Y,). Entao, se « € Y, temos

Vg © Yg-1 (/) (@) = 7g-1(f) 0 0, (x) = foby 06, (x) = f(x)

Logo, 741 = ’yg_l. Portanto, v, é isomorfismo.
Falta mostrar que vy é agao parcial.
(i) Por defini¢do, Y. =Y, assim, D, = C(Y.) = C(Y) = D. Como
0. = 071 = Idy, pois 0 é acdo parcial, temos que se f € D,
Ye(f)=fob;' = fold=f. Logo ve = Idp = Idcy).

(ii) Seja f € 75 '(Dy N Dp-1)'. Como 6,1 = 0,-1 (pois 6 é acdo

-1
1’yg =7g-1:Dg —> Dgy1.
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parcial), tem-se que f = v,-1(g) = g o 0, para algum g € Dy N
Dy =CY,NY,1) = C(Hg(Y(hg)_l NY,-1)) € C(0y(Ying)-1))s
isto implica que g € C(0y(Y(ng)-1)), ou seja, go by € C(Y(pg)-1),
mas f = gof,, eassim f € Dg-1. Logo, segue (7).

(iii) Seja f € v4-1(Dg N Dj-1). Observe que se x € Yy,

oY (F)(x) = 14(f) 0 8 ()

esex €Yy e, (z) €Y, temos
W0 Yg(F)(x) = 94(F) 0 0,7 (x) = £ 00570, ().

Mas note que = € Yy, e 0, '(z) € Yy, <= 1z € 0,(V},-1 NY,).
Como 6 é acdo parcial, 0,(Y,-1 NY,) = Y, N Y}, Também, se
x € 0 (Yy,-1 NYy), entao Oy-1 0 01 (x) = Opg)-1(x). Portanto,

Yh o Yg(f)(x) = fobpg-1(x), Yo € Yy NYng (1)

Por outro lado, yug(x) = f 0 0(g)-1(x), Vo € Yy, € com isso, se
z €Y, NYyg C Yy, temos que

Yhg(x) = foOmgy—1(x). (1)

De (I) e (II) segue que
Yh © ’Yg(f) = ’th(f), vf S Yg-1 (Dg n Dh—l).

Portanto, v é ac@o parcial de G sobre D = C(Y). |

Teorema 49. Sejam F o grupo livre gerado por {1,...,n}, considere
{X,}rer como na Observagao da pdgina 56 e considere {7y, }rer como
na Defini¢ao 47. Entao v = ({C(X;)}rer, {7+ }rer) € uma agdo parcial
de F sobre C(X).

Demonstragao. Pelo lema anterior, para provar este teorema basta
mostrarmos que 6 = ({ X, },er, {0r}rer) é uma agéo parcial do grupo
livre F sobre o espaco topolégico X.

Ja vimos que X,. é aberto e fechado para todo r € F e que 6, é
homeomorfismo Vr € F. Vamos mostrar agora que os axiomas de acao
parcial valem para 6:

(i) Como X, = X.-1 = X por definigdo, entdo 6, : X, — X, leva
r+— ex =x, e assim, 0, = Idx.
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(ii) Vamos mostrar que 6; *(X; N X, 1) C Xrey-1, Vr,t € F. Seja
€0, (X;NX,1). Entdao Jy € X; N X, 1 tal que 6, '(y) = x.
Daqui em diante, temos de considerar alguns casos:

e Caso 1:

e Caso 2:

e Caso 3:

e Caso 4:

e Caso 5:

e Caso 6:

e Caso 7:

r=cecout=e= Xy =XouX,-1 =X, e assim, em
ambos os casos, ¢ facil ver que 8; *(X,NX,-1) C Xrey—1
t=acWer=pecW.

Entdo z = ;' (y) com o elemento y € X,NXz-1. Logo
y=az € Xg1 = By = faz € Xg. Isto implica que
2 € X(ga)-1, ou seja, . =0, (y) = ay = z € X(ga)-1:
t=acWer=381eWwL

Seja x € 0,1(X, N Xp).

o Se a; # f; para algum ¢, temos um absurdo.

o Se «a é comeco de 3, ou seja, se a; = [, Vi =
1,...,|al, temos que B = az. Logo, z = 0, '(y) para
algum y € X, N Xg = X3, ou seja, y = B¢, e assim,
=0 (y) =ay = ap¢ = aazf =26 € Xg-14, = X..

o Se B é comeco de a, ou seja, se B; = 4, Vi =
1,...,|8], temos que o = Bz. Logo, = = 0, '(y) para
algum y € X, N X3 = X,, ou seja, y = af, e assim,
T = 0;1@) =ay=aa=¢(€ X(ﬁz)—lﬁ = Xz—lﬁ—lﬁ =
X,-1. Logo segue a continéncia.
t=aleWler=8ecwW.

Queremos mostrar que 0, (Xo-1NXg-1) C X(go-1)-1 =
Xop-1. Seja x € 0,(Xo-1 N Xpg-1). Entao x = 0, (y)
para algum y € X,-1 N Xg-1, ou seja, * = ay com
y € Xg-1, ouseja, r € X,g-1.
t=aleWler=8"1lew"L

Entdoz = 0!, (y) = 04 (y) comy € X,-1NX(g-1)-1 =
Xo-1NXg. Logox=ay,yc Xgey e Xo-1 =y =
BE € X,-1. Dal, x = ay = af€ € Xog = X(5710f1)71;
t=af '€ Ry, r=7€W.

Entéao x = G;g,l(y) com y € Xog-1 N X1, ou seja,
vy € X,y € X, e fay € X, isto significa que vy =
yaz € X e Bz € X, com 2 € X(yq)-1. Dali,

z =05 .1(y) = Opa-1(y) = fay = Bz € Xp(ya)-1 =
X(,Yaﬁ’fl)fl = X(Tt)fl.

t=af ' cRyer=y1eW
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e Caso 9:
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Queremos mostrar que O;ﬂl,l(Xaﬁ_l NX-1y-1) C
X(’Yflaﬁfl)—l ou seja, Qﬁa—l(Xaﬁ—l ﬂX,y) - X(ﬁa—l
Seja x € Gﬁafl(Xagfl ﬂX—y).

o Se ay; # 7y; para algum 4, temos um absurdo.

)

o Se « é comego de v, ou seja, se a; = 7y, Vi =
1,...,|a|, temos que v = az. Logo, x = 03,-1(y) para
algumy € X 3-1NX, = X,3-1NX,;, ouseja, y = az
e fz§ € X, e assim, x = Og,-1(y) = fay = Pfaazé =
525 € Xﬂa_laz = X/J’z

o Se v é comego de «, ou seja, se v; = q;, Vi =
1,...,]7|, temos que a = yz. Logo, & = 03,-1(y) para
algum y € X531 N X, = X, ,3-1, ou seja, y = vz§ e
fyzy € X, e assim, x = O3,-1(y) = fay = fayz{ =
pyzyz€ = BE € Xgo-14 = Xp,-141, = Xg,-1. Logo
segue a continéncia.
t=yeWer=apf"!cRyu.

Entdo = 0,-1(y) com y € X, N X531 = y € X,,
yecXge aBy e X.

o Se v; # B; para algum i, temos um absurdo.

o Se 8 é comego de 7, ou seja, se v; = B;, Vi
1,...,|8], temos que v = Bz. Logo, y = v = Bz€
Xpga-1, OU s€ja, aﬁﬁzé =az§ € X = § € X1
Assim, © = 051 (y) = Jy = 226 = € € X(az)-1 =
X(ap=182)-1 = X((ap-1)y) 1

o Se v é comeco de [, ou seja, se v; = [, Vi =

1,...,|v|, temos que 3 = vz. Logo, y = B¢ € Xpo-1,
ou seja, aBBE € X = £ € X,1. Dai, z = 05 (y) =
:Y\y = 7)/\’}/2:5 = Zf € ‘szoc_1 = ‘Xv(az_l)_1 = AXP(OC('yz)_l'y)_1
= X(ap-14)-1;
t=y"teWler=ap"!eRy.
Entao x = 9;_11 (y) = Gv(y) ey € wal N X(aﬂ—l)—l =
Xy -1 NXgy-1. Logoy € X-1, y € Xge aay e X.
Assim, z = 0,(y) = vy € Xop € or?By € X. Mas por
outro lado,

m |l

X((ap=1)y-1)-1 = X501
={{eX:{eXpearypec X}

Logo, segue a continéncia.
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eCaso10: t=af '€ Ryper=~5""1€Ry.
Queremos mostrar que 0,1 (Xqp-1 N X5,-1) C
Xﬁa—16,\/—1.
o Se ay; # §;, para algum 4, temos um absurdo.
o Se a é comego de J, temos que § = az. Dali,
r = Ogq-1(y) para algum y € X,3-1 N X, -1, ou
seja, y = azé, Bz € X e v € X, assim © = fay =
paaz = Bz€ € Xga-102y-1 = Xgaq-1
o Se § é comego de «, temos que o = dz. Dai, z =
0pa-1(y) para algum y € Xs5.3-1 N X5,-1, ou seja, y =
0z€, BE € X e yz€ € X, assim = = fay = ,8(5/,\2'(525 =
B¢ € XB(52)715771 = Xﬁz—lv—l = XB(’YZ)71
e Caso 11: Set ou r nao sao da forma como nos 10 casos anteriores,
X; ou X, serd vazio, e segue a continéncia trivialmente.

(iii) Temos de mostrar que se = € 6, *(X; N X,—1) é arbitrario, entdo

0, 0 0:(x) = 04 (x).

e Caso 1: t =e ou r = e a igualdade é ébvia.

eCaso2:t=acWer=pcW.
Entdo, se z = ;' (y) com y € X, N Xg-1, temos que
y=oaze fy=Paze X. Dai, 0g00,(z) =0z(ax) =
Bax € X. Por outro lado, z € 0,'(Xo N X5-1) C
Xo-1 N X(ga)y-1, 1ogo Opa(r) = Baxr € X. E assim,
05 0 0n(z) = 0pa(z), Vo € 0,1 (X0 N Xg-1);

eCaso3: t=acWer=p1tecw1
Entéo, z = 0,1 (y) com y € X, N X3, daf:

e Se a; # [; para algum ¢ = 1,..., min{|«|, |3},
temos que X, N Xz = 0.
e Se a é comego de B, ou seja, a; = [;, para

todo i = 1,...,|al, temos que z € 0,1 (X, N Xg)
0,1 (Xp) =0, (X4z2), em que B = az. Daf, z = 0, (y
com y € X, logo y = azf € X. Assim, 05 1
0a(2) = Op (02) = Op1 (@001 (1)) = O(oe)r (02€)
¢ € X. Por outro lado, claro que z € 6,-1(X,.)
X(ﬂ a)1—X—15 Da195 ()—9(az)1()
0, 10-10(x) = 0,1 (2) = 20 = 20,1 (y) = Zaazé =&
X. Logo segue a igualdade.

O\_/

m 1N

e Se 8 é comego de «, ou seja, a« = [z, entao,
r € 01 (Xo N Xpg) = 0;1(Xs) = Xo-1, pois 051 &

[e3



e Caso 4:

e Caso b:

e Caso 6:

e Caso 7:
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bijetora. Daif, z = 0,1(y) com y € X,, ou seja, y =
af = fz& € X. Logo, -1 0 0y(x) = Os-1(ax) =
Op-1(ax) = Og-1(Bzr) = 2z € X. Por outro lado,
0;1(Xa) = X,-1 C X(lg—la)—l = Xa—lﬁ = X(BZ)—IB =
X,-1. Dai, 0g-1,(x) = bg-15,(x) =0.(x) =20 € X e
segue a igualdade.

t=aleWler=8cwW.

Entdo @ € 0.1, (Xo-1 N Xpg-1) = 0a(Xo-1 N Xpg-1), €
r = 04(y) = ay com y € X,-1 N Xg-1. Com isso,
05 004-1(x) = 03(0,-1(ay)) = 05(y) = By. Por outro
lado, claro que 0, (X,-1NXg5-1) € X(ga-1)-1 = Xog-1.

Dai, 05,-1(x) = pax = faay = Py.
t=ateWler=8"1ew!.

Entao z € 9;}1()(0{—1 N X(ﬁ—l)—l) =0,(Xq ﬂXﬁ), e
z=0,(y) comy € X,-1NXg. Logo, z =0,(y) = ay =
af¢ € X para algum £ € X. Assim, g-1 060,-1(x) =
O-1(0p-1(aff)) = 05-1(BE) = £ € X. Por outro lado,
claro que x € H;EI(Xa—l NXg) € Xg-1a-1)-1 = Xag-
Dai, 93710‘71(33) = 9(a5)—1($> = H(Oﬁ)—1<aﬁ§) = §
t:aﬁfleRAer:’yéw.

Entao z € 6;6171()(@6—1 NX,-1), e x = 0z,-1(y) com
y € Xop-1 NX,—1. Dal, tem-se que 0., 0 O,5-1(x) =
0, (afbsa-1(y)) = 0 (aBpay) = vy € X. Por outro
lado, x € X(,Yaﬁ—l)—l = Xﬁ(,ya)—l. Assim, 070(5—1(.73) =
YaBO5A(y) = vaBBay = y.
t=aBleRper=yteWwW1l

Entdo x € 05 1 (Xap-1 N X,) = Opa-1(Xap—1 N X5).

e Se «; # 7; para algum i = 1,...,min{|¢|, |7]},
temos que X,5-1 N X, = 0.

e Se o é comecgo de v, entao v = az. Dai, x =
Opa-1(y) com y € X,p5-1 N Xy, ou seja, v = fay =
payé = paazf = Bz € X. Assim, 0,1 00,5-1(x) =
9771(043625) = 0(az)-1(azf) = £ € X. Por outro lado,
note que x € Hggfl(Xaﬁ—l NX,y) C Xy1ap-1y-1 =
X((az)-tag-1)-1 = X(z-13-1)-1 = Xg,. Entao, temos

que 0, -145-1(x) = 0,-15-1(x) = Oy () = BzBat =
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e Caso 8:

e Caso 9:

e Se v é comego de a, entdo o = yz. Com isso,
r = Oga-1(y) comy € Xop1 NX, = X,p-1, ou
seja, = fay = Paay = Py € X. Dai, , 0,10
9aﬂ71(x) =0, (afz) = 07*1(045534) = 9771(7231) =
zy € X. Por outro lado, x € O5,-1(X,5-1 N X,) C
X('y_laﬂ_l)_l - X('Y_l'yzﬂ_l)_l = X(ZB—l)—l - Xﬂz—l.
Assim, 0 -1,5-1(x) = Og,-1(x) = zgﬁy =zye X.
t=yeWer=aB"!'ecRy.

Entao z € 6’;1(X’Y N X(aﬂ—l)—l) = GJI(XPY N Xﬂa—l).

e Se B # 7 para algum i = 1,....,min{|B], ]},
temos que X, N Xg,-1 = 0.

e Se 3 é comeco de 7, entao v = fz. Com isso,
2 € 0,1 (Xy X0 1) = @ = 05 1(y) = Jy = 7€ = € €
X1, p01sy€X Dai, 0,5-1 0 0~(x) = Oy5-1(7x) =
aﬂyx = aﬁﬂzx = azzr € X. Por outro lado, temos que
S G’Y ( ﬂXﬁa—l) - X(aﬁ lyy-1 = X(a,B 18)-1 =
X(az)-1- Dal', Opp-14(x) = Oaz(r) = azx € X.

e Se v é comego de (3, entao S = vyz. Com isso,
x=07"(y) comy e X, NXga1 = Xgo-1. Dai z =
Fy = B¢ = 2§ = 2§ € X. Entao, O,5-1 060, (x) =
bup1(yz) = aBye = afyz€ = aFiyzE = af € X.
Por outro lado, € 051 (X, N Xg,-1) C X(gp-14)-1 =
X(az—l,y—l,y)—l = Xzofl Dal eaﬁ ’Y( )— eaz—l(l‘) =
azx = azz€ =af € X.
t=yleWler=a8"'cRy.

Entao z € 9;_11 (X,y—l mX(alB—l)—l) = 97( ~1NXga- 1).
Dai, z = 6,(y) = vy para algum y € X ﬁX(aB “1.
Logo, fap-1 © 0y-1(2) = bap-1(Y2) = 9(15—1(%1/) =
afy € X. Por outro lado, z € 0,(X,-1 N Xg,-1)
X(aﬂ—l,y—l)—l = X(a(,yﬁ)—l)—l =S X’yBa—1~ Com iSSO,
Oap-14-1(2) = Oa(yp)-1(2) = ayBa = ayByy =
aﬁ'y’yy = aﬁy € X. Logo, segue a igualdade.

N

eCaso10: t=af '€ Ryper=~5""1€Ry.

Entao z € G;ﬂl,l (XQB—I mX(,.Ya—l)—l) = Qﬁafl(Xaﬁfl N
Xsy-1).

e Se a; # §; para algum ¢ = 1,...,min{|«|, ||},
temos que X,5-1 N X5,-1 = 0.
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e Se a é comego de 6§, entdo § = az. Dai z =
0po-1(y) para algum y € Xa,@ 1N X(az),y—l Logo,
Oy5-10005-1(x) = 05— 1(a66ay) = 'yéy € X. Por ou-
trolado, x € 0g4-1(Xap-1NX5y-1) € X(y5-105-1)-1 =
Xyan-tapn=1 = Xgamrp-1)1 = Xgagor. LOgO
05— 1051 (2) = O (32)-1 (x) = yBzx = yB2Pay = yZay
= ~vazy = voy € X.

e Se 6 é comego de «, entdo a = dz. Entdo
r = Ogq-1(y) para algum y € X5,53-1 N X5,-1. Dali,
0,5-100,p-1(x) = 97571(52'566@) = 0028y = Y2y €
X. Por outro lado, z € fgq-1(Xpp-1 N X5,-1) C
Xo-rap=1)=1 = X(ys-1(62)8-1)=1 = X(yzp-1)=1 =
Xp(yzy-1. Logo, O,5-145-1(7) = 0,.5-1(x) = v2Bz =
Vzgﬁay =~yzay € X.

e Caso 11: Se t ou r nao sd@o como nos casos anteriores, X; ou X,
serd vazio e a igualdade serd sempre imediata.

Logo o item (iii) é vélido.
Portanto, 6 é agao parcial de IF sobre X e com isso, v é acao parcial. W

Diante do Teorema 49, podemos considerar o produto cruzado
parcial C(X) x, F.
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7 O ISOMORFISMO ENTRE O4 E C(X) x4 F

Chegamos ao capitulo final do trabalho. Por um lado ji cons-
truimos a C*-algebra de Cuntz-Krieger O 4. Por outro, j4 construimos
o produto cruzado parcial C(X) x, F. Estas duas estruturas formam
duas C*-lgebras e nosso objetivo final é mostrar que tais estruturas
sdo isomorfas. Para conseguir este feito vamos nos basear nas secoes
2 e 3 do artigo (GONQALVES; ROYER, 2014b) e na se¢ao 2 do artigo
(GONCALVES; ROYER, 2014a). Comecamos construindo um homomor-
fismo de Q4 para C(X) x, F.

Definigao 50. Defina:

p:G— C(X)x,F
Sil—> 1151, Z:L,Tl

Em que 1; = 1x, = unidade de C(X;).

No fundo, 1;(z) = { 1, se x € Xj;

0,sex ¢ X;. ~ Ou seja, 1; é a funcao

caracteristica em Xj.

Vamos mostrar que ¢ preserva as relagoes de Q4. Para isso,
basta mostrar que preserva nos geradores. No fim, ¢ é representacao
de G, o que nos permite usar o Teorema 21 na pégina 26.

Proposigao 51. A fungao ¢ preserva as relagées de O 4.
Demonstragao.

1. Isometria parcial:

©(Si)e(Si)"(Si) = 136;(1305)" 1305 = 130;7;-1 (17 )0;-1140;
= %i(i-1 (L)1 (17))de 136y =7imr € home:
= 7i(i-1(1317))0e 140 = 13150104
= e (Y1 (1i17)13)8; ==
= 11‘1’;11‘(51‘ = 1161 = (p(SZ)

Note que 1,1 = 1,1, = 12 = 1;.
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n n

Zw(&)@(&)* = Z Li0iy;-1(17)6;-1

i=1

Il
M: i
I,

Yi (i1 (1i)yi-1 (1)) e

-
Il
—

|

N
Il
-

Yi(vi-1(Li17))0e = Z 113 0.
i=1

I
NIE

Lide = 1x0e = lo(x)u,F
1

o
I

3. Sejam i,j € N tais que ¢ # j. Entao

P(5:)7(S;) = (1:6:)"(1505) = 7i-1(17)d5-1(1;;)
= Y- (i(vi— (12?))13‘)51‘*1]‘
= %71(1;1]-)61-71]- = ’le(o)(srlj
= 00;-1; = 00e = 0c(x)x.F

Note que 0 aqui é a fungao nula.

(S (i) = (16 (1,8:) = vi—1 (11)81 (1:6)
=71 (% (11 (17))13)di-1;
= ’}/171(1:(17‘)56 = 12-7156'

Por outro lado,

> aie(S)e(S)" =D ail b
=1 j=1

n
Entéao, basta mostrar que Vo € X, Zaijlj(x) = 1;-1(x). Por
j=1
um lado,
1 (2) = 1, sex € X;-1; | 1, seix e X;
700, caso contrario. | 0, caso contrério.
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:{ 1, se tig, = 1; . Por outro lado,

0, caso contrario

1, se ajp, = 1;
0, c. c.

Zaijlj(z) = anli(z) + ...+ ainln(z) = {

n
Logo, como x € X é arbitrario, E a;j1; = 1,-1, ou seja,
j=1

©(Si)*e(Si) =) aijp(S;)e(S))".
j=1

Sendo assim, ¢ é representacao de G. Logo, pela propriedade
universal de 04, existe tnico ¢ : Oy — C(X) %, F *-homomorfismo,
tal que

comuta.
Note que ¢ oi = ¢ = ¥(i(S5;)) = ¢(5;) = 1:di.

Agora, vamos construir um homomorfismo de C(X) x, F para
O4. Para tal feito, teremos um pouco mais de trabalho.

Definicao 52. Defina m: F — O4 da seguinte maneira: Se j € N =
{1,...,n}, entio n(j) = Sj en(j~") = S;. Parar € F, na forma
reduzida, 1 =11 ...7m, com T, € NUN~Y, Vk=1,...,m. Defina:

w(r)=n(r1)...7(rm) e w(e)=1p,.

Srs S€ T € Nj
S* . ser e N7L

Sendo assim, note que 7(ry) = {
Tk

Lema 53. Sejar € F tal que |r| = 1. Entio w(r=1) = w(r)*.

S,-1, ser~! € N;
~ —1\ __ T ) )
Demonstragao. De fato, m(r=') = { S¥, serle N,
_ { S,, sere N~L;

Sk, ser € N.
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Por outro lado, 7 (r)* = ({

| Sk, sere N,
1 S, sere N7L
Portanto, segue a igualdade. |

S., ser € N, *
S* sere N7!

T

Proposigao 54. A aplicacdo ® € uma representacdo parcial, isto €,
n(e) =1o,, 7(t7Y) = 7(t)* e w(t)*n(t)n(s) = 7(t)*n(ts), Vt,s € F

Demonstrag¢io. (i) Obvio, pois definimos que 7(e) = 1o,

(ii) Pelo lema anterior, 7w(t~!) = 7(t)*, Vt € F, com [t| = 1, assim,
set €F, t =1t1...,ty,, m > 1, entdo t~1 =t '...t]", e assim,
™) = a0 =ty = wlt,) . w(t) =
(m(t1)...7w(ty)* = m(t)*.

(iii) 12 caso: ts estd na forma reduzida, ou seja, tjy # s7'. Entao,

m(t)m(s)m(s™h) = mw(tr) ... w(ty)mw(s1) ... w(s)s)w(s™h) = w(ts)m(s™1).

2caso:t=abeF, s=b"lcePF.

Podemos supor que a ¢!, pois se for igual, ”aumentamos o
lal 1 > )
tamanho”de b. Dai, ts = ac e com isso,

or(ts)m(s™1) = w(ac)m(c1b) 1# gaso m(a)m(c)m(c)*m(b) = *.

Por outro lado,

o (t)m(s)m(s71) = w(a)m(b)m(b)*m(c)m(c)*m(b) = * *.

Agora, note que se b = e ou ¢ = e, terfamos trivialmente que
* = xk. Também, se b ¢ R4 ou ¢ ¢ R4, temos que 7(b) = 0 ou
7(c) = 0. Assim podemos supor que b = a~! e ¢ = y6~ !, com
a ou 8 ou vy ou § podendo ser e, entdo, pela relagdo iv) de Oy,
temos:

m(b)m(b)* = SaS5955% =Y SaS;.

m(e)m(c)* = 8,558585 = > S, S;.

Mas pela Proposigao 26 o elemento S,S; comuta com SyS, para
finita finita
todo z,y € W. Com isso, Z Sz S} comuta com Z SyS, e
portanto, w(b)w(b)* comuta com m(c)m(c)*, de modo que **x =
m(a)m(c)m(c)*n(b)m(b)*7(b) = w(a)mw(c)m(c)*m(b) = %, j4 que 7(b)
é isometria parcial.
Portanto, 7 é representacao parcial. |
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Teorema 55. Ezxiste um C*-homomorfismo ¢ : C(X) — O4 tal que

o(la) = SaSE, Va e W;
o(1;1) = S%S,, Va € W;
©(Lap-1) = SaS;(SaSi)* = SuS;SpSk, ab™' € Ra.

Demonstra¢ao. Vimos na pédgina 36 que B é a C*-dlgebra universal
gerada por Q = {Q. }aew com as relagoes i) - iv):

i) Q. sdo projegoes, Va € W, isto é, Q% = Q, = Q2;

i) Qo= Y Qu

JrajeWw

iv) Qo comuta com Qg, Va, 5 € W.

~
~

é uma C*-dlgebra comutativa tal que B = C(B) = C(X) em que X é
homeomorfo ao espectro de B. Sendo assim, precisamos definir uma
representagao p : Q — O, para usar a propriedade universal de
C*-dlgebra. Entao defina p : Q — O4 por p(Q,) = Su5%. Pelo
Corolério 27 na pégina 32 e pela Proposicao 29 na pagina 35 p preserva
as relagbes de Q, assim, pela propriedade universal de C*-algebras uni-
versais, existe unico ¢ : B — O4 *-homomorfismo tal que @ oi = p,
ou seja, o diagrama,

Q04

A
, |G
v \

B

comuta. Sabemos também, pelo Teorema de Gelfand, que dI" : B —
C(B), #-isomorfismo isométrico pois B é C*-dlgebra comutativa. Mos-
tramos que B e X = {(;)ien € NV : a4,4,,, = 1} sdo homeomorfos,
entdo existe o : C(X) — C(B) isomorfismo. Com isso, obtemos o
diagrama:
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Entdo, para o teorema, basta definir ¢ = @ o I''! o 0. Dai, note
que ¢ : C(X) — O4 é x-homomorfismo, pois é composigdo de *-
homomorfismos.

Note agora que se a € W, (1) = @ o I'too(ly) = 2(Qn) =
Sa Sk, pois se ¢ € B ou seja, 1 é um caracter, temos que T(¢) =€ e

o(1a)(1h) = 1o o T(¥) = 14(€) = { 1, se a é comego de &; 7

0, caso contrario.

em que T ¢ homeomorfismo de B em X e o : C(X) — C(B) ¢
isomorfismo que leva f — f o T. Por outro lado,

1, se a é comego de T'(¢p) = &;
0, caso contrario.

P(Qu)() = $(Qu) = 1 & {

Entao, 0(1a) =I'(Qa) = 1a _1OI‘(Q ), ouseja, ["loo (1) = Qa-
Vamos mostrar agora que ¢(1,1) = S*S,, Va € W:
Seja z € X ei € N. Entao,

_ 1, se x € X;-1; _
Liza(z) = 0, caso contrario. Z aijo(1;)
]:

(isto foi feito no item 4 da Proposi¢ao 51). Assim, para i € N,

)= D ail; Za”go ZaUSS = S;S;.
j=1

Fixe i € N e seja k € N tal que ik € W. Entao, 1p)-1 = 11 =
©(Liky—1) = @(1y-1) = S} Sk, e note que

S]:S:stk == SZ Z aimSmS;Sk = aikS,jSkSi;Sk = 1.5:5/C = SZS;.“

m=1

logo p(1(ixy-1) = S} Sik-
Fixe ik € W e considere n € N tal que tkn € W. Entao, 1(p,)-1 =
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L1 = ©(1gn)-1) = ¢(1,-1) = S;;Sy. Por outro lado,

S555SE.SiSk S = S5SiSKSn = S5 arSiS; S,
=1

= 8718,5%S, = S S,

O que implica que @(1(ikn)-1) = S, Sikn-
Seguindo este processo, como cada o € W é finita, segue que
©(le) = SES,, Va e W.
Falta mostrar que Vab™! € R4, tem-se que ¢(14,-1) = S,5; bS5
Note que
Xp-1 ={€ € X : £ comeca com a e bag € X}

={{ € X : £ comeca com a e Ay €1 = 1}

= J X,
j=1

by =1

Entao,

n n n
Plap) =0 | D avyilas | =D abyiSa;Sas = D v, 595555 S
j=1 j=1 j=1

Por outro lado, S.S5555;5 = SaS;, Sy Sa = Sa Y ab, 35955

j=1
n
Z b, 945755 S, E portanto, segue o resultado.
j=1
|
Para o préximo lema, é sabido que WN W=t n{e} N R4 = 0.
Diante disso, faremos para todos os casos.

Lema 56. a) Fize 3 € WU{e}. Entdo, para todot € WUWLUR4U
{e}, tem-se que v, (1;-115) = 1;145.
b) Se B=b"1 e W eaecWU{e}, entio va(la-115) = 1alag

Demonstragao. a) Claro que se 8 = e, o resultado é Gbvio. Supoe
entdo que f € W.

Se t = e, é 6bvio.
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Set=a€W: Entdo, v:(1;-115) = va(la-115). Seja z € X,,

entao, pela defini¢ao de 7,, temos:

Ya(la-11p)(@) = (la-1.15) 0 05 (2) = (1a-1(05(2)))-(16(65 " (2)))
a-1((x)).15-1(a(x))

I
—_ —~

, sear € X,-1 e ax € Xg;
, caso contrario.

I
—N

1
0
1,sexec Xyexc Xog;
0, caso contrario.

I
—_

a(z)laﬂ (z) = Lalap ()

Set=a"' e W=!: Entao, v:(1;-115) = Y4-1(1lalg). Dai, temos
trés casos: e Se a; # f;, para algum ¢, entdo 1,13 =0 =1,-11,4-154.

e Se a é comeco de 3, entdo, f = az, e assim, 1,13 = 1g e
Ya-1(18) = Ya-1(laz). Dai, se z € X,-1,

Ya-11az) () = 1oz 0 04 (x) = 1o. ()
_J Lseare Xy | 1,sexe X, exe X, -1
1 0, caso contrdrio. | 0, caso contririo.

Por outro lado,
10471 1a71ﬂ($) = la—l 1a71az(1‘) = 1a71(1‘).12($)
{ 1, sexe X,-1ex e X,

1 0, caso contrario.

e Se 3 é comeco de «, entdo o = Sz e 141g = 1. Dal, v,-1(14) =
1a-1 = 1(gz)-1. Por outro lado,

lamilamig = 1(pz)-11(s2)-1 = L(gz)-1 11 = L(gz)

Set=ab~! € Ra: Entao, y(1;-115) = Yap-1(1pa-115). Dai, temos
que: e Se b; # f3;, para algum i, entao lp,—11g = 0= 15-1145-15.

e Se b é comeco de 3, entdo, 8 = bz, e assim, 1,,—11g = 1p,-11p..
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Logo, para z € X -1, tem-se

Yab—1 (1ba—1 lbz)(JC) = 1ba—1 (Gbafl (m))lbz(ﬂbaa (CC)) = lba—l (ba.’l?)lbz (b&x)
_ { 1, se bax € Xy,—1 e bax € Xyp,;

0, caso contrario.

_J Lsex€e Xy-1, v€ Xy, ebz €W,
1 0, caso contrario.

Por outro lado, 1145 = 1,p-114p-1p, = 1ap-114z € claro que

1, sex e Xy-1ex € Xa;
0, caso contrario.

Lap-1laz(z) = {

e Se 3 é comego de b, entdo, b = [z, e assim, 1,,-113 = 13,,-115.
Logo,

’Yab_l(lba_l]-ﬁ) = ’Ya(ﬁz)_l(]-ﬁza_llﬁ) = ’Ya(ﬁz)_l(]-ﬂza_l) = 1a(,8z)_1'

Por outro lado,

1ab*1 1ab*16 = 1a(ﬁz)*1 1,1([32)71[3 = 1(1(,82)*1 10‘271 = 1a([3z)*1-

. 1, sex € Xygs)-1 € x € Xg,-1;
pois, La(sz)=t (#)1az-1 (#) = { 0, caso contr(gri)o.

1, sex € X, e fzax € X e zax € X;
{ 0, caso contrario.

1, sex € X, e Bzax € X;
{ 0, caso contrario.

= 1a(ﬂz)*1 (‘T)

b) Se a = e o resultado é ébvio. Suponha que a € W. Entao se z € X,,

Yallur 1) () = 1ys (s ()11 (B (2)
= 1,-1(ax)1y-1(ax)
=1.1,-1(ax)

_ { 1, seaw € Xp-1;  _ (%).

0, caso contrario.
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Por outro lado,

1, sex € Xyp-1;
0, caso contrario.

= ().

1a1ab—1(x) = 1.1ab—1($) = {

{ 1, se ax € Xp-1;

0, caso contrario.

Proposigao 57. Considere m e ¢ como na Definicao 52 e no Teorema
55, respectivamente. Entdo, (@, ) € y-covariante, isto é:
VreF, ge C(X,-1) e feC(X), temos

(1) ¢(7r(9)) = m(r)e(g)m(r)”;
(ii) o(f)m(r)m(r=) = m(r)(r~")e(f).

Demonstragdo. Para provar (ii), basta notar que o(f) € §(B) C Oy e
a(r)r(r=1) = 8.8 = o(1,) = gol'too(1,) € @(B) que é comutativo.

Agora, para provar (), precisamos considerar g € C'(X,-1). Mas
note que se r ndo pertencer a unido WU W~ U R4 U {e} temos que
X,-1 =0 eassim D,-1 = C(X,-1) = {0}, dai, segue a igualdade, pois
©(7-(0)) = ¢(0) = 0 = 7(r)e(0)n(r)*. Entdo, vamos trabalhar com
re WUW-LU R4 U {e}, ou seja, suponha que r = ab~! € R4 com a
e b podendo ser e, isto é, a,b € WU {e}.

Diante disto, pelo lema 56, temos que

SO(VT(lr*llB)) = 4)0(17'17',6) = ‘P(labfllabflﬁ)

Vamos mostrar que ¢(y,(1,-115)) = w(r)p(1,1g)7(r)* = 0. Bem, caso
b; # B; para algum i, temos que

Xap-15=0=14p-15=0=14-1145-15 =0
e segue a igualdade (7), pois neste caso,
Lilg = lye11p = 0= m(ab™")p(1pe-115)m(ab™").
Agora, se b é comeco de (3, entao 5 = bz, com isso:

@(labfllabflﬂ) = W(labfllabflbz) = cp(labfllaz) = w(labfl)w(laz)
5SSy 50555 = 5SS, 5.51S = .
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Por outro lado,

m(r)p(L1g)m(r)" = m(ab™)p(1ap-11p:)m(ba™")
= m(ab™ " )p(Lap1)p(Lpz)m(ba™ ")
= SuS58,5; 5,575,857 S; SyS:
= SuSi SaS; SySE SS.SS!
N N~
€3(B) €3(8)
= 8455587 5,57 5,8, 818"
= S.5:5,S.555F = %

E segue a igualdade. Por fim, se 8 é comego de b, entao b = 8z e assim:

O(lgp-11gp-18) = ©(Lagz)-11a(sz)-18) = P(la(gz)-11az-1)
= p(La(gz)-1)p(laz-1) = 8a55,58:5, 5457525,
— 5,57.55855.5: 8,555
= S,5785855.57 =&,

Por outro lado,

m(r)p(1,1g)m(r)* = m(ab™")p(lap-115)m(ba™")
= 7m(a(B2) " )e(la(pz)-1)e(1p)m((B2)a™")
= SaSZ;Z SaSEZ S5y SﬁSESgSZS;
N—— ——
c3(B) €@(B)
=5, ngsﬁz S¥S. SZ;ZS@ZS;
——
c3(B) €%(B)
= SaS;SaSEZSBZS;Z55ZS;
= SangngSj =

E segue a igualdade.

Portanto, parar = ab~! € R4 com a, b podendo ser e, temos que
o(vr(1,-11p)) = w(r)e(1,1g)7(r)*. Entdo, basta mostrar que o fecho
do span linear de B := {1,153 : com 3 € WU {e}} ¢ igual a C(X,),
ou seja, span(B) = C(X,). Mas note que se 1 ¢ W ou r ¢ W1 ou
ré¢ Ry our # e, tem-se que 1, € C(X,) = 0. Logo, podemos consi-
derar r = ab™! € R4 com a,b € WU {e}, (claro, com ab~! na forma
reduzida). Com isso, usaremos o fato que ¢(v,(9)) = m(r)e(g)m(r)*
para todo g € D := span{ly,-11g: S € WU {e}} C C(Xy4p-1) e como



78

©, Y 880 homomorfismos continuos, segue que a igualdade ocorre para
todo g € C(X4-1) e portanto, (¢, ) é y-covariante.

Afirmagao: D é denso em C(Xgp-1), (ab™! fixos, § variando em W U
{e}). (span linear, ou seja, somas e produtos por escalares):

Usando o Teorema de Stone-Weierstrass, note que, obviamente, D é
subdlgebra de C(Xg,-1) € Xgp-1 € compacto. A funcdo constante
le(x,, 1) pertence a D, basta tomar 5 = e entao 1,-11g = 1gp-11c =
lo(x,, 1), pois se f € C(Xgp-1), entao, lyp-1.f(z) = flg-1(z) =
f(z), Vo € X -1 ou seja, 1gy-1(x) = 1, Vo € Xyp-1, e isto quer dizer
que 1,,-1 é a funcao constante 1 em X,,-1. Também, parax,y € Xgp-1,
se x # y, ou seja, x; #* y; para algum ¢ € N (note que ¢ > |a| pois
z,y € X,), entdo podemos considerar 5 € W com # € X, tal que
B =x12923 ... x;. Assim, 1,,-11g(x) =1 e 1,-115(y) =0, ou seja, D
separa pontos. Logo, por Stone-Weiertrass, D = C(X,;-1). |

Corolério 58. Eziste um *-homomorfismo ¢ xm : C(X) x,F — O4.

Demonstra¢ao. De fato, invocando a observacao na pagina 52 logo
em seguida do Teorema 42, j& que 7 é representacdo parcial (Pro-
posigao 54), ¢ é x-homomorfismo (Teorema 55), C(X) é C*-dlgebra,
B é C*-dlgebra, F grupo e (p,m) é y-covariante (Proposigao 57). Nes-
tas condigoes, o x-homomorfismo ¢ x 7w é dado pela extensao do *-
homomorfismo ¢x7 : C(X)x,F — Oy4, dado por

(ox) (Z 146 ) > p(la)(a).

acW acW
|

No comego deste capitulo construimos o x-homomorfismo v que
vai de O4 para C(X) x, F e, com a ajuda deste coroldrio, cons-
truimos um *-homomorfismo de C'(X) x, F para O4, & saber, (¢ x 7).
Para concluirmos nosso trabalho, resta apenas mostrar que estes x-
homomorfismos sdo inversos um do outro.

Teorema 59. As fungées ¢ definida na pdgina 69 e p X 7 definida no
Coroldrio 58, sio inversas (uma da outra,).

Demonstracdo. Considere ¢ X m o : Oy — O4, entao para cada
Si € Oa (note que S; é gerador de O,4), temos que:

@ xmoh(Sy) = ¢ x (1:6;) = pxm(Lid;) = p(1y)7 (i) = SiS;S; = Si.
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Ja que os Sis s@o os geradores de Oy4, ¢ X 7 e ¢ sdo continuas, temos
que
pxmo=Ido,.

Por outro lado, para qualquer elemento z € C'(X) x,F, sabemos
que existe (yn)nen C C(X)x,F tal que y, — = pois C(X)x,F é denso
em C(X) x, F. Logo, podemos definir ¢ o ¢ x 7w : C(X) x, F —
C(X)x4F, quelevaz — li_)m (popxm(yn)). Entao, sex € C(X)x4F,
temos que: e

Yo xm(x)= lim (o @Qﬂ(yn)) = (%).

n—oo
Agora, note que para cada n € N, o elemento y,, € C(X)%VIF e assim,
finita
Yn = Z 9o, Oc,, cOM gy, € C(X,,). Fixe n € N. Denote a, por

Qn
finita
t = t(n), assim, y, = Z g0y com g, € D;. Observe que D :=
t
span{llg : B € WU {e}} C C(X,) é denso (isto foi feito durante a
prova do teorema anterior). Note agora que podemos considerar ¢ =

ab™! € Ry, com a,b € WU {e}, pois os outros casos nao interessam, ja
finita finita
que terfamos X; = (). Com isso, ¥y, = Z 916y = Z mlgnoo 141g,, ¢,
t t
pois para g; € C(Xy), existe (141a, )m C D C C(X¢) tal que ¢:6; =
lim ltlgmét.
m— 00

Afirmamos que 9 o px7(1;156;) = 1,156, pois:

o exm(1150;) = P(p(lap-11p)m(ab™ ")) = P(p(1glap-1)m(ab™ "))
= P(p(1p)(lap-1)m(ab™ 1))
= Y(5855545, S655.5.5;) = Y(55555.55)
= 1p0p75-1(15)05-1.1a0avp-1 (15) 01
= 130578-1(18)d5-1.1a007p-1 (15)dp—1
= 15051 5-1051. 10, 1y-10p1
=75(v5-1(15)15-1)de-Ya (Va1 (1) 1p-1)dap—1
— 1560 Ya(Ly-11p1)Bp 1 =Parte D) do Lema 56
= 1g0elalap-10ap-1 = Ye(Ve-1(15)Lalap-1)0cap—1
= 1pla1ap-10ap-1 = Lap-1180ap-1 = 1¢150;.
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Usamos que vq(1g-11p-1) = 1,141, com ab™! € R4 e a,b € WU {e},
que é a parte b) do Lema 56.
Diante disso tudo, se € C'(X) x, F, entao:

Yo xm(z) = lim (1o @xm(yn))

finita
= lim o pxm < > ganéaTL)

Qn
finita

= lim ’(/)O(p;ﬂ' Z gtét

n—oo
t=t(n)

finita
= 1 =z li 1,1 _> finita
im 1o pxT < Z Jim 1 Bmét>

n—00
t

finita
= lim ( Y popxn (771151100 1t15m5t)> —®
t

finita
= lim (Z lim wocp%r(ltlgmét)> =
t

n— oo m—r o0

finita
- nh—{go ( ; 77}51100 (ltlﬁmat)) -

finita
=, ( 2 9t5t> = v =

Note que no passo (1) usamos um limite em m, que surge do Teorema
de Stone-Weierstrass, onde g, é aproximado por 1;1g, com a norma de
C(Xy), ou seja, na norma do sup., a qual é a norma considerada nas
hipoteses do Teorema de Stone-Weierstrass. Porém, a norma conside-
rada em C(X) x4 F é outra norma, que provém da norma em C(X),

> ai|| = sup 15X, arde)]l- E como [|p(3, arde) | < llar] =
t P t

E la¢]|sup, poOis é representagdo, notamos que 1,1, aproxima g; na

pois

t
norma de C(X) também, ou seja, 1,15 d; aproxima g,0; na norma de
C(X) xy F também. Isto nos diz que podemos “passar o limite pra
fora” do argumento de ¥ o ¢ X 7.
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Portanto, ¢ o ¢ x ™ = Idc(x)x.,F, pela unicidade da identidade
Ido(xys,F,
C(X)%,F —— C(X) x, F.

Concluimos que 04 = C(X) x, F.
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8 CONCLUSAO

Neste trabalho estudamos a C*-dlgebra de Cuntz-Krieger e o
produto cruzado que sao temas que vém proporcionando um grande
numero de produgoes cientificas. Nosso objetivo foi mostrar que a fa-
mosa C*-dlgebra de Cuntz-Krieger pode ser vista como um produto
cruzado, obtido a partir de uma agao parcial do grupo livre no espago
das fungoes continuas definida sobre o conjunto dos caminhos infinitos
(obtidos a partir da matriz que define a C*-dlgebra de Cuntz-Krieger).

Para este processo, utilizamos varias referéncias, muitas delas
dissertagoes defendidas, alguns artigos e um livro. Algumas partes,
como por exemplo, a construgao da agao parcial feita no capitulo 6, fo-
ram desenvolvidas sem referéncias bibliograficas. Outras partes, como
por exemplo a construcao da C*-dlgebra universal no capitulo 3, con-
tinham varias referéncias, principalmente dissertacoes, o que permitiu
pesquisar e avaliar varias maneiras de se fazer a construgao.

No fim das contas, a maior dificuldade do trabalho foi provar a
~-covarianga de (¢, 7) na pagina 76. Isto ndo quer dizer que o resto foi
facil. A elaboracao deste trabalho, contribuiu de forma significativa na
aprendizagem de seu elaborador. Espera-se também que contribua, por
mais que seja pouco, para enriquecer ainda mais a gigantesca produgao
académica matematica.
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