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mas uma atitude modificada c¢m relagiio as eriancas que estio
aprendendo. Uma atitude de humildade, ou até l;lﬂ' admiracdo,
face a um ato de criaciio por uma crianga, € necessaria por parte
do professor. HA uma grande diferenga entre ensinar criangas
e ajudd-las a aprender. Podemos estar certos de que, se puser-
mos fodos os tijolos em frente delas, construirdo, nio s6 sua
Matemética, com os tijolos de madeira, mas, em seus cérebros,
uma Mateméitica verdadeiramente abstrata, apesar de pessoal,
por meio de tijolos mentais que confeccionaram para clas
mesmas, durante o brinquedo,

CONCEITOS ALGEBRICOS ELEMENTARES

Nio ha razio, hoje, para qualquer tentativa de separar dife-
rentes ramos da Matematica, tais como Aritmética ¢ Algebra;
hi tanta conexao entre éles que ¢é impossivel falar sbre um
déles sem aprescntar alguns dos outros. A sugestio de que
alguns fatos algébricos devem ser conhecidos antes de certas
operacgées aritméticas serem verdadeiramente dominadas pode
parecer revolucioniria. Mas os professires sensiveis as exigén-
cias do aprendizado de eriancas sempre tentaram alguma forma
de esclarecimento de coneeitos subjacentes, antes de inieiar um
novo processo. Quero apenas sugerir que esses esclarecimentos
sejam colocados em uma base apropriada, e organizados em
conjuntos de experiéneias, das quais as erianeas possam extrair
a informacdo algébrica necessiria ao desenvolvimento de sua
Aritmética. Ndo hi estrita necessidade no simbolismo de forma
aleébrica; quando os coneeitos correspondentes forem realmen-
te apreendidos, uma forma de simbolizi-los niio s6 serd possivel
como serd pedida pelas eriancas. Assim, a Algebra apareceri
como uma parte natural da experifneia matemdtiea, e serd
enxertada no edificio matematico das criancas.

Imaginemos uma primeira aula de Algebra convencional,
em uma escola secundaria, ¢ uma rl'i.:l'.'j;] que nao t nha tido
nenhuma experiénein algébrica anterior, Os AA ¢ os BB que
silo eseritos no quadro se tornario cada vez mais confusos,
particularmente quando lhe dizem que essas letras sio real-
mente nimeros. Quando ela perguntia por que s¢ parecem tan-
to com letras, na melhor das hipdteses receberia uma explicacio
de que uma letra é usada porque poderia ser qualquer niimero,
ou um nimero desconhecido; mas, na pior das hipéteses, dir-lhe-
-0 para niio fazer perguntas est(pidas. No primeiro easo, ela
nio conseguird compreender por que, se podia ser qualquer
niimero, o professor niio esereve qualquer ntumero. Afinal, se-
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Tia muito mais ficil. No segundo caso, ela se desencorajard de

fager outras perguntas, e sua curiosidade matemética min-
gUAara.

E por que ésse negéeio de “qualquer nimero” é tio dificil
de entender pelas criancas? Certamente o Prineipio da Varia-
bilidade Matemadtica dd a resposta., lssas criancas nio foram
tornadas conscientes do que acontece a téda sorte de niimeros
diferenfes nas mesmas situagoes, Nao adiantard por uma va-
ridvel & frente de uma crianca até que esta a veja variar.
Quando uma variivel tiver realmente variado na experiéncia
da erianca, entdo haveri sentido em colocar ‘“nosso n{unero
escolhido”, em lugar de todos os nimeros diferentes que ja
representaram o nosso namero escolhido, € ndo seri necessa-
rio muito tempo para convencé-la de que, como economia de
expressao, pode usar-se uma letra-cbdigo para o “nosso nimero
escolhido”. O modo normal de “explanar” uma férmula é
pedir & erianca para substituir as letras da férmula e “veri-
ficar” que estd certa. Mas isso é por o carro adiante dos bois,
pois a férmula & na realidade, o modo coneciso de expressar
Justamente aquéle agregado de experiéncia com niimero, o
qual eonduz & férmula. Esta deve ser o ponto final num pro-
jeto de pesquisa, a formulacio concisa de uma subtracio de
muitas experiéncias que s6 sio diferentes enquanto a varidvel
varia, e cuja semelhanca essencial é expressa pela férmula.
Esse é o método eonstrutive de se encarar uma férmula e o tni-
€0 que a erianca pode proceder com verdadeira percepeio, A
su_hsntuiqéo na formula — a facéta analftica do mesmo con-
eeito — sb pode ser perceptivel quando a férmula tiver sido
1{&{:{ apenas construjda matematicamente, mas também psico-
1t_lgwamento. Tanto o Principio Dinimico quanto o de Constru-
tividade exigem que procedamos désse modo e nio do modo
inverso. O Prineipio da Variabilidade Perceptiva, por outro
lado, exige uma riqueza de experiéncias coneretas com a mesma
estrutura conceptual, para que, novamente, tédas as criangas
possam recolher a idéia essencialmente abstrata inerente a
qualquer férmnla particular, Neste capitulo, trataremos da

g?f'nqan de um niimero de experiéneias que foram julzadas
*i8 ma conducio de eriangas a abstracSes cada vez mais
altas, ao longo

do eaminho construtivo,

e él?l_lde estio essas experiéneias que conduzem aos coneeitos
augi:a r;tﬂﬂ'f Quando, na vida real. cruzamos com atividades
rutura seja, por exemplo, idéntica A da férmula

(A + B)? = A? 4 9AB . B2

CoNCEITOS ALGERRICOS [LLEMENTARES T1

A resposta €, claramente, nunca. A orientaciio ambiente
nio apresentari a crianca experiéncias que a tornem capaz
de atingir os coneeitos aleébricos, Nunea seri dada énfase su-
ficiente, Se a experiéneia é a fonte do conhecimento, como se
pode esperar que as criancas saibam Algebra — no Sﬂliid_u
de apreensao da estrutura matematica, mais do que a partiei-
pacio em uma inatil atividade de estimulo-reacio — se nao
tém experiencia na qual basear tal conhecimento?

YVamos voltar nosso pensamento, por um momento, para
a experiéneia com nimeros que ja tém as crianeas que seguem
o caminho indicado nestas piginas. Um marco muito importan-
te foi a compreensio do nimero cardinal. £ a compreensio
de que, a cada colecio de objetos separados, eorresponde certo
atributo definido, ou seja, o ntiimero de objetos, Assim, colecoes
de objetos foram colocadas em classes de equivaléneia, e a
eada uma dessas classes correspondia um niimero; essa com-
preensiio é consubstanciada na notacio formal dos nimeros,
isto é, na série de nimeros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. ..

As operacoes com ésses nameros tém sido, até agora, novoes
predicades, sempre construidos, como tltimo recurso, com oS
préprios nfimeros e nio com as classes de numeros. Mas ja
vimos no tltimo capitulo, que era dificil — se nio impossivel
— aprender as propriedades dessas operacoes sem estar clientes
de certas propriedades que se aplicavam i classe tdoda dos
niimeros, Poi ai que a Algebra comeecou a entrar pela porta dos
fundos. O conceito de valor de posiciio se apresenta plenamen-
te com as classes de niimeros: nos arranjos de base N, os alga-
rismos sitio da classe de niumeros naturais menores que 7\'-_ nf
poténeias o as bases sdo nimeros naturais !.Ilr.'lir_lti'i.'.‘-i que 1. Foi
Por essa mesma razio gue VIATIAIOS €8848 vVarlavels .nn 1-\'[r.~r'||-n=
cia das criancas, para lancar em snas mentes as fundaedes .uTe
uma experiéncia que vai além do Ilfl]]'l'i_‘l'u,'ﬂtlll;{llnﬂn 0 concelto
de uma elasse de nmeros (“qualquer nimero™ ou ‘f{l_lallquf-r
ntimero menor que dez”), Assim, a experiéncia aritmética que
tais criancas realizaram agiu, na realidade, como uma pre-
paraciio, sob a forma de jogos preliminares, parn conceltos
algébricos mais gerais. As criancas ﬂuj.'fnn, agora, estar prepa-
radas para tornar mais explicito o que ji sabem mmplicitamente;

em outras palavras, devem estar prontas para passar a expe-
riéneias algébricas completamente estruturadas. l’c_ulum. df-‘
fato, entrar na segunda fase da formaciio de ('{‘JT‘IFI"INHIEI]}II?--
brieos, enmoqamln, ¢omo sempre, ¢om o aspecto construfivo, e
com a maior variedade de experiéncias semelhantes que se
possa imaginar. Levard tempo, porém, para que uma letra pos-
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ga simbolizar uma classe de niimeros tdo claramente quanto o
namero, uma classe de colecdes, Até que se consiga isso, fare-
mos bem em observar escrupulosamente o Principio de Varia-
bilidade Mateméitica, para que cada letra' escrita pelas erian-
cas tenha um passado de experiénecia pessoal atrds dela. So-
mente depois de poderem derivar de tal série de processos de
abstracio a idéia matemética de uma classe de nimeros, isto
é, de uma variivel mateméatica, é que estardo aptas a manu-
sear letras, tio perceptivamente quanto nimeros.

Ao descrever uma quantidade de ciclos de conceitos algé-
bricos, concentrar-me-ei, principalmente, nas fases estruturadas
que conduzem As percepcoes necessdrias. Comecemos com a lei
distributiva na qual o multiplicando € parcelado:

KX(A+B)=KXA+KXB

Ou, em palavras, um mltiplo de uma soma é igual & soma dos
miiltiplos dos térmos da soma.

Poderfamos comecar com uma balanca, com ganchos a
ignais intervalos do fulero, como é mostrado adiante, Por exem-
plo, um anel é colocado no gancho 5. A tarefa é equilibri-lo
com dois anéis do outro lado, cada um em um gancho diferen-
te. Nio demorard muito para se deseobrir que os ganchos 4 e
1, ou 3 e 2, conseguem equilibrar o anel do gancho 5. Movemos,
entiio, o anel do gancho 5 para outro qualquer do mesmo lado
e apresentamos o mesmo problema. Nio serfio necessirias muitas
tentativas, até para as eriancas menos brilhantes, para descobrir
que tém dﬁh somar os nimeros dos ganchos de um lado para
obter o ntimero do ganeho do outro lado. Se essa descob ria
de_nwr:ar, podemos sugerir que, eada vez que se usar um gancho,
seJa tirada da caixa a quantidade de unidades que representa
o ntimero do gancho. Se houver uma erianea trabalhando em
cada lado da balanca, niio podem deixar de pereeber, eventual-
mente, que ambas tém o mesmo niimero de unidades de ecada
vez, Depois, a tarefu: ¢ alterada, colocando-se dois anéis, diga-
Tuﬁanlg dg:]zlihtl;ﬂ;nd]mmj d& cria'nqgiqul: estd tmbulha’pdo do
B oo i ﬁéigu:m eve cqulllhl;a-lns usando dois gan-

pond cada um déles, Aleum ianoc:
véem, imediatamente, que &sse S
) problema tem A mesma estru-

i;uﬂzaﬁdﬂ gntennr, e coloegm 3 anéis no ganeho 4 ¢ dois no 1 on
r40, da mesma maneira, os ganchos 2 o 3 :

A
WA

Esta lf‘, m‘ithntu?lll{‘m.ln a e-_:uluq;!'m construtiva., Alrumas
eriangas, por outro lado, dizem: 2 cincos fazem 10, se coloco
2 anéis no 3, usci 6 dos 10 e ficam 4; como hé dois anédis vio
para o gancho 2. Ista ¢ naturalmente, a soluciio analitiea.
Criangas capazes de dar solucdes tio diferentes nio devem, se
possivel, trabalhar juntas, porque a erianca eapaz de analisar
sua construcio ou esti muito mais avancada que as outras ou
talvez tenha uma preferéneia natural pelas soluedes analitieas.
No primoim caso, a outra f"l."i-’lﬂi‘::l ¢ tornara, Tr:;m‘ um passa-
geiro; no segundo, ficari confusa.

As criancas, que tiverem tido essa experiéneia, tirarao
dai a seguinte informacio matemitica:

2 X namero do primeiro gancho + 2 X nimero do
segundo gancho = 2 X (nGmero do primeiro gan-
cho + ntmero do seegundo gancho)

Isso pode ser facilmente eserito, mais convenientemente,
usando-se P para o “ntmero do primeiro gancho” ¢ S para o
“nimero do segundo gancho” -

-

R OSN=92% (P + 8S)

Iixplica-se que a funcio dos parénteses envolvendo P 4 S &
indicar que P + S é um tinico namero, e que apenas niio sa-
bemos qual o seu valor exato, Pomos os parenteses antes e depois
déle para que todos saibam que é um namero,

E ficil repetir o exereicio com 3 anéis em ecada zancho,
depois com 4, depois com 5, até que fiquemos sem andéis, Seria
0 mesmo com 10, supondo-se que nfio iriam cair do gancho?
A resposta invaridivel & um Sim muito convieto, Um relaciona-
mento matematico esta sendo construwido na mente das erianeas,
mas evidentemente nio provado. De fato, qualquer “prova”
de tipo matemitico iria, obviamente, ser bastante ininteligivel
para elas e, certamento, nao convineente. Uma vez tendo com-
preendido que pode ser usado qualguer ntiimero de anéis, terio
chegado & conclusio de que
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(Namero de anéis) X P +
4+ (Nfimero de anéis) X S =
= (Namero de anéis) X (P + S)

E aqui a letra-cidigo N serd facilmente aceita para a expres-

sfio “niimero de anéis” e pareee que chegamos a identidade
NXP+NXS=NX (P +8)

Mas teremos chegade? A férmula acima nao ¢ meramente um
modo de escrever a esséncia da experiéncia com a balanca?
Antes de se tornar uma identidade matemdtica, essa csséncia
deve ser divorciada da balanca; de outro modo, permaneceri
como uma associacio e nio uma abstracio. B ai que a variacio
do material se torna de capital importanecia, se quisermos atin-
gir nosso objetivo; a realizaciio de uma estrutura puramente
matemditiea, da qual a férmula é a expressio,

Pinos em um eucatex seriam o meio apropriado de dar
uma montagem perceptiva muito diferente para idéntico eon-
ceito. Por exemplo, uma linha de 7 pinos — sendo prétos os
4 primeires, e vermelhos os 3 dltimos — pode ser montada
no eucatex. Outra linha semelhante pode ser feita paralela o
esta {e_ﬂutra, e mais outra). Teremos um padrio semelhante
a0 seguinte:

1 S e L L A

T L e S S
que, quando dividido em parte preta e parte vermelha, podera
ser registrado da seguinte forma: 2 X 4 + 2 % 3 e, quando
dividido em primeira e segunda linhas, pode ser registrado

assim: 2 X 7, O primeiro tijolo da estrutura a ser construida
€, portanto,

RS 27X 8 =9 %7

Mais cedo ou mais tarde,
ﬂ{%ade de cada eria
guinte formg

conforme a inteligéneia e a recepti-
nca em particular, isso pode tomar a se-

2 X (nfimero de prétos) +
-1:'2 X (m’fmem de vermelhos) =
= 2 X (nfimeros de prétos + niimero de vermelhos)

CONCEITOS ALGEBRICOS LEMENTARES

|

zn

ou, eventualmente,
2P A2 T =2 % (P + V)

Algumas vézes poderd ser nceessaria uma fase interme-
diiria, em que apenas um dos térmos da soma é variado. per-
manecendo o outro o mesmo. [sso, ]'il‘l:lhr,-u-nln, |u..|‘-. SOT CONCTE-
tizado com o usoe de outro tipo de aparelho, eonstituido de -
tingulos e quadrados de madeira: o nfimero de quadrados pode
permanecer eonstante, enquanto os retingulos representam, ja
em forma semi-abstrata, o ntimero arbitririo de quadrados de
que ¢ composto cada um. Im Ir|ll;1fr|rll‘]‘ CaASOD, rnfr]lip[ue malores
que 2 podem ser usados muito em hreve um multiplo gene-
ralizado sera eventualmente aceito,

Para dar riqueza perceptiva aos que sio capazes de oo-
neralizar apenas uma variivel de cada vez, podem ser usados
tanto retingulos e quadrados como triineulos. on qualquer
outra coisa que esteja 4 mio para apresentar a estrulura nas

mais variadas formas que for possivel. O diagrama a seguir
mostra dois modos de ajudar tais erianecas,
— _r | ’-"' \ -‘-
| ! JXA l'-"_.l # I'\ / I"x
T ; _
o 3 ," LY .rr N e
M ___\ AAAAAA
I & -T ]. J T"—" l‘_-? :".'?
e e [ ) Xia+2r g rhN \
A= R_ -

£ bastante convineente que as erianeas estejam também
familiarizadas com a lei comutativa. Muitas eriancas, mesmo
com nove anos, parecem estar bastante inconseientes a respeito
dela; e, caso eontririo, a encaram como um caso isolado, como
uma espécie de curiosidade, ¢ nilo como parte de um todo. U ma
percepeio da lei comutativa pode ser obtida eom a construgio
de retingulos com pinos no eucatex, com quadrados e, logica-
mente, com a balanca. Os exercicios com a lei distributiva, «s-
boeados acima, terdo o efeito de levar a erianci a assoclar o
Nnamero de anéis com 0 llll.'.l'fiplh-;h]-.d‘ ¢ o nimero de :::un-}!na' RN
o multiplicando. Podemos apresentar problemas do tipe se-
guinte: Por 3 anéis no gancho 2. Onde a erianca colocard 2
andis, se ambos tiverem de ser postos no mesmo gancho, para
equilibrar os 3 j4 colocados? Ou podemos fazer a pergunta da
seguinte manecira: Quantos anéis devem ser colocados no gan-
cho 3 do outro lade, para equilibrar os 3 anéis do gancho 2 do
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lado de c¢4? Como resultado, as criangas poderiam verificar
que a estrutura nesse exereicio ¢ idéntica a cl_aqm-!rz cm que se
usaram pinos e quadrados e, assim, descobrir que os fatores
siio permutdveis. Como corolirio, as eriancas ficario igualmen-
te preparadas para olhar os nameros dos ganchos e os dos
anéis como multiplicadores. Isso abre o caminho para uma
percepcao da segunda lei distributiva. O leitor pode, agora,
reconstruir a seqiiéneia por si mesmo e o resultado seria

(niimero do primeiro gancho) X (n{imero de
anéis) + (mtmero do segundo gancho) X (nitme-

ro de anéis) = (ntimero do primeiro gancho +
4+ ntimero do segundo gancho) X (numero de
anéis)

onde os ntimeros dos ganchos agem, agora, como multiplicado-
res e nio como multiplicandos. Essas experiéncias podem ser
conduzidas com uma quantidade de modalidades perceptivas,
para se ter a certeza de que se realizon uma abstragio ¢ nio
uma associacio,

Podemos agora supor (se a lei associativa também foi
aprendida por intermédio dos meios sugeridos no Gltimo ca-
pitulo) que as criancas construiram, com suas experiéncias, as
leis fundamentais seguintes, nas quais scrd baseada grande
parte do resto da Algebra:

1) Lei Comutativa: A X B =B

2) Lei Associativa: (A X B) XC= A X (B X C)

3) Leis Distributivas: A X (B+C)=AXB+4+ A xC
A= (= A X 0+ B X

Muitas eriancas, nas escolas secunddrias, niio compreendem
que o sinal de igual é usado na Algebra em dois sentidos dife-
rentes. Um é o da identidade; o outro, 0 da izualdade. Quando
aprendem que 2 X (A + B) = 2 X A + 2 X B, estiio apren-
denr.]u uma identidade, porque os dois lados sfio iguais para
quaisquer valores dados is varidveis A e B. Muito breve, as
!etra.s sao usadas para designar incdgnitas e nio varidveis, o
1830 pode conduzir a confusio, Quando escrevemos A + B = iO
1850, |~v_151|.-n.t{~mente=, ndo é verdadeiro para todos os 1.*a1ﬁ1-m;
das variavels A e B, mas apenas para alguns valéres, A + B =
= 10 néo &, portanto, uma identidade, mas uma ignaldade. Uma
identidade sempre estabelece um fato que ¢é verﬂndeim' para
todos os valores de uma varidvel: yma igualdad sent;
um problema be ’ s o

prol , & saber, o problema de encontrar os valbres das
variaveis para os quais a declaraciio em questiio é verdadei
e U e Tagiio verdadeira.

; mero infinito de modos de satisfazer

(CONCEITOS ALGEBRICOS BLEMENTARES il

a igualdade, se pudermos usar fracies ou niimeros neeativos:
apenas um numero finito, se nos restringirmos aos niimeros
naturais. Isso é de fato, o que as eriancas pequenas fazem
quando constroem todos os pares de niimeros euja soma é 10,
Podemos tornar o problema mais partienlarizade quando csta-
belecemos que apenas um valor dado & letra poderd tornar a
ignaldade verdadeira. Por exemplo, 2 X A +4 = 10 s4 pode
gor considerada verdadeira se A significar o niimero 3. Em
outras palavras, numa exigéncia ou uma especificacio é apre-
gentada, e o problema & encontrar o niimero que preencha essa
E!{iﬂﬁl'l(‘i"l-, 1sto ﬁT que esta de acdHrdo com a CSPI Afieacrao dada:
iH-‘i{}. 111 [‘HHFI'I".IEI', ¢ a ”Hiflli’ll:&-]i‘.l In :'[]1]:11‘:.:'m”_ ITma r|11;'”'lr_i|1;|,]..
de tais situacoes “reais” deve ser experimentada pela erianeca
antes de poder abstrair as qualidades on atributos de tal “si-
tuagio de equacio”. 86 entio & que o simbolismo formal e
uma equacao thlL‘[‘:’I representar nma linguagem, expressan-
do a simples esséneia de tudo o que tais experiéneias tém em
comum,

A funcdio do professor & portanto, apresentar a maior
variedade possivel de experiéneias a caminho de reais “situa-
ebes de equaciio”. Como essas situacoes nio sio fregiientes na
vida real, ser, em geral, neeessirio crid-las artificialmente na
gala de aula, Descreveremos uma quantidade de tais situacoes,
sempre tomando como base a mesma equacio, para salientar,
mais enfaticamente, o que ¢ constante ¢ o que ¢ variivel nelas.

(fonsideremos a equacio
I A -+10=5 X A + 2

Nio é necessirio dizer que essa equacio nao seri :IDI‘!-R-‘HI:I'M
s erianeas, Ao contririo, apreciario a seguinte situacio.

Pede-se & erinnca da esquerda para por 10 em seu lado
da balanca; pode, por exemplo, por 2 anéis no eancho 5. A
erianca da direita pede-se para poir 2 do scu lado. Pode por
2 no gancho 1 ou 1 no gancho 2, i sna vontade, Deve-se, entdlo,
escolher um gancho de tal forma que, se a crianca da esquerda
puser 3 ﬂT'Il:J'iS Tesse gﬂnq-h[‘) 1:|n S0 ]:]1}1!_ | I']'.I:lTI.I:'_':l 11:1 lli.l'i._"lt:'.'i
pord 5 anéis no gancho correspondente, em seu lado, para equi-
librar perfeitamente a balanca. Deve fiear claro que, se a
erianca da esquerda tenta o gancho 2, entiio a da dircita deve
também tentar o gancho 2 ¢ assim por diante, uma sempre
usando 3 anéis ¢ a outra 5. Rventualmente serd descoberto
que o gancho 4 solucionari a questio, Pode-se formular o
problema assim ;
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10 4+ 3 X (namero do gancho) = 2 + 6 X (nlmero do
gancho)

Ou uma letra, como G por exemplo, poderia ser usada para o
ntmero do gancho, ¢ a equagao seria, entao,

10+3XG=2+56XG

Bsta claro que o nimero do gancho terd de ser 4. As criangas
podem escrever: “O nimero do gancho & 4, ou, mais tarde,
IIG — 4“;

A formulaciio acima é para aquéles que usam o namero
de anéis como multiplicador. Para os que preferem usar o ni-
mero do gancho como multiplicador, o problema seria formula-
do assim: Por 10 i esquerda e 2 & direita. As criangas deverao
encontrar certo nimero de anéis, o mesmo para ambas, que,
quando eolocado no gancho 3 pela erianca da esquerda, equili-
bre o mesmo nimero de anéis que for colocado no gancho 5
pela crianga da direita. A equa¢io seri a mesma, exceto que
a incbgnita € o nimero de anéis, em vez do namero do aancho.

Até aqui, G apenas significa um gancho desconhecido, niio
um niimero deseonhecido. Ou talvez N signifique um namero
de anéis desconhecido e ndo um nimero desconhecido em geral.
Vamos, agora, ajudar as criancas a compreender a natureza
geral do que fizeram. Se a crianca a esquerda tem 3 retan-
gulos e 10 quadrados; a da direita, 5 retingulos e 2 quadra-
dos, a situacdo serd a seguinte:

e b - =

O problema consiste em achar um ntmero de quadrados pelo
qual se deve troear cada retingulo para que, quando todos os
retingulos tiverem sido trocados, ambas as erinncas possam
ter 0 mesmo numero de quadrados, Todas as eriangas fazem
isso por tentativas e erros, ou mais por tentativas. Tentam,
Ealvez, trocar os retangulos por 2 quadrados cada um. A erianca
a esquerda fiea com quadrados demais, Depois, podem tcnt:;r
S;Hﬁnd?e&iri}:?rf]u i;'lfldﬂ. estdi 'comjnais, mas a difr:mnq.q esté
. a; talvez 4 sirva. Bis que, quando substituem

ca(::] retangulo por 4 quadradoes, cada crianca fica com 22
31;"&1;20:;“ ﬂ:fll‘;n, a solugio do problema é “Cada retangulo
por 4 quadrados”,
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Novamente |}n|h'-nmg formular o ]JI'Il'I!|'-':II."i dizendo

3 X (eerto namero de quadrados) + 10 =
= 5 X (o mesmo ntmero de quadrados) + 2

-_—

{lu,lEHEI't‘TEl]".h} Q para o “certo nl’l]llt'rﬂ de 1!'[;1.“';'1.1(}_:;" neees-
§Ar108, :

3XQ+10=5X%XQ + 2

O resultado é finalmente, apresentado eserevendo-se
mente “Q = 47, ]

A situagio poderi novamente ser invertida, se necessirio
f:}zendo-so o numero de fileiras em alguns 1 I':”'EHI.,H':L 5,1;.,',..-j
nita. O problema serd: 10 quadrados -+ certo nimero de .]
leiras de 3 quadrados deve ser 0 mesmo que 2 + o mesmo 1 ut
mero ["IE_ filf'il‘.’iﬂ dﬂ D ‘|”5““'ﬂ'If'l-"i. 'lélltlj I'_' .rr nimero eI-I' Il;i]uirl';w
necessario para que 1sso aconteea?

CONeiSa-

Para maior variacio da estrutura perceptiva, podemos
TECOITer aos pinos ¢ ao cucatex,
]\Tul'qu{*mm trés linhas no cuecatex, como mostra o diaora-
ma, e coloquemos 10 pinos. Isso pode ser para a erianca a
L ]

®000 % |
®000 % |
:
s
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esquerda. A erianca da direita pode marear 5 linhas e colocar
2 pinos. Supondo que se pde 0 mesmo niimero de pinos em cada
linha, em ambos o8 lados, o problema é: Quantos pinos devem
ser colocados em ecada linha para que, por fim, os dois lados
do encatex tenham o mesmo namero de pinos? A resposta ¢,
evidentemente, 4 pinos. O leitor, a esta altura, ja estad fi-
cando cansado ¢om essa equacio, e sentindo que &, realmente,
preocupacio demasiada com tio pouea coisa. Se é assim, &
Justamente porque esti familiarizado com o coneeito de uma
equacido e veé, imediatamente, as coisas que o cxereicio sugere
que ha em ecomum. Tal ndo acontece com a maioria das erian-
eas, De fato, s6 quando eventnalmente comecam a ver que ha
uma espéeie de repeticio acontecendo aqui e que, em esséneia,
estio fazendo a mesma coisa muitas vézes, é que a esséneia
comum da “situacio de equacdo” comeca a alvorecer nelas.
Algumas vézes, é aconselhavel variar as varidveis psicolégicas
ainda mais. Podemos usar triingulos, e apresentar a mesma
estruntura que mostramos com retingulos e quadrados, utilizan-
do tridingulos grandes e pequenos. O diagrama a seguir indies
o modo pelo qual isso pode ser feito. (Os triingulos podem ser
substituidos por caixas de fésforos com fichas dentro delas. ou
por qualquer material que possa ser estruturado similarmente.)

Désse modo, as criancas podem ser levadas a compreender o
qué uma equagao realmente simboliza, tendo tirado de sua va-
riada experiéncia qual é a essencia comum da

= 5 ] “situacio de
equacao .{cquaq:m_llnrﬁar. para ser mais preciso). Isso pode
ser complicado, mais tarde, com a introdugdio de parénteses o

equagbes mais longas ¢ mais complexas. Desde que todos os
mclﬂsl{-ﬂmpﬂnmtes tenham sido satisfatdriamente enmpletnlduql
a3 cnancas trabalham com taig equacoes da rncsmn'maﬁéir.-;
satlsfﬂ}érla._ Se ja spuhenrm fracoes, essg complicacio tamhér;'l
??dera ser introduzida. Mas, antes de ir muito mais além, uma
V€Z que as criangas tenham compreendido o que realmente sio
as equagoes, E]r:w'm aprender a manejd-las, Até agora .-1’ rr;acnl;:-
cio de equacdes é uma atividade que se faz quando ﬂ;n cucc;mm
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uma situagio de equagiio, Em outras paluvras, uma equacio
era essencialmente uma atividade, on um predicado, cujo sujei-
to era a situagdo. Vocé féz alguma coisa 2 situacio, ¢ o resul-
tado foi a solugio. Chegard a época em que as eriancas terio
“eoneretizado™ o conceito de uma cquacao suficientement para
tornd-las eapazes de usi-la como instrumento para outros jogos,
Estal‘ﬁﬂ, Ent;lﬁ, prontas para considerar a r-f]u:u:."l.'_, cOmo o
sujeito e o manuseio da equacio como o predicado.® O métade
nurmal nas escolas é comecgar com o manusecio, As pobres erian-
cas recebem a ordem de manejar coisas que nio conhecem,
desde o tempo de Adio e Eva: nio lhes deram a oportunidade
de descobrir o que sdo aquelas coisas escritas no quadro-negro,
chamadas equacoes. Em outras palavras, uma fase genétiea
completa no desenvolvimento do conceito foi tirada. B ficamos
admirados por que as eriancas acham a Matemitica dificil!

Consideremos a equacio

83X (A+1)+2X A+ 6=
= 2% (A+1)+2X (A+5) +2

Isso pode ser apresentado com retingulos e quadrados da se-
guinte forma 3

As criancas realizaram certa quantidade de “reorganizacio”
de expressoes algébricas quando estavam estudando a lei dis
tributiva, portanto nao estranhariio quando sugerirmos que
alguma reorganizagiio poderi ajudar a resolver o problema mais
facilmente. Aqui, as extremamente fortes propriedades de si-
metria gestaltista poderfio vir em nosso auxilio. Pode ser mos-
trado que, uma vez que dos dois lados do sinal de igual hd o
mesmo nlimero de coisas, ésse sinal pode ser considerado como
uma espécie de espelho. Os retingulos ¢ quadrados podem ser
arranjados de tal modo a haver exatamente as mesmas imagens
de cada lado, tanto quanto possivel. Um arranjo poderia, por
exemplo, ser o seguinte :

——

Ver Servais.

®
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EX(A+1) +5XA=5+54+4X(1+A)
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Tornarse-d elaro, desde logo, que cada retingulo teri de ser
substituido por 5 quadrados, ji que as partes do padrio sio
idénticas em qualquer lugar, exceto nas que estiio mais pro.-
ximas do espelho. “A = 5” nfio pode demorar a aparecer.

Para fixar permanentemente o conceito de equacido nas
mentes das eriancas, de forma operacional. devem ser apresen-
tados, naturalmente, exercicios com problemas que resultem
em equagoes. O grau até o qual cada erianca em particular tera

: 0 0 conceito sera pereebido por sua presteza em
aplied-lo em circunstincias diversas. Tais problemas sio faceis
de elaborar e, finalmente, as préprias criancas estario come-
¢ando a formuld-los para as outras.

e T —"
o i g 4o

o it ” e e Bl

Passemos, agora, ao conceito mateméatico de quadrado. Est4
surgindo como resultado de formar quadrados maiores por
meio de outros _pequenos, de apresenti-los com pinos no euca-
tex, e, consequentemente, eompreendendo o relacionamento
fundamental que um némero quadrado pode ser feito de tantos
Erupos quantos sio os membros de cada grupo, Certo abando-
no da forma geométrica de um quadrado é necessirio, agora
para tornar o conceito de quadrado mais abstrato. Iss;o pmif:
Ber ffntu dar_rdu-se as eriancas um grande niamero de fnrmaé
1déntieas, tridngulos por exemplo, e pedindo-lhes para fazer
formas semelhantes, mag maiores, nesse caso triangulos maiores
2 fato de que os MESMOos nmeros sdo obtidos ao fazer quadra;
t: em Telzlﬁieét:;r;ﬂm, ou ao econstruir paralelogramos on
futuro teorema dan_ areas das figuras semelhantes

.- el P
S——

(A + B)? = A?* 4 2AB + Bt

s s B TR i e = =

Novamente deveremos Proceder por meio de

dos, retingulos e Pequenos quadrados, Erances quadrs-

ou pelo uso do eucatex
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ou de triingulos, O lado esquerdo terd, claramente, de ser
eonstruido com auxilio do lado direito de uma construcio, e
nio “multiplicado” pelo lado esquerdo, como é costume nas
escolas, I8 ficil ver como fazer isso com quadrados e retingulos,
assim como com 08 pinos.* Descreverei, portanto, apenas a
forma eom os triingulos,

Tomemos um grande tridngulo que pode ser cheio por,
digamos, A X A ou A? pequenos tridngulos. Quando estiver
cheio, haverd, ao longo de cada lado, exatamente A pequenos
triingulos — o lado de cada um déles esti sobre o lado do
triingulo grande, Podemos chamar A pequenos triangulos de
uma “linha”.

Y
LA A " Y .Y F._.'."'t___"_..
A =\ NNVNVY gﬁ‘_\--_;.;;__- L =24

Se acrescentarmos uma “linha” ao nosso grande triingulo, obte-
remos a figura a esquerda. Se somarmos ainda outra “linha",
obtemos a figura & direita. Ji construimos, até agora, A* + 2A
pequenos trangulos. Se acreseentarmos mais 1 (nieo pequeno
triingulo, teremos

A? 4 2A + 1 pequenos triangulos

e teremos completado outro triingulo grande, cujas “linhas”
sdo 1 mais que A e, portanto, deve haver néle (A +1)* pe-
quenos triingulos. Assim construimos (A + 1)? por meio de
A2 2A e 1. Se acrescentarmos mais duas “linhas” e mais ._3 pe-
quenos tridngulos, poderemos eonstruir (A -+ 2)* por meio de
A2 4A e 4, ¢ assim por diante. S6 nos resta u'r-nqrullxar' 0
niumero extra de pequenos triingulos em uma “linha” de
triingulos cada vez maiores que iremos i*tztlstmlil*._:[}ﬂrﬂ obter
(A + B)* onde A é o niimero dos pequenos tridngulos em
uma “linba” do primeiro grande triingulo e B € o dos trian-
eulos extra que entraram na “linha”, & proporgio que cons.

* Em qualquer caso, ver 08 manunis (15).
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trufamos triangulos cada vez maiores. Naturalmente, para va-
riar a estrutura perceptiva, teremos de recorrer a quadrados
e retingulos e construir a figura cldssica, indicada a seguir.

A2 A linhas ]
ao todo
v (A 4 3)
linhas

3 linhas |

Digamos que o quadrado seja A por A : isso significa que
hd A “linhas” até a parte inferior do quadrado; depois ainda
hi mais 3, o que perfaz A + 3 “linhas” ao todo. Bm cada
“linha” ha, claramente, A + 3 pequenos quadrados, entio
construimos (A + 3)? de A?+ 6A + 9,

A erianca que ji percorrou essa estrada estard, agora, em
condigdes de fazer fatoragio de 2° grau ¢ a resolver equagoes
do mesmo grau. A resolucio dessas é, certamente, analitica,
porque se deve subdividir um quadrado e néle colocar um pe-
queno quadrado. O niimero de objetos em uma “linha” (sejam
quadrados ou triingulos reais) dari a solu¢io do problema.
Por exemplo, o problema pode ser arranjar 64 em trés partes:
I) 1 quadrado; II) 6 “linhas”, eada uma das quais tio longa
quanto as do quadrado; III) 9 objetos extras.

Nio é provivel que haja qualquer dano para a situacio
de aprendizado se a situacio for conduzida pelo método de ten-
tativas, como foi feito para a situacdo de equacio linear, Se
alguma crianga achar a tarefa dificil, é preferivel parar e tentar
alzo mais r*mlstrutivn, tal como fatoracio do 2¢ grau., A soln-
¢lo da equacio acima & indicada nos trés diagramas a seguir,

CIEEEED
phpun.
GPQUDF 000
olojolojojel |00 o
Jﬁiu clolole] |oo ol

K=
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Tendo construido quadrados, as criancas estario perfei-
tamente aptas para eonstruir retingulos mais eerais. Um exer-
cfeio estruturado visando ao eonceito da fatornciio de 2¢ grau
poderia ser, por exemplo, a apresentacio de | quadrado, b
retingulos com o lado maior igual ao do quadrado e 6 peque-
nos quadrados cujo lado seja igual ao mcnor do retingulo.
Pode-se pedir as crian¢as que construam um retingulo com
essa peca. Suponhamos que nosso quadrado seja K por K, isto
é, que consista em K “linhas” de K quadrados menores. Tsta-
ria claro, entdo, para cada crianca, que ha (K + 2) “linhas”
de (K -+ 3) quadrados no retingulo ¢ que, portanto, existem,

2 linhas {

K linhas

K + 3 em cada linha

a0 todo (K + 2) X (K + 3) {ll.ltll;d.]ﬂ';-l'l':‘{-, (Construimos (K +
+ 2) X (K +4 3) por meio de K? + 5K b.

Entio,

K24+ K+ 6=(K+2) X (K43)
O exercicio podera ser repetido no eucatex, tal como mos-
trado na figura abaixo.

000 O0ODOOCDOD

2 linhas e 55000

O0O0 00000
O00 00000
K linhas Q00 OO0 000
Q00 00000
QOO0 000O0C

Exemplo no eucatex quando K =5
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Deve-se dar énfase ao fato de que o processo reverso, de
multiplicar dois binémios, e de reunir os térmos, é§ muito mais
dificil ¢ ndio deve ser tentado até que o conceito de fatoraciio
esteja total e verdadeiramente operacional. Estamos, novamen-
te, face a um exemplo em que os graus de dificuldade de duas
tarefas siio determinados pela utilizacdo ou dos métodos roti-
neiros ou dos construtivos. O leitor poderf estar imaginando
por que 0s numeros negativos estio eom seu aparecimento tfio
retardado; de fato, nem mesmo o conhecimento de fracoes é
essencial para a habilidade de uma erianca aprender os con-
ceitos descritos até agora. Os {fijolos fundamentais, com o8
guais a erianca estéve construindo até o momento, sio: T) os
nameros paturais; IT) as classes de ntimeros naturais, B
melhor ficar bem acostumado com um tipo de tijolo do que se
langar a0 uso de espéeies completamente diferentes; nfio que-
remos gue o edificio cala por causa da falta de habilidade por
parie de nossos jovens pedreiros. Ao usar niimeros negativos,
mtrodummos uma espécie de ingrediente muito difercnte. Os
numeTes pRssEm 2 ter uma direciio, os niimeros naturais deixam
de existir e se tornam nameros positives. O nGmero 3 nio
mdice mais 2 propriedade eomum a tddas as colecdes consistin-
do em 3 objetos, mas 3 passos em certa direcio. Isso é uma
grande revolucao, muito mais diffeil para uma crianea realizar
@0 gue a solugio de uma simples equacio de 29 grau, a qual
podemos construir eom as experiéneias com némeros naturais.
Por isso, sugere-se que, assim como + 3 sempre tem siegnificado
gue se deve adicionar 3 a alguma coisa, — 3 deveri significar
Que se deve subtrair 3 a alguma coisa. Naturalmente essa algu-
ma eoisa deverd estar ali, ou nada se poders subtrair, da mesma
maneira que essa alguma coisa deve estar ali, como diz a
operacdo eom + 3; por si mesmos, ©8ses niimeros nada signi-
ﬁm:in para a erianca, e sio, de fato, sem sentido. a nio ser
que introduzamos os nfimeros dirigidos, B surpreendente quanto
da e:tndw:a da teoria dos nfimeros negativos pode ser formu-
lad? pelo simples uso de subtraciio de nfimeros naturais, e su-
B il e ot dome e o

J 4 0peragho; nao como um sinal ligado
a0 nlimero que precede.

Naq hit espaco neste pequeno volume para entrar em de-
talhes sobre as Operagies que siio necessdrias antes da crianca
deagubrlr 0 relat:-mnamnntn entre adicio, subtragio e multipli-
cacio, .Infﬁnna.t:nea mais detalhadas podem ser encontradas nos
:Eqnm referidos na bibliografia, Descreverei aqui as tt]:n‘*-
B ﬁ:::d :;1&* conduziriio as eriancas & descoberta da fatoracio

q 08, com coeficientes positivos e negativos; e ofe-
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recerei sugestoes de como preencher a lacuna entre tais fato-
racoes e a soluciio das equagdes correspondentes.

Para indicar térmos negativos, poderemos usar peeas para
cobrir outras ali ji existentes. Naturalmente, niio é possivel
cobrir-se coisas que ndo existam; di-se énfase, portanto, para
que, quando for dada uma “peca para cobrir”, ela sé possa ser
usada para cobrir algo que ja tiver sido apresentado. T 16gico
que niio & necessirio que toda uma peea existente seja coberta.
O que fiea sobrando é, de fato, o que resta quando se subtrai
a peca de cobertura da peca que ja existir, Pode-se, por exem-
plo, ter um quadrado e colocar-se sobre éle um retingulo enjo
comprimento ¢ o lado do quadrado ¢ cuja largura é a unidade.
Suponhamos que fique sobre um dos lados do quadrado. Se o
lade do quadrado tiver A unidades, o que fica sobrando é

* — A. As cenangas facilmente perceberao que hi A “linhas”
de A — 1 quadrados unitirios, ou A — 1 “linhas” de A qua-
drados unitirios, sobrando, conforme o modo pelo qual olharem.
Nio demorario muito a declarar que

Consideremos, porém, um problema ligeiramente mais com-
plicado, digamos a fatoraciio de A?* — 5A + 6. As criancas
colocario, rapidamente, em primeiro Ingar, as pecas “positi-
vas”, isto €, nesse caso, se estao sendo usados retingulos e
quadrados, um quadrado grande e 6 quadrados pequenos, Tém
H retingulos de cobertura para usar, de modo que, quando
éles estiio todos cobrindo alguma ecoisa, o que resta é um re-
tingulo. A solucio € indicada pela figura abaixo.

A -3 em uma linha

r / ‘}__ f.J’T
;L“‘A -': ;/
,:‘;. 5 f z/-l
: P s e
(A - 2) linhas < A A4 A drea
s '.r‘
7 41 hachurada
7V ¥ esta coberta
A A O R
,-“,f'r.'*/ A T o T W e,
. LA A, s ST A AR L T 4
A e b S e i F.

O mesmo pode ser feito com pinos e eucatex, e, nesse caso,
08 pinos “negativos” sao de fato retirados, A solucio é dada

a seguir, L E
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A-3em uma linha

(o) (o) (e} (o (o){o) )
. 000000
93.1?’“;1“5 000000 iy
indicados AL
unidos sao 000000 linhas
retirados (el (o) {o){a) () (o]
elio)iel o)y ke,
@l (o) (vl{e){o] o, )
O-O0-0000000 }zlinhas'
o—O0-00-0-00-00

As criangas deverdo repetir a soluciio no eucatex para di-
ferentes tamanhos do quadrado, de forma a ficarem bem con-
vencidas de que a soluciio nio depende do tamanho do quadra-
do. Dessa forma, pelo menos duas variantes perceptivas foram
experimentadas, e o tamanho também variou. Se £or necessé.
ria outra variacio, poderemos usar quadrados em vez de pinos,
as “linhas” de quadrados substituindo, entdo, as de pinos, e isso
di também outra variacio quantitativa — além de dar uma
terceira variacio perceptiva do tema conceptual de que se esti
tratando, Nao hdi razéio para ndo introduzir quadrados maiores :

por exemplo, a soluciio para a fatoragdo de 2A? — 54 + 3 ¢
Indicada a seguir,

(2A - 3) em uma linha

(A-1)
linhas

i Foderemm agora tentar 0s exercieios que envolvam formas
e ’ grau que tenham propriedades semelhantes. Por exemplo,
: lée;:mnnmentn entre as equacoes de 29 grau 2A% — 5A + 3
+ A + 3 ¢ representado em seus fatdres respectivos,
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(2A <+ 3) em uma linha

—

e —

(A +1) {
linhas j

I = s o

e S .

Passemos, agora, aos fatdres em que o térmo absoluto é ne-
gativo, isto €, indicado na representacio concreta pelas pecas
de cobertura. Consideremos, por exemplo, K* + K — 6. 1 im.
possivel, naturalmente, resolver o problema com as pecas exis-
tentes. Nada mais justo que deixar as eriancas penctrar no im-
portante, mas realmente 6bvio, segrédo matemitico, aquéle que,
se somarmos alguma coisa e depois tirarmos a misma quanti-
dade, ficamos com o que tinhamos inicialmente. Assim. pode-
mos somar um retangulo e tornar maior a quantidade que
temos, se, ao mesmo tempo, cobrirmos oufra parfe do que temos
com um retangulo semclhante. Uma vez compreendido ésse
segrédo, abrem-se possibilidades sem fim. Podemos eolocar outro
retingulo ao lado do que ji temos ¢ cobrir outra parte eom
retingulo idéntico. Isso nos permite utilizar 2 de nossos quadra-
dos de cobertura, Temos, apenas, de repetir o processo e usar
outros quatro quadrados de cobertura e ficar com um retingulo.

- —

[ o _—‘—I‘ i B

P L (K +3)
i

;‘ iﬁ linhas

WORERINTET v
8 ¢ a BEoa (K-2)em uma linha

|
1 -

Isso pode ser repetido no euealex, ou de qualquer outro modo
que o professor julgue apropriado, para tornar o processo
abstrato e nio dependente de certas pecas de madeira ou plilS-
tico. Finalmente, as criancas aprenderdo a fazer tida a coisa
de cabeca, de qualquer modo. Mas, nessa époea, mesmo que
0 que estio fazendo nio seja ahsnlnmnlwnh- abst r:ftu,.di:rn_m-
-80 da experiéneia e nilo se féz violéncia alguma & dinamica
natural de seu pensamento. Evidentemente, quanto mais varia-
da for a experiéneia que pudermos dar-lhes durante o I‘lf'[‘]ﬂdl'-
de formagiio, tanto mais abstratos serio os resultados finais,
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Quando as eriangas estiverem bastante proficientes em
encontrar os fatbres, podemos apresentar-lhes o seguinte pro-
blema: “Ao calcular os fatéres de A* — 5A + 6 niio tivemos
muita sorte em térmos bastantes pecas de madeira (ou bastan-
tes pinos), das quais pudéssemos tirar 5A? Se A tivesse sido
bastante pequeno, talvez nao tivéssemos quantidade suficiente?
Ou podemos escolhé-lo de forma que haja justamente o sufi-
ciente e nada mais? Podemos encontrar um valor para A de tal
forma que, quando tiramos 5A de A? + 6, teremos limpado a
mesa?” A resposta é dada nas figuras a seguir: A pode ser 2,
ou também 3.

e g

o

Em ambos os casos (disjuncdo!) poderemos limpar a mesa.
Fizemos o aparentemente impossivel, construimos uma disjun-
¢do. T realmente a porta dos fundos da andlise l6gica: da mesma
forma que as propriedades da balanca nos deram a porta dos
fundos da Algebra enquanto estavamos trabalhando com os
conceitos aritméticos, a construcio de tal situaciio de disjunciio
abre a porta, embora sempre tio vagarosamente ¢ sempre tio
gradualmente, ao conceito de uma disjuneiio légica. Todo pro-
fessor de Algebra ja sentiu o desprazer de ver as criancas fa-
torando corretamente uma equacio do 2° grau e, depois, co-
metendo um érro “estiipido” ao final, quando tinham de re-
m}vgr a equacio correspondente, Tais eriancas sofrem, sem
duT]dn, de choque de anilise, e as explicacdes sio de pouea
valia, Um desvio construtivo & a tinica solugilo possivel, se se
quer evitar o aprendizado de cor.

Qeve—ag compreender que, nessa fase, os niimeros negati-
v0s nao existem e, portanto,

X*+5X+6=0

por exemplo, nio tera solucdio. A existéneia do solugbes depen-
de Ao que resolvemos chamar de niimero, Ficamos bastante
2{‘“{?”“ 40 dizer a uma crianca que X* + 1= 0 nio tem
m;::;fdsiz:;-- m“t‘;d“. Pl‘ﬂ‘f!f*dﬂ‘emps igualmente satisfeitos ao

Hos alguns anos depois. O mesmo pode ser aplica-

do a qualquer fase de '
: aprendizado na qual apenas um campo
restrito de nfimeros est4 sendo eonsiderado, 1 oo

CONCEITOS ALGEBRICOS ELEMENTARES 91

As criancas precisam de muito tempo para descobrir a
I'El.l;ll:ﬁﬂ entre os fatores o as Sﬂhll:ﬁ{‘h{. mesmo quando .|i-.{p.",.;-|"
de exercicios especialmente estruturados para ésse fim. Isso
pode ser csperado, ji que tal percepeiio ¢, cssencialmente, das
relnqﬁuﬂ mternas de uma est rutura, isto &, analitiea, o, portan-
to, dificil, em seu todo, para a crianea. De mancira aleuma deve.
-se acelerar a progressio nesse ponto: se as experiéneias da
erianga ainda nio a amadureceram para cssa pereepeio, entio
estaremos perdendo tempo ao tentar ensinf-las a ¢la. Em uma
fase posterior, quando ela estiver preparada, a pereepeio vird
bastante fiacilmente, s

Nio devemos encerrar o capitulo sibre a Alecbra sem
de_linﬂ;lr t'-nminh'ns:t pelos quais poderemos preparar para a
erianca uma orientacio construtiva para aprender indices e
logaritmos, Minha experifneia ensinou-me que extremamente
poucas eriancas das escolas primirias inclisas tém qualquer
nocio da interligacio entre as operacoes de elevaedo a uma
poténcia, extracio de uma raiz ou determinacio de um logarit-
mo. Suspeito que nio é porque os praprios professiores nio cs-
tejam conscientes de tal conexdo, mas por causa da amplamente
divulgada téenica de estimulo-reaciio no aprendizado ter tal
influéncia que o conhecimento dessas relacoes fica parecendo
desnecessirio para passar nos exames, Por outro lado, se &
verdade que as r.*riﬂnqaﬂ tendem 2 ter primeiro uma visio
global do que estio aprendendo. entio, certamente, & Justa-
mente tal aspecto geral que lThes deve ser dado. Uma erianca vé
uma paisagem em seu conjunto. Somente nds, adultos sofisti-
cados, temos prazer com o0s pequenos detalhes e nos esquecemos
da madeira para as drvores. Nao se pode evitar a lembraneca do
entusiasta musieal que analisa uma peca de masica até i Gltima
nota e detalhe da orquestraciio; como pode tal pessoal gozar o
grande arrcbatamento de ¢dda a sinfonia, enquanto ela se de-
senvolve! O critico de arte que aniquila uma obra de arte,
investigando até o wltimo detalhe, nio é eapaz, ou nio quer,
deleitar-se com a pintura, e satisfaeilo, afinal, é o que ela deve-
ria dar. Alguma percepeiio analitica é necessiria, e pode eon-
duzir & visio geral, mas o principal é sempre o todo ¢ nio
a parte; a parte foi feita para o todo ¢ nido inversamente, Por
€88a razio, & regifio poténcia-raiz-logaritmo do pensamento ma-
temético deveri ser, inicialmente, construida em seu contor-
no principal, e a anilise de suas partes deverd vir depois.

‘Qual é essa fieura geral? £ certamente esta: se tivermos
trés variiveis A, B, e C que estejam na seguinte relagio
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A=BY

entiio & possivel determinar duas delas de trés modos diferentes.
Correspondentemente, podemos apresentar trés problemas di-
ferentes, procurando o valor ou os valdres da terceira varidvel
que satisfaca a relacdo acima, com as duas varidveis ecujos
valores ja tivermos escolhido, Em outras palavras, podemos
escolher B e C e estabelecer a questao

X = B¢

onde X substitui o valor da varidvel a ser determinada. O valor
serd obtido elevando-se B & poténcia C. Por outro lado, podemos
escolher A e C e estabelecer a igualdade

A=TX°

onde, novamente, deve-se determinar X. Isso é feito extraindo-
se a raiz C de A. Finalmente, podemos escolher A e B e
estabelecer a questio

A =BX

em que X & o valor da varidvel a ser determinada. Podemos
obté-lo determinando o lozaritmo A na base B. Nio se esti,
naturalmente, sugerindo que o problema seja apresentado as
criancas dessa maneira, mas experiéneias estruturadas podem
gser estabelecidas com essa finalidade em vista.

Qualquer aparelho para introduzir indices, isto & potén-
cias, deverd ser construido de forma a permitir o maximo de
variacio para as duas variiveis em questio, a saber, a base e
0 indice._ Ha limitaces para o tamanho do aparelho e podere-
mos verificar que, com poténcias de bases grandes, o indice
nao pode variar muito sem tornar o aparelho demasiado inco-
mm}n. Inversamente, se queremos introduzir grandes indieces,
entiio as bases terfo, por forca, de se manter razodvelmente
pequenas. E possivel trabalhar com as bases 2, 3 ¢ 4 com uma
razoavel escala de indices, mas, mesmo assim, decrescendo em
niimero & propor¢io que a base aumenta. Para conseguir maior
variedade, é Idgicamente possivel usar bases fraciondrias, e a
experiéncia com elag conduzird, finalmente, a importante per-
Cepcao a respeito da base dos logaritmos naturais.

Pode-se construir o primei i i
: A primeiro tipo de aparelho de indice
usando-se o principio da progressio geométrica englobado nos
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blocos aritméticos (deseritos na seccio anterior). Nesse caso,
serd desnecessirio ter as pecas mareadas e, na realidade, serd
melhor que elas nio estejam marcadas, Uma vez que silo irre-
lovantes o8 niimeros reais, baseados nos quais as pecas sio feitas,
tal marcaciio iria apenas foealizar a atenciio nas propriedades
partieulares e nio nas gerais, e poderia, na verdade, embaragar
a formaciio do conceito de indices e logaritmos, Mostramos a
seguir uma série de blocos de base 2. Lembramos ao leitor que,
antes de tentar os exercicios que se seguem, ji deve ter sido
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realizada a “revoluciio direcional” a respeito dos nlimeros. Issa
“pevoluciio” é um assunto vasto e é tratada em outro Ingar,

Na base 2, deverd, preferivelmente, haver duas pecas de
cada espécie, pois, assim, cada peca pode ser construida de
outras duas do tamanho imediatamente menor. Na série de
base 3 devera haver 3 de cada espéeie, e assim por diante. Kssa
construcio do tamanho maior seguinte é um exercicio essen-
¢ial para o conhecimento do que realmente significa a multi-
plicacio de uma poténeia pelo namero-base. Quando as eriangas
houverem adquirido uma pritica adequada nisso, poderao
abstrair o nimero da base, embora 2, 3 e 4 sejam uma variagio
bastante pobre, Contudo, nessa ocasiio, estario acostumadas com
08 processos de abstracio e estario procurando as proprieda-
dﬂﬁ' comuns aos processos realizados com objetos de tamanhos
variados. As criancas verificardo, entao, que, se A & a base,
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isto 6, 0 ntmero de unidades que formam o primeiro “longo”,
multiplicar por A é dar um passo a direita ao longo da série.
Da mesma forma, aprenderdo que dividir por A & dar um
passo A esquerda ao longo da série. Pode-se, entio, perguntar
qual seria o cfeito de multiplicar por A2 Se a lei associativa
ainda nio esti operacional, a resposta a essa pergunta poderi
custar a chegar. Mas, para os que sabem a lei associativa, nao
hii dificuldade em considerar

A? vézes AS, isto &, (A X A) X A® como A X (A X A®)

O exerefeio anterior lhes dird que A X A°® & A® e, entao,
uma nova multiplicacio por A dard AT. A regra de que multi-
plicar por A? é cquivalente a dar dois passos para a direita
a0 longo da série deverd ser descoberta bem rapidamente, Depois
désse passo, a generalizagiio é ficil, e a regra

A’ X At = A

& encontrada sem nenhuma dificuldade. Serd necessiria alguma
pratica para que as eriancas a formulem no modo simbélico
acima, e a fase intermediiria de eserever “o primeiro indiee”
para p e “o segundo findice” para q ajudari as eriancas
mais lentas ao longo do eaminho para o completo simbolismo
de sua experiéneia. A regra da divisio, assim como a de eleva-
ciio de nma poténcia a outra poténcia, pode ser descoberta da
mesma maneira pela maioria das criangas, por meio de expe-
riéncias apropriadas, que o leitor pode, agora, construir por
81 mesmo,

Agora é possivel passar para os indices negativos e/ou
fraciondrios. Os primeiros sio naturalmente obtidos mudando-
-se de unidade, ou seja, a unidade atual seri troeada para A®
por exemplo. Passamos a falar em térmos de uma nova nnidade
A® que chamamos de 1. A base continua a ser a mesma, mas a
unidade foi alterada. Assim sendo, a multiplicacio e a divisao
ainda obedecem ao padriio familiar, e passos & esquerda (dire-
cionalidade estd implicada aqui!) levam diretamente aos fndi-
ces negativos. Se, em vez de mudar de unidade, trocarmos de
base, obteremos os fndices fracionarios. A'* é uma boa forma
para 'eﬂ-!ﬂlh.ur como uma nova base, Podemos cham#f-la de B ¢,
gﬁqﬁl ;‘m diante, vamos indiear as pegas em térmos de poténcias

- Iace a €sse problema, se forem dadas algumas indicacdes
8¢ necessirio (dependendo de suas habilidades), as eriancas

%111-:?5;1..“0, rapidamente, a uma solucfio fraciondria para o pro-
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relltgeE?]nz.sgzi?r ?e n:'au.:n:sa, correspondentes s
_ : alqucr calxa, em qualquer base em particular
tem um numero (o indiec), e essa caixa consistirg w5
nimero de unidades. Quando dizemos "I‘I‘m-‘llr' I;:m o
estamos dizendo é “Quantas unidades ha n: b A BB G
Mas també - = M e Série 3, caixa 517

-l:L‘EI Jm Dﬂfilllmﬂ formular o seguinte problema: “N
caixa 7 hj; 128 unidades. A que sﬁri:_ p,,m.,;r,“.u IP'L' “I\f"ﬂ"
caixa 3 hi 64 unidades. A que série I}"I'T"‘Hi-i:'?” I\ {1‘1, E- Na
Eﬁtﬂ:mm perguntando qual é a base, aquando ql'ﬂin unnl"r-i:‘{]m._lﬂ'
indice e 0 resultado da elevacio da base n q;u.;ﬂq 4 ﬂl:”.'f_h 03 0
neeessiria uma quantidade de exereieios Dara ',T:” ]_Tr ”i" DEra
cas inteiramente familiarizadas com 2 ;!I.’HTII]‘P?'I hr;}-fi”r]f“:l-
problema, Qllnmlu J4 estio bem A vontade de ';;'hl.”"‘iﬁ":};;,. novo
blemas que tém representacoes coneretas i frente |'|-1-'-: l."1:'1- phl-
pm:ie—sn formular um problema como dste- “‘\':1' 'mi;l i I:-i’“g?:-?
unidades. A que série pertence?” Estari claro, a:wﬁ:ru]}n:lﬁﬂ:
0 esquema, presumivelmente agora esgotados todos os lfnriitw--
até ’1[}, que his apenas 256 unidades na caixa 4 da ‘Hi"I"‘:l{' 4 ﬁth
veri existir outra série que tenha mais unidades em sua r-mmﬂ'
4. Nosso Ilfﬂllf‘lm pesquisador se defronta com o dilema ‘]p‘”;]'.
I) construir, pelo menos mentalmente, a Série 5, on 1T) "]-]i"'ﬂ;
113111r1|at11_n1rnt.w a regra fundamental de construcio em &:-‘*r;iiﬁ'n-
ela :'1 calxa 4; se estiver necessitando de mais experitneia, fars
a primeira, se tiver tido suficiente experiéneia da qwr;ﬂ .I“:ﬂt]
generalizar, fari a segunda alternativa. De nada adiantars
Interferir, pois éle pode estar préximo do momento eritico de
Ul percepedo eventual, e o eaminho deve sor deixado ﬂu--ﬁm.-
pedido. Da mesma forma como o nosso menino de sete anos
HPPEHder:i a somar e subtrair em bases eujas caixas r_uﬁﬁn finh
visto, 0 de onze ou doze anos, batalhando com a situaciio de
extragio de rafzes, aprenderd a extrair raizes e a estar propa-
rado a achar qualquer néimero como base. Lo

3 bases dife-

Quando as erianeas estiio preparadas, a abstraciio pode ser
aumentada ainda m:lis, formulando qun-stﬁri vm'mfu ;1:‘-; SeoIn-
tes: “Voceés sabem que A® 6 a caixa 8 da Série A. Em que série
estard a caixa 47” Estamos, na realidade, pedindo-Thes que en-
contrem a raiz 4* de A% mas nio precisamos dizer que elas
nao estao conscientes disso. A resposta € por certo, A? pois
a Série A? consistird nas caixas 1, A2, A4, A% A% A™ ...

URiasg. 8 ‘4 5

© 6 nessa série que A® aparcce na caixa 4. “Em que série A®
8eria ﬂ;ealxa 2?" Evidentemente em 1, A*, A% A'™... Nao de-
morarad que as ecriancas compreendam que os indices estio
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sendo divididos pelo nmero da caixa para acharmos o indice
da base procurado, Agora, podemos providenciar, se necessi-
rio, experiéncias para estabelecer ligacio com o conceito de
{ndice fracionério, se éste ja tiver sido aprendido; e A™? logo
significard A elevado & poténcia p e, depoiss extraida sua
raiz q.

Podemos agora passar ao terceiro tipo de pergunta, em
que o indice é desconhecido. “Qual 6 o nimero da caixa da
Série 3, que tem 81 unidades?” As eriancas ja se terdo acostu-
mado a ter diferentes niimeros associados a diferentes formas,
e podem, agora, saber que €sses nimeros sfio chamados de loga-
ritmos das formas. O de um cubo é 3, o de um “fino” & 2, o lo-
garitmo de um “bloco fino” & 5, e assim por diante. Irdo,
também, perceber que, se queremos escrever o logaritmo de,
digamos 64, temos, primeiro, de dizer a série em que estamos
pensando. Podemos dizer log (Série 2) 64 = 6, mas, também,
log (Série 4) 64 = 3. Elas sabem que as séries correspondem
33 bases, e a notaciio usual ser aceita sem dificuldade.

Saber@o, agora, que

A? x At = A*
e que

log AA2= 2log AA*=3, log 1A’ =05

A lei dos indices é apenas ligeiramente reformulada quando
expressa em térmos de logaritmos, Na verdade, longe de achar
difieil, elas olhariio os teoremas sobre logaritmos, tais como log
(AB) = log A + log B como outro modo de dizer as mesmas
coisas que j4 sabiam a respeito de fndices. Afinal, os logaritmos
sdo indices, e é dificil ver de onde surgird a difieuldade, su-
pondo que as criancas ji percorreram o caminho totalmente
perceptivo,

As linhas principais da paisagem ji estiio claras. Podem
ser dadas duas de trés coisas: 1) niimero da série; II) nimero
da caixa; TII) nfimero de unidades na caixa; e o problema
ke a(ﬂ‘lﬁ.l‘ 0 nfimero restante, A ésses problemas correspondem,
respectivamente, as operagoes de radiciagio, logaritmos e po-
tenciagdo. A representaciio simbdlica, com a qual comegamos

pequeno ensaio sdbre poténcias, rafzes e logaritmos, terd,

agora, um signifieado ¢ pode ser usada para cristalizar as expe-

riencias que as eriangas tiveram com as caixas.

a r #
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Para nos mantermos fiéis ao nosso Principio de Variabi
lidndo nnmln[?h“”: devemos inieinr dgora com H.II!:I finrurfl 1:11[11.
pletamento diferente. As criancas que abstrairam r*;ru.t} que
fol Li‘:'-ffﬁl‘itﬂ até agora nao precisarao de muito auxilio EIII1I“{1({r.
divoreiarem a esséncia da experiéneia. Por exemplo ]m-h..p,.nhp.
desenhar uma simples série bhidimensional, como ;JrIlll;“:'il'l'].” n'J
figura a seguir. Qualquer perseveranca por formas .]mrti.--ﬂ-;l.
res que se possa ter Tormado serd, om breve, abandonada ll*rJrIIll
o uso de tal esquema; e podemos ter a certeza de que a Pu*-:.‘;zl
eia puramente matemética terd sido construida, ;
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ALGUMAS IDEIAS SOBRE A ALGEBRA
LINEAR

O NCumeErO natural é a medida de um conjunto de elementos.
O ntmero de elementos em um conjunto é uma medida de
caridter absoluto, ndo uma comparacio de qualquer natureza,
mas a propriedade de um conjunto. Ha um numero infinito de
conjuntos que participa das mesmas propriedades; por exem-
plo, a propriedade de “haver 5 eclementos” pode ser de um
namero infinito de conjuntos de objetos, acontecimentos ou
idéias abstratas. A propriedade de “haver 5 clementos” separa
toda uma classe de conjuntos do total de conjuntos possi-
vels, tendo, todos, essa propriedade “dos 5". Todos os con-
Juntos em tal classe de conjuntos sdo chamados de equivalen-
i€ mm 40 outro; em linguagem comum, dizemos que tém o
mesmo nuwmers de elementos.

Em muitas situa¢oes em que nos encontramos, compara-
mos quantidades, em vez de estabelecer quantidades absolutas,
tal como declaradas pelos nimeros naturais. 4 muitas ma-
neiras para eomparar quantidades, mas as usuais sio

I) declarando a razio entre as quantidades,
IT) declarando a diferenca entre as quantidades.

A primeira forma de comparacio conduz ao estudo de razies
ou f_ragrmﬂ_; a segunda, ao dos numeros dirigidos ou escalares.
AQU:J Nos interessaremos pela segunda forma de comparaciio.
Assim, estudaremos o “isso é tanto mais que aquilo™ ¢ “isso &
iﬂllto menos que aquilo”, tipo de frase matemitica, Deve-so
evar em conta que “einco mais” ndo significa muito até que
m [ . " 5 [ - -
mlflmi:nms ¢ineo mais” de alguma coisa, assim como “cinco
ﬂdl'-?lﬂ que -'jlguma coisa. Em outras palavras, precisamos de
B Allungueg fM que comparamos em uma escala de “mais
gufm e m‘fﬂﬂ@; que”, depois do que as frases sdbre “mais que’”’
Ennﬂ r & i ] H s - L ]
fue”™ adquirem um significado definido. Por exemplo,

Araumas Infias SOBRE A ALGEBRA LINEAR (0

posso dizer que ganho NCUrg 100,00 mais que meu amigo, Isso
tem um sentido ¢laro. Se en dissesse -

“tranho NCr¢$ 100,00 mais”

nio ha um sentido muito claro. As pessoas poderiam pensar
que ganho NCrg 100,00 mais que no ano passado, ou que aea-
bei de receber um aumento de NCrg 100,00 on que receho
NCr$ 100,00 mais que o salirio normal para o men trahalho
ele, Ou, s¢ eu dissesse

“Sio NCr$ 100,00 que o saldrio de men amizo”
ainda nido estd claro o que o “sio” significa na frase.

Parece que seria altamente vantajoso apresentar muitas
situacoes em que “mais que” e “menos que” medissem elaramen-
te uma quantidade em relacdio a outra, em uma eseals de mais
¢ menos. Os ntuneros que medem ao longo de tal eseala siio,
muitas vézes, chamados de escalares ou imeros dirigidos, on
witimerns positivos e negalivos.

De acordo eom o ]H'inl'f]'iin de variabilidad, pereceptiva, o
maior nimero possivel de tais situaedes deve ser apresentado
para que as ceriancas possam, de fato, fazer abstracies, o nio
apenas aprender regras mecanicas que poderio niio ser capazes
de transferiv para outras situacdes, até agora nio-familiares,

Levando em consideracio o principio da variabilidade ma-
temditica, seria eonveniente colocar as criancas dentro de cads
situaedo, com eerto ntmero de variiveis mdependentes. Por
exemplo, se tivermos de comparar os salivios de duas pessoas,
[Hlill‘Tlll'lR t.‘llrl]"f'l[l {'(]TH[HH';H' 0 Ilftrlll-l'll I.]I_1" f'|'1|;||;1:'.'_-; e sua fa-
milia, suas idades; em outras palavras, comparamos cm ums
quantidade de modos diferentes. Tal procedimento sicnificaria
que, em vez de comecar o estudo de escalares pela medida em
uma esecala, poderiamos comecar com medidas simultineas em
diversas escalas. Fssas medidas simultineas por meio de dife-
rentes “dimensdes” sao, muitas vézes, chamadas de vitores. ()
namero de varidveis independentes descritas quantitativamente
por um vetor ¢ referido como o witmero de dimensdes do vetor.

Que queremos dizer com as palavras “varidveis indepen-
dentes”? As varidveis siio independentes se o valor de uma
pode ser mudado sem alterar o das outras. Por excmplo, as i
ferencas nos rendimentos sio erandemente independentes das
diferencas nos tamanhos das familias. Nosso rendimento niio
muda eom a adiedio de um novo filho & familia (execto cm alguns
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paises onde talvez sejam pagos altos salarios-familia) e nossa
familia ndo aumenta ou diminui automditicamente com aerés.
cimos ou decréscimos em nosso rendimento. Por outro lado,
se 0 nosso salirio sofre um aumento anual, em uma escala sa-
larial, entdo os rendimentos e a idade nio sao independentes,
mudando os rendimentos cada ano que se passa.

Bsses tipos de consideracio seriam grande verborragia
para eriancas de escola priméria e, como ji observamos, as erian-
¢as pequenas sao muito mais capazes de construir seus conceitos
por meio das proprias experiéncias coneentradas do que de
discussdo verbal, Isso ndo quer dizer que nae haja lugar para
a discussiio verbal, mas que é impossivel discutir algo que ainda
nao se experimentou. Assim, vetores, escalares, varidveis inde-
pendentes cte. sdo melhor apresentados por meio de experién-
cias, das quais as criancas tirardo abstracoes, expressas pclas
no¢oes matemdticas acima. Vamos deserever algumas dessas
experiéncias.

Tomemos algumas fichas, de duas formas e duas cdres.
Separemos as quadradas, vermelhas e azuis, juntamente com
o abaco multibase, e algumas circulares, vermelhas ¢ azuis
(usadas nos jardins de infancia). Temos, assim, alguns

quadrados azuis, quadrados vermelhos, eireulos azuis,
¢freulos vermelhos,

Se for necessirio, poderemos ineluir outras formas, mas é acon-
selhdivel que n@o se usem mais de trés formas diferentes no
inicio. Deve haver apenas duas cores (a menos que escolha-
mos treés cores ¢ duas formas, ¢ facamos as formas adquirir as
propriedades das cores, e vice-versa, no que vamos deercver).

_Sﬁﬂ feitas pilhas de fichas, e dizemos as criancas para
verificar se hi mais quadrados azuis ou vermelhos, mais circulos
azuis ou vermelhos. Se houver mais quadrados azuis que ver-
n'wlhus, a pilha serd chamada de pitha quadrade azul; se exis-
tirem mais quadrados vermelhos que azuis, pilha quadrada
vérmelha, Se houver mais circulos azuis que vermelhos, seri
uma pilha circular azul, e se houver mais cireulos vermelhos
que azuis, pitha circular vermelha. Tsses serfio os nomes das
pilhas, Cada pilha em particular teri dois nomes, um referin-
do-se aos quadrados, outro, aos cireulos. Se houver uma tercei-
ra forma, entio cada pilha terd trés nomes. Se houver o mesmo
nfimero de quadrados azuis ¢ vermelhos. pilha poderi ser cha-
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cireulos, uma pitha de zero cireulos. Se uma pilha ¢ zero f.‘-ll‘f:lllf‘!ﬁ.
assim ecomo zero quadrados, e zero cm todas as outras variavels
que estivermos considerando, entdo serd uma pilha zcro,

Depois de algum tempo, podemos encorajar as criancas a
dar as pilhas melhores nomes, dizendo, exatamente, 'q'.mntlf-;
quadrados  vermelhos hid  mais "que azuis, ou mals azuls
que vermellios, fazendo a mesma declaragio em relagiao a todas
as formus que estiverem sendo usadas na pilha, O nome de uma
pilha tipica poderi scr;

“3 gquadradoes vermelhos, 2 circulos azuis, 5 triangulos azuls

o que significaria que, nessa pilha, hi mais 3 quadrados ver-
melhos que azuis, mais 2 eireulos azuis que vermelhos, mais o
triangulos azuis que vermelhos.Se estahelecermos, para sempre,
a ordem de eserever os numerais que expressam essas diferen-
cas, poderemos omitir as palavras das formas. O “nome” acima
poderia, entilo, ser eserito, abreviadamente,
“3 vermelhos, 2 azuis, H azuis’s

supondo-se que concordamos em ¢serever primeiro os ”””'.] -
dos, os cireulos depois e, no fim, os triingulos. O que as erian-
cas terdo de compreender é que um grande nimero de ]u!rh:*.w'
1-1'-7':1_ 0 IMesmo nome, lssa EUIHIH’--L*IHEU nao suree en um dia e
seri neeessdiria muita experiéncia antes que pq-r-:-vh::mAr;m- um
nome nio se aplica a uma pilha em particular, mas a téda uma
classe de pilhas,

Para evitar eserever vermelho ¢ azul, combinamos eSCrever
“mais” on “menos”. Temos, porém, de eombinar a respeito de
“mais o quél” A escolha & arbitriria, mas deve ser feita, Diga-
mos (que estaremos sempre tratando de pecas aznis quando es-
erevemos as diferencas, de tal forma que, quando houver mais
azuis que vermelhas, apenas i"h'i'l‘l‘k'l"l‘l'n"l.lH‘”'[‘I'I?lif." e, qyundﬂ
houver mais vermelhas que azuis — isto €, menos azus qué
vermelhas — apenas escreveremos “menos”. De ;m_nl'.lrm com
ecssa conveneiio, o nome da pilha pode agora ser reescrito ¢omo

: - . s PO niz 5
(3 menos, 2 mais, 5 mais) ou (menos 3, mais 2, mais 9)

(fom os sinais mateméticos para essas palavras, 0 nome se
tornanri

(—38, +2 +5)
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Conseguimos, portanto, chegar ao modo convenecional o CXpres-
sar um vetor. Isso ndo significa que os diferentes modos acing
de expressar um mesmo vetor nilo sejam tio precisos como fio
eficazes, em nosse caso. Mas nfo seria tio facil usar as outras
expressoes do vetor em situactes totalmente diferentes, visto
que, em térmos de “mais” ¢ “menos”, a expressio é aplicavel
a uma mais ampla variedade de situacies. Por essa razio. nio
devera ser apresentada até que essa variedade mais ampla de
situaches tenha sido, de fato, experimentads pela erianea.
simbolismo convencional adquire certa medida de abstracio,
que deve ser r:unseguir]n. antes que todo o poder ¢ heleza abs-
trata da motaciio convencional seja apreciado,

E necessirio, portanto, apresentar outras situncoes, a fim
de acelerar o processo de abstracio, Outra situacio possivel 6
a seguinte:

Suponhamos que a Inglaterra, a Irlanda ¢ a Escéeia osto.
jam em uma competiedo de danca. Naturalmente, isso sienifica
que competidores ingléses sb dancardo eom ecompetidoras in-
glésas, irlandeses com irlandesas e escoceses com escocesas, (s
competidores devem dancar todo o tempo, enquanto tiverem
um acompanhante do outro sexo com quem possam dancar. Niio
¢ permitido dancar com uma pessoa do mesmo sexo. Os que
nio estiverem dancando deverdo estar na sala de espera. Nessa
situacio,

0 nimero mais ingléses que inglésas, on
0 numero menos ingléses que inglésas

SEri €xpresso por um numeral, que também expressaria o ni-
mero de pessoas Inglésas que estario na sala de espera. ()
mesmo se aplica exatamente aos escoceses e irlandeses, Por

exemplo, a situagio em um dado momento da competicio po-
deria ser expressa dando-lhe o seguinte nome

“3 ingléses, 2 irlandesas, 5 eseocesas”

0 que signifiearia que hd, naquele momento, mais 3 ingléses
que inglésas, mais 2 irlandesas que irlandeses ¢ mais 5 EH(‘.{J:
Cesas que escoceses, Se combinarmos por em primeiro lugar as
pessoas inglésas, depois as irlandesas ¢ por fim as nxt-.nrr:qu;
poderemos abreviar nosso “nome” da sitnacio para il

“3 homens, 2 mulheres, 5 mulheres”
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I evidente que, depois, poderiamos concordar cm usar o mé
todo “mais™ “menos” para eserever o nome. Poderfamos aplicar
08 adjetivos “mais” e “menos” tanto aos homens como As mu
Iheres. Escolhamos as mulheres para o “mais”, Entio. nossa
situacio serd expressa pelo vetor

-

(3 menos, 2 mais, 5 mais) ou (menos 3, mais 2. mais 5
ou em “Matematiea®

i o 1l A )

o pmlvmnﬂ ver que o vetor que acabamos de eserever CXPpressa
a nesma Hitl].‘lijz'm matematica que antes, embora a H'JTH.'H:;'m
“perceptiva”, on melhor, nesse caso. o contexto. sega elaramens-
te muito diferente nos dois casos,

Deve fiear bem claro que, em ambas as Hi'llj'lual'i1.i";14:i_h-_‘-\”
da 1déla matematica do vetor, estamos lidando com varidvels
independentes. Na primeira, o nimero de quadrados ¢ elara-
mente ill!Ii‘[h‘!h]F'Hh' do 11!' f*iI‘t'll]lH, assim como o il Tt'iihlll.‘,_'.ll
los. Podemos pér mais quadrados na pilha, ou tirar aleuns:
1880 nao afetara a parte do “nome” que apresenta o niimero (e
circulos ou o de triingulos, O mesmo é verdade em relnedio A9
outras duas varidveis. Similarmente, se aparcecren mais com-
petidores ingléses, isso nao afeta o niimero de irlandeses ou
escoceses que esteja ou dancando ou na sala de espera. E o
mesmo é verdadeiro para escoceses ¢ irlandeses,

5 facil perceber como a adicio ¢ a subtracio sao apresen-
tadas, juntando ou diminuindoe as pilhas de fichas ou de com-
petidores, No caso das pilhas, por exemplo:

(1 mais, 4 menos, 3 mais) + (2 mais, 1 mais, 4 menos)
L

(3 mais, 3 menos, | menos)
O nome do vetor de toda a pilha acima é
(1 mais, 4 menos, 3 mais).
(O nome do vetor da parte a ser removida &
(2 mais, 1 mais, 4 menos).
) nome do que & deixado na pilha é

(1 menos, D menos, 7 mais)




f
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[

se as palavras “mais” ¢ “menos” se refer-m as formas colori-
das. Tsso pode ser expresso pela subtracio de vetores

(+]|_4,+3}_ +E,'L]‘—];:]_{—[__.'i1 A

Serd observado que & wunido dos conjuntos de objclos cor-
responde a operacio de adigdo, ¢ que a duninuicdo dec conjun
tos de objetos corresponde a operacio de subfracao, Nao se deve
esquecer que as pilhas é que sdo unidas ou diminuidas, mas
que s30 os seus nomes de vetores que sio adicionados ou subtrai
dos quando deserevemos a mudanca no estado matemitico de
seus conjuntos,

& diffeil, a prineipio, ecompreender, por exemplo, que a
pilha acima poderia ser substituida por qualquer outra do
mesmo nome, desde que contivesse a pilha a ser removida como
subpilha, A pilha a ser removida poderia, também, ter sido
feita de modo diferente, contanto que tivesse o mesmo nome.
A “pilha diferenea” resultante seria, sem davida, diferente,
mas seu nome ainda seria o mesmo (1 menos, 5 menos, T mais).
As verdadeiras unides e diminuicdes que realizamos sio apenas
protétipos de tédas as possiveis unides ¢ diminuicdes que po
deriamos realizar, se usissemos pilhas do mesmo nome. A sub-
fraciio resultante serd sempre a mesma, assim como o resulta-
do da subtracio.

Devera ficar claro que niio ha razio por que nio possa-
mos usar qualquer niimero de variiveis nesses jozos de vetor,
Em outras palavras, eom &sse tipo de apresentacao, sao abertas
as portas para as criancas estudarem espacos vetoriais n-dimen-
sionais, Um “espaco” nada’ mais é que o conjunto de todos os
possivels vetores de uma determinada espéeie, ¢ nio tem real-
mente nada a ver com o espaco geométrico, do qual tira o
P L s particuler

> espac : : . s dimensoes podem ser usados
pary dﬁﬂ::‘rﬂw-r movimentos de um lugar para o outro. Na ver-
dade, seria uma excelente idéia acompanhar os exerefeios acima
com 0utm§ _posteriores, nos quais as criancas viio “passcar”
(se necessério no papel, se ndo houver espaco realmente dispo-
nivel para o movimento integral pela sala de aula). Os passcios
poderiam consistir em passos para Leste, passos para Oeste,
outros para o Norte ¢ outros para o Sul e, s¢ desejarem, tam-
bém passos para elma e passos para baixo, Tal como anterior-
mente, um passeio deserito como (3 Teste. 6 Sul) sienificaria
haver 3 passos a ma 1*‘ para Leste que para Oeste, ¢ 6 mais para
gﬂfun:%e[t]uli Dilé‘ii 0 Norte, O ]nilr_}r ;mq]vrii, sem diivida, tratar

alhes de juntar os passeios ou diminui-los, levando as
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correspondentes adicoes e subtragoes de vetores dos nomes dos
]}assr\inq, Almumas vézes serii necessirio relembrar as eriancas
de que devem comecar o segundo passeio exatamente onde
terminaram o primeiro, Passcios interrompidos podom ser ea
racterizados pelo uso de uma earona em automdveis durand
parte deles ou pelo uso de bicieletas,

Para a subtracio é conveniente consultar a figura o seguir;

DBROB0O @22 AAAALAA
EOB0Aa @00 0% -

. r— - pr—
miz]n) (O @ O] A A
\' 1 mois 1
D \h"‘-- I|IIl d enc i /
2 mais l I' [}
;———".- . I .
ramoser rgmovyer remaNgr
']"('muq amrora H'l."-i 1I'1L'I'!1!'l'[;|r:|_nl.'k: :!:1 1[|i[":.'| de v (",
1) pilhas de peeas de formas diferentes cm duas cores,

IT) & estoria da competicao,
lj“l (5 |r.‘|h’:~1'iu-a‘

Naturalmente podemos imaginar mais cstorias ¢ pensar cm
outras interpretacoes fisicas, Por a mesa, por excn plo, pois
podemos imaginar “pares”, como facas ¢ warfos .
ill'ngitS e ;.[li:ll'lhnl.'!l:uH, e assim por diante, e eada conjunto .1.
mesa receberia um nome tirado do execsso de objetos de enda

par. Uma mesa em que haja

vicaras o pires

] ...

(8 facas, 7 garfos, 10 xicaras, 7 pires, 11 guarda-
napos ¢ 9 argolas)

teria o nome
(1 faca, 3 xiearas, 2 guardunapos)
Podem ser imaginados eafés em que haja muitas mesas, postas
um tanto neeligentemente, de modo que ha,
impares de louca ou de talher; e, se chegam grandes grupos 4o
cafdé, as mesas poderdo ser reunidas, levando a outras “situa-
eoes de adigio”, nas quais poderd ser praticada a soma de ve-
tores, A separacao das mesas levard as subtracoes,
Outras interpretacoes poderao ser ||-;-.¢’.:=.f.
exemplo, os bracos da balanca deserita no capitulo

muitas vezes, pecas

tais como, por
da Algebra.
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Bm vez de equilibrda-los, poderemos deixar desequilibrados e

a quantidade de desequilibrio, para a esquerda ou para a di
deita, dard o nome para as correspondentes cargas sobre o-
bracos da balanca. O nimero de balancas usadas simultanea-
mente determinard o nGmero de dimensdes do espaco vetorial
correspondente, ¢ os nameros-carga para cada balanca forne-
eerio 08 oscalares com os quais o espaco veforial € construido
No caso de estarem sendo usadas trés balancas simultincamen
te, poderemos ter a seguinte situnacao:

Primeira, carrega 5 para a esquerda, 8 para a direv'a; se-
qunda, 2 para a esquerda, 7 para a dircita; terceira, 23 para
a esquerda e 18 para a direita.

Temos ai uma situaeiio de carregamento em que o dese-
quilibrio é o seguinte;

(3 mais a direita que a esquerda, 5 mais & direita que
a esquerda, 5 mais A esquerda que a direita

e, se formos deserever o lado dircito da balanca por meio de
nossos escalares, poderia ser expresso pelo vetor

(+3, +6 —B),

E eclaro que os earregamentos de balancas sao independentes
uns dos outros, e que estamos tratando de um correspondente
espaco vetorial de trés dimensoes,

Estritamente falando, ainda nao construimos o que os ma-
temaiticos chamam normalmente de espaco vetorial. Isso, em
llle.rtt". porque ainda ndo consideramos os esealares fraciond-
rios, e, em parte, porque ainda ndo tratamos de qualquer mul-
tiplicacdo de vetores por escalares. Isso s6 poderemos fazer
depois de apresentar a multiplicacdo de escalares por escalares.
O problema fracionirie deveria, por outro lado, ser auto-evi-

de_ntf*,_tle modo que nos restringiremos ao problema da multi-
plicacio de escalares,

A operacio non_nal usada para multiplicar um esealar por
outro segue as seguintes “regras’’:

escalar }ms‘itim X escalar positivo = escalar positivo
escalar poﬂlti‘j'f} X esealar negativo = csealar nr-gutivn:
escalar negativo <X escalar positivo = escalar negativo
escalar negativo X escalar negativo = escalar ]msitivut
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A estrutura-regra acima é um dos casos muito simples e
um grupo matemitico, Para dar uma idéia de Inear dessa ose
trutura no esquema matemiatico geral das coisas, talvez soj
atil apresentar estruturas-vegra aleo mais complexas, par-
ticularmente se o simples grupo acima puder ser onearado
como lel‘lv dos griapos mals r-nn|||T. xos apresentados, Poderi,
por exemplo, ser organizado o seeninte joco:

Desenhar, no chio, um quadrado com as diaoonais. Dois
dos lados poderio acompanhar as tabuas do sodlho

siala de
aula, fieando os ontros atravessando-as, Um

aerianea poderd ser

colocada em um dos cantos do quadrado ¢ reecher o missio o
excentar um on varios dos segnintes “movimentos” do jdeo
1) Tiear onde esti FICAR
2)  Mover-se ao loneo das
T.'-!]III:IH]I;H':I o ontro canto 1'.If]'.‘r'||'|!-' pelas TABL A

Mover-se perpendienlar-
mente as tabuas para o
ouftro eanto Movimento PERPENDICULAR

by Mover-se pela diagonal

para o outro canto Vavimento pLAGON A

Depois da  erianea realizar dois movimentos sueessivos
podemos perguntar-lhe se podervia vir de onde estava para
onde estid em apenas am movimento, Se for possivel, qual te-
ria sido o movimento? Com o8 movimentos aeima, 15so ¢ sempre
passivel, como o leitor poderi ficilmente verificar. Por exem-
plo, um movimento pelas Tdabuas, seguido de um Diagonal, po-
deria ser realizado por um simples movimento Perpendicular.
As criancas, muitas vézes, divertem-se bastante com a desco-
berta de tddas as relaeies entre os possiveis pares de movimen-
tos, preparando a tabela da pigina seguinte

A estrutura-regra mostrada nessa tabela ¢ conheeida, em
Matemitiea, como o grupe Klein, Pode-se ver que eada uma das
dezesseis combinaedes de parves de movimentos pode ser subs-
titufda por um {inico movimento, que pode ser chamado de
produto dos dois movimentos de eada par. Lssa propriedade
de grupos matemdticos & chamada de fechamento. O jogo acima
¢ fm*ll:lth‘n no sentido de qur, qnnquw-l' aque seja o nuamero de
movimentos executados, um apds o outro, pode ser substituido
por um finico movimento, por meio do anal se atinge o ponto
final, partindo do inicial, Pode-se fambém ver que, depois de
cada movimento, ha apenas um que restabelece a situacao
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existente antes daquele ser exceutado. Por exemplo, quando
go realizou um movimento Diagonal, outro Diagonal restabe-
lecerft & situacio. Se tiver sido win pelas Tabuas, outro pelas
Tabuas executari o restabelecimento. O mesmo é verdadeiro com
o Perpendicular ¢ também com o Ficar,

Um movimento que inverterd um outro é chamado de in-
verso daquele movimento, Podemos ver que, no jogo acima,
eada movimento € seu proprio inverso. A execuciio de um mo-
vimento, seguida da de seu inverso, faz um par que ¢ sempre
equivalente ao Fiecar. Estd claro, também, que um Ficar nio
tem efeito sobre qualquer outro movimento com que o combine-
mos. Um movimento désse tipo & usualmente echamado de neuwtro
on de elemento neutro do grupo. Finalmente, pode-se verificar
que a operacao de eombinar movimentos em movimentos 1ini-
cos @ associaliva. Por exemplo:

(Tabuas, Perpendicular), Diagonal =
= Tabuas. (Perpendicular. Diagonal
ol
(Diagonal. Perpendicular). Diagonal
= Diagonal. (Perpendicular, Diagonal)

Qualquer conjunto de movimentos que defina nm caminho,
no qual pares de movimentos sio transformados cm movimen-
tos ﬂllil‘ﬂﬂ, representa um grupo matemaitico (ill'mr:.th e SOIEN-
te quando,

I) o conjunio de movimentos é fechado,
II) para eada movimento existe um inverso,
I1I1) existe um movimento neutro,
IV) a regra-combinaciio ¢ uma operaciio associativa.

H4 uma quantidade de modos diferentes nos quats o mesmo
conjunto de regras pode ser produzido por situacoes fisieas.
Farfamos, por cxemplo, surgir o mesmo conjunto de regras
girando um objeto em dois Angulos retos em relagdo a cada
um de trés eixos mutuamente perpendiculares, além de um
“ficar”. Ou, ainda, se tivéssemos duas cores ¢ duas formas, po-
deriamos fazer duas pilhas de objetos, nas quals podem ocorrer
quaisquer combinacies das duas formas e das duas cores ¢
podemos apresentar o seguinte conjunto de regras:

1) Fazer outra pilha com exatamente o mesmo niumero,
a mesma ¢or ¢ a mesma forma de objetos de outra

L mmm mme e —————
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9) Transformar uma determinada pilha dada em outra,
mudando a edr de cada objeto, mas mant.ndo «

mesma forma

3) Transformar uma determinada pilha de objetos em
outra. mudando a forma de cada objeto, mas manten-
do a cbr

4) Transformar uma determinada pilha de objetos em
outra, mudando a forma como a cor de cada objeto.

De acordo com essas regras, sc usarmos a regra 2} para
uma transformacio, e depois a regra 3), aplicando-a & pilha
transformada, teremos mudado nossa pilha original em nossa
terceira pilha, mudando, finalmente, tanto a cor quanto a
forma. Isso poderia ter sido realizado usando a regra 4).
Portanto: 2) 3) = 4).

Tremos ver que, em todas as representacoes dadas até ago-
ra, cada movimento é seu préprio inverso. Se mudarmos a eor,
o se, depois, a mudarmos novamente, estaremos de volta 4 situa-
efio original. Se girarmos um objeto em térno de qualquer
eixo, em dois angulos retos, e, depois, exccutarmos outro giro
de dois dngulos retos, em torno do mesmo ecixo, retornaremos
i posicio original. De todos os jogos acima, podemos tirar tres
“subjogos”, havendo somente dois movimentos em cada um
(ésses “subjogos”, e isso é possivel justamente porque cada
movimento é seu proprio inverso. Os “subjogos™ siio 08 seguintes :

FICAR, TABUAS) (FICAR, PERPENDICULAR) (FICAR, DIAGONAL)

A estrutura-regra de eada :ﬂl.hjugn 6

Fiear . Ficar = Fiear Fiear , Tdbuas = Tabuas
Tédbuas . Ficar = Tibuas Tabuas ., Tabuas = Ficar

Ficar . Perpendicular =
= Perpendicular

Ficar , Fiear = Fiear

Perpendicular ., Ficar =

: Perpendieular . Perpen-
= Perpendicular P : s\ Berpen

dicular = Fiear
Ficar . Fiear = Fiear

Fiear . Diagonal = Diagonal

Diagonal . Ficar = Diagonal Diagonal . Diagonal = Ficar

ALGUMAS IpfIAs SOBRE A ALGEBRA [/INEAR 111

Serd rapidamente percebido que todos Gsses subjogos tém a
mesma estrutura-regra, correspondente a do subgrupo (e, a)
em que e indica o elemento neutro. ¢ as regras sio

SR RER0 ea=a
@ ¢ = a na=no

Bste é o (nico grupo matemitico que consiste em dois elemen-
tos, como pode ser facilmente provado, superpondo 208 nossos
dois elementos as quatro condicies que um grupo deve satis-
fazer. Ficard cvidente, também, que a multiplicaeiio 1f|.~ £S-
calares por escalares mostra justamente a estrutura-resen acima
onde o elemento neutro é “escalar positivo” ¢ o 1|1'|I|‘¢.| ol :

T ; et Cnento
¢ “escalar negativo”,

Para fazer a cstrutura pavecer ainda mais “natural” para
is rl-iungas, devemos apresentar-lhes uma quantidade de e¢xem-
plos, além do anterior, nos quais é usada a estrutura-reera do
grupo com dois elementos. Por exemplo, somando nimeros
pares com fmpares, mostraremos a mesma cstrutura. onde os
“numeros pares” sio o elemento nentro ¢ 08 “ndmeros impa-
res” sao o outro elemento, e a adicio é a operacio que fornece
outros elementos além dos pares. Assim, esta claro que
“qualquer nimero par” mais “qualquer outro nimero par” =

= “um namero par”

0 que corresponde & declaracio ce = ¢ na expressio simhbé-
lica do grupo. Sera facil verificar que outras fris declaracies,
que poderemos fazer sobre a soma de niimeros pares ¢ impares,
corresponderio i estrutura-reera do erupo com dois elementos,

Devem ser ddados outros exemplos menos matemiticos,
Podemos, por exemplo, brincar com o interruptor de laz Os
dois movimentos do jogo podem ser

e < mover o interrupfor duas vézes
a <= mover o interruptor uma vez,

Sﬂl‘ﬁ. Gbﬁ{'l"-'!ll]ﬂ ‘]u‘w! {_"“nfl”'"]r' 0S%09 -||Fi"]'114_‘4_ll"*i Hl'j.’ll!l 1" ””:-'lil.":.
novamente teremos as regras do grupo com dois clementos,

O trabalho no grupo com dois clementos pode ser formu-
lado da seguinte maneira

elemento neutro: juntando o elemento neutro para fazer
um par, teremos o mesmo clemento que
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colocamos para fazer o par com o ele-
mento neutro,

Por exemplo: pondo a com e, teremos a novamente
pondo € com e, teremos e novamente

outro elemento: juntando o outrq clemento para fazer
um par, teremos um elemento diferente
daquele que usamos para fazer o pur
com ¢ outro elemento,

Por exemplo: pondo a com a, mudamos o a em e
pondo e com a, mudamos 0 ¢ em a

Assim, o elemento neutro tem o efeito de deixar as colsas como
sio, ¢ o outro elemento tem o efeito de mudar as coisas.

Podemos, agora, passar ao problema da multiplicag¢do es-
calar, Tomando, em primeiro lugar, o problema mais simples
de multiplicar escalares por escalares, convém relembrar que,
em qualquer escala de “mais que” “menos que”, temos exclu-
sivamente essas duas espécics de escalarcs referidas eomo nu-
meros positivos e negativos, respectivamente. 1 costume usar
0s nlmeros positivos para desempenhar o papel de elemento
neutro, e os negativos para o do outro elemento. Isso nao é
essencial, mas é conveniente, uma vez que todas as convencoes
mateméticas baseadas no uso de nameros positivos ¢ negativos
partem dessa escolha.

Uma representagio fisica de tais multiplicacies poderi
ser elaborada providenciando-se um grande niimero de objetos
vermelhos e azuis, como, por exemplo, f6sforos tintos naquelas
gﬁrea. Diremos as criangas para fazer dois conjuntos de f0s-
0ros:

Poderemos chami-los de;: I) conjunto A; IT) conjunto B.

O problema serd construir ainda um terceiro conjunto de

fﬁsfﬂr?s, que poderemos chamar de conjunto C, de tal forma
que néle haverd

a) tantos conjuntos B quantos fésforos azuis houver no
conjunto A,

b) tantos "npnstqs" ao conjunto B quantos fésforos ver-

melhos no conjunto A,

i :
. O “oposto” a ,illlﬂlr[uer conjunto de fésforos K deverian
onter o mesmo nimero de fésforos que o conjunto K, mas

113

tantos azuis quantos forem os vermelhos em K. ¢ tantos ver.
melhos quantos os azuis de K,

Tomemos, por excmplo,

CﬂnJuntD A U'ﬂnj”“tl_} B { r|'|'||_r;_|;|r1'|:,[) {-‘
aaavvvy aavwvvy aaavvvy
dAdVVVvy

VYyvianaa
yvyvaian
vvvaaada
vvvaang

Nmnn-nﬁmnm (o (.'ﬂl"lj‘ll!'l!'ﬂ A =" vermelho mais aque arnis”
Nome-nimero do conjunto B “2 vermelhos mais que azuis”

Nome-namero do conjunto C = “2 azuis mais que vermelhos”

() Equi‘y’:lh‘lltﬂ matematico do exereiein acima seria

“l vermelho mais que azuis” vézes “2 vermelhos mais que
"M o ()

azuis” = “2 azuis mais que vermelhos”

ou
“1 azul menos que vermelhos” vézes “2 azuis menos que
vermelhos” = ‘2 azuis mais que vermelhos”

on

(—1) X (—2) = (+2)

O jdgo acima, junto com outros semelhantes, estabelecerd
0 uso do erupo com dois elementos como o modo d» apresentar
a multiplicacio de escalares. As regras serio definidas como

@) multiplicando-se por um nimero positivo, 0 sinal
fiea inalterado, :

b) multiplicando-se por um niimero negativo, o sinal é
alterado

correspondendo ds funedes do elemento neutro ¢ do outro cle-
mento no grupo com dois elementos.
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Kssas regras podem ser expressas mais formalmente da
seguinte maneira;

mais vézes mais = mais, mais vézes menos = menos,
mMEeNnos veézes mais = menos, Menos vezes menos = mils

que sao, de fato, as regras de multiplicacio usnais,

Podemos, agora, tomar um vetor, representado, por exen-
plo, pelo seguinte conjunto de pecas:

[DG CQCD &] cujo vetor é (+ 2, — 3, 4 1),

em que os escalares descrevem as pecas coloridas, isto é, expres-
so integralmente como (2 brancos mais que prétos, 3 brancos
menos que prétos, 1 branco mais que préto), referindo-se o
primeiro escalar ao nimero de quadrados; o segundo, ao de
cirenlos; o terceiro, ao de tridngulos. (Quaisquer “opostos” du
mesma forma ji tendo sido suprimidos por nio interessarem
a0 nome do vetor.)

Se tivermos, agora, um conjunto de fésforos, representando
um escalar a ser usado como multiplicador do vetor acim:.
teremos estabelecido a situacio fisiea correspondente i multi-
plieacio de um vetor por um escalar. Podemos tomar, por
exemplo,

(3 fosforos aznis) como nosse conjunto de fésforos.

Podemos eonvencionar que as figuras brancas se referem
azul, e que as pretas se referem a pecas vermelhas, Usando o
azul para representar o neutro no grupo com dois elementos,
nosso conjunto de fésforos indicari a triplicaciio do ntimero
de pegas no conjunto que indica nosso vetor, com as edres deixa
das inalteradas, Obteremos o seguinte conjunto de peeas

{DDDDDD@@@O@GGGO&A&}

COMO nosso cnquntt)—pmdutu, isto €, 0 conjunto produzido pelo
conjunto-multiplicador, consistindo em trés fosforos azuis, ¢

ALGUMAS IDEIAS SOBRE A ALGEBRA LINEAR 115

pelo conjunto-multiplicando, consistindo em  (dois quadrados
azuis, trés cireulos vermelhos, um trifingulo azul) que repre-
sentava nosso vetor (+ 2, — 3 + 1), O vetor do conjunto-
-produto ¢ evidentemente (+ 6, — 9, + 3). Poderiamos cscre-
ver 4 multiplicaciio assim:

RO GRS = (- 6, — 0, + 3)

Conjuntos de fésforos vermelhos multiplicariam, da mesma
forma, o nimero de objetos de conjunto-multiplicando, mas
teriam o efeito de alterar todas as cores, A notacio matemética |
correspondente seria

D¢ continuarmos, para permitir partes fracionirias das |
formas, entio a correspondente desericiio matematica da situs |
¢10 serd o espaco vetorial, pois temos. acora.

I) adicio de vetores,
[T) multiplicacdo de vetores por escalares.

Ha virios eaminhos que podemos tomar a partir de agora.
Um poderia ser um aprofundamento da compreensio da estru-
tura recém-descrita, apresentando essa mesma estrutura em
uma quantidade de maneiras diferentes, numa tentativa de in-
duzir as eriancas a ligar as diferentes apresentacoes, auxilian-
do-as, dessa forma, a pereeber sua estrutura comum, isto é, a
do espaco vetorial, J4 mostramos como isso pode s r feito com
0 uso das diferentes interpretagies do grupo Klein, Podemos
pedir as eriancas para organizar “diciondrios” com as diver-
sas interpretacoes. No caso do grupo Klein, um désses “dicio-
nirios” poderia ser

FICAR<> COPIA
TABUAS <> MUDANGA DE COR
PERPENDICULAR <> MUDANCA DE FORM A
DIAGONAL <> MUDANGA DE COR E FORMA

Tal “dieionirio” traduzird as frases de uma interpretacao para
outra, A sentenca, por exemplo,

TABUAS . PERPENDICULAR = DIAGONAL

——_—L
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é traduzida para a frase

MUDANGA DE COR . MUDANCA DE FORMA = MUDANGA
DE COR E FORMA

que é a verdadeira frase. Um diciondrio é chamado de isomor-
fismo se traduz qualquer frase verdadeira de uma lingua em
uma frase verdadeira em outra lingua, e vice-versa. Tais iso-
morfismos esmificam as propriedades estruturais das repre-
sentacoes, mostrando as ligacOes reais que sao preservadas,
independentemente das representacies particulares usadas,

Uma estrutura matemaética nao ¢ mais que um conjunto de tais
conexocs Invariaveis,

E muito fieil fazer dieiondrios que estabeleceriio isomor-
fismos entre diferentes representacoes de

spacos  vetoriais.
Por exemplo, a representacio de

quadrados azuis, quadrades vermelhos, civculos azuis,
cireulos vermelhos

pode ser ligada a de

passos para Leste, para Oeste, para o Norte e para o Sul

pelo seguinte isomorfismo:

quadrados azuis<> passos para Leste quadrados vermelhos &

= passos para Oeste
e¢ireulos vermelhos &

= passos para o Sul

circulos azuis <> passos para o Norte

Qualquer outro dicionfirio que faca pares corresponderem
a pares serd um isomorfismo, isto é, traduziri frases verdadei-
ras sobre unido e separaciio de pilhas em frases verdadeiras
gﬁhre unido e separaciio de passeios, e vice-versa. So quisermos
mcorporar multiplicacies de vetores por escalares em nossas
frases, entiio, devem ser escolhidas direcies positivas e negati-
vas em nossa representagiio de passeios; os escalares serdio,
entiio, o numero de excesso de passos positivos sbhre o nega-
Gvo ou o de negativos sobre os positivos, Multiplicar por um
escalar positivo significard multiplicar o nfim-ro de passos do
passeio, mantgndn—ns na mesma direcdo anterior. Mul iplicar
Por um megativo seria multiplicar o ntmero de passos do pas-
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seio, mas, entao, cada passo seria substituido na multiplicacdo
pelo miltiplo encontrado, mas como espécies opostas de passos,
No isomorfismo, seri necessirio declarar que os csealares po-
sitivos em uma representacio devem ser traduzidos por esca-
lares positivos na outra, e os negalivos, por negativos. Se isso
nido for feito, algumas multiplicacies poderio ser traduzidas
por multiplicacoes inveridieas na outra represintacio, ¢ o di-
eiondrio ndo seria um isomorfismo.

Alternativamente, podemos iniciar com o estudo dasg ma-
trizes. Isso pode ser realizado eom a construciio de miqui-
nas de papel que executariao as transformacoes de velor s em

outros. Uma dessas miquinas pode ser parecida com a mostrada
no diagrama a seguir;

L O — [ s na resultante
O — (Os na resultante

inicigl =——p

A maquina funciona da seguinte maneira. Devemos escolher
um conjunto inicial, por exemplo (3 quadrados azuis, 2 eirceulos
vermelhos), Devemos, entdo, ter disponivel um suprimento
de fdsforos azuis e vermelhos para representar os escalares.
Em cada quadrado da miquina devemos por tantos fésforos
quantos quadrados hi no conjunto inicial ¢ da misma cbr.
Em cada eireculo da miquina devemos por tantos fésforos
quantos cireulos hi na miaquina e da mesma eor. Isso signifi-
ca que na primeira fila da miquina teremos 6 fésforos azuis e
2 vermelhos, 0 que, na escala vermelho-azul, é medido pelo
escalar “4 azuis mais que vermelhos”. Devemos combinar que
a primeira fila da miquina produz quadradoes para o conjunto
resultante e sabemos, agora, que haveri quatro quadrados
azuis no conjunto resultante. Na segunda filn ha 3 fésforos
azuis e dois vermelhos, o que, na eseala azul-vermelho, & me-
dido pelo escalar “1 azul mais que vermelhos’; se combinamos

que a segunda fila produz eirculos para o conjunto resultante,
éste terd 1 circulo azul. Assim,

o conjunto inicial (3 guadrados azuis, 2

. 2 circulos vermelhos)

é transformado em

o conjunto resultante (4 quadrados azuis, 1 circulo azul).
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Podemos agora aercseentar que a moldura desenhadn
para representar as partes da miquina deve ter sido desenha-
da em azul. Se, porém, qualquer moldura na maquina for de-
senhada em vermelho, entdo o mesmo nfimero de f6sforos ainda
deve ser pdsto em tal moldura que o niimero de peeas dessa
forma no conjunto inicial, mas éles devem ser da eér oposta i
das pecas a que correspondem os fésforos no conjunto inieial.
Em outras palavras, estamos mantendo a convenciio de que

azul € a edr que mantém as edres inalteradas,
vermelho é a edér que altera as cores,

Por exemplo, se 0o quadrado na segunda fila da maquina foi
desenhado em vermelho, entdo, em vez de 3 fésforos azuis, serio
postos 3 vermelhos néle. Se o circulo for vermelho, em lugar
de 2 fésforos vermelhos, poremos 2 azuis.

E interessante considerar o efeito de reversio da mi-
quina. Quando foér dado o conjunto resultante, qual é a reers
para determinar o inicial? & possivel construir uma miquina
semelhante, que produzira 3 quadrados azuis e 2 efreulos ver-
melhos como resultante quando se colocar nela 4 quadrados
azuis e 1 eirculo vermelho como conjunto inicial? A resposta
é sim, e a miquina é:

@ — 5 na resullanta
E;EE Q O — OE. na resultanta
L

Esss miquina desfaz tudo que a outra féz, e vice-versa.
Cada mma & portaate, o inverso da outra,

NI —

Correspondendo & transiormacio de conjuntos iniciais em
resultantes por tais miguinas de papel, falamos da mudanea
de vetores iniciais em yetores resultantes pelas matrizes. Uma
matriz é o artificio matemitico que transforma um vetor em
outro, na forma linecar acima, Fxistem manuais de professo-
res e cartbes de alunos para eriar #ituacies que auxiliem a es-
pécie de aprendizado deserits aqui (ver Positive and negative

numbers through vectors and matrices for elem
vee 2 entary school
children, 7. P, Dienes, 0.C.D.L,, Paris). :
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Outro caminho ainda possivel serin definir a multiplica-
cao diretamente em um espaco vetorial multidimensional, de-
cidindo por uma “tabuada de multiplicacio” para os vetores
unitirios, e postulando a lei distributiva de multiplicacio em
relagio & adieiio e subtraciio. A representacio fisica de tal
processo matemitico seria algo eomo o que segue,

Tomemos alguns quadrados e efreulos azuis ou vermelhos
e fagamos um conjunto A ¢ um conjunto B com éles, como
anteriormente. Depois, facamos um econjunto € de acérdo
com as seguintes regras

1) No conjunto C devera haver tantos conjuntos B quan-
tos quaudrados azuis existirem no conjunto A,

2) No conjunto C deveri haver, além disso, tantos con-
Juntos como o B, com as ecores alteradas, mas as moes-
mas formas, quantos quadrados vermelhos existirem
no conjunto A.

3) Também no econjunto ¢ deve haver tantos conjuntos
como o B, mas com as formas alteradas e as mesmas
cores, quantos quadrados azuis houver no conjunto A.

4) Iinalmente, deve haver no conjunto ' tantos eonjun-
tos como o B, mas com formas e cores alteradas.
quantos circulos azuis houver no eonjunto A,

Tomamos o conjunto A como multiplicador: o B eomo
multiplicando e o C como produto. Esti elaro que se coloear-
mos apenas um quadrade azul no conjunto multiplicador, o
produto terd as mesmas espéeies de pecas que o multiplicando
@ 0 mesmo niumero, O quadrado azul corresponde ao elemento
neutro no grupo. Da mesma forma, se colocarmos apenas um
quadrado vermelho no multiplicador, entio, para passar do
conjunto multiplicando para o produte, teremos de mudar a
cor de cada peca, mas manter igual a forma. Tdénticamente,
atribuimos ao eirculo azul a transformacio de formas, sem
mudanca de ¢dr, ¢ ao eirculo vermelho, a transformacio gue
altera tanto a forma quanto a edr. Como Ji vimos, superpondo
cssas transformacies uma a outra produzimos a estrutura co-
nheeida como grupo Klein,

Ag regras de multiplicacio acima referidas nao sio, de
modo algum, as tUnicas possivels, Na verdade, a escolha 6,
tedricamente, bem arbitriria, e as eriancas poderao divertir-se
construindo as mais estranhas estruturas apenas pensando em

s
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esquisitas regras de multiplicagio. £ verdade que leis ta?n como
as de associatividade, comutatividade etc. logo serilo jogadas
fora, se ndo formos cuidadosos. Na realidade, as ]t}ir-: aeima
nio sio as mais costumeiras. As apresentadas a seguir consti-

tuem uma estrutura matemdtica usual, imposta a um cspago
vetorial bidimensional:

quadrado azul como conjunto multiplicador; nao muda nada,
elemento neutro;

quadrado vermelho como conjunto multiplicador: muda a cor,
mas nao a forma;

cireulo azul como conjunto multiplicador: muda a forma, mas
nio a cor, quando alterando do quadrado para o
cireulo; muda forma e cor quando mudando do
circulo para o quadrado;

circulo vermelho como conjunto multiplicador: muda a for-
ma. mas nao a cor, quando alterando do circulo
para o quadrado; muda forma e cor quando alte-
rando de quadrado para cireulo.

Um espaco vetorial a que se Impoe a estrutura de mul-
tiplicagao acima € conheeido como 0 campo de 7uUmMeEros com-
plezos, ou de Algebra compleza. Pode-se ver, facilmente, que
a estrutura-regra personificada nas regras

T Giro total

M Meio giro (isto &, dois dngulos retos)

P Giro de um angulo reto no sentido dos ponteiros
do relogio

C Giro de um ingulo reto no sentido contririo ao
dos ponteires do relégio

] & e & -
é a mesma personificada anteriormente nas transformacoes de
eor e forma. Deixa-se ao leitor verificar que os dois dicionarios

guadrado azul < T, quadrado vermelho <= M,

circulo azul < P, eirculo vermelho <= C,

quadrado azul <= T,

cireulo azul <= C,

quadrado vermelho <> M,

¢ireulo vermelho <= P

8a0 isomorfismos entre as duas representacoes.
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V(ELO:ES h?d'l[l‘u-llﬁlﬂll:‘l;t‘.-i sd0 normalmente  representados
DHURS A P ATentos am: um p]m'“: tals como passeios cm (ue

demos passos para Lieste, Oes $hes . i (
rar l'll'lll} d 'qlm:-: lﬁIHh’ Oeste, Norte e Sul. 3 usual conside-
7 1) eslocamento unitario para Leste como o operador
neutro T; para Oeste, como o operador M. Os deslocamentos
para o Norte ¢ para o Sul, respectivamente, podem ser toma-
{Iflﬂ como giros C e P. De aeirdo com €S8OS conveneoes 'F?Hrth*
I'l{lﬂ'lﬂﬂ, p[l]’“r-_'(i_‘ﬂ'l['.llﬂ_ tor as F"'“f-.’“i.]'ltl‘ﬂ tI'il'-ll‘{i‘f}['].'“;“-."“-;i 1 “E]aq-
seios” por “passeios unitirios” . .

£ L, a
—r vezes *=F = —
- ;
— vezes ¥l : =
- 'l -
t vezes > = ‘_T
b
] n v
Lo VEZES —Fr—> = g

: Os vetores unitirios correspondentes a ésses “passeios uni-
tarios” poderiam ser indicados por e, — e, i, — i, rispeetiva-
mente, de modo que o “passeio multiplicando” poderia ter
como vetor 2e + 1, As transformacoes de passcio acima pode-
riam ser simbolizadas como

ﬂ,l:'_rE'l-i}:“l—'-—i. = — g . (2 A )

=t

i’l {I:Et"_!'_i.} — _"'{:'!" qi — -—'-i N (.‘} J 1 Se—

21, = 2¢ + i), = ¢ — 2i

8¢ {11115’5”'-‘;-"""“'”"5 expressar como os vetores correspondentes fo-
ram transformados. Pode-se verificar que ¢ nada mais € que o
resumo do vetor (+ 1,0); — ¢,0do (— 1,0);i,0do (0, + 1),
g= 1 o0 do (0, — 1).

Nio se pode dizer que uma grande quantidade de material
esti disponivel para a téenica de ensinar tais estruturas ma
temiticas e escalares. A relativa facilidade que tiveram as
erianeas submetidas ao Projeto Matematico Adelaide, e outros
nos Estados Unidos, para aprender ¢sse tipo de Matemditica
6, porém, encorajadora. As criancas em questio atingiram uma
compreensio bastante profunda das estruturas subjacentes,
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por meio dos virios exereieios de abstracio pelos quais foram
conduzidas; adquiriram, também, alguma técnica em mancjar
vetores, matrizes e nimeros complexos, antes de completar 12
anos. A pesquisa, tanto sdbre os processos psicolégicos de
aprendizado como sébre os problemas priticos de transmitir
tais ferramentas matematicas de alto poder a erian¢as do
curso primirio, estd continuando niio s6 em Adelaide como
em varios eentros de diferentes partes do mundo, muitos déles
filiados a0 International Study Group for Mathematics Lear-
ning (ISGML). Professores interessados ou quaisquer outras
pessoas sio conclamados a aguardar as publicacies dos resul-
tados em revistas como Arithmetic Teacher, Mathematics Tea-
cher e o Bulletin da TSGML.

As situagoes de aprendizado aqui esquematizadas sio ba-
seadas nos prineipios de variabilidade perceptiva e de varia-
bilidade matemdtica, A variacio perceptiva é garantida pelo
fornecimento de uma quantidade de “personificacoes” do es-
paco vetorial e da idéia de grupo. Os vetores foram represen-
tados por meio de pilhas de objetos, passeios, louea e talhe-
res colocados na mesa e assim por diante. Os grupos matemé-
ticos o foram pelas transformacdes de mudanea de eor e forma.
movimentos ao longo dos lados e diagonais de quadrados, ro-
tagoes em angulos retos (um, dois ou quatro), e assim pol
diante, A variacio matemitica foi obtida alterando-se tanto
quanto possivel as varidveis matemiticas em pauta. No easo
dos espacos vetoriais, a apresentacio simultinea de vérias
dimensbes, em vez do habitual tratamento da “linha numérica”.
garante que uma generalidade maior seja observada pels
erianea do que se se levasse muito tempo com uma dimensio,
A apresentacio de grupos foi feita dando-se exemplos de grupos
com pelo menos quatro elementos. Tsso garante que o grupo
com dois elementos, utilizado para a apresentacio da multipli-
Ca¢do POT nimeros positivos e neantivos (eseals res), seja apre-
ciado como parte de um esquema mais geral de estruturas

matematicas, tornando assim essa simples cstrutura mais sig-
nificativa.

. A superposiciio de grupos em espacos vetoriais permite a
criacio de estruturas conheeidas como filgebras. A verdadeira
illg‘EbI‘a é “eriada” pela ﬁun{:rpnsi{;:‘iu do orupo eom dois ele-
mentqs 4 um espaco vetorial unidimensional, Da mesma forma
é' uF]nﬂI]a!' a flgebra complexa, pela superposicio do grupo
::gl:i;;r: nlq.;atm elementos (isto 6, a_um‘-lr: I_]ﬂxﬂnr!r: em giros
= 14 4 0) em N espaco vetorial bidimensional. Para

NSCguIr tals construcdes, & necessirio fazer uma sintese de

e ———
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duas estruturas diferentes, isto & de nm espaco vetorial e de
um grupo. £ um tipo de processo de aprendizagem bastante
novo, mas ainda ¢ construtivo e, portanto, deveria ser fieil-
mente acessivel A8 eriancas da escola primaria, contanto que
o prineipio dinimico seja aplieado a estruturas ja abstratas,
Por isso é tao importante que se permita s crianeas, literal-
mente, “brinear” com essas estruturas, fazendo conjuntos de
regras para ver se obedecem as exigiéneins dos grupos matema-
ticos e fazendo dlgebras para ver se obedecem s condicoes de
comutatividade, associatividade, distributividade ete. ou mesmo
a outras imaginadas pelas proprias eriancas. Passando a ficar
4 vontade no laboratério de Matemitica, podem, entio, comecar
a adquirir habilidade em reunir estruturas eada vez mais re-
finadas. Mas, depois de feitas as construeoes, ¢ importante re-
lembrar que uma fase de pritica serd neeessiria, durante a
qual siio usadas as novas estruturas em todas as espéeies de
situacoes,

Pode-se até sugerir que o prineipio da variabilidade seja
cstendido até ds proprias estruturas, Sugerin-se, por exenm-
plo, que dois diferentes grupos de quatro elementos rm-:‘ﬂ{'lﬂ
apresentados; apenas um déles serd usado ;1.—11‘:1J::;-un_dmjr i
Algebra complexa. Serfd interessante ver que espeeie t_1r~ ul:_‘tv-
bra é construida quando se usa o grupo Klein como _mﬁvrl-.!q:
em nosso espaco vetorial bidimensional. Se isso for feito, sera
possivel, por exemplo, encontrar pares de vetores (nenhum
déles sendo o vetor zero) tais que o produto dos vetores exis-
tentes no par & o vetor zero, Agora isso ¢ impossivel na dl-
cochra complexa, Se

A vézes B = 0 implica A=0 o1l B=0

torna-se, entdo, uma questdo viva, respondida pela HriT'lr“l“i”
na ﬂ]ﬁ!ﬁht‘ﬂ 1‘I'III‘I'|“II~'K:L mas ni Tlt'E','“l!h':i ]n-lrrr:':bfvl'-l‘:\ haseadn
no grupo Klein, O contraste é um fendmeno importante, e de-
veriamos usi-lo sceuidamente do que fazemos nas situacies d

II.|I
aprendizagem que €riamos pari NOssas criancas.

[issns teorins sio mais amplamente tratadas em Tlhf- poner n;r
mathomatics o An experimental study of mathematice learning de Z. P.
Dienes.




	IMG_2015_09_16_13_42_44_047
	IMG_2015_09_16_13_42_54_903
	IMG_2015_09_16_13_43_03_561
	IMG_2015_09_16_13_43_11_858
	IMG_2015_09_16_13_43_20_694
	IMG_2015_09_16_13_43_34_088
	IMG_2015_09_16_13_43_42_303
	IMG_2015_09_16_13_43_58_720
	IMG_2015_09_16_13_44_15_292
	IMG_2015_09_16_13_44_24_590
	IMG_2015_09_16_13_44_34_934
	IMG_2015_09_16_13_44_47_419
	IMG_2015_09_16_13_45_37_036
	IMG_2015_09_16_13_45_44_450
	IMG_2015_09_16_13_45_52_660
	IMG_2015_09_16_13_46_00_691
	IMG_2015_09_16_13_46_12_514
	IMG_2015_09_16_13_46_31_486
	IMG_2015_09_16_13_46_41_221
	IMG_2015_09_16_13_46_52_589
	IMG_2015_09_16_13_47_00_317
	IMG_2015_09_16_13_47_07_381
	IMG_2015_09_16_13_47_24_256
	IMG_2015_09_16_13_47_30_606
	IMG_2015_09_16_13_47_37_745
	IMG_2015_09_16_13_47_50_146
	IMG_2015_09_16_13_47_56_853
	IMG_2015_09_16_13_48_04_865
	IMG_2015_09_16_13_48_16_647
	IMG_2015_09_16_13_48_24_501
	IMG_2015_09_16_13_48_35_342
	IMG_2015_09_16_13_48_43_123
	IMG_2015_09_16_13_48_50_861
	IMG_2015_09_16_13_49_09_539
	IMG_2015_09_16_13_49_16_589
	IMG_2015_09_16_13_49_24_003
	IMG_2015_09_16_13_49_32_675
	IMG_2015_09_16_13_49_39_674
	IMG_2015_09_16_13_50_06_256
	IMG_2015_09_16_13_50_22_925
	IMG_2015_09_16_13_50_41_925
	IMG_2015_09_16_13_50_48_679
	IMG_2015_09_16_13_50_54_543
	IMG_2015_09_16_13_51_01_202
	IMG_2015_09_16_13_51_07_334
	IMG_2015_09_16_13_51_14_772
	IMG_2015_09_16_13_51_22_087
	IMG_2015_09_16_13_51_30_234
	IMG_2015_09_16_13_51_38_827
	IMG_2015_09_16_13_51_47_714
	IMG_2015_09_16_13_51_55_504
	IMG_2015_09_16_13_53_30_875
	IMG_2015_09_16_13_53_37_519
	IMG_2015_09_16_13_53_46_616
	IMG_2015_09_16_13_53_58_399
	IMG_2015_09_16_13_54_09_853
	IMG_2015_09_16_13_54_17_374
	IMG_2015_09_16_13_54_26_412
	IMG_2015_09_16_13_54_33_551
	IMG_2015_09_16_13_54_42_457
	IMG_2015_09_16_13_54_49_321
	IMG_2015_09_16_13_54_57_300
	IMG_2015_09_16_13_55_05_274
	IMG_2015_09_16_13_55_12_485
	IMG_2015_09_16_13_55_21_358
	IMG_2015_09_16_13_55_32_331
	IMG_2015_09_16_13_55_41_430
	IMG_2015_09_16_13_55_51_631
	IMG_2015_09_16_13_55_59_413
	IMG_2015_09_16_13_56_08_768
	IMG_2015_09_16_13_56_15_562
	IMG_2015_09_16_13_56_23_552
	IMG_2015_09_16_13_56_30_407
	IMG_2015_09_16_13_56_51_394
	IMG_2015_09_16_13_56_59_079
	IMG_2015_09_16_13_57_05_501
	IMG_2015_09_16_13_57_12_060
	IMG_2015_09_16_13_57_19_159
	IMG_2015_09_16_13_58_12_181
	IMG_2015_09_16_13_58_19_899
	IMG_2015_09_16_13_58_26_744
	IMG_2015_09_16_13_58_33_874
	IMG_2015_09_16_13_58_40_899
	IMG_2015_09_16_13_58_48_098
	IMG_2015_09_16_13_59_01_517
	IMG_2015_09_16_13_59_08_503
	IMG_2015_09_16_13_59_19_053
	IMG_2015_09_16_13_59_27_300
	IMG_2015_09_16_13_59_43_133
	IMG_2015_09_16_13_59_59_843
	IMG_2015_09_16_14_00_08_423
	IMG_2015_09_16_14_00_15_427
	IMG_2015_09_16_14_00_21_131
	IMG_2015_09_16_14_00_28_042
	IMG_2015_09_16_14_00_33_979
	IMG_2015_09_16_14_00_44_240
	IMG_2015_09_16_14_00_52_096
	IMG_2015_09_16_14_01_00_322
	IMG_2015_09_16_14_01_07_505
	IMG_2015_09_16_14_01_16_513
	IMG_2015_09_16_14_01_30_472

