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Definicdes

Chama-se VOLUME toda porcio limutada do
€5pago. _

Chama-se ESPACO o meio em que se move a térra
e todos os outros astros.

O que separa o volume do resto do espaco ¢
uma SUPERFICIE.

Quando duas superficies se encontram. sua parte
commum € uma LINHA.

Ouando duas linhas se encontram. sua parte
commum € um PONTO.

Os volumes, superficies e linhas. chamam-se
FIGURAS.

A geometria é a sciencia da extensio: ¢ a
sciencia que tem por objecto o estudo das proprie-
dades das figuras. e por fim especial a medida da
sua extensao.

Diz-se que duas figuras sio IGUAES. quando co-
incidem em toda sua extensio.

Duas figuras sdo SEMELHANTES. quando tém a
mesma forma, sem terem as mesmas dimensoes.

Por menor que szja um corpo, elle extende-se
em todos os sentidos: consideram-se habitualmente
tres dimensoes : COMPRIMENTO. LARGURA € ALTURA.
chamada, as vezes, ESPESSURA ou PROFUNDIDADE.

O VOLUME ¢ a extensio considerada sob tres di-
mensoes. '

A SUPERFICIE ¢ a extensio considerada sob duas
dimensdes. X

A LINHA ¢ uma extensio considerada sob uma so

dimensio. . _ : 3
A mais simples das linhas é a LINHA RECTA, ("}

-} Segundo o Dr. Friedrich Reidt, professor do Gym-
nasio Eig < Hgnmm s, a linha recta ndo péde ser definida. Da
idéa de « direcgio » segue-se a de linha recta.




ol
rta distancia entre

Hedade é ser a mals o

tos.
ponto : iﬁrﬁo:ﬁ cg pode tragar umd linha
Pe um '

tendo dois pnntus communs,

| 5 extensao. .
e tﬂliﬂ-H:; QUEBRADA Ou POLYGONAL, & li-

nha formada por varias linhas rectas, € LINHA CURVA, a

da.
nem recta nem quebra
i nfi?a;bem podemos considerar & linha curva como

lygonal
limite para o qual tende uma linha po
in;i; unumern I;llﬁmtszn'tt grande de lados infinita-

mente pequenos.

(Chama-se SUPERFICIE PLANA o1l PLANO, toda super-
ficie sobre a qual, sendo tomados dcis ‘pontos arbitra-

rios, a linha recta, que une estes dois pnnius, se acha

inteiramente contida,

Uma superficie POLYEDRICA ou QUEBRADA ¢ uma
superficie formada por varios p]:mns differentes.

Uma superficie, que nio é nem plana nem po-
Iyedrica, é uma SUPERFICIE CURVA.

Tambem podemcs considerar a superficie curva
como sendo o limite de uma cuperficie polyedrica de

um numero mﬁmtament z
i i e granﬂe de faces infinita
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Assim, as duas rectas AB '@AC formam um
angulo tendo seu vertice em A.

- Um angulo se des:gnayﬂa l-tmm re.rhne, ﬂ'll'
por tres letras., tende o cnidado de collocar a
letra do vertice no meio. Logo, dir-se-ha o angulo A,
~ou o angulo BAC.

Esta ultimh deunmmam deve ser ngcessum-
mente empregada, se existem dois oul mais anguloes
tendo seu vertice no mesmo pdntu .

O tamanho de um angalo niio d.-.:pende do compri-
mento dos seus lados, que se deve suppor prolongados
infinitamente, mas sim do seu afastamento.

~ Quando dois angulos tém um vertice commum
e um lado commum intermediario, diz-S€ que S&o
ADJACENTES ; taes sio os angalos ABC, CBD.

C D
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&

Uma linha recta AB é PERPENDICULAR sobre uma
outra recta CD, quando forma com esta dois angulos
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Um angulo mexnor do que um angulo recto ¢ um
ANGULO AGUDO ; um angulo maior do que um angulo
recto ¢ um ANGULO OBTUSO.

Dois angulos si0 COMPLEMENTARES, quando sua
somma vale um rtecto, € SUPPLEMENTARES, quando
sna somma vale dois rectos.

Chamam-se PARALLELAS duas rectas que, situadas
no mesmo plano, nio se encontram por mais que Sse
as prolongue. :

Chamam-se¢ ANGULOS OPPOSTOS PELO VERTICE,
dois angulos taes que os lados de um delles estejam
no prolongamento dos lados do outro.

A BISSECTRIZ (bis, secare) de um angulo, é a recta
que, pi{!‘.sandu pelo vertice, divide o angulo ao meio.
ln hwsL:I: éf“‘;ﬂ plana, limitada de todos os lados por

o y © Um POLYGONO ; o conjuncto dessas li-
nhas ¢ 0 PERIMETRO d:u polygono.

Um pﬂl‘q‘ no ¢ CONV ' - .

JEY EXO quando

cortado por nenhuma recta 1 nio pode ser
Tambem chamamos
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‘questdes que pretendemos resolver.

S

0 RECTANGULO, que tem seus angulos rectos, sem
ter os lados iguaes: &

0 PARAILEL{:IH_RAHHO, cujos lados me ip |

parallelos ;
0 LOSANGO, que tem seus lados ignaes, sem ter
05 angulos rectos ;

0 TRAPEZ10, em que dois lados, somente, sio pa-
rallelos.

Chama-se DIAGONAL de um polygono a linha recta
que une os vertices de dois angulos deste polygono
nio adjacentes ao mesmo lado.

AXIOMA ¢ uma verdade evidente por si mesma.

THEOREMA ¢ uma veidade que precisa de uma
explicagiao, de um raciocinio, queé chamamos DEMONS-
TRACAO.

COROLLARIO ¢ uma consequenciade um theorema.

O enunciado de um theorema compoe-se de duas
partes:

a HYPOTHESE Ou Supposigio, € 2 CONCLUSAO ou
THESE.

Trocando, no enunciado de um theorema, a hy-
pothese pela conclusio, e a conclusiao pela hypo-

these, forma-se a RECIPROCA do primeiro theorema.

A reciproca nem sempre ¢ verdadeira : por exem-
plo, todos os angulos rectos sio iguaes, mas nem
todos os angulos iguaes sao rectos. o

Designa-se sob 0 nome commum de PROPOSICOES
aos theoremas e tambem a0S PROBLEMAS, isto &, as

ICRRE S o i
=

______
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Perpendiculares € ﬂb‘liquas

+hanrama {.— D'um ponto O tomado sobre uma

recta AB, podemos tragar uma pﬂpnﬂdmular e
uma so.

A

: Tracemos pelo ponto O yma recta OC qual uer,
azendo com AB dois angulos des:guaes, e seja AOC
O menor destes dois angulos,

S¢ fasemos girar 4 recta OC em tog
0 a té que TEII]:H‘. a N g - m q;:nu ﬂ.ﬂ o
momento em ue P'P]-{EET-EE "D:h'I-'-E GB‘ ha"-"'erﬁ. um

0 angulo AOC seri major do que o
::“;‘:ﬂ‘:%i k- o A1 o0 OD i ‘3’*’*"
serd, PQ{I P Ji r J-",'. =:"'. m s U@b

ﬂutr : "L!”"' |
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: .Ptlﬂiﬁ G caia em C: com. j{g .:}I :
recta s6 se pode tmm 4 er .ﬁ*’ <5t
recta, GH tomars a dlrecqaa CD e os AR

BCD coiucidlran. | [
Theorema 2. Qﬂnudu uma rec‘l:aﬂﬂ' Har

uma outra AB, aquella férma com esta dois aﬁﬁ 2 :
adjacentes, CGA e COB, e

supplementares. _
Tracemos a perpendicalar OD sobre AB. O an.

gulo BOC vale um recto, mais o angale DOC ; logo os

- D ,_
gl R
~ c B $ o
augulos BOC e COA valem juntos um angulo recto
mais a somma dos angalos DOC e COA T

Ora, esta ultima somma ¢ 1gaal ao a

DOA : logo, a somma dos augulus BGC EQGA
a dois rectos. | _. T

1 e i e

u_i‘;_._' um o {:iil'_t-[i'l ;_E-ri:l O de uma

1Tt l:'r.-ﬁr';g_:..:.:l'h-ﬁ}[_._-f.'._”_rl l'|F'IJ" 3 L. D
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‘ ulo DCB, somma dos angulos
Cant el plemento do angulo ACD.

DCE, ECF e FCB, ¢ o su
s angulos adjacen-

_ (ygando doi
Reciprocamente i seus lados exte-

tes ABC e CBD sio supplementares,
riores estio em linha recta
ABC 4+ CBD==2 rectos.

Se BD nio estivesse no prolon
¢ fosse BE esse prolongamento: teriamos
ABC =~ CBE = 2 rectos.

gamento de AB,

logo,
ABC -- CBD — ABC + CBE
o, supprimindo o termo commum ABC, fica
CBD —= CBE

L' precico, pois, que BD coincida com BE para

que esta igualdade persista.

|||||
1

.#*'Hh-‘*ﬂ-lqa.‘. P i

et e ] S =£ LR M_JFFFII‘LE;:_E s_,ﬁ'ﬂ,sh .
as suas bissectrizes sio ortho g‘dﬂ:teg‘f‘;"ﬁ*{ R

s
o L

lementares,

By h R

2mil2n=2r

m —+— n = 1 recto
logo, KBV =1 recto.
Theorema 3.—0s angulos oppostos pelo vertice

Sdo iguaes.
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linha polygonal convexa €
Theer 4 hnE:n :nrulre :II;E qae tenhu as mes-

jor do qae 2,
:::s ﬂtf!ﬂlldﬂdﬂi do que a prime

A

Sejaalinha polygonal ABCD,e uma outra, AEFD,
. - tambem polygonal, porém, envolvendo a primeira.
Sejam A e D as extremidades communs. Prolon-
guemos AB até K, e BC até V,

Temos
AB4BK - AE+EK
BC+CVLBK+KF+FV
Cp < GV-[-—\FD

§ -._'ﬂE uma: !.'Et:f*afﬁﬁﬁ(tﬂdi"ff Lt

o '; e

el e, 2{ e n me1o de A.B,
R Pttt T | R pendlcﬁl'ar em K, Un 00p
RSN ¥ ' “\'" "V a0 ponto Aean gaﬂff“ Y

‘Considerando a pa.rte?:— Bﬂn
figura, fazendo-n'a girar em om&"
| de VK como eixo. os angulos em

K sendo iguaes, KB tomara a direcgio K A, €, como
' por hypothese E'.B KA, o ponto B calura. em A:

logo, V B coincidira com VA

Se tomassemos o ponto V |

fora da perpendicular, as dis- \/

tancias VB e V A seriam des- |

iguaes.
O ponto V estando fora da
perpendicular, uma das suas
' distancias as extremidades A
e B, cortard a perpendicular.
No caso da figura ¢ V A que
corta a perpendicular. Ji de-
monstramos que o ponto K si- |
tuado sobre a perpendicular %
distava igualmente de A e de !

- - -
I..I

Theorema 6.~ D’'um ponto tc

]i"'L I ii
“".?'- -pev- 5
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{ esta
ecta podemos tragaf uma perp:ndu:uiar sobre :
r r

recta, € uma 54,

. um ponto K fora da recta
ﬁgf"]rra;nl::ma obliqua qﬂﬂlqﬂﬂr
K A. fazendo com A B um an-
gulo m ; do ponto A. trago, para
baixo de A B, a recta AV , que
forme com A Bum angulo icual
a0 angalo m. Tomo A V igual a
5B AK; uno K'V. :

A Dizo que KV ¢ perpandic ular
sobre A B.

Fazendo girar a porgao AOK
da ficura,em torno de A B como
eixo. os angulos em A sendo
iguaes. A K tomara a direcgio

AV.ecomo AK—- AV, o ponto K cahira em V.
Como nessa giragio o ponto O estava no eixo, O K f
veio coincidir com OV, ngu os angulos K OAe |
: VO A sio iguaes: O A é perpendicular sobre KV, e |
tambem KV ¢ perpendicular sobre A B. |
Digo que KV &a unica perpendicular que se |

POssa :Irnr,::r o ponto K sobre A B.

. ¢ KA fosse perpendicular, os angulos em m
::Mm rectos.e KAO e OAV seriam angulos adja-
entes supplementares, teriam. pois. seus 1 d te-
riores em linha rects, QOra, if i Sk L
- Ura, ji tragamos K V, linha

rectade K a V: ¢ indi :
incida com K O Vf mdﬁpﬂgm-ﬂ’ pois, que K AV co-

Logo, a recta K A
perpendicular sobre

X

USRS [ R L | R

Y

+ QUE& suppomos fosse tamb
Agt mﬂﬁﬁ com KO, Ve

5 ; B » 1
el i~
P
ol
e

-

wo fora de uma

i & va .
- e VedlladsS 5‘
s L 3§ -
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1°) Seja KO a perpendiculare K A a obliqua.
Vou demonstrar que KO é menor do que KA. Tomo
X 0 meio de O A; deste meio,
- V., trago a perpendicular
V P ja sabemos que

P - PA=PO
mas KO<KP--PO
ou KO<KP-LPA

ou . KO<KA
o v A
2°) Sejam KA e KB duas K
obliquas taes que OA — OB. Ja
sabemos que KA — KB, pois. o
ponto K pertence & perpendicular

no meio de A B. >
39) Sejam KA e KB duas
obliquas que se afastam desigual- ‘
mente do pé da perpendicular. g ° B
Tomemos o meic Y,
K de A B; deste ponto trace-
mos VP . -
J4 sabemos que PA—PB.
Ora,

KA<KP-+PA
KA<KP+PB
KA <KB

As obliquas iguaes for- e
mam angulosiguaes com &

0 A Vi Amaiscurtalinhnqgt_ § e *

2 | | Cta; &8 PETS e e

e possa  tracar de um, poniD3 RS ES b s o
;engit:uiar a esta recta. D'um ,Pnn{“ a__:im_a._ ms& Bt o
e Dbdem tragar duasobliquas iguses.

S e A 0
R L L -l TR &
B AT 1 T
, s : s
. 3 L

Pl iy = i) -_F"ji" R
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& _ vt Sl A BY & niénor do que a somma " o .
: " Illilfifi l.! daati iy = ¥ 2 T I
/ e - . lados do triilﬂ}.."f-ﬂ"’- 3 rlangu os
b ¥ dos dois OUITOS ldL : : -
f : k

Um triangulo é uma figura plana limitada por
tres rectas; e o inais cimples dos polygonos. '
: Num triangalo devemos considerar seis elemen-
G p tos: tres angalos e tres lados.
l_{lhamzl-se MEDIANA 4 recta que une um vertice de
um triangalo 20 meio do lado opposto. Em todo trian-
gulo ha tres medianas.
. ALTURA de um triangulo & a perpendicular tra-
Gada de um vertice scbre o lado opposto. (Péde acon-
tecer que a altura caia no prolongamento do lado *

iy 'a‘_-f. B B
3 A

o R A

Seja o ponto K no interior do triangulo A BC :

prolongo A K ate V. j opposto.) Em todo triangalo ha tres alturas.
A VA ALY | ; Ja vimos O que ¢ PISSECTRIZ. O triangulo, tendo
KB<KV4 VB : tres :m_g;::tr;s. tera tres blﬁ_;ﬂﬂlﬂzts.
/ _ ) Ainda podemos indicar uma linha interessante -
1 Sommando. femos : ; L i SYMEDIANA, symetrica da median2 .em relacio
i AV +KB ACH+CVLKV4LVE _ | a biss_ectriz. Depois de havermos estudado a circum-
| AR+ KVL Ra R A 2 | ferencia daremos a construcgio da symediana.
Eo 1 Tl S S AC+CVLKVL VB | Em todo triangulo ha tres symedianas: ellas se
i} Suppriindo o termo commum K V, vem - '. cortam num mesmo ponto, chamado PONTO DE LEMOINE,
AK+ KB ACLCVu VE ; € representa-se ha bltLEnIHIEﬂte pela letra K. Dir-se-ha,
! O Rz " | pois, ponto de Lemoine, ou ponto K.
e 4 : As perpendiculares tragadas pelos meios dos li-
kg;_: D'um mod nFKB<ACCH d:ﬁ rIeDum triangulo <30 as tres MEDIATRIZES do trian-
A 0 analogo.de ! : gulo. Demon-traremos, em momento opportano, que
*“}f ::::g 1'1; :: E:: in“;; g:mmm?:: :11:: g E:g: : ‘ e.1115 Se cgr:am u,tm} m eslm;:j ponto (o centro do circulo
TROUO eavolvendo o primeis | circumscripto ao triangulo).
. - . 0. : =%
.

Theorema 9.—Cada lado de um triangulo ¢ me-
; _ nor do que a somma dos dois outros e maior do que a
AL ' sua differenca.

;
8
i

Seja o triangulo -
ABC.Convencionaremos ,
chamar os lados oppos- | R
" to3 303 ﬂngu]ug A.Be c ST .__.:
1as letras minuscu - e

T
B
b i
“xls

Rt

1 e L1y
S
P A0 L

R
B L ST i .

o

_ :"_'I' .
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do que a linha quebrada

or
. linha recta, ¢ men e
%I::BC Ee fpm as mEsmas extremttla.d
ﬂl @GR < CA + AB

.y

a  b4=cC

Subtrahindo b a 2mbos os membros desta des-
U

igualdade. achamos:
I—h 'ih‘-i*i:—_—h
ol {=hIEn I S
ou c>a—b

1* caso d'igualdade.— Dois triangulos sdo iguaes
quando téem um lado igual atl]aceute a angulos respec-
tivamente 1guaes. :

Sejam os dois triangulos ABC e DEF, tendo o
laao BC —~ EF, o angulo B- E e 0 angulo C =F.

i ﬂ

B d
‘ g St . 7
Collocando B C sobre EF

caia em E e o pont
igunes,BAEE l_.IFr
%m_hiﬁm_‘- N

de modo que o ponto B
0s aﬂgulus B e E sendo
L direcgio, e o ponto
. mﬂh ED. O angulo
4 Mgﬁa direcgio de

2 A L ;"_‘:._- 20, & clap esmo tempo nas

~ comD. Os dois triay “ W lif,,_g_ue A coincidira
B e ey pa 2wy ndo Em fﬂdﬂ- sua

T

[ 'ig 1'1 l{ r1

11.._:."._...

il i
- g 1

G

i,".lnt':

i Fee ot AR

g e
. B

Ty

1I"'-.. .-

S -
it

e NPT

FEP e a—

*ig_maﬁc Unindo o qn’th“_, ainl
- titnauios ABKe DE F siniguses logo BF B3

ol g

?

Sa_‘jntllﬂﬁ dois triangulos AE‘C:BEFM
o angulo B——E Eﬂmoi AB-D ..ft'BC E‘;E

H 4 e

e

B E- 2 E F

Collocando B C sobre EF de modo que B caia
em E, e o ponto C em F: o angulo B sendo igual ac
angulo E, o lado BA tnmmadnecﬁn ED: como
BA — ED (por hypothese;, o ponto A cahiri em D -

logo AC coincide com D F. e os triangulos., coincidinde
em toda sua extensio, sio iguaes.

Theorema 10. - Se dois triangulos tém dois iados
respectivamente iguaes. pnrcm 0 angulu comprehen-
dido entre os dois lados do primeiro menor do que o
angulo Lmuprehrumdn entre os dois lados do segundo,
o terceiro lado do primeiro serd menor do que o terceiro
lado do segundo.

Sejam 0s dois trmng‘_uch DEF e ABC. taes
que DE—FA B DRr=_ATG eoanguloD < anegnlo A
Queremos demonstrar que EF < BC,

Tracemos' A K, formando com A B um angulo
1gual ao angulo D, tomemos A K — DF, logo tambem

L

il ._" ‘ésﬂ_
.I'l .H“ [
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" do angulo KA C, e una-
Tracemos AV, bissectriz AC E%IIA K <aoiguaes,

losV
K V. O- doi: triangulo:
!I::; vV C = VK. Mas, 10 ¢riangulo B VK,

BK <BV-+VK
o pK<BV+VC
o BK<BC
ol EF<BC

Reciprocamente. — Se dois tnangulns t&m dois
vades respect:wnmente iruaes, purem o terceiro lado-
do peimeiro menor do que 0 terceiro lado do segundo,
o angulo cumprehendj.dn entre 0s doi primeiros lados-

do primeiro triangulo ferd menor do que o angcalo
comprehendido entre os dois primeiros lados do se-
gumln triangalo.

c

Em‘ﬂﬂgﬂlﬂ A, os dois

}.._ i..r ?SEna lgualr-ﬂ.BC %

4
!
;
|

- g

P b s T R
[

: ""r'."_?'-'_ 1-?-#’:7  — ] 4

terceiro lado BC d = rian
o - A do
‘que o terceiro lado E F do out galo mw
pothese. . 00 ro, 0 que € contra a hy-
1/ . D
B % c E F

Se o angulo A fosse maior do que o anguloa D, o
Jado B C seria ma or do que o lado EF, o que tambem .
¢ contra a hypothese.

O angualo A, nao podendo sér nem maior nem me-
nor do que o ‘angulo D, lhe sera igual. E os dois tri-
angulos terio um angalo 1gual cnmprehendj.da entre
lados TEEPEEtI\':IInEﬂtE ignaes. Serdao, pois, iguaes. ’

Casos d'igualdade dos {riangulos rectangulos.
19— Dois triangalos rectangalos sio iguaes quando
tém a hypotenusa igual e nm angalo agudo 1zual.

Se_rl.m os dois triangulos rectangulos ABC ¢
DEF, com as hypotenusas BC e E F iguaes € os an-
gulos BekE iguaes.

Collocando F E sobre C B de modo que F caia em = ,

,e EemB; os angulos E ¢ B seudmguaesﬁnsladus s fE:-__.;-“:_. 4
E De .‘B A tnma:ria a mesma direcgio. Ora, os angulos e
DeA sio rectos, e como oS pontos F e C coi m, :tiﬁ ,} ﬁf‘
as perpendiculares FD e CA tamh&mﬂﬁlmf ﬁ}f; e
cnhirﬁemA Ostnaggulossf_ ' | oy , "f.&:

i YAl ":“lr _'_' :}w
2. Du;s t:;_ﬁurgnlnsa_”

5 = -1;

i ;ai o NS
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ue A caia g ;
Collocando A B sobre DE, de modo qFD, i | Logo, os dois triangulos ABC ¢ DEF tém o

E. C A tomara & direcgiao seus tres lados respectivamente iguaes — sao ivuaes.

Em vez de dar o angulo opposta @0 mzior

c s lado dado, se tivessemos dado o angulo opposto ao

menor dos lados dados, o protiema teriz sido incerto.

Mais longe. nos occuparemos detalhadamente

. : 4 4 d’este caso interessante, couhecido sob o nome de
D ~ CASO INCERTO. (nos problemas, no fim da 2* parte).

<obre D, e B sobre

os angulos em A e em D £do rectos, € cum{{B € = EFF:
e podem ser consideradas como duas obliquas 1gu:1es
ge afastando igualmente do pé da perpendicular, o

pontos C e F coincidirdo, e os triangulos serdo iguaes:

4° caso d'igualdade. — Dois triangulss sio

it iruaes quando tem dois lados respectivamente iguaes, Theorema 11. — Em todo triangulo isoceles, os
2 e iguaal 0 angulo opposto ao maior lado dado. angulos oppostos aos lados igaaes sio iguacs,

et Sejam 0s dois triangulos ABCe D ta ~ s : : - .
i ) B EF taes que Seja o trgangalo 1soceles A B C, no qual AB-_AC.

o AB-DE, AC =DF e angulo B.- angulo E.

i Tragando a perpendicular
A K sobre a base, os triangu-
los rectangulos ABK e ACK

A
. ____’D
| tema hypotenusa igual € um
' catheto igual, logo elles sdo
l (B eeny iguaes e o angulo B — ao an-
c E ™ -

s

aulo C.

Dos pontos A e D ¢ , : Da igualdade dos trian-
perpendiculares A H e DI;; taﬂ““ respectivamente as _ oculos ABK e ACK tambem
gulos ABH ¢ DEK tém . Bnas tflﬂﬂgl..ﬂuﬁ rectan- deduzimos que BK—-KC, ¢
angulo agudo jgual, 1¢}gﬂm“:e5h{£0 tenusa 1Igual e um | que os angulos em A sio iguaes.

Al:lz[] 3 langulos sdo ignaes e 1 Lﬁjgtﬂ, uo tﬁa;ge-:];niiq;.
“les, a altura ¢ ao -

Dahi deduzim sk (1) : 8 k €C po mediana e bissectriz —

los AHC :DK Fu:a[ﬂ: 05 dois triangulos rectangu- qualquer recta que goze de uma destas tres proprie-
€m sio j : a | dades, tambem gozara das duas outras.
enuss igual Iguaes, pois, tém g : 3 g
: € 0S cathetos AH e D iguaes ; | :
Hc = K.F ﬂ]‘ o

dades U mem

1) e (2, Hﬁhamn:m * membro as dyag 1grual-

e B ’ Reciprocamente. — Se um triangulo tem dois an-

iyl B s EK+KF 'f gulos iguaes, 0s lados oppostos a estes angulos 1guaes,

. o BC=Ep - "- sdo iguaes, ¢ o triangulo ¢ isoceles.

hd = !
- E = ¥ "
> -
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; : — a0
Seja o triangalo ABC, em que 0 angulo B -

HﬂEL!]H L.

-~

A

- — ——— —— T —— ———

B C - B
Vv

-

Fagamos girar a triangilo dado em torno de um
eixo KV, de modo a rebatel-o em II. Fazendo escor-
regar o triangualo A BC sobre o plano, ateé que B ce
colloque em C, ¢ C em B, como €55eS angulos sio
g 1aes, o lado B A tomari a direcgio CA, e o lado
UA adirecglio BA, e os pontos A coincidirio,

logo. AB=AC,

Theorema 12,
MALGT angglo,

HE‘j.q A B

- — N'um triangulo qualquer, a um
YPPUE-SE um maior lado.

B digo que a > b,

C

Ora.

AC<CK+4KA

AC<CKJ4+ KB
AC<CB
b<a

0L a=b

Reciprocamente — Em todo trianguio, ao maior
lado oppde-se 0 maior angualo (igura precedente).

Seja a > b digo que A > B. Com effeito. se
A = B, o triangulo seria isoceles e o lado a — b, 0 que
¢ contra a hypothese. Logo A niio pide ser ignala B.

Si A <C B,o lado a,opposto ao menor angulo, seria
O menor, o que tambem ¢ contra a hypethese.

Logo A nio péde ser menor do que B.
A nao podendo ser n2m iguil nem menor do que
B, SO podera ser maior.

Loga, A == B.

Theorema 13.—A bissectriz de um angulo ¢ o lo-
gar geometrico dos pontos do plano que distam igual-
mente dos lados do angulo. .

Sejia o angulo B, a bissectriz BV.
2 ¢ um ponto K sobre a bissectriz.

As distancias do ponto K aos
lados do angulo sio dadas pelas per-
pendiculares tragadas de k sobre os
lados BA e B C. Precisamos. pois.
demonstrar que K T — K P.

Os triangulos rectangulos BKT
o BKP tém a hypotenusa commum
e os angulos agudos em B iguaes.
Logo. elles sio iguaes. KT ¢&. pois,

irual a KP.




nto K, sendo tomado fori d= hisssectriz, nao-

ydos do angulo.

() po

disia igualmente dos ladd A
K P corta a bisseciriz €Il S, e B

dicta icualmente dos 1ados do angulo.

ST=SP I
{Inindo K T, notamos quc k V.

F T
perpendicular, € menor do que K'T.

obliqua.
KV KT

mas KT<KS+ST
ol KT<KS+4+SP

Parallelas

\ Chamamos SECAN
- ; : CANTE toda recta que cort: -
hgura. jue corta uma

a—_o
x
g

KT<KF Sejam duas rectas : :
e & s e ctas quaesquer A B e C D. cortadas
KV <KP.

—
S —

Formamos oito angulos.

a e h
_s5ao alternos 1n

P ) S 1nternos.
| JREENEN
5. 5 S0 L -ext
| o s !,5.1 uternos-externos.
k8 S
! S e 7 \
: e ‘§a0 correspondentes.

.
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3 & i internos do mesmo lJado da secante.
jeb!
1e7\ _ an"mesmo lado do secante.
! e300 exteruns LIH_"]LE”
7 e8!

-~ Duas rectas perpendiculares a

sao parallelas. '
e C D, perpendiculares a

Theorema 14.
uma mesma terceird,
Sejam as rectas AB

iK V.
K
B
A i
H"h
= F
-li"-#,
L -
. D
v

Se AB e CD se encontrassem nam ponto qual-
quer P, deste ponto poderiamos tracar sobre KV duas
perpendiculares, o que ¢ impossivel. Logo, o ponto P
nio pode existir, as rectas AB ¢ CD nio podem
-encontrar-se ; sao — parallelas.

——

Postuiatum d'Euclydes (Kuclyde
| S. geometra
;]:regﬂf ensinava em Alexandria. sob ujar'einadgn de Pt:;-
I;JI::I:.’J::DL!E{E;ZB?:—&. % Fh.]_ﬂeixnu-uus 0S ELEMENTOS
e £m, por assim dmer_, 4 base da geometria
Euclydes pede

ue i .
“que. por um ponta, S o como; evidente,

recta, e uma 6. 5% P_ﬁﬂe tm';“ :“mﬂ parallela a uma
| m"‘ﬂ""'ﬂ& —Se duas rectas

A-B e CD ﬁu

S e ey A A
sl T S R R R R L ol TR LT o
AT _w‘sﬁﬁﬁ;ﬁ SRR, Bl 122k
: ¥ T i S i L e

N D R R e

S0E g e
parallelas, toda recta A E que corte uma dellas, tam.
bem cortara a outra.

Seja ABe CD duas parallelas, ¢ suppomos A F
cortando A B. digo que tambem cortara € D,

”\FJ——B

D

Porque, se nio cortasse CD seria parallela a
C D, logo, coincidiria com A B e nfo cortaris tambem
A B. Logo, ou corta as daas o1 nio corta nenhuma.

Theorema 16. — Duas rectas AB ¢ C D paralle-
las a uma terceira EF, sdo parallelas entre si.

q E
T

c . D

£ F

Porque, se as rectas A B e CD se encontrasseim
em um ponto M,poder-se-hia por este ponto tragar GUas

parallelas a EF.

Theorema 17. — Se duas rectis sdo iI.II‘EHE'IES.
toda recta perpendica-

L lar a uma, tambem e
I perpendicular a outra.

A Sejam daas rectas
ABeCD p.ll‘ﬂ]lflﬂ-‘.-',

e K V perpendicular a

I ___....--_-:_""'" A B.—Vamos demons-

~ D trar que KV tambem

¢ perpendicalar a CD.
" Sapponhamecs que




— =

i e T que a perpen-
C D nao fosse l'ETI'E"'h"HULIr LRSS Pl
e CE. _ A
i u]a{ E]SH:_‘ E eendo todas as dUuas perpendiculares
. t" 4 - = - . = J 3 5 :
5 psma terceira K V. si0 parallelas 10“1 [J;lr
.I; um;llm,;: i Be CD sio I:;erlutlilﬁ — L.:E!Eu pPeELO
ypothese. - : - 28 oy e
B s incide CE, e como. por construccao,

cluimos que CD col oo Lot mpe
.CE ¢ perpendicular @ KV. CD tambem o seTd.

Theorema 18. — As perpendiculares ., tragadas
sobre duas rectas concorrentes, siao concorrentes.

7 E B

/

e
Bl

St as perpendiculares AB e CE

tossem parallelas, a recta A OD perpen-

T]IL‘EIIH-I" + AB. tambem o serija a DCE :

ok r;:n !;'Tlu. PO1s, pelo ponto O, duas perpen-
evares, UCe 0D 4 1ma mesma recta
CE. 0 que ¢ lpossivel,

lam duas rectas concorrentes () A

E

P gmy e

rect; .
NI Secante qualg o, Dasallelas

gulos L uer, essas r
‘m'“"mﬂnnsiig eros-internos iguges. §Sas rectas

B

=

a3

£

£ wi
e

———‘—_‘—m

e P,

‘mentares, e angulos externos do mesmo iado da secan-
te supplementares.

Sejam as parallelas ABe CD cortadas pela se-
cante & K.

Tomemos o meio O de GK. & tracemos T M.
perpendicular commum a AB e a CD.

Os dois triangulos rectangulos TOGe kO M
tem os angulos O iguaes, por serem appostos  pelo
vertice, e as hypotenusas OG e OK iguaes, por
construcgio; entio., Sio iruaes, e seus elementos sio
respectivamente iguaes: logo os anculosem K e em
G, alternos-internos, siio iguaes.

D'ahi deduz-se facilmente que os angulos alter-
nos-externos sio iguaes. que os angulos corresponden-
tes sio iguaes, que os angulos internos do mesmo
jado da secante sio supplementares e que os angulos
externos do mesmo lado da secante sio supplemen-
tares.

Reciprocamente. — Se, duas rectas AB ¢ C D,
cortadas por uma secante, formam angulos alternos-
internos igaaes, ou angualos aiterno-externos iguaes,
ou angulo. correspondentes igaaes, ou angulos inter-
nos do mesmo lade da secante supplementares. ou
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do mesmo lado da secante supple-

ey xternos
augulos €x llelas.

mentares, ellas sio pird

Suppondo o angulo E igual ao angualo F, e CD
niio parallela a AB, tragemos. pelo ponto F, a recta
FK parallela a AB.

As duas rectas parallelas AB e FK formam an-
gulos alternos-internos iguaes ; ¢ preciso, pois, que os
angulos formados por FE com FK e com FD sejam
iﬁflﬁ: logo, FD coincide com FK, e é parallela a
' ¥ .

A demonstragio relativa aos angulos alternos-
externos, correspondentes, internos do mesmo lado
da stcante, externos do me:mo lado da secante, ¢
analoga & que acabamos de dar. - %

— —

Theorema 20 Duas
. rectas parallelas co 3
hendidas entre parallelas <3q igunesf allelas compre

= - S T

A1

porgies AC e BD determinadas sobre as 4 imed-
ras pelas duas segundas, sdo iguass, e LG Sy

Trago a diagonal BC. Os triangulos ABCe BCD

$40 1guaes, logo seqs elementos sio respectivame
iguaes, e AC igual BD. ] g

et D’ahi deduz-se que duas rectas parallelas equi-
am em toda sua extensio. | n .
ahnis » i0g0, Dunca se en

Problema — Determinar o logar geometrico

dos poatos do plano, que distam de uma rects dada,
de uma distancia dada,

Problema — Determinar o legar  geometrico
dos pontos do plano, que distam wwaalmente ao mes-
mo tempo de duas rectasz que se cortam, de uma dis-
tancia dada.

Theorema 21 — Dois angulos que tém seus lados
respectivamente parallelos e dirigidos no mesmo sen-
tido sdo iraaes.

Sejam os avgulos ABC e DEF, com os lados
respectivamente parallelos e dir gidos no mesmo sen-

tido.
Prolonguemos BC e ED at¢ o seu encoatro
em K.

Os angulos B e K sio iguaes como alternos-in-
ternos formados pelas parallelas AB e EK cortadas peh
secante BK : d'um modo analogoos angalos Ee K tun-

bem sioiguaes ; logo, 0 angulo B & igual a0 angulo E.




T e . M RO S Ty

' Cah T —
e

ide angulos ABC e DE_H:,_EDHJ 0S :
Considerando ?: pﬂgfnllelﬂi. porém dirigidos em lados, d'siidikon TriRUTs S, soiie

- ] - - ﬂ
jados respectivame
sentido contrario, Ilﬂtitlflﬂﬁ que
de DEF, logo tambemn € supplemen

gulos ABU € DEV, que tem Seus
mente parallelos € dirigidos em
sio, pois, supplementares.

VED é o supplemento os lados d’este angulo, formamos um angulo DKE s up-

to de ABC. Os an-
lados respectiva-
centido contrario,

e —

' Theorema 22 — Se dois angulos tem seus lados
respectivamente perpendicalares € dirig:ﬂna 1no mes-

mo sentido, elles sao

rn 2 iruaes — se os lados
respectivamente per-

pendiculares sdo diri-
zidos em sentido con-

plemento do angulo dado ABC.

trario, elles sio supe : 3 |
ple:m:‘nturcs. Ls Com eﬁe:_.tn, pmlcan;rm%du EK, constatamos que
os angulos Dh:%. e ABC tém os lados respectiva-
e Sejam S -““E’“hs el Pe.rpe’ld'mhffﬂ ¢ dirigidos no mesmo senatido,
c e P ACB e EDF com os SREQISHO B UAes.
S lados respectivamente Fe ; E“t“°r1D1‘~E supplemento de DKA, tambem o
\ perpendiculares e di- | sera de ABC.
| + rigidos no mesmo sen- '_ Se tivessemos tomado o ponto K fora do an-
dy B g ‘ido, gulo ABC, teriamos obtido dois angules. FKD e

Pelo ponto C, traco
CP perpendicular a \
F %%, logo, parallela a L\
1 siracos Le per-
EEE%;‘UIM a BC, logo, parallela a DF, Os :ugulus ]E?CT l :
A ﬁ{:& iguaes, pelo theorema precedente. No- ; f; ll
i ;[l.ll:*‘:1 CB e PCT téw o mesmo complemento " . 3 ¢
y Concluimos que ACB e EDF sio iguaes.

C

ABC, iguaes, pois, oS seus lados sao respectivamente

ACB e i :
pﬁrpendi:ﬂhri? E o caLas l“'d“'-_ respectivamente perpendiculares e dirigidos uo mesmo sentido.
Supplementares. Pois, €m seniido contrario, sio

= . ; ll ..l‘.i 3 -I‘ --'.':':- - : 2 i .h. I.

o D'#ﬁ poato K, tomado entre o3




Symetria

Diz-se que dois pontos A e B sio symetricos
em relagho a um ponto O, quando este pouto divide
a recta AB em duas partes igaaes.

Duas figuras sdo syme-
tricas em relig¢io a um pon-
o to, quando seus pontos <io
dois a dois symetricos em
0 relaigio a esse poato, que
se domina CENTRO DE SY-
R | METRIA.

0 pontu de encontro das diagonaes de um pa-
rallelogrammo ¢ um centro de symetria.

Diz-se que dois pontos A e B <o symetricos
em relagio a uma recta KV, quando AB o perpen-
dicular sobre KV e é dividida no ponto C, onde en-
contra KV, em duas partes igruaaes, ; |

A Duaas figaras siio Sy-
metricas, em relacio a
Uma recta, quando seus
pontos <@o dois a dois
symetricos em relacio a
€sta recta, que <e deno-
miga EIXO pe SYMETRIA.

m relagio a i
IFar uma dellas, ng plao. . > SYMetria, bata fa-
il com o gyipg, "™ HE4lo de 180,

e e G Ll

A T e

ik Em relagio a um eixo de Symetria, hista fazer
girar uma delles, em torno do eixo, de um angulo

e Q“ﬂﬂdnﬁuma figura plana tem dois eixos de syme-
f1a perpendiculares um ao outro, o ponto de inter-

seccao d’este dois eixos ¢ o centro de symetria da
figura, :

Como exemplo. temos o losango.

Translagdo—de uma figura n'um plano, ¢ sua
passagem para outro logar do plano, porém, todos os
seus pontos movendo-se parallelamente a uma direc-

. Gao determinada e os percursos de todos os pontos

Sobre suas respectivas parallelas sendo iguaes.

Em outros termos, diz-se que uma fizura plana
de forma invariavel ¢ animada d'um mov.mento de
translagido no seu plano, quando se desloca neste pla-
no, de tal modo que cada um de seus lados fique
constantémeate parallelo & sua posicio primitiva.
Nesse movimento, os pontos da fizura considerada
descrevem rectas iguaes e parallelas.




Polygonos

Polygonos EQUILATEROS Sio 0os que téem os lados -

iHllilt":.l

- Polygonos EQUIANGULOS siio 0s que tém os an-
gulos 1guaes. :

_ Dois polygonos sio equilateros entre si, quando
Wem os lados respectivamente iguaes, e collocados
i mesma ordem, isto &, seguindo os seus contornos,
no mesmo sentido, o primeiro lado de um & igual ao
primeiro lado do outro, o segundo lado de um ¢ igual
40 segundo lado do outro, e assim por diante >

D'um modo analogo, dois
angulos entre sj, quando os
tivamente iguaes,

polygonos sio equi-
Seus angulos sio respec-

Chﬂ.ﬂlﬂ-‘e
¢ obtem de QUADRILATERO COMPLETQ 4 figura que

d
m quadrilatero : uy o i 05 lados oppostos de

lados  oppost pontos de en

R T RN T AT W

e e

¢ a terceira diagonal, e a ficura KACDVEK ¢ um
quadrilatero completo,

c

Perimetro — de um polygono ¢ & somma de
seus lados

Podemos classificar os polyronos relativamente
20 numero de seus ludos,

O mais simples ¢ o triingalo, que tem tres la-
dos, como jia vimos.

Depois vem o quadnlatero, com quatro lados ;

0 pentagono. com {'iﬂCU.

o hexagono, com sers,

o heptagono, com sete,

o octagono, com 0ito,

0 enneagono, com nove,

o decagono, com dez,

o hendecagono, com onze,

v dodecagono, com doze,

o pentadecagono, com quinze,
o icosagono, com vinte.

Os polygonos de 13, 14.._..17,...23,... lados
nio tém nomes particulares; diz-se um polygono de
treze lados, um polygono de cincoenta e sete lados, etc.

—
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5 los de um trian-
Theorema 25— A s»mma dos angu
gulo vale sempre dois rectos. (L.ei angular de THALES).

" v
/
[

R e —

B c

Seja o triangulo ABC. Pruluﬁguemns o lado BC
e tracemos CV parallela a BA.

-
Os angulos B e VCK sio iguaes. como corres-
pondentes.

Os angulos A e ACV sio iguaes, como alternos-

internos. A somma dos angulos S
de BK, perfazendo dois I R R

Shetor ACK ¢ _
1m0 aqe. N C1gual & somm :

i

. it N : =

F LB iy i .." 5 ___j;

e e ™ oy
o . = H

L
gt

os, ~ 1151 fem sempre pelo menos

e
P

- | By BET ' :“m“"
1p 'f-n?ll-“'-.?_'- . e e f

= il N - tmTﬁiF.r_—nW-‘.-r 4 =

T e — ] B A g ey Y .

R TP I S e e g e 455 1

~ Quadrilateros.  Entre o q@ﬂﬁ"m“

0 PARALLELOGRAMMO, que tem o. fados opp

~ -seus angulos rectos,

013 *Theorema 26—A somma dos anguios de am poly-
gono "qualquer, vals tantas vezes dois angulos up::’l;l
quantos sao os lidos menos doie.

Um polygono tendo n lados,
B podemos tragar por cada vertice

n — 3 diagonaes, e podemos
C decompol-o em n—2 triangulos.

H —

O numero totil de diagonaes
de um polygono de n fados &
dado pela formula -

(n—3) n
. Sy
= % A somma de todos os angu-

los componentes dos triangulos.
sendo iguul_ a4 somma dos angulos do polygono. essa
comma Sera (n—2% vezes 2 rectos. ou 2 1 — &
Chama-seé ANGULO EXTERIOR de um polygono, o
angalo formado por um lado e o prolongaments do
lado adjacente, |

KEm cada vertice de um polygono, a somma do
angnlo interior ¢ do angalo exterior perfaz 2 rectos.
Se o polygono tem n lados, tambem téra n vertices, e
a somma de todos os seus angulos inteériores ¢ exte-

riores seria "
= 1

Se desta somma, subtralumos a somma dos an-
gulos interiores, qne ¢ 2 n — 4, achamos

2n—(2n—4)=2n ~-20+4—1%

Logo, 4 somma dos angulos exteriores de um AL
polygono vale sempre 4 rectos. SRR g

- Sps! Ll
T R
B o
o 41 -"-11-’-". r
2 i - ot LI -
g iy g ﬂ!:".dl.:f‘ir-'-"‘ &
o = - "I- .-l_ !- -

interessantes sio: _ LR

0 RECTANGULO, que ¢ um parallelogrammo o

=

1_

I A S S £ S T e A i e
oS A TAL S acanl iinh L o FRATE

J us

H -.HI
k-
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, LOSANGO, qué € um parallelogramo com 0OS qua-
| ¥
tro lados 1EISES,

o QUADRADO, que tem 05
quatro angulos rectos.

Ainda podemos cifar o TRAPEZIO, quadrilatero que
tem dois lados parallelos e dois nao parillelos

O trapesio que tem os lados 1o parallelos iguaes,
¢ um TRAPEZIO ISOCELES.

O trapezio que tem um dos lados nao parallelos,
perpendicular aos lados parallelos, ¢ um TRAPEZIO REC-
TANGULO. _

quatro lados 1guaes € os

e
.

e e—

Thuuru!nlE'?—Ds lados oppostos de um parallelo-
“rammo sio iguaes, bem como os angulos oppostos.

R B _ant:t para 1sso tragar a
; | diagonal DB. A igualdade
dos triangulos ABD e BDC
; resolve a questiio. '
4 D ¢ |
1 ' it
Theorema 28 — Ty

oy 0 quadrilatero que tem secus
kdos oppostos igaaes, é 9

um parallelogrammo.

Theo g T
angalos opoaston 1o oo L000 Quddrilatero, que tem seus
. L B un; PﬂfﬂﬂEng‘rammn,
ety A =B
WIS it' B4-C+ D=4 rectos

b g e

SR A

- ET', ERR R +1D
Xt *&ﬂ; ATy e 2=; ;drglntus

™, 08 angulos A e D
Tt :n%’a* ) mesmo 1
e : logo 'smo lado da

0s lados' AC e
+ ¢ a figara

-of e

LS S 8 Theorema 30— Todo qua-

_ _ drilant:ru que tem dois lados
~ Oppostos iguaes ¢ paralle-
- los € um parallelogrammo.

ThunrumTél — As d_mgn-
naes de um parallelogram-

mo se cortam ao meio.
Deduz-se da igualdade dos triangnios AKE e

DKC.

E. =

i R D Theorema 32- As dia-
' gonaes do rectangulo sio

iguaes.
Deduz-se da igualdade
E dos tnangulos rectangu-
B ¢ los, CAB e BDC,

i »

Tbeorema 33— As diagonaes dolosango sio ortho-
oOnaAes.

..........

C

......



P o

: £+_. , L5 ﬁ.ﬁ, il |
B | As diagonaes do quadrado cortam-se ao meio, . Y e i Sl :
| ‘530 iguaes e sao orthogonaes.
‘ Porque o quadrado é parallelogrammo, é rectan- ' _
.. gulo ¢ € losango :
r'- g hy ;
, .
A :
S . i |
. t %

' ' 2* PARTE
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