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- Circumferencia

A CIRCUMFERENCIA é 0 logar geometrico dos pon-
tos do plano, que distam de um ponto fixo, chamado
CENTRO, de.uma distancia constante chamada RAIO.

O raio prolongado além do centro, até attingir de
novo acircumferencia, ¢ um DIAMETRO. Logo, o diametro
€ o dobro do raio. |

Um arco ¢ uma parte qualquer da circumferencia.

Uma corda (C D) é uma recta que une dois pontos
d'uma circumferencia. Notemos que o diametro (A B)
tambem ¢ uma corda (que passa pelo centro.)

Chama-se FLECHA a perpendicular tragada pelo
meio de uma corda e terminada no arco (P F).
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- Um APOTHEMA ¢ uma perpendicular tragada

" . centro sobre nma corda (OP)s =5 - 0 e s
~ Uma SECANTE é uma recta que corta a cir
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e . 1c0es de uma
. Wy ¢ o limite das posig ;
NGENTE (RS} ¢ ; = rallela a si
= Ttandﬂ ella . ebiEeRvEpo-ste X laro que os
secante g o A irculo ; ¢ entdo claro que
mesma, tende 4 confundir-se, €, 1a posigao limite,

i de
dois pgntos tenCE mferencia (Newton).

cerh tangente a crct onsiderar a tangente como

Tambem podemos ¢ ;
yosicao limite de uma secante que gird ein ttt:rnu de um
:[h: seus ponlos de intersecgao ate que o outro sc con-

o primeiro (Leibnitz),
iunda&;@mguw CENTRAL éum angulo formado por

l0is 1168, TR _
l () CIRCULQ ¢ & porgao do plano limitad pela cir-

cumferencii. ) )

SECTOR CIRCULAR € a porgao do circulo compre-
hendida entre dois raios € 0 arco que passa por suas
extremidades: a porgio BOL ¢ um sector circular.

SEGMENTO CIRCULAR (CPDF) é a porgio do circulo
comprehendida entre um arco e sua corda.

Todos os raios d'um mesmo circulo sao 1zuaes,
bem como todos os diametros.

Dois circulos do mesmo raio sdo iruaes, e recis
procamente doais circulos iguaes tém o mesmo raio,
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.....

i
:

PR, Sy e e RS e S5 B S o

R
i

OS5 por esses tres pontos sen.-
§ar tres rectas iguaes.d’ym

1 Tecta, o que ¢ impossive].

e

: Thenr_ﬂmn 35—Todo diametro divide 2 circumie-

24 m duas partes i
Si tracassem ot ol St

iro 1Zont: S

= ttlnmuutdi,.e S¢ fNzessemos girar a parie superior

infer?;:{] do d::lfetm, ella viria coincidir com a parte
» PO1S. 10dos os seus pontos 1dis

: Seus equdistam do cen-

tro. Logo as duas partes da circumferencia e tamhiﬁ:

do iguaes, poder-se-h'a tra
MESmMo ponto a uma mesm

Theorema 36

diametro.
Seja o diametro A B e a corda CD.

—Qualquer corda é menor do que o

CD<CO-+ 0D o W RS
CD < AO + OB < o2 T et S
: CD < AB . : . ' i G '-;'-.-. i _ +.l

e
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- cyrta distancii d um ponto

— "1 & S = -
Thenrama 37 ; A: o arte do rawo, ott (o '_r:u:u pro-
cia ¢ 2P este pmitn-e d circeums-

ja A, o ponto. Dig_;! que i mais curta distancia
do poﬁtetjmnﬁi ciI;cumetem:L'L ¢ AB. E’, por exemplo,

mais curta do que A C.
Com effeito:

Se tivessemos tomado o ponto A fora da circumfe-
rencia, a sua mais curta distancia a circumferencia seria
AB (a porgiio do raio prolongado que passa pelo ponto A).
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ot e BB

2 A
pontos Tnhl%::g e D'Et'“"“““r O logar geometrico dos
Lumn dictar o que distam d*uma circumferencia dad,
G uma distancia dady, o, encia dada

Sendo : .
Weoniebsicn r O raip dat crrcumferencia dada: o logar
Procurado serd formade por duas circumfe-

:-E:;ma téndo como rajos respectivos m rem ¢
=0 O eSO centro da circumferencia dada . T

Theorema 38 N, mesmao circulo ou em circulos

iguEES. tllDiS ang 1]{,5 c - - -
p LR entriies 1oraa
iguaes. 1gaaes mierceptam arcos

Sejim 0s angulos centraes AOB e COD icuaes.

'

4

Collocando o raio O C sobre o raio OB, comon

angulo COD ¢, por hypothese, igaal a0 angulo BOA,

o raio O D tomari a direccio O A. e os arcos CD eBA
coincidirio em toda sua extensio. AN T | ot

e
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: Collocando o ang 110 BOA
cue BO coi ng sobre CO D, de modo

cotncila com CO, o primeiro sendo menor do
‘que o segaudo, o Iado AQF cahird por exemplo em EO.
Logo, 0 arco CE seri iguala AB, e como CE ¢

3 Collcando CI»
e CD 1E 108, e h S
cinos 850 o spectiva
gobra ' 0 '

: uma parte de C D, ser elle m=nor do que CD. Con-
E clutmos que AB ¢ menor do que C D.
4 Reciprocamente — No mesmo circulo ou em cir-
| «culos igaaes, a dois arcos desigiaes correspondem an-
gules centraes desigaaes, ao menor arco corresponde
«0 menor angalo.
mente com AO e BO, logo os angulos COD e BOA
coincidirio. it . | :
Theorema 39 —No mesmo circulo ot em circulos.

iguaes, a dois anguos centraes desigaaes, correspcn- .' £ '

dem arcos desigaaes, ao menor angulo corresponde o 3 ' A

MEnor arco. ERPR Ciges
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Seja 0 arco AB mexnor do @%ﬁ} :
Collocando o arco AB sobre G143, d€
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| * T
co. ¢ memnor do que o angulo € O D correspondente R, :
J :; n;aiﬂl' arco. . A e Bda recty ey die passam pelas extremidades
— |

Theorema 40— Todo raio perpendicular sobre
wma corda, divide esta corda e o arco correspondente

em duas partes iguaes.
8 C.
v . i

D

Theorema 41 Por tres pontos dados, no plane.
pode-se fazer pissir uma circumferéncia. ¢ uma so.
; _ _ Sejam os tres pontos, A, Be C, nao em linha
: . h : recta. A circumferencia que passasse por A ¢ por B,
‘ SEJ b & | | , teria A B como corda _.ulc 0 seu centra Estariﬂ situado
g | - r:nr H _ na perpendicular tragada pelo seumeio k. A circumfe-
: bre A B, EXTr EQ Tﬂﬂ OD perpendicular so- | '. rensiu Pque passasse por B e por C, teria B C como
| | cordit, e o seu ceniro estaria situado na perpendicular

n:'* o 0C; lﬂg‘o afastam-se lgl.ml-
e e ﬂE que ACZCB = {p)s
féﬂﬂq! tém as hvpntenu-
80. sio iguaes, e

el et angulcs centraes.

% Tk mndumms que o

e m&m da corda (C
: (L) e
5 ' T ﬁmﬁm linha recta.
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wonto O de encontro das i’ErI}EudlcuiﬂrEb tragadas
;:nt Ke V. :

() ponilo L ¢,
B e C.

L.ogo. 1
iriacd ndo a u:ircumfcrem‘iu.
snmhem nor B e por C.
..1::1};}21115*1;'“:&:[Ef;mmﬁtr:ulu que pelos tres pontos -".
e U sempre podemos tragar LI erUmeI:EIIChL

Podemos determinar SO UMA ClrcumerEﬂf:lﬂ pre-
henchendo essas condigdes, pols. as perpendiculares
kO e VO se encontram num SO ponto.

N1 08 tres puntﬂs AT e C estivessem em linha
recta, B C estaria no prolongamento de AB. ¢ as duas
perpendiculares K O e V O seriam parallelas.

() centro, neste caso, estaria no infinito.

com effeito, equidistante de A,

omando O como centro. € OA como raio,e
esta circumferencia passara

M g

SRR TS Lk

i

NOTA : As perpendiculares tracadas sobre
s metos dos lados de um triangalo encontram-se num
mesmo ponto, ¢ este ponto ¢ o centro do circalo cir-

cumscripto ao triangulo: pois. dista icualmente dos
ires vertices (®). .

) Thanramq 42 - No mesmo circulo ou em circulos
wuaes. cordas iguaes subtendem arcos igaaes.

Sejam as cordas ivuaeS
A e CD: digo que oS ar-
05 AB e CD sio igiaes.
Tragando os raios OA, OB,

OC. OD, formamas dois

trmng_ulus AOR, e COD.
que tem os seus tres lados
respectivamente lguaes:;
logo, sio igaaes, seus ele-
mentos sio respectivamen-
'€ 1gaaes. o3 angylos em O

Oorres-

v o )

LA Ny .

mian

A e A s
I

e A T % I WA

B - i R e e— Y 5 TR & R e
il il 3

A O B é maior do que 0

=09 —

Reciprocamente

) — Em todo ciee
1guaes correspondem c Cireiay

: a drcos
ordas iggaec.

Sejam os arcos ABe CD iruaes. Dico que as
cordas A B e CD sfio iruaes. | ®

Tracando os raios OA. OB. O CeOD. forma-
mos dois trianculos AOB e COTDD.

Os arcos AB e CD sendo icnaes. os angalos
centraes em O. cortespondeutes a arcos icaaes.
SEerdo ij-.__[‘LliJ:{:'ﬁ: e os triangalos AOB e COD terio um
angulo igual comprehendido enire lados respectiva-
mente ]'E_.:'J;IE-E: jug‘r: SETilo i_‘.;','llﬂf‘!i. e os lados A B eCD
tambem o serio.

Theorema 43 - Em todo circulo. a uma maior
corda corresponle um maior arco.

Seja a corda A B maior
do que acord a C D, Quero
demonstrar que o arco A B
¢ maior do que o arco C D.

Tracoos raios O A, OB,
OCe OD.

Os dois triangulos A O B
e CODtémdois lados res-
pectivamente iguaes,
rem o lado A B do primer-
ro, maior do que o lade CD
dosegando ; logo, o angulo
angalo COD. Ja sabemos que
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m maior iarco pendiculares () K o . R
- jor angulo central iy i D | vamente sob o tracadas do centro, respecti-
* am o "\ B sera maior do que o arco CD. listancins ('essns «oriS AB e CD, representam as
logo, 0 370 4 | astancias d'essas cordas no centro. Precisamos, pois
dﬁmﬂnstmr que O K S ony: EU1S,
Tracando os riioe. 3 -
: _ 10s U A e OC, formamos dais #ri_
: / angulos A OK e CON : : 0s do1s tr1
’ Srculo. 2 wm maior 1HL S . :

arco corresponde nma maior corda. (figura prececente). | O K O: tambem ji sabemos que as perpendiculares

Seja 0 arco A B maior do que o arco CD. Quero : AN Jl#-“hmm 0 meio as cordas A B e Chr e '.
demonetrar que a corda AB ¢ maior do que a corda "f'm'? AB - _]J, 45 metades AK e CV tambem se-
D - 0 1guaes : alem disto, os triangulos AORK ¢ COV
Tiacando oz rains OA, OB, OC e O D, forma- iﬂgrfﬂttangfﬂps em KeemV respeciivamente: tendo
2 nos o8 doié trisnenios AOR e COD, O MA B - 5 . P;J EHHE-U.-'&E.:IE um ;m_gu]ﬂ 15_.71::11_. GRS 1Zuaes; logo.
| wendo mator do que o arco CD, o angulocentral AOB - CUS clementos sio respectivamente irqaes. OK = 0OV,

wta maior do que 0 angulo central C O D. Os dois tri- ' - ;
T‘I'_;:]]-Ii ;\ ‘f f- ¢\ {lil 'terilﬂ* pulfi dﬂls ]ﬂdﬂﬁ TEEPFC- . :;_ : Thenrema 45_ _P:"-l ILHI.H L"irl_'lﬂl.h flLl;lS L‘Ur{lHS llt‘*S-

Avamenie igoaes, porem o angulo comprehendido

IFuaes afastam-se designalmente do centro: x maior
dasta se menos e a menor afasta-se 1mas,

LN LT

; entre 05 dois lados do primeiro maior do que o angalo %
omprehendido entre os dais ladoe do S'E[{dﬂdﬂ - Iog'ﬂ.

! - - . v op e
Indo A B serd wdie T tado C D ':""tifj:t. ALB- < LT. D. Traco ! I_‘i__ A B, Tracao tam- -
] {HE 0 ado - 2 bem s perpendiculares Ok, OV ¢ OP. As cordas
= A B e CE, sendo icnaes, as suas distancias ao centro |
K Serdo 1ouaes.e Ok — OV,

Theorema 44

FEm tode circulo, duas cordas
1gunes afastam-ge igpal

mente do centro,

Fai 9%
E

. que  obliqua OT:  porstia ¥ O B CSTHE IR
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Tangentes ()

Dodemos tamiem definir & tangenté como sendo
wn recta illimitada que tem um So ponto commuam
am o circamferencia, Este ponto commumi chama-se
| ONTO DE CONTACTO.

4 \ recta perpendicalar & tangente no ponto de
itacio ¢ uma NORMAL.
f Daas circumferencias sao tangentes quaudo se
im0 um =6 ponto, (¢ o ponto de contacto das duas
IrCUmiIerenclas ;.
Duas circumierenctis secantes sao duas {_‘_ir.l.‘i] -

FTENCIas que e cortaum.

Theorema 48 Toda recta

. perpendicular na
tremadade de um raio, o

tangente a circamterencia .

"'-; I; . AWW - - . ¥ - - o il |
€ia uma recta BD perpendicular na extremidade

GE UM fale LA tracemog uma recta CE, lirando o

c

. .
(em 1711) '?‘;,5;‘: ol

4 que Leibnitz
I (Kiepert)

evados & descoberta do

evpemry

rr_-ﬂ & ey e

o o Mt

e — e

—63

centro C & um ponto qualquer E
recta ¢ obliqua, é maior do
pois, maior do que o rajo.
cumierencia.

e ] - . =
: A, recta2 ED tem um unico ponto commum com =
CITCumIerencir, o ponto A: logo, é tancente.

da tangente BD. Esta
que a perpendicular CA. é.
€ 0 ponto K ¢ exterior & cir-

Reciprocamente — Toda tangente a circumfe-
rencia € perpendicular 4 extremidade do raio que passa
pelo ponto de contacto.

O ponto E, sendo exterior 4 circumferencia, =

recta CE sera maior do que a recta CA. CA é a mais.

curta distancia do centro a tangente, logo é perpen-
dicular @ BD.

Corollario — Por um ponto d'uma circumferen-
cia pode-se tragar sO uma tangente.

Theorema 47 — Duas rectas parallelas deter-
minam sobre uma circumferencia arcos 1guaes.

R L
g s rallelas AB e CD. Quero:
Seja o circulo ?r:ﬂ:5£ér o BD. determinados so-

ue s - D. <do-:
:::1 ﬂ; sttzll'-:'lcruquereucia pelas parallelas R i

1guaes.
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Com effeito, T.T::'-{iil'll[n o diametro K\, Iit_‘l']HL‘II'ill.“'

ular sobre AB ¢ Cl), este -Ii.llllt‘T.I'H tlfl'ilit‘ O drco
CVD ao meio. e tambem @ arco AV B,

| sogrn arco CV — arco VI
arco AV —arco VB

Subtraihindo membro 2 membro,. vem :

arco VY arco AV —areo VI arco VB
(il arco A L —arco B,

| St tivessemos considerado as parialielas IKF e AB.
teriamos achado, n um modo analowo., (JUE OS @rcos ;\T':
¢ BF sioigues.

~ Tambem teriamos podido considerar as parailelis
.‘»I.‘.\. ¢ H‘"-. tungentes nas extremidades do diametro
AV, e ainda H.L"Htl_"'. aso 0s arcos VCRK e VDR 51;-1-{;“11

1es,

Theorema 48 Si duie circumferencias tem n

ponto commum fora da linha dos centros (2 recta que
une os centros das duyas circumferencias), tambem terio

ha dos mms =¥ metrico do Primeiro, eny

€I 08 dois circyloe > o
arculos Ce D que e cortam emy A

|

DY

Tracemos AKX, perpendicular

mos ate B, de modo que AK -
DA e DBE. Lo

AE_ rEL‘tHE: CA e CB sio obliquas, em relacio 4
perpendicular CK, afastam-se igualmente o pe R da
perpendicular; logo. sioiguaes. e o ponto B pertence

-

a circumferencia C.
o Pnnim. AD tambem é ioual a2 DB, por motivo
analogo. € o ponto B tambem pertence 4 circumferen-
cia D,

~ Logo,B pertence a uma e a outra circumferenciz :
€, PO1S, um ponto commum &s duss circumferencias -
as circumferencias que se cortam em A. tambem
corfar-se-hiio em B.

sobre CD, ¢ prolongue-
-KB. Unamos CA. CR,
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Posicoes relativas de duas
circumferencias

Uma circumferencia pode occupar cinco posigoes.

em relagio a uma outra circumferencia, Vamos esta-
Lvi:-n_-r.;l distanciz de seus centros, re!nf.iﬁunente il
SEUs rains, em cadda 111111 rl.p?.. 4'i|1fD pn'-‘.iqﬁ{:ﬂ
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_ Theorema 49 No mesmo circult ou em circunlos
ruaes, a raziio de dois angulos centraes ¢ ipuni & *u
230 dos arcos que interceptam.

Sejam C e D dois angulos centracs em Circiios
iruaes: a razio dos angulos ¢ igpal a razao dos arcos
comprehendidos entre seus lados, o
1° — Supponho que os arcos ADL € EF tesham. .
uma medida commum contida um Aumero exactode ve- S
ses em cada um. Supponho que AB contenba m: e
medida commum duas vezes. € que F.F a contenkba
vezes. : & s
Os arcos AB e EF estarao na razao de 2 pan.i e
Unindo os pontos de divisio P, G, H.L L. 0
IS tros rgspefﬁ?ﬁ. formamos um certo W_ ners et o
d 0> cen = 2 _“n Mn&&_‘ '.":' o B
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si tracassemos 12105 :
F dez argalos ce:traes 1guaes
e em AB.sete, sobranco um angalo menor do que um
d'esces sete. Logo, artezio entr: 0§ ﬂﬂg'lﬂfs centraes
em D e em Cestariz comprehendida entre 7 decimos e
8 decimos.

Dividindo o arco EF em 100, 1000, 10000, .. .
partes iguaaes, e operando como acabamos de fazer, no-
taramo que a razao dos arcos € a €o- angalos estd
sempre comprehendida entre os mesmos numeros de

decimos. Uraﬁ.
vi-io, formariamos €m E

centesimos, de millesimo_.... Logo, es:as razoes sio-

iruaes.

i ; ~

f i
~ Theorema 50 - Um angulo tem a mesma me--
dida do que o arco de circalo, d*scripto do -eu vertice
€omo centro, com um raio qualjuer, e comprehendido.
Eft.r ceus rl::m, comtanto qae <e tome como unidade
ATCO 0 a compreh . | 1
de de sodlh prehendido entre os ladn;_di unida-

Meutr um angulo ¢ pre X _
ang-lo tomado por unidade, | oAa0 COM Um

TE - -
e nn::i?udmng;p WM circumferencia do vertice-
» YOm0 centro, e com am rajg qualjuer, se-

pelos peatos de di-

— L ....

do circulo descripto do seu vertice como centro com

um raio qialquer, comprehendido entre seus lados.

Tomi-se habit almante como unidade de arco o
‘QUADRANTE 0. q 1arta parte da circamferencia; a uni-
dade do angalo ¢ entio um angalo recto.

Si, 0 angalo AOQD fosse recto e o arco AB igual a

3/5 do quadrant: AD, o angalo AOB seria izaal a 3/5

de um angalo recto.

-~ NOTA — Convenciona-se dividir a circumferen-
cia em 360 grius. o giao em 60 minatos e o minuto
em 60 secundos, oS ‘

Um angalo de 23° 15" 14" € um angulo q1e com-
prehende entre seuslados um arco de 23° 15" 147 des-
cripto de seu vertice como centro.

Para avaliar a sua razio ao angulo recto, reduz-

se esses 23” 15" 14" em segandos e divide-se por 90°

reduzidos em segundos ; tem-se entao:

83714
324000

- H
-

de um angulo recto.

F® natural qae, si o angulo fosse dado em minu-
ceria sufficiente redazil-o a minutos € dividir por

tos. : ‘
90° reduzidos tambem a minutos.

Definicoes. Ch
“er

angulo q 1e tem sei vE
e ctiljns lados sao cordas.

O aneulo formado por

i da pas

cumferencia e uma cor
tacto da tangente. ¢ um AH{?:UI.O DE

 gEE

e
"

#*

Theorema 51. — Um angilo
adida a- metade do,arce SOIREEE

amamos ANGULO INSCRIPTO . tofiu
{ice sobre mma circamferencia.

- - - -:. :--.—- .. ! L

LT
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'y elo centro da
r u los lados do angnlo passa p inscri |
{ £E 1,@:::;;;-} Lnscnptu ¢ tem um lado passando pelo centro: ja ca-
L circum : €mos que tem por medida a metade dos arcos compre-
s : hendidos entre seus respectivos lados.
| f; .Ln_gu a medida do angulo ABC, ¢éigual 4 somma
i1 das medidas dns_ angulos ABD e DBC, is. 0 ¢, a metade
2% do arco AD mais a metade do arco DC, oua metade
‘ { -_. do arco AC,
:‘ 1‘ 3% O centro ¢ exterior ao angulo.
i O angulo ABC ¢ igual & differenca dos angulos
4 ABD e CBD, logo tera por medida a differenga das

]

i

~ Seja o angulo BAD; unindo CB formamos um

triangulo i1soceles, pois, CA —~ CB como raios da mes-

ma circumiereneia. Logo, os angulos em A e em B sio

1CHaes.

Notamos que o angulo central DCB é exteri

: _ : erior

40 triangulo CBA. e por conseguinte igual & somma

dos interiores nio adjacentes, isto é, CAR 4 ABC ou

fn E:'lii‘:;?uﬂf::ﬁ- D%ﬂ, ¢ angulo central DCE tem por

Areo com ido e '
prehendido entre seus lados,

logo, o angulo CAR ue ¢
. que ¢ a metad o |
tera por medida o m;tgde do arco DE § g0 DCE, : medidas desses angulos, isso ¢, a metade de AD me-

2* O centro da = . : a metade de AC.
adus (o angulo, circumferencia se acha entre os. nos a metade de CD, ou

L

e B, e =
i "'.".".Lr -

R L e R o

»
'ﬂfanﬁ?m-ﬂw-—-*u—f -

s

i T )

e

Corollario — Todos ©S angulos iusn:ltl“lpt:§. n:
mesmo segmento sio 1guaes, pois. todos fdfﬂ‘ ::Lm :
1esma medida, a metade do arco comprehendido |
seus lados. _

Os angulos inscript
que um cemi-circulo sao

. 1

Os inscriptos nwn
semi-circalo :30 0btu=0s.

O inscriptos n'um S

ey R T W

os n'um segmento maior do
agados.
cgzrmento menor do que um

emi-c:lrculn sio rectos.
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ey

ylo de segmento tem

TROCLENE: 5?,;&; Eﬂdz;:gmmpreherldidu entre

por medida a me
seus lados.

Seja o angulo de segmento TBA.
Tracemos o diametro BD.

AB’T:DBTHDgﬂ y

Logo, a medida do angulo de segmento ABT seri
igual 2 medida de DBT (recto, pois, a tangente ¢ sem-
pre perpendicalar na extremidade do raio que passa
pelo ponto de contacto) menos a medida do angalo ins-
cripto DBA © serd, pois. 2 metade do arco BAD menos
4 metade do arco AD, isso é, a metade do arco BA. 3

ST T e 0%

NOTA — O angulo CBD formado :
; { Or wma corda
CB e o prolongamento de uma outra f.‘f‘ll‘di]. AB, tem

e

& oAy

e e

. SRR
Unamos CA. Tamos:
. -'.‘H_-:‘.n-'.:"".. - L

‘medida 0= medila ¥ + medida a

- medida ﬁ:ﬁﬂ%f_ﬂJ__ _._E;n:

Theorema 53. — O angulo formado por duas
cordas que se cortam, no circals, tem por medida a
semi-omma dos arcos comprehendidos entre seus la-
dos e seus lados prolongados. |

- Seja o angalo K formado pelss cordas AB e CD.

Unindo AD. notamos que o angalo K & exterior
a0 trianoalo AKD, logo igual & somma dos anzalos in- i
teriores nio adjacentes A ¢ D. Loge. a meﬂu}? de K,
¢ igual 4 medida de A maisa medida de D, 15so e. a
metade do arco DB mais a metade do arco AC.

{
'
¥

m—

__ O ancalo formado por duas Se-
o circamferencia. tem por

Theorema 54.

cantes que s¢ cortam fora d=a

g

K

medida a semi-differenga dos
entre seus lados.

ATCOS cumprehcnd_idus'_ e

Et o [
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Seja o angulo C.

» ] m 1T -

() agrulo ADE ¢ extcrior 40 triangulo ADC ;5

' y 21 F;I'u \ DE ¢ igual 4 somma dos angulns Ce
||-|_:.Il.| _1'-; . d &

\ - donile deduz-se que o angulo C ¢ a differenca entre

\DE e A. Lot v .
[L.oecn a medida de € sera igual a medida do an-

vitlo ADE menos a medida do anculo A © 1SS0 ¢, 4 me-
x . - - u 1
taidle do arco Ak meénos d metade do arco BD.

Theorema 55.- lim todo quadrilatero inscripto
|- . -l[a}l'l-i 15 Salid .];Iilll'”lti][llrﬁs-

10 0 -!1j.|i|'.'f]-'|1._'.":| iTi“‘.L'rjIltfi .\.Ii{:lj.

(Dz=se que um qoadrilatero ¢ inseripto n‘uma circumfe-

rencia quando sens vertices estlo sobre a circumferencia e 5€15
l,'l.,llhi & T g‘r'rrli,li'_l

§ .' N AL L o 1
angulo A tem por medida 2 metade do arco

~ nmpn:-ht tdido entre seus lados, e o angulo C
| M por medida a metade do arco DAR comprehendi-
;;:q-::r{;‘ ::u:. I;“hﬁ:‘. T-.tgl'u as medidas dos angalos op-
dois angulos perfazem, pois, a m;talie.?ise ?ofi:ld?s Fin
reTencia : o8 angulos A e C sfio, pois, suppleme‘::ﬁ:-

He D)

.
L

k
i
:
i
1

Polygonos regulares

L S S

Um POLYGONO REGULAR tem tordos us seus lados
1cuaes e todos os seus angulos 1o ULEeS. _

O trianculo Ei}UHﬂtET‘D. 0 quadrado, .. 5720 polygo-
nos regulares.

Diz-se que um polygono ¢ INSCRIPTO 1l unmiL Cir-
cumferencia gquando todos os seus vertices estio situa-
dos sobre a circumferencia ;: entiio todos os seus lados
<0 cordas.

Um polvgono é CIRCUMSCRIPTO a unii circmnieren-
cia quando todos os seus lados sio tangentes a circum-
ferencii.

Uma LINHA POLVGONAL REGULAR tem todos as
seus lados iguaes, assim como todos os angulos.

[Th SECTOR POLYGONAL REGULAR ¢ i higrura hmi-
tada por uma linha polygonal regular e os r_;iina tragados
de suas extremidades ao centro do circulo circumscripto.

O centro de um polygono regular inscripto ¢ o
centro do circulo circumscripto ao polygono. :

RAl0 DE UM POLYGONO REGULAR INSCRIFTO € O
raio do ciiculo circumscripto a €sse polygono. U seu
APOTHIMA ¢ il di-tancia do ceniro A cada wm dos

lados.

Theorema 56 A ioda circumferencia, pode-
se inScrever e circumscrever um polygono [EgiAL:

F

1¥— Seja uma circumierencia O : dividamol-: em
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ym certo namero de arcos ig2aes. €m b, por exemplo.
r cordas, ja sa-

Unindo as extramidades dos arccs po
stas cordas sio1g 1aes, po's, correspondem
4 arcos iguies. Logo. o polygono ABCD. .. ¢ inscripto,
porqie tem o0s Seus verlices sobre a circamferencia, e
; e r[*L'JIFlI', Fﬂrr!ut‘ SELls ]E{Iﬂi Sd0 10[[05 i_!..';u“ES o tUﬂDS
spus anealos tém a mesma medida.
2° — Sempre podemos CIrCUmscrever um polygo-
no regalir a uma circamferencia.
Pelos pontos A, B, C,... tracemos tangentes :
tormaremos triangealos.
~ Ona, o0 :x:flg:.tin A ¢ igual ao angulo B do mesmo
1 T.TLII']LE.II'J: pois, tados o8 dois tem a mesma medida. «
’ metade do arco AB.

bemos que €

U g T Tl P ]

S A

S i'r-l"b'-"‘- ' :

i b !:r;las N0 out -t s . '.
{ iy & “ﬂgﬂﬂ- dngulos B e C tam-
o itm. : ____..._%,,,_,imeta.ﬁ_g___dnartuC.

L B o ok

— Y —

Us lados deste novo polygono KVTP... <io, pois,

igrazs entre si e sdo todos tangentes ao circals O

3 OsLaugu]na em K, em V, em ... t:mbem sio
ra2s.- Lozo, o polvgono é regular e é cir Cri
a arcumferencia O, 2ipi, s

an[prnnamante — A todo polygorno regular po-
demos CIrcamscrever e 1ascrever uma circamferencia.

1° Seja o polygono regular ABCD...

Traco OA, OD e a perpendicular QI sobre CB.
Considero a partc ODCK da figura, fago-a girar em
torno de OK. Os angulos em K sio rectos, logo KC
tomara a direccio de KB; mas ji sabemos que KC=KB,
logo o ponto C cahirda em B. s e

Os angalos C.e B sio iguaes, como angulos de
polygoao regular, logo CD tomara a direcgio de BA e
como CD — BA. o ponto D cahird em A. '

De modo que a circumferencii que passd por D,
C e B tambem passa por A. Demonstrariamos defimt =
modo analcgo que ella passa tambem por'F, e por E: 52 et
logo, ellr ¢ circamscripta a0 polygono dado. | BReT

2° O polygono ABCD,... sendo regular, 0s I:mdus; B e Sh T

>4
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w =

e B

— 30

2o jwques, sao cordas iguaes : logo,
i b=

. ¥ ¥ 'l {_‘”H -
AB, Bt te do centro.

am-s¢ igunlmen
afastam-5€ 1Eiidi . b S el
Todos os apothemas dos jados AL, hLE LIL[.']‘I:
sio irudes. LOZO, <1 tOINASSEMOS () t‘ull'm cen ["F'_l e OK
'ltmrrrilin feriamos Ul circimferencii nscripta ao
L '

III"I]".'L"HI'III'J TE_'.:’HIHI" A BC“‘. .

I

o —

~ Theorema 15?. (pE STEINER ) — Quatro rectas
cortando-se duas a duas formam quatro tri:m;_ful?g, - 05
circumferencias circumscriptas a esses quatro ttiangu-
los passam por wm mesmoe ponto,
Seja o circulo KBDT. que passa por o LT e
DCV tambem passa pelo mesmo ponto T.

AN
| / ]
l'lll"--.‘_‘ \ Lf‘r “)
\ i & e
\ RMM,—-""# f i
\_x P
g I O

0 dirculo ACK qrcener
AKTC for i o os BUSSAtA por T, si o e
| dscniptivel. Serg ins::riptirelql;?d:htem

| ) 3 Seus

: rata-se, pois, de
® 0 supplementy (g ﬂ.n;u‘;ﬂét{‘# I8€ 0 angulo BKT

i I-'FI' ._i.- -
“@_i‘_ﬂﬁmumumfe-

e

R
F 5 ._rL-l-‘.-"": g
e I T _" ¥ =

.
S Yt e 1 i
LU
e '_,.].

. o Sk ¥
i S e W

RN
Logo,
. O=T
Na igualdade 1) substituindo n POT 1, temus .

'.
Kir-2 rectos.

Logo, o quadrilatero ACTEK éinscrint: '
e ', ‘emscriptivel. A cir-
i)ﬂ'%i;:encm que passa por A, C e K tanl:hem passara
]El‘um.mn-dn analo I; '
o A g0, demonstrariamos que a cir-
cumferencia que passa por A, B e V. tamb
oy e 7 . tambem passa
- Logo, as quatro circumferencias circumscriptas
0s quatro triangulos passam pelo ponto commum T.

S e SRS
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Vovimento de rotacdo em Alguns problemas
- torno de um ponto | , :

Traq;lr uma perpendicular pelo meio deuma recta
limitada.

j Diz-se que uma figuri plana esta animada de um | 3 Ea
movimento de rotagdo em torno de mm pﬂ'ﬂtﬂ () dﬂ:geu . T "\x
plano, t{ilamilu todos o5 seus pontos se€ deslocam des- | dh
crevendo n'esse plano e no me:smo centido. em torno
do ponto O como centro, arcos de circulo tendo como

. raios a- distancias respectivas d’esse ponto ao ponto O. :

$ . N'evse movimento, os arcos descriptos pelos va-

U rios pontos da figara sio semelhantes, 1sso €, medem ' B

- ' angnlos 1razes. L] Seiteiat 0 . - I_ :D

.Y _ Todo deslocamento d'uma figura plana de forma

. invariavel, no seu plano, reduz-se a uma rotagio ou;a - ' ' \

i ima tr:mﬁlnqnu, : . |

& l“'m”{::;r:l; rlu-:am:'n‘.-:_r de uma hg: Ira no sey plaﬁu, 0s

a figara de crevem, ora linhas rectas (trausla- 3

G10), ora arcos de cireulo ( rotacio!
4 SENTIDO. ( aﬁ;ﬂﬂ}, SEMPRE NO MESMO

e

J Dos pontos extrémos A ¢ B como centros, trago
rcos com tim mesmo raio, maior doque a metade de
‘ ‘AB. Uniundo os pontos communs C e D, temosa per
i pendicular desejada.

Com effeita, cs pontos Ce D distam ignalmente
de A e de B, logo CD ¢é o logar geometrico dos poatos
§ -~ 3 do plano que distam igualmente das Extrem;d_ade:s de :
| uma recta limitada; €a perpendicular pelomeio d’essa F ok
recta, :

' - - I’ indispensavel tomar-s€ uml raio maior do gue
o T At . . - metade de AB, para que oS arcos S¢ cortem em dois

pontos.
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1 |

sobre wma recta dada tlli

m ponto P, dado,
Por um p ular a essa recta.

.:'; mitada, | tracar uma perpeudlr

_ A’ direita e i esquerda do ponto P, tomo distan-
s cias iguaes PD e PC, Com CD, recomego a coustruccio
‘FI I

do problema precedente.

T — — i

'

: Por um ponto P, dadu fora de fste
i1 Jorade um recta illi :
1 ?. dada, tracar uma perpendic ullr Tae recta, mitada

T Tomo um ponto qualquer O como centro. e a dis-
St tancia OB como raio ; traco um t‘:lrculnqut mﬂt AB
'. s B | e em C. Uno CO e prolongo ate D.

A recta DB ¢ & p:rptndlcnlar dﬁqﬂﬂt
Cumeﬁﬂ nugu]in_ﬂtnn

-ﬁ'e do nrt:n

..1:-I {l1e: I,
AL LML

.I"|- . .
) -Ill|||||,
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Do ponto P, com um raio PC, maior do que a
dictancia de P a AB, traco um arco de circalo. Do
ponto C, com o mesmo raio, trago um ontro arco de
circulo, que determina o ponto D.

Messo o arco DP e transporto sua medida sobre
CK. Unindo PK, teremos a parallela procurada.

Com effeito, os angilos m e n, alterno--internos.

€io ig 1aes, pm tém por medida arcos iguaes, lo
as rectas AB e PK sio parallelas, 13' = Eﬂ

B ™ E -

..-:-.
,‘ . . -~

Por um ponto A, d°
angalo igual a ym nugull:arm;:;om dada AB, tragar um

: I- +i-'._".‘F'I'I = r_ Fis
.':‘.';,‘.‘_a.-#jh =

0,

-l:'._‘:uq,.“' T

L
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- 88 — ' 2 N e
I': Tracar & Ljssectri?:_df L :m;.:'u]ﬂ. 1|1.1;u‘u[u nio- :ng’u.l_us dad?s zu h‘; & it = :d TSR
e conhece seu vertice. erceiro vertice do triangulo procurado,
: | NOTA — Este problema ¢ possivel, somente
- 8 quando a somma dos dois angolos dados ¢ menor do
i gque dois angulos rectos.
S8
s
5. Construir um irtangulo, conhecendo dos lados ¢
=Y o angulo por elles formado.
o ¥ Trago AB — m; em A trago um anguio igaal ao
o angulo a, e tomo AC = n.
o .
N Sejam AB e CD, os dois lados de um angulo do D |
. qual nilo conhecemos o vertice. 1
- It - .
C A Tracemos a secante KV,
..jl : 3 . - g
F i ' Ah'vnfsl*?i{mmﬁﬁ?ﬁ as bissectrizes dosquatro angulos -
e Pe T, e q;lf D‘IK-: obtemos assim dois pontos: g
. i1 » 1€ oS dao a direccio da bissectriz P'T.
{ Ptk i
& Construir (r1: ' -'
% {i ' U trangulo, conhecendo um lado e |

08 dois angulos adja

centes a este lado,_

Unindo CB, terei v triangulo ABC procurado.

[ste problema ¢ sempre possivel.

Construir um triangulo, do gqua! cophecemos ok
tres lados. :

Traco AB=m. De A, como centro, € ::m::
raio = n, trago um arco: de B, ::uEm: mﬂﬁs ;:tusse
um raio = v, trago um outro arco. Lstes _

cortam em C. O triangulo ABCeéo mng'nlomdo _

g
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O probiema é possivel, 6 si os arcos, que tra-

§Amos com n e v como raio
pectivos A e B, se cortam,
J . .
: E’ preciso, pois, que um lad
O que a somma dos dois outros 1
do que a sua differenca.

> € com 05 centros res-

0 m ou seja menor
ados n e v, o1 maior

B

N'um ponto A d*uma rects qualy: -
111& a.ngullt; BAC:glétl a0 angaly dad‘}:,; tg:; : d? 't:::‘i::
=n. Do ponto 10 |
o daﬂnp Como centro, € com um raio 1 1al

. m, 1rago um arco que corte AV
Unindo CB. formo o tris neualo AtiIiC. prm:.:ndo.m e

St tivessemos dado o angule a opposto a0 menor
lado, o problema teria sido incerto.

m <~ h ndo ha solugio

m = h ha uma solacio.

in < 1 ha 2 soluagoes

g
m > h ? m = n ha 1 solugio (iscceles,
1

m > nu ha 1 soligdo.

Em resumo, seja qual for o angulo a. obtem-se

umi solugiio ¢ uma so. quando m > n.

Para que haja duas solagoes ¢ preciso que a seja

agudo e que ao mesmo tempo m < n. em = h
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encia n'um triangulo.

Inscrever uma circumier

isto &, dos cim’ilns tangeﬁtwtw Inf&a e m p;a-

hng‘amé_l_ltﬁs f_lns ﬂms uutrntn]zﬂns‘ | _ ARt
i' i : l = : 1
i# - ; }

"

| Traqar uma tangente 4 uma cnrcunfertum por
R um ponto sxtuadn sobre i curvi, | HE
Seju o trisngalo ABC. Trago as Dbissectrizes . ‘ | ,
. -lr; angulos A, B e C. E-tas bissectrizes cortam-se |
| n'um me: mo poneto O, Este poncto O ¢ o centro da
circumferencia procurada e o seu raio ¢ a perpendi-
I calar OV, tragada de O para V.

——

L
a

e

o i il 'li'l'ul'.sl..ill.L pt

&
B

e (IO L it ool
i el b 4 .

q Tragar as circumferencias tangentes a tres rec-
By ¢ | tas que se cortam duas a duas.
=

Sejam as rectas AB, BC e AC, que se cortam
duas a duas.
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St Tragar as ﬁ_ﬁ:ﬁ.cﬁmuﬁsa duas- circumfe-
BERTEHCIHSI \ : . e

" Sejam as duas circumferencias O,e O, Levoor
raio da menor a partir da extremidade do raioda ;

¥

e Unamos OP. Tomemos o meio de OP, De C
como centro e com CO como raio, tracemos uma cir- |
cumferencia, Obtemos os pontos T e T, que, unidos
4 P, nos fornecem as tangentes, PT e PT sio as tan-
gentes procuradas. Com effzito, os angalos em T sio

| rectos ; pois, tém por medida & metade da meia circum- '
r . terencia C. F

ctivamente a O; Ty e a O 12 bas Bt
L [: = -;ﬁ‘:_'—;"__ & Ii"—[‘tﬁ:;il e e ’ 5 el " 1-1. = s :l_‘:__-:_lrl_T' Ll
y L1 da Lo T © "h'— iy = il W o
il _ft-;{frig?r—%_ g fin g R e
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_ tangentes exteriores; na quarta posigio. ha uma sé
e \ . tangente exterior ¢ na quinta posigio. ndao ha tan-

——
#
'
%
X

b ¢
|
\D
%

gente nenhuma.

%J 3 ~ 06 —
~ I8 I ; | e
s U fm vez de tragar o raio do pequeno circulo 3 _ : :
% . l‘ partir da extremidade do raio do grande, nit direcgao - & Essas d?as tungentes, sio _tﬂnmtes interiores
. . cortam-se n'um mesmo ponto V, da linha dos cen-
? {u _. Lros, que se chama CENTRO INTERIOR DE SEMELHANCA.
E. B el
1t 5 'NOTA o AS circumferencias dadas podem occu-
; it — r Par cinco posigoes relativas. podem ser exteriores
1 - S uma - a outria, podem ser tangentes exteriormente.
N e ARy podem ser secantes. podem ta tes interi
i / h : 1 - podem ser tangentes interior-
%, | / \) mente ¢ podem Ser interiores uma 4 outra.
_ ..{ / X | 3 Na primeira posicio ha quatro tangeutes com-
& E % / = 1 muis, duas exteriores e duas interiores: na segunda
5y | / Fo pumqﬁ_u, d tres tangentes communs, duas exteriores ¢
| r ‘ i uma interior: mna terceira posicao. ha somente duas
i}

'l <) : Tracar a symediana d'um angulo d'um triangulo.
ik \ e : i Seja o triangule APC, Queremos tracar a syme-
% b \ i : diana do angulo A. Circumscrevo uma circumferencia
e ¥4 -

p B ke AL 3

E . —~ '

i/

$A 1o prolongament
. -__H,Eﬂﬂ- nalogs ngte tr-.s:
i : :.,..--:- ‘ ! nl E

i ' tes.
a0 triangulo, e pelos pontos Ce P, trago as tangen
O ponto S, de encontro das tangentes. 1nos da;ﬁa syme-

diana AS.
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PONTO DE LEMOISE i,FIl: 19.)

Constru’t um segmento cipas de um angulo
dado. sobre uma corda dada.
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3 Determinar o logar geometrico das p; jeced
T Projecgoes
d'um ponto K, sobre as rectas ue passam por um
ponto dado, e estio situadas n'um plano dado.

]

ol

ol el

Antes de tudo, precico dizer que a projecgao
de um ponto sobre uma recta. ¢ o pé da petiﬂ:ﬁdi.-.
cular tracada do ponto sobre a reeta. e L h
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b
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ponto fixo, dado. ' S i
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V = ponto fixo, daﬂu, pelo qual passau.ma
xy que gira em todos os sentidos no plano (po
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reometrico do3 Meios tii;u:. cor-
- V. dado no mterior

Procuriar o logas

das que passam por uiil ponto
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=
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d'um circulo.

B w

Unindo o centro O ao ponto Ve prnlm‘lj.;'it_milu
4té K. temos o raio OK. Ja sabemos que a corda
V. acha-se n’'este ponto
logo V ¢ um ponto

CD perpendicular ao raio €l
dividida em duas partes 1£aaes -
do lorar reometirico procurado.

YTV e TR i o -

. PR -, we W
. = .

-'{" Prolongando KO ate 1, temos O diamet o KI: L
' * < o
loro, O |mn1'.n () tambem e wm putltn do lug.ll‘ proc urado.

Consideremos agora uma corda qualquer AB
pascando pelo ponto dado V5 si, do centro, tragamosa
perpendicular OT sobre AB, o ponto T cahira no meio .
da corda considerada. Logo, T tambem ¢ um ponto
do logar geometrico,
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xl'.l'..;.”“i“ l'!l”: [ ;!."!_fulll { ]FF“-: l.:‘ '['E['tn‘ IJ“dEIﬂU"}. CO11-
sideral-o 1n scripto no semi-circulo que tenha OV como
diametro. _

() mesmo acontecendo PaLra todas as cordas quc

$

passam pelo ponto ¥, concluimos que o logar ceome-
trico procurado ¢ o circulo que tem por diametro a
distancia do centro do circulo dado ao ponto dado :
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