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reometrico do3 Meios tii;u:. cor-
- V. dado no mterior

Procuriar o logas

das que passam por uiil ponto
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=
|. . -. W JI"_. o i, i
ety T Kl R i

d'um circulo.

B w

Unindo o centro O ao ponto Ve prnlm‘lj.;'it_milu
4té K. temos o raio OK. Ja sabemos que a corda
V. acha-se n’'este ponto
logo V ¢ um ponto

CD perpendicular ao raio €l
dividida em duas partes 1£aaes -
do lorar reometirico procurado.

YTV e TR i o -

. PR -, we W
. = .

-'{" Prolongando KO ate 1, temos O diamet o KI: L
' * < o
loro, O |mn1'.n () tambem e wm putltn do lug.ll‘ proc urado.

Consideremos agora uma corda qualquer AB
pascando pelo ponto dado V5 si, do centro, tragamosa
perpendicular OT sobre AB, o ponto T cahira no meio .
da corda considerada. Logo, T tambem ¢ um ponto
do logar geometrico,

L

2 minsied i

. .I-*:H

e i

[

xl'.l'..;.”“i“ l'!l”: [ ;!."!_fulll { ]FF“-: l.:‘ '['E['tn‘ IJ“dEIﬂU"}. CO11-
sideral-o 1n scripto no semi-circulo que tenha OV como
diametro. _

() mesmo acontecendo PaLra todas as cordas quc

$

passam pelo ponto ¥, concluimos que o logar ceome-
trico procurado ¢ o circulo que tem por diametro a
distancia do centro do circulo dado ao ponto dado :
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Linhas proporcionaes

Para a boa comprehensao d’esta terceira parte, &
indispensavel saber-se exactamente 0 que @ uma razao,
uma proporcio, uma quarta proporcional, um meio pro-
porcional, uma terceira proporcional. E’ indispensavel
conhecer-se os theoremas mais importantes relativos
as proporgoes: em toda proporgio, o producto dos
meios é icual ao producto dos extrémos ; reciproca-
mente, si quatro quantidades sao taes que o producto
de duas d'ellas seja igmal ao producto das duas
outras, essas quatro quantidades formam uma pro-
porcao.

Em toda proporgao a somima ou differenga dos
dois primeiros termos estd para o segundo, na mesma
razio que a somma ou a diffe renca dos deis nltimos esta
paia o ultimo.

Fm toda proporgio. i somma dos antecedentes
esta para a somma dos consequentes, como cada ante-
cedente esti para seu consequente.

N'uma serie de razoes iguyaes, d souumd de um
certo numero de antecedentes esta para a somma dos
seus respectivos consequentes. como qualquer antece-
dente esta para o seu consequente.

Sio tambem indispensaveis certos couhecimentos
relativos 4s equagoes do 1° e do 2° grau.
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=8 Theorema 58. ~obre uma recia l.mlll-ll L £ oS serundos membros sio 1gaaes, logo os ¢uis primei-
S ha sempre um ponto e UM SO, entre A e B, que divida ros tambem o sio. e s ,
1’;1 i | 4 recta dada AB n'uma certa razio mjn. AC AC
Wk Seja a recta AB. Ouero demonstrar que entre _l:[; (“
':.. gt § "‘ - . , H . e - ' - |
E 'I.'.| "1 e H ]-'|___4 L II[.ITTlFJ‘{ El”{‘ Fj] "..'Il]'L' .."& f: 1 1ms:l LET'tETI. I"-.IEJU, E
,,, 3?.: Mas, _i;i sabemos que
.1_.1:‘ --'.,'. HH:_ : iz . N
!,l - = - - - - :"l.{_.. {_.B A':I Lo t-:li‘;
i RL 1,_! -"._ . = 1% P = -
£9 B! : S 4 T CB C.B
T e A _- o |
ey : C B
o H C,
ﬁ 01l
= .
b 1 ., y 1 ’- ¥ & - & - > 5 »
';hr ' por e a‘._‘i”hhf. I« Til}i;lij-:__?r Basti Prera 1S5L0O dnudu-s:‘: ' y - .L'Hl—
i AbBem 3 1 2 ou 5 partes iguaes : contando-se 3 d’estas e S

partes a partir de A, e ahi marcando o ponto C, nota-

mos que AC comprehende 3 das cinco partes entre as
L]

quies dividimos AB. e (] comprehende 2 d'estas
aries.
- ’

Logo AC estd para CB como 3 esta para 2.

~ Leneralizando, e suppondo que quizessemos divi-
dir AB na razio m/n, bastaria dividir AB em m-Ln
partes iguaes. Contando m d'estas partes a partir de
A, e ahi marcando C. ficam para CB as n partes res-
tantes, e AC esti [Tl 'l'B COMmo m par:d n.

Logo sempre ha um ponto entre A ¢ B que divi-
de AB n'uma rarzio dada, =

Precisamos agora
PONTO.entre A e B,que di

Codividindo AB n

¢ demonstrar que ha vy s6
vida AB n'uma razio dada m/ .
4 razdo de m para n, temos -

{2) notamos que

N'esta proporcio os dois antecedentes sio iden-
ticos. ¢ indispensavel, pois. que oS consequentes tam-
bem o sejam : logro '

() que exige que o ponto U comada com o
ponto C.

Logo, o ponto C; que suppomos dividir AB na
rizZio m/n nao ¢ mais do que #.1{ruprif_1 ponto C.

I’ pois, claro que entre X' e B so existe um ponto
que divida AB n'uma razio dada mn. .

Theorema 59. — No prolongamento de AB tam-
bem ha um ponto e vy $0 que divida AB n'oma razio

A dada m/n.
et (1) 8
CR - . s
I j e sy
Maginemos um oytro ponto RS &y SN SS
vidisse AB na razio m/n, teriamos m;aliﬂ'nmet:::}:m 7 A B cC c
-J—-‘-:E,. i _El___ {2]. ]_‘:- fﬂcﬂ ]Jl'ﬂ\-'ﬂf '!“E SEmPfﬂ‘ hﬂ i.'ll'll Pﬂntu C tﬂ-i
C:B I ik
i S : AC
parando as proporgies (1) e CB

E | | L A

Rk A 1
BRI e i o

e I

— alaemal b
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b |
§ seja 1rual a m/n {analogamente a0 que hizemos no theo : 22 [:3;];1{1;13:;;: pontos A, K, B e V formam uma pivi-
= i ._-'l. i i - I g h : .
rema I:rt:r:i:{lt;:l}tu_u. | & e s
' ‘- Sabemos que
Podemos. pos, CSCrever . . |
AC I . : AK -
CB 1 | KB n
i
[marinemos um ponto Gy tal que I X AV
2 ! VB 5in
AC, m " *
B n f £ AR A . :
: : : . KB VB
Concliumaos (g ue ;
. AC AC, ol AK.VB = KB.AV
" ] f_:H, CIB

d’ahi deduzimos a condicio para que 65 qualro ponios
A.B,KkeV formem uma divisio harmomica - € precaso
.que 0 producto dos dois segmentos exiremos Seja 1gual

i

EE__'!:H' AC; — CiB : 20 111‘(1[1:1;:{{1 do secmento do meio pela distancia to-
CB TCIR tal AV,
o1l Os sermentos AR e KB caja somma perfaz AB
chamam-s2 SEGMENTOS ADDITIVOS.
AB AB

Os secmentos AV e VB caja differeaga periaz

CB = CpB A B. chamam-se SEGMENTOS SUBTRACTIVOS.

| .l s antecedentes d'esta ultima proporgiao sendo
ienticos, ¢ indispensavel que o mesmo aconteca com

Theorema 60. —Quando um certo numero de pa-
0s consequentes, 10go ralleias determinam sobre uma secante partes lguacs.
ollac tambem determinam sobre qualguer oatra secante
{:l; = CIB - ST~
partes 1guaes. : e ¢ : -
& e Sejam as parallelas AK, BV. L P, DT. que de
¢ 0 ponto Uy comcide com C. Lﬂi{ﬂ- 0 ponto Gy que +
suppomos dividir AB na razio m/n nio ¢ mais do que
0 proprio ponto C,
S | o
: E-if:_;u 4 recta AB limitada, seja K o ponto entre i
A e B, que divida AB na razio m/n, e Vo ponto no |
| E‘rulnn;{;imeﬁtﬂ l}:: AL, que divida AB na mesma razio. !
| s pontos K ¢ V sio chamados ¢ | ;
| g S CONJUGADOS HARMO- i
| ¥
A | SR v

L Shis terminam
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BC, CD. Ouero demonstrar que e€ssas 1::1:-:;{1&1.15 deter-
minam, sobre qualquer outra secante KT . partes
1ruaes,

Com effeito,.pelos pontos K, V., P. trago as rectas
KS. VR e PO parallelas a AD.

KS — AB como parallelas comprehendidas entre
fr'.I:'.J”t:IHE.

VR  BC pelo mesmo motivo.

Como ADB - BC (por hypothese), concluimos que
K= VR, ;

Nos dois triangulos KSV e VRP, os angulos em
Ke em V' sio iguaes como correspondentes, e os an-
ulos 5 e R tem os Tados respectivamente parallelos e
dirigidos no mesmo sentido.,
| Os triangulos KSV e VRP tém, pois, umn lado
wwual comprehendido entre angulos respectivamente
iguaes. logo sio iguaes, e seus elementos sao respecti-
vamente iguzes, -—— o lado KV —= ao 1ado VP.

D"um modo analow - -
P P oro, demonstrariamos qu

| If:;;:u. 45 parallelas consideradas determinaram,

sobre & outra secante K T. partes icuaes.

SRS

Dahi um processo para dividir uma rectaem um
numero qualquer de partes iruaes. '

. )
"4 - e
- e e
(= 5 Jr LT ol
q:_-\..-._l....-‘l 3 J: d

glaetok Lt

- Trago uma recta auxiliar
bre essa recta a partir de A, uma medida
tantas vezes quantas sic as partes entre as quaes
quero dividir a recta dada (no caso actual, 3 vezes).
Uno os ponto T € B, e trago pelos pontos Ve K
as parallelas VD e KC, a4 TH., As parallelas KC. VD
¢ TB determinando sobre a secante AT. tres partes
iguaes AK, KV e VT, determinario tambem sobre
a outra secante AB. tres partes iguaes AC. CD
e DB,
| ®

g ®
Theorema 61. — Toda recta. parallela a am dos
lados de um triangulo. determina, sobre os dois outros
lados partes proporcionaes, -

A

) T J.-- .. '.. oy, i ;
W
20

Seja 0 triangulo A BC e a recta KV pﬂﬂm
lado BC.

~ Suppomos que entre AK e KB h
D e

N 5 Y] = ™ £
e - i T g L aLbTT
. el ¥t :
i e el M iy - i
.....-. 1'-.'.’.. I - B o
Ik ek =
]
i I
xr - -
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ER -



N,

]
e
i

AR H

'_lfl
i

e P
.rr- Il- ."'.:.| LEN

5 il et s ! o 4 -
& o Tl RSN e L e

o i [ k"

S el e
. I""‘w _-I-'i-lulh:-l!-ﬂv--

L wl
- |
e a sl

e

— 110 —

16 (determinarao sobre o lado

e 1 KV, Estas parallel g
jelas a K =) 3de A a V,e2de Val,

AC cinco partes igoaes,

'I‘l'l_!"i:l

AV =421 (2)
VEEF

[Das proporgoes (1) e (2) deduzimos

AH Jﬁ.'\‘r
KB  VC

() que quertamos demonstrar.
Fista ultima proporgio pode ser escripta de va-
1as formas

AK AV (a)

=

KB VC
AK - KB AV L VC
KB ' S\
AB AC  (b)
KB VG
KB vC
ARy

KB + AK _ VC LAV

AK: =+ - AV
AB AC (c)

T ]

AK AV

em geral. podemos effectuar toda
: X S as tran -
permittudas em aleebra. . sfurma‘,ﬁe_s.

ﬂlﬂprnnpmintn. — Si uma certa recta KV de-

Eb . O
" L&
¥ T
-
L] g
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-

termina sobre dois lados de um trianguio partes Pro-
porcionacs, essa recta ¢ parallela ao térceiro lado.

A

4
Vv
-+
B
=
Seja KV, tal que
AK AV (1)

KB~ VC
Suppondo que KV ndo fosse parallels a BC, e
tracando a parallela KT a BC, teriamos

AK AT (2)

KB o TG

Comparando (1) e (2} notamos que

AVE AT
Ve - 1G

O que nao ¢ possivel sendo quando o ponto T coincide
com o ponto V; pois, entre A e C1nun podem existir
dois pontos V e T que dividam AC na mesma razio.
Lofro KV coincide com KT e ¢ parallela ao terceiro

lado BC.
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i Juas rectas OA e OB sio cortadas por uma Se-
1L Cle . : .

o de parallelas, ©5 segmentos di primetra recta estao
i AP F i - -

lamesma razaoe do que os segmentoas correspondentes
da segunda,

LM lrE 8 ”E EC 0OC CA OA
OF HE = OF Fb OD. 7 DR Of

O 8] SR - s R
OH HE -~ SR T e

. {
e um e e\ issectriz do angulo rerusion

R

EE_ i B il

e R e o o

"—1113 —_— 1

segmentos directament
Jdados do triangulo.

B D Co e s o

Seja o trinngulo ABC e a bissectriz AD interior
do angulo A. Pelo ponto C trago CK parallela a DA
ate encontrar BA prolongado. Formamos o trian-

aulo AKC.

Notamos que o anguio BAD ¢ igual a0 angalo K.
como correspondentes: o angulo DAC ¢ igual ao an-
gulo ACK, como alternos-internos. Os angulos forma-
dos pela bissectriz AD sio iruaes, os dois outros em K
e C tambem o serdo. l.ogo, otriangulo AKC éisoceles

- I.’.E —_ 4‘1{:

No triangulo KBC. AD ¢ parallela & base CK.

logo

BA. Bl

AK DC

substituindo AK pelo seu igual AU temos:

Reciprocamente, —- Si uma recta, partindo do

vertice A d'um triangulo, divide o lado opposto em
 segmentos proporcionaes aos dois outros lados, ella €
~ bissectriz do angulo A. S

B il = ek

€ proporcionaes ans dois outros
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A

Seja. no triangulo ABC, a proporgao :

O respuctwnm

;. .._"-’-‘ﬁaﬁu ignaes. : -"f.‘;n :

NQTA —( do Major ‘l‘:nnﬁu ﬂu muqnaw
-é ﬁ:Isn para os triangulos isoceles e cquﬂm & i
. Seja o triangulo isoceles ABC tendo ﬂihm

a'nng-,nu f seri = 180° — 2z e o angulo yw
—180°— /3 ou 180° — 180¢ - 2a ou 2a. v b

r...._i
i

BD  AB (1)
DEETCAC
Tracemos BE parallela a DA e pmli:mguﬂnns
CA ate sen encontro com essa parallela em E. No tri—

angulo CBE as parallelzs AD e BE dio a proporgao

BD . FA
DC.5 750
Comparando esta proporcio com a proporgio (1),
notamos que AE = AB; o triangulo BAF é ¢, pois, iso-
celes, e os angulos IIBA ALEB sio iguaes ; mas o3 an-
gulos KBA, BAD sio lguaes como alternos-internos e
05 angulos AEE, DAC sio igaaes como correspouden-

tes. Logo, os angulos BAD, DAC <io 1guaes, e AD ¢ .
bissectriz do angalo A, |

J-."

&ﬁ“gﬂﬁiﬁ Tt “‘:F"'ﬂ:‘-;i} e
0 H-- ﬁ.rwu m

ilrlhﬁ <0b ]

Theorema 63.—
€ um "iaﬂa'ulo det ¢

¥
E
'!-‘_l'-..
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i
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\ bissectriz d’esse angulo formard com o lado BC um ek | d'um vertice A d'um triangulo encontra o PROLONC A-
/ : b -

MENTO do lado opposto BC em um ponto D cujas dis-
B tancias aos pontos B e C sejam proporcionaes aos dois
outros lados AB e AC. essa rccta AD ¢ bissectriz do
angulo EXTERIOR ao triangulo tendo seu vertice em A
Demonstragio analoga & demonstragio da reci-
proca do theorema precedente.

angulo de H0°.

NOTA.— A bissectriz interior determinou sobre
o lado opposto do triangulo um certo ponto K tal que

#BK _ AB
" g KGC = AL

Tragando a altura relativa ao lado AC, o angulo dessa
altura com o lado BC sera de 30° logo a bissectriz exierna e a

altura sio orthogonaes, e pnrtagin essa bissectriz € parallela ao
lada AC . | ;

lLogo, o trmngulu AKC ¢ icoceles e
AK = AC

Notando que KC ¢ parallela a DA, o lri:,mguln“
ABD nos di

BA BD

=

AK ne '

Du. substitaindo KA por seq igual AC, temos :
AB  BD e

P W

A bissectriz exterior determinou o ponto V' tal

que

BV AD
T VD AC

T T Ry

i Tm dieim:

"
LI
-

S S
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ferencia passa pelo ponto A Com
formado pelas DISSECLrizes de

upplementares, e recto.

metro. esta circu
effeito, o angulo KAV,
dois angulos adjacentes
__ O logar geometrico dos pontos,
a dois pontos dados Ae 'B sS40 propor-
nehes dadas m € 1, ¢ uma crcums-

Probiema.
cujas distancias
cionaes a duas dime
ferencia.

Supponhamos m _= 1. Tomemos sobre a recta
que une A e B, um ponto ), tal que

AD _.m
DB n
¢ 1o prolongamento de AB, um ponto D, tal que
AD' _m
D'B n :

Os pontos D' e D pertencem ao logar geometrico.
procuradeo, e sio os unicos pontos do logar situados
sobre AB. |

e gl

e

T ——— oy

£
i
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Todo ponto C d'essa circumferencia ¢ um ponto
«do logar procurado.

Com effeito, unindo CA, CD, CB, CD", e pelo
ponto B, tragando BE parallela a CD, essas parallelas
nos fornecerao as proporcoes :

AD' AC - AD? "= TAC
DB CE D'B CEioe
Mas as razoes
AD | AD!
DB N'B

sic iguaes, pois. cada uma d'ella ¢ igual a

m

e

n

dogo CE = CE.

ke

PHEDnd“ 2D CR | . . & : - e g L B
S s A Taas O triangulo FBE ¢é rectangulo. pois, seus lados
‘sdio respectivamente parallelos aos lados do angulo

b F =
g = 4 o,
M

 potenusa FE ao vertice

L
-
-

T R

a recta CB que une o
B ¢ igual a CE

tecto DCD’; logo, 'L
.1‘,.?-'&,,

-
e
:

t
:
i
g
.

~ Kuinte a primeira das proporgoes (1)

5
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(omo

AL

DBt
segue-se d'esta ultima proporgio que ds distancias
d'um ponto C qualquer da circumferencia aos pontos A
¢ B estio na razio dada. Logo., o logar geometrico
procurado ¢ a circumferencia descriptasobre DD como
dinmetro.

|

(;hamam-se TRIANGULOS SEMELHANTES, triangulos
que tém os seus angulos respectivamente iguaes,
e seus lados homologos proporcionaes.

[tApos HOMOLOGOS sio lados que unem vertices
de angulos respectivamente iguaes.

A razio constante que existe entre os lados ho-
mologos de dois triangulos semelhantes chama-se ra-
ZAO DE SEMELHANCA dos dois triangulos.

-

Theorema 64. (Leilinear de Thales). — Toda
parallela a um lado de um triangulo determina um se-
gundo triangulo semelhante ao primeiro. a3

Seja o triangulo ABC e a recta KV parallela ao

lado BC. Quero demonstrar que o triangulo AKV &

e

o e M S S -
e Ao |
- scemeinante
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() aneulo A ¢ commum, os angulos em B e K sao
| UAES rr.rmuI[luﬁ.‘ﬁI:{}ﬂ!‘.lElltEb formados pelas paralle-
12 BC ¢ KV cortadas pela secante BA; d'um modo

nalogo o5 ang rulos Ce V ta unbem sao lﬂ*ua_es Lﬂg’ﬂ
e dois triangulos ABC e AKV tém os seus angulos
respectivamente iguaes; basta agora flemun,,tmr_ que os

lados homologos $i0 proporclonies.
KV sendo parallela a BC, temos:

AK AV Bary

AB B onG

Pelo ponto K trago KT parallela a AC, teremos:
AL
AB CB

Mas KVOT ¢ um parallelogrammo, logo CT—KV.

Substituindo na ultima proporgio CT pelo seu
ignal KV, acho

AK KV-. @)
AB BC

Reunindo as proporgies (1) e (2) que tém uma
razao commum. acho

AK A\ )
AD. o GACS - T R

l0go, s dos triangulos tém os seus lados homologos
proporcionaes. Sio, pois, semelhantes.

h.

Baseados sobre este :Lttlpurmu!ismmn thm
Thales, e os casos de igualdade dos .tnnugulos,e':.;i:

RN o

-

gi1losA—=D e B_E. Digo que sio semelhantes.

thrERA 55
SE]EIII 0s dois triangulos ABC ¢ DEF com os an-

Tomo sobre o lado AB, a partir de A, uma distancia
AK — DE e pelo ponto K traco KV parallela a BC.

Pelo theorema de Thales os triangulos ARV e EFe
DEF sio semelhantes. Basta, pois, provar que 0s tu, i
angulos AKV e DEF sio iguaes; porque si DE
Jdgual a AKV, AKV sendo semelhante a AB.
hmhem 0 sema = R n& __1. :#
¢E5.Bsendﬂ 1g'unla-_ Fpot
E.Lugnnsdmstna' ulos DI 2
{A‘_]] E_E &,&Mﬂ -_ ﬁ 4-{';"""

T .-i'f:"gg‘*-"".

"DEF
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: igual ¢ i
ypndo tem um :lﬂglﬂﬂ 1gual LD"’IPI‘EhEﬂq do

-"_ﬂtl'::'l"lI: ¥ ATE]
melha : logos ]}rHIIDTCIC}ﬂllﬂE-

entre lados homo

= D

Moo AT == 1) 5§ CTOGOLRaY parallela a BC. Os
trianeulos AKV ¢ ABC sio semelhantes pelo theore-
i de Thales. Basta. pois, demounstrar que 0§ trian-
rulos DEF e AKV sio0 1guaes. ;

2 Da semelhanca dos triangulos AKV e ABC,
Lramos

AK AV (2)

Gy (0

Comparando as duas proporgoes (1)e(2) € notan-
do que os numeradores das duas prinieiras razoes DE
¢ AK sio iguaes, por construcgio, € que 0S denomi-
nadores S0 itlEﬂtiCﬂS. 'IE‘.IHEimﬂs que 15 duas 5egun-
thl.""- I‘:III‘iES, TESIIE[‘tiTH'ﬂE“tE iﬂ'uﬂEE 55 [111515 PfilnEimﬁq
afio 1guaes, logo.

R AV
ARG AL

() que $6 ¢ possivel quando DF for igual AV.
Logo. os dois triangulos AKV e DEF tém o an-
gulo A — a0 angulo D, olado AK — ao lado DE por
construccio, e finalmente o lado AV — ao lado DEF.

‘Sio iguaes pelo segundo caso d'igualdade.

Os triangulos ABC e DEF sio,pgisfsemﬂhantes.

— 125 —

3° caso de semelhanga - Dais triangulos sao
semelhantes quando tem os seus lados homologos pro-
porcionaes.

Tomo AK — DE, e trago KV paraileiz a BC, Pelo
theorema de Thales, os trinngulos ABC e AKV sio

A

<

cemelhantes, basta, pois, demonstrar Gue os trianguios
AKYV e DEF sio ignaes. = :
Os trianculos semelhantes AKV e ABC. dao

AK AV & SN (2)

| AB. o AL DL

| Comparando as series de razdes 1ZUAes {;} e E‘E
notamos que as duds primgiras sao iguaes : A ;_:l
por construcgao € 0s denominadores sS40 14enhm5;ﬁugu
e duas segundas razoes das SEries (1) e (2), respectya-
mente iguaes as duas an?lrns.'s‘eri_n 1guaes ,ltuemins
os denominadores sao identicos.c mdlslﬂznsave q
~uymeradores AV e DE sejam iguaes. .00

AV-— DF

s & i -

As duas terceiras razaes das series (1) e (2% {g; |
pectivamente ignaes as duas segundas, tambem

- meradores serao forgosamen . jgune el




o
i
4
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()« trianealo ABC e DEF sdo pois, semelhantes.

4 caso de semelhanga. Dois triuu;__:;ulcfs SA0 Se-
nelhanees quando tem OS SEUS mi:ui-;;-s-:- 're_f:p::ctn-nmeute
purallelos (ou perpendiculares) e dirtg dos no mesmao
sentido. _

Sejam A, B e C os angulos de um tr HIILE'UII}. e Aj,
4, e C os angulos de um outro triangulo. Sup ponha-
mos que esses dois trisngulos tenham 05 S€us lados
respectivamente paralleles.

Podem apresentar-S€ virios casos. :

1. O angulos A e Ay tem os lados respectiva-
nente parallelos e dirigidos em sentido contrario.

A+ Ay=2 rectos (1)

() anwulos B e By tambem

LY

3 4 By = 2 reclosi(=)
()5 angulos C e Uy tambem

C 4 G o rectos [3}
sommando (13, (2) € (3), achamos que

Adg A+ BB 4+ C4 Gy — 6 rectos.
0 que ¢ impossivel, pois, 14 foi demonstrado que
& somma dos angulos de um triangalo vale 2 rectos.
Tendo aqui dois triangalos, deveriamos achar 4
rectos e nio 6. Kssa hypothese ¢, pois, impossivel.
2.7 Vamos agora suppor A e A; com os lodos res-

pectivamente parallelos e dirigidos em sentido con-
trario, &

A o A.'l - 2 rectos
B e ”t Lambem., Igg-ﬂ
B4 By= 2rectos = 2B

lados respectivamente pa 8 & _

purem, vamos ALOTN supp&; que CE C:,te,ﬁ;hnm ﬂB Seus

; N

A somma das angalos do

- e Bt R .
T . A R

ingralos anda ¢

I | S oy gl

4qui SUPETior a 4 rectos.
¢ 1npossivel. :
3.2 — Os angulos A, B e C tém os seus lados res-

gectivflme_nte_puml_l » 205 lados dos angulos A B e
C; e sdo dirigidos no mesmo sentido. :

- B:ﬂ.l'
- A X Be
BT

% 2rectos — 2 rectos.

logo essa h}‘puthese tembem

Agora 4 sommardos angalos dos dois triangulos
perfaz 4 rectos. E' a unica hypothese possivel,

E' preciso, pois. que os angulos considerados
tenham seus lados respectivamente parallelos e pini-
GIDOS NO MESMO SENTIDO.

Demonstrar-se-hia d'um modo analogo que dois
triangulos siao semelhantes quando tém seus lados res-
pectivamente PERPENDICULARES € DIRIGIDOS NO MESMO
SENTIDO.

RAZAO ANHARMONICA

RAzi0 ANHARMONICA entre quatro poutos K, V.
P. ‘T, em linha recta é o guociente obtido dividindo a
razio das distancias do primeiro pontoaos dois ultinios,
pela razdo das distancias do segundo ponto 40S dois
ultimos. =

-

E
il 18

R i o - ~F

.....

L Y | .




Naterminir a razio de duas linhas

al.— Syl _
Problem = anharoionica de quatro pontos

que Sejd 1rual L raz
el
Jodos B Vesloy L

K v P T |
()5 quatro pontos L R LA 1 Eatanau em razao
anharmonica, temos:

e

KV . VP
(KVTP)= o © =

. ¥ a
Tomemos um ponto (), exterior, € tracemos
OK. OV, OP e OT.

Tracemos 'S parallela a O'T.
Os triangulos KPR ¢ KTO sao semelhantes
¢ i]ﬁn

—— =

Os triangulos VPS e VTO sio s melhantes,

¢ «1h0

KF o5& PR 241} 2y i,

b it L T - l._ﬂ-J- () 2 L T
- we, Lo * 3 1.'»‘;_-—'-'_--'. o
- e : k. PETIY
. !

*-.wt.l'--'

Dividindo (1) pﬂr&h tem

T -

Xt ¢ VE= 10

T Py e
17*-_' A ‘
a ' . ] .
el —139 —
L k )

Problema Il. — Conhecendo tres pontos dumsa

‘razdo anharmonica, determinar o quarto pont:._ (figura

precedente)

Sejam K, Ve Pios po,htns dados d'um razio
| T, i o
‘anharmomca —.

nas n 23
~ Pelo ponto P, trago uma recta qaalquer, € marco

| o0s pontos R e S, taes que

: RE __m :
SPieais

Uno ﬁ.R g AS. e prolongo ate :ncuntwmae
em O, trago OT, parallela a RP. O ponto T € o ponto
procurado. -

. KP L VESREA
v ¥ (VED) = & = T 7 SRaas

ol :
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E Em duas circumferencias, as rectas que
| ' as extremidades de raios parallelos e de ;:lm:::;
: : TIDO passam por um ponto fiXo P, chamado CENTRO
: - : E DE SEMELHANCA DIRE CENTRO EXTERIOR DE S
Figuras homotheticas : o N T e e

|

Unindo um ponto O qualquer tomado no plano
d’'um polygono ABCD aos vertices d'este, polygono
¢ tomando sobre as rectas assim obtidas ou sobre
SPUS ;Ir-:]'-n::fmlt:u!nu pontas .-\1_ Hl. 'L‘-|' ]J;' taes : '
quc

OAis  Off 0c, OD: i - ] As rectas que unem as extremidades de dois
OA OR oc = Bpvs K | RAIOS PARALLELOS € deé SENTIDO CONTRARIO passam
‘ F por um ponto fixo P; chamado CENTRO DE SEME-
h. .wﬂ-i_u um numero dado, o polygono AB,C;Dy, LHANCA INVERSA OuU CENTRO INTERIOR DE SEMELHANCA.
tormado umndo estes pontos entre :-'i, ¢ semelhante Os pﬂﬂtﬂs P P] <ao centros de homothetia.

ac palygonn ABCD.

. As circumferencias O e O, sdo figuras a0 mesmo
tempo homotheticas directas e homotheticas inversas.

02 quando x3io
ponto (),

Dois polygonos homothef W e R Nl AR B o T e e el AN
EET tnnﬂumm W_ '--._:.-- ':11'_"' i - :!"It"- ""rl. _--:IJ-_ g L ¥ 30 _.' _Il: .:'-.1:-..-I-_- .'.. -:.-: P i} ,- . : : i _-:I.-- ) --.'1 .._:--'I.- 1‘: o _,.-" _; o, . .'I- -.‘ . I :_-I- __- . . ..' 2 .-_ - -_ E :‘:.:-- ke .'l'-: -, _'.-"'..:_J.,
: mado CENTRO “ . . o . : : 3

L __ A

*
|
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Dividindo as ignaldades (1

e (2; membro a
membro. achamos ;

Nocoes sobre transversaes

AKCT Ti. DC

T | ——

KBVC BV D
AKCT TA

—— — =

KBVC BV

Toda recta que corta 0S lados de um trmnu-u]n
ou seus prolongamentos chama-se TRANSVERSAL.

AK-CTBV = KB-VC.TA

O que queriamos demonstrar,

: E'. as vezes, commodo considerar esta ultima

i relagio sob a forma seguinte :
2 Theorema 65. (de Menelaus) — Quando nma secan- } AKCTBY
ol te corta os lados de um triangulo ou seus respectlvu&- | . Vs
¢ prolongamentos, ella determma sels segmentos tats KB-VC-TA
, que o producto de tres d'elles nao consecutivos ¢

igual ao producto dos tres outros.

Reciprocamente — Quando, sobre os tres Ludos
de um triangulo (ou seus respectivos prolongamen-
tos), ha tres pontos determinando seis segmentos taes
r que o producto de tres d’elles nio consecutivos seja

1gual ao producto dos tres outros, 0S5 tres pontos se g
r. acham na mesma linha recta.

A

Seja o tritngulo ABC e a secante KVT, Trago '
CD parallela a AB, -
Os triangalos AKT Cloguiitly e i

AK
= hBan E*-L ou AK CT= TA cn
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onto T niao estivesse no pro-
qe KV prolongada encontras-
, pelo theorema

Suppondo queé 0 p
longameuto de KV, € ¢ '
s¢ BC prolongada em T, teriamos

de Menelaus:
BK-AV-CT; = KA-VCT;B (2)
Dividindo membro a membro as relagoes (1) e
(2), temos:

BK-AV-CT: _ KA VC-T;B

. —— ——

BK-AV.-CT KA VCTB :

ou, simplificando

OOl
TaBi 2 uTR

por ahi vemos que o ponto T, divide BC na mes-
ma razio do que o ponto T, o que <6 pdde aconte-
cer quando T, coincide com T,

Por construcgio K, V e T, e:tio em ]iuha.-

recta; T coincidindo com T, tambem ' -
longamento de KV, £ s

mm'l puisl IU& tres ﬂ;:ltﬁ ,_ . ‘ 3
na mesma linha recta. p _i E' v’"‘_q T Est““

- 3 =
= . A, S - I
'\.1 Ll -
= ’ R ] 1’.—-5"_
3 ol T e
% il IS S (et e
+ e i 3
- ‘ -

¥t

' "TI'F'.-
.

iy RarEa L e
i i"1'JE—' 1"'-'.. i |
N =

1

E ]

—

. E
5 - ¥
.

''''

lados do triangalo seis st “meitos taes que 0 Prota-

cto de tres d'elles n%5 corsecativ - pro-
| 05 ¢ 1gaal ao
ducto dos.tres outros. '8 | |

Considerando o triangulo ABK cortado pela
transversal CV, temos :

BV.AO.-KC = VA-OK.CB (1)

Cons'derando o triangulo AKC cortado pela
transversal BT, temos :

OA-TC:BK = KOAT-CB @ _ i
Dividindo (1) e (2) membro a membro, ﬂm:::__ %
BV-AOKC _ VA-OK-CB ' 5

# R =
— e, ———

OATC:BK ~ KOATCB

ou, simplificando: £08 S ol
. L . iy b | P . i S : _'_:-:::'-_

-

b = B
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a0 conse cutivos.

;|
: tres d’elles _
taes que o producto de . as tres rectas

ja 1 ; 4o dos tres outros
seja igual a0 producto

passam por uii mesmo ponto. e
Seji 0 triangulo ABC e 1res rectas ‘t § i
e CT que determinam Sobreé OS5 lados oppostos se

seementos taes (uc

BT-AV.-CK - TA-VC-KB (1)

quero demonstrar que estas tres rectas passam por
um ponto O commum.

Duas d’ellas, BV ¢ C'T'. por exemplo, cortam-se-

no ponto O5 basta, pois, demonstrar que a terceira
tambem passa pelo ponto O,

Para isso, vamos suppir que o prolongamento

temos :

de AO cortasse BC em K, . Pelo theorema de Ceva,

 BTAVCK, —TAVCKE )

+ Dividindo (1) e (@) membro u membro, aehamos:
bRt ayokE. -
SEAVEK, " TAVOKE

- 3 3
S b el |
E 5

e
EE |
=of iy e

# ol = N et B et
g g S oy 7 B

3 + & -
D XN 3
; .

B

BB [l

que, entre as extremidades B e C de uma recta I
mitada ha um ponto e 86 vm que divide esta recta
n'uma razao dada.

Concluimes, pois, que o ponto K, . que se acha
no prolongamento de AO, coincide com o ponto K,

Logo, as tres rectas consideradas BV, CT e
AK passam por um mesmo ponto.

Talvez scja interessante dar a demonstracdo do theore-
ma de Menelaus pela trigonometria.

Consideremos S L T
primeire R e P
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Multinlicando membro @ membro estas tres ulfiwas re-
i i

lacOes, achamos: | :
AB,*CA; BC; s,_e_nc'sena-sen s

EIA'B,C*.«MB " senb-senc'sena : 3

logo

Como consequencias importantissimas dos theo-
remas de Menelios e de Ceva demonstraremos que
em todo triangualo:

. - As tres medianas cortam-se n'um mesmo 3
ponto.
Il -~ As tres bissectrizes cortam-se n'tin mes-

me ponto.

. — As tres alturas cortam-se n’um mesmo
ponto,

""Hl 3 C.I'"‘il ' BC!. — Clh Y BIC 5 AIB | I.

e
-

— 139 —

Multiplicando estas izazidades membro a mem-
bro, achamos

BT-AV-CK
TA'VCKB
ou BT-AV'CK = TA"VC-KB

O que nos prova que as tres mzdianas d'um tran-
gulo se cortam n'um mesmo ponio.

-

. — As tres bissectrizes de um tnangulo cor-
tam-Se n'um mesmo ponto. .

rrrrrr
" PE]
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St_id 0 tri;lnEUIﬂ .:\. HL: ¢ as hi‘T-FEL't l'i?.-EE -&hg B‘r‘- - .Thﬂﬂ’rﬂl'ﬂl PT‘(E M)_,Sda um huw h‘"
e Gl : scripto n'um circulo: prolongando os lados oppostos,
E determnaml_:s tres pontos : estes tres pontos estio
Sabemos que na mesma linha recta. | 3
BK e TASS oV 3
XC . b IR AN c ’
logn; multiphnﬁdﬂ. vem: _ _I
‘_ BK-TAVE 3
KC-BT-AV |

. As tres alturas de um triangulo cortam-
¢ n'um mesmo ponto.

[ . T

Para melhor comprehensio faremos tres figuras.

Considerando o triangulo formado por tres lados
do polygono, niao consecutivos, e prolongades, por
exemplo, o triangulo ABC, notamos que os outros
tres lados do polygono sio transversaes do tnangulo

considerado. | e
Applicando o theorema de Menelaus pnuq#,:r;i
uma d'estas transversaes, temos: ke n s
=) : % R » CREIE oW R
3 | ey ERa ) B

DR L

s L gy i

i g MG vy e e . vy



B e
B i ¥ F

\D-BK.CL-AV-BG-CH-AE BECT _

NAE-KC-LA-VB.GC .HA-EB-FC-TA

Notando q.ic
AD-AE = AL-AH

RE.BD = BF-BO
CG-CF = CH-CL

podemos simplifiicar a espres-do acima, € 1ETEmoS

finalmente

BK-AV-.CT
KC-VB-TA

i) que flos prova que 05 Lres ilTlﬂtlJ; l{.. v e T d'E'
termiinam obre 0S8 ]:l‘.'i'.-l-rTl'_:.!.]t'IETltﬂﬁ des lados do tri-
angialy ABC, seis cegmentos taes que o prnductu de

Lres

f

Fi"l

d elles. nio consecutivos, ¢ ignal ao producto dos

il oA,

Pelo theorema de Menelws, concluimos que

% tres pontos K, V e T estiio em linha recta.

.
B X
LRTNER R

e

era dividida harmonicamente nos pontos M, P, Q, P,

Theorama. 88 — S: cortarmos um feixe har-
DOAUCBC por uma secante qualquer MP°', esta

enconlro com as rectas a4 compoem o feixe.

e SR I —————

— 143 — |
;_OA, Os triangul)s semelhantes ACQ' e ECB nos.
d0

AC = OA

BG AiRE

e os triangulos semelhantes AC’O e FC'B dio :
AC* < OX

E—

BC’ BF

A recta AB estando dividida'harmonicamente
nos pontos C e C’, as primeiras razdes d’essas duas
proporgoes sao eguuaes, e

BE = BF

L

logo, tambem

GQ = HQ

Ora, os triangulos MPO e GPO, e os trianzulos
MP’O e HQP’, nds dao:

MP__GM
PQ. 7GR

MP’ oM
QP! HQ
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__ Km todo QUADRILATERO COM-

a 69. :
Theorem a harmonicamente pela

orEr0, cada diagonal ¢ dividid
duas outras.

Seja o quadrilatero ABCD, cujas duas diagonaes
sio0 AC e DB. Prolongo 0s I;ulu:*_. oppostos. fur:r_m o
;‘{uadrilaleru completo ; traco a diagonal KV

Do triangulo ARBC, deduzimos :.

AK-BV.CT |
BKVCTA | (Menelaus)

L

L3y | S 25 1

A BeC, dedurip 1% Wnindo D aos tres vertices

L
T A F

€. deduzimos ;
SLAe

P M e o

e = SR e Lm0l - . N k i-d!_...

-

-

— 145 — :

o : ct 0OC

- —

TAE S O
- - CTOA = OC.TA

_ Theorema 70.— As tres medianas de um trian-
gulo cortam-se n'um mesmo ponto, que se acha as

duas tergas partes de cada uma d'ellas a partir do
vertice. | .

Ji foi demonstrado. como consequencia dos
theoremas de Menelaus e de Ceva, que as tres me-
dianas se cortam n'um mesmo ponto. Resta agora
demonstrar que esse ponto acha-se as duas tercas
partes de cada mediana a partir do vertice.

Seja o traiangulo ABC, e as medianas AE'., BV
« CT,




rY

5, il
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Pelo theorema de Th:l2¢, o triangulo ATV &
semethanle a ABC.
AT AV TV 1
AG: LAY BC 2

NSRS . sspnrisad

|

cortam n'um mesmo ponto.

o

—

d .
mos demonstrar que 35 Ircs bssechuer g e oty PO

' sendo a razao de semelhanga dos dois tri-

i
d TLE W)

W T g s

y Con<iderando TOV ¢ BOC, notamos que os- 5

o anoulos T e C o iguses, como alternos e internos,
¢ tambem os angulos V ¢ B, pelo mesmo motivo; -
logo os triangalos TOV ¢ BOU sio semelhantes e

oo a0 VO | |
OB 2 |
_ O ponto D de encontra das bissectrizes dos angules A e

B estando a igual distancia dos |
bitcickiz dn -'E]glllﬂ & 1a dos lados AC ¢ BC, pertence &

_ T

Mas, ja vimos que

..l."‘ e
il
¥

TV . o Ds'um modo an?:ngn demonstrariamos que as tres me-
% & _ A Iz -§¢ - ]
= €S cortam-s¢ n'um mesmo ponto : 0 centro do circulo

2 e circumscripto ao triangulo.

| 3 Theorema 71. ( das recias cencerrenies ) - Seja o feixe
i de rectas concorrentes em O, cortado pelas duoas
,.'1'__ pﬂ!‘aﬂtliib AD e "\Inh
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AB BC CD

AB, B ~ CyDy

Os segmentos determinados pelas rectas con- B
correntes sobre as parallelas sao proporcionaes. E: _

oY

Anti-parallelas — Duas rectas AB € A;B,, com-
! prehendidas entre os lados d'um angnlo AOB, sao
chamadas anti-parallelas, quando o angulo formado E
por umad'ellss com o primeiro lado, € igual ao angulo
formado pela outra com o segando lado. | /

Por exemplo: O A B= OBA,

%

O que faz com que

s PRty - ol

A L
T Ny A E

-----

PRt | .;I-'._-||I|-r.|-h-‘. .ﬂﬁmi_.-'ﬁ*- ::JW""
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Polygonos semelhantes

ois polygonoes sao semelhantes quando tem seus
angulos n.q,ﬂnq,-nmfntf ij_;..t;;!::i e seus lados homolo-
o5 Proporcioniaes,

Theorema T2. Dol polygoaos semelhantes
podem ser decomy ostos em am mesmo namero de tri-
angulos cemelhantes ¢ semethantemente dispostos.

p I ———

B
T e e ey T

— 151 —
Al e I S R R
: A D A e CER BA,

Os  dois polyvgonos semido semelbantes. tém o
mesmo numero de lados; por vertices corresponden-
tes B e By, por exemplo. podemo: tracar o mesmo
numero de diagonzes nos dois polvgonos, ¢ por con-

seguinte, formar o mesmo numero de trisnguios em
cada um.

Os trianzalos ABD ¢ ABD, tém os vertices
A e A; correspondentes e os lados AB, A; B, AD,
A; Dy homologos proporcionaes, lora o primeiro trian-
gulo do primeiro polvgone corre-ponde b2m ao pri-
meiro triangulo do segando polyzono. D'am modo
analogo, proceder-se-hia com us outros triangalos.

Além d'isso, esses triangilos sio respectiva-
mente semelhantes, ABD e A;B,D; tém o angulo A 1gual
ao angalo A; e os lados. .

D'um modo " anologo os triangalo BCD e B,GD;
sio semelhantes.

Logo, o5 dois polygonos sio decompauivels no
mesmo numero de-triang tlos, semclhantes ﬁldﬂ um
a cada um. e semelhantemente diSpostos.
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‘ Deduccao de C

( Rectificacao da circumferencia )
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Theorema 73. — Os perimetros de dnis‘ﬁnlygo-

f X i nos semelhantes estio entre si na mesma razao de
i 4 que os seuns lados homologos, ou as suas linhas ho-
408 mologas. -
3
o
[ %
; #
.I--. }
oy !
e T

- Semelhantes,

bt

. - - - = ‘ - " .
i ) 2
B e

] 1 ¥ =
LRy LRl e BT |
- I.1‘-|-'..:"|;'_-|'||- :..r_.'\'r..h... ¥ 5,

o R ] u

. Um polygono qualquer sendo inscripto n'um
circulo, si dobrarmos f-ﬂmﬂ" de hdm poly-
gouo, porem con-ervando-o inscripto no mesmo cir-
culo, o perimetro do segundo polygono seri maior
do que o perimetro do primeiro — Si contingarmos
dobrando o numero de lados (sempre no me mo cir-
culo) os perimetros respectivos dos polygonos irdo
augmentando. o)

gninfn maior for o numero de lados do poly- .
gono 1nscripto, quando mais o seu perimetro appro-
ximar-se-ha da circumferencia. oty -
| Veé-se, pois, que tomando um polygoso de um
numero infinitamente grande de lados infinitamente
pPequenos, teremos um perimetro tio approximado
da circumferencia quanto quizermos.

Diz-se entio que a circumferencia é o LDOTE
para o qual tendem os perimetros dos polygonos ins-
criptos quando o numero de seus lados augmenta.

Theorema 74. — Dois polyronos regulares de
um mesmo numero de lados <io semelhantes.

A
(Cel T IS O iR
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o e i
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S tivessemo: considerado oatros polygonos se-
melhantes, tendo como limite circalos € C3... pode-
rlAmos escrever :

E o ll:l =l C1 I c'll = (_:tl
2r 2r, Ir, Er_] Il‘n

F<ta razio constante ¢ que chamamos .

Logo & é a relagio constinte existente entre
qualquer circumferencia e sea diametro,

L
ar .
ou C=1rn

A circamferenca todu vale pois 2ro.

Entio, um arco de 1

grao, valeri 360 vezes
menos, ou . :
ra 17T
360 180

¢ Hm arco deum numero n qaalquer de grios, valera

o ol =~

- Mais tarde, ApmiaNo Memws, achoa
2 | LgsE Stk
R gL ="

| = == ..3,1415920,..
- deise

-

'EULEN. achoa 7 com 19 casas decimaes exactas :
7=3,1415926535897932385...

05 allemies ainda chamam ao numero
\LUDOLPH’SCHE ZAHL. isto ¢ o numero de Ludolpho.

Hoje, por processos mais rapidos, porém depen-
-dentes da mathematica superior, podemos calcalar &
com um nuomero maito elevado de casas decimaes.

Aqui darei 7 com 25 casas decimues (do Dr.
LupwiG KIEPERT J.

7—3,1415926535807032384626434...

O diametro ¢ igaal d circamferencia dividida por .
ou multiplicada pelo séu inverso

1
— =0,3183008860 ...

A

Emfim, am mathemaitico alleman. LUDOLPH YON

'|'i..:__
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Relac0es numericas das
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( Triangulo |

g

L

- Si a recta AB for parallels 4 KV, sua’ ieccio
g ab sobre KV lhe cera igual, il

: Si duas rectas sdo iguaes e parallelas, suas pro-
jecgoes sobre uma mesma recta KV <io iguaes. :

Chama-s¢ QUADRADO DE UMA LINHA 40 quadrado-
do numero gue indica o comprimento d’essa linha.

Chama-se SOMMA , DIFFERENCA , PRODUCTO, QUO-
CIENTE DE DUAS LINHAS 4 somma, differenga, producto,
quociente dos numeros que indicam os comprimentos,
d'essas linhas fem relaciio & mesma unidade).

Chama-se PROJECCAO DE UM PONTO SOBRE UMA
RECTA a0 pe dda perpendicalar tragada d'esse ponto
sobre a recta.

A distancia do ponto & recta (a perpendicular)
chama-se PROTECTANTE :

-

— ...
REE ey I'." alagt . T g FES
-

ADB sendo igual e paraliela a CD, ab projeccio q, _'_-'_.-‘
de AB sobre KV sera igual a cd projecgio de CD so-
bre KV. o R

—

A PROJECCRO DE UMA RECTA LIMITADA sobre uma |

nytrn recta (illimitaaa), ¢ a porgito d'esta cnmpreheu*- 2

¢+ dida entre os pes das perpendicalares tragadas das 0
extremidades da primeira sobre a seganda, ‘I Ren

Nas figuras segaintes, ab é a projecgao de AB,
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Dividindo as igaallades (1) ¢ (2 f.'mhr” ey
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Si tivessemos considerado os dois triangalos e bro, achamos: St

ABH e ABC. teriamos achalo d'um modo analogo

ke T
=

=

i ) S

L

¥

il C

— i

C a

T S —

ou ¢! = an (2)

Sommando membro o membro as gualdades (1)
¢ (2) achamos : Logo os quadrado., dos cathetos estio na mesma

razao do que suas projecede  sobre o hypoten sz,

ey TR

b* « et =am -+ an

b4 c*=a(m-n)=a.a

b? 4 ¢t = a? .
Em todo triapgralo rectangalo, a altura sobive a hy-

D'onde concluimos que o qu; rildnf"_'_n;].ﬁ hjjpmeuusu ¢
waal @ somma dos quadrados dos cathetos,
: & "

potenusia ¢ meia proporcional entre os dols segmentos
determinados sobre a hvpotenusa (fiz, pag. 157)
Buasta para i-so con-iderar o~ dois triangalos rec-

tangulo: ABH e AHC, semelhantes por terem os an-

-

o et B Sulos BAH - ACH e ABH — CAH. lozo
Para os Ellildantcs,que I;i tem ﬂlgﬂfﬂﬂﬁ ﬂﬂ;ﬁﬁl e 'tﬁﬂﬂﬂﬂ- T

metria, sera talvez interessante dem s ) 8 - h
pela trigonometria. onstrar “tﬂliﬂmu theurgwg.f;!": . &

Seja o triangulo rectangulo ABC = e

n
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II.— O angulo C € obtuso:
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= m! 4 ht
m-=~>b 4 n
m: =(b + n)*
mt —= b* 4+ 2bn 4 n®
a! — h? 4+ b? + 2bn + nt
h¥+ nt = c?

a® = bl 4 ct L 2bn
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a* = b® - ¢* (rectangulo) ; 3
a! — b® L ¢! — 2bn (acutanguio)
= :+¢1+!bn(uhﬁ#n "
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B o logab geometiteo dos posios do plano cufe
| 05 pontos do plano cuj |
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ok, — B
: to P qual- R
_ {4, se umirmos um pou q A0 5
t0s :md;l:;ﬂdf';‘;ﬁ tres pontos, teremos a relacho: G Ehan o :
‘8 ac : - ; : - NER 6 % s !
T pAL, BC - PC.AB = pB:.AC + BC.AB.AC - | | | 2
-' com eitol B Relacs N
. E €lacoes numericas das
f _ . | linhas
| ( Circulo ) .
A H B y

() triangnlo APB nos da

Considerando wuin trianc . : 3
£ . : __ 7AB.HB 1 ; S1d  umn trian ulo rectangulo mscripto
\ PA! — PB* + AB 2 (1) 1 | num semi-circulo, isto é. tendo o diametro como hygu-

. p 3 tenusa e os cathetos sendo corda Hi
0 triangulo PCE nos da g mesmo ponto da circuniferencia e iﬁgtieerp;;t:;ntrm g
5 PC* = PB* + BC* + 2BC.HB (2) 1 des do diametro, podemos applicar o que ji estudamos e
14 no capitulo precedente. R SR
Multiplizando (1) por BC e multiplicando (2) por S
© . AB, temos | . | g

o

PALBC = PB:.BC | AB:.BC — 2AB.BC.HB
PCL.AB — PBL.AB - BC!.AB - 2BC. AB.HB
URER: (I 5a
omma & simplificando, achamos : e
: B = PB: (AB 4 BC) + AB.BC (AB +BC)
“PEL.AB = PBI.AC 4 AB.BC.AC".
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NOTA. i atg occupar i poOSIGA0 limite K'T' (tan- ' f i DY SRR O o e ¢
ERES torno do ponto Bt g EREAT S P il T3 AP EIE TGS b S Y S,
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Logo, & tangente ¢ meld proporcional entre a se- B i '
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cante inteira e sua parte exterior. | %
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| R - Para construir 0 EIX0 RADICAL de duas circum-

0 logar geometrico dos pontos de mesma poten- & ferencias, tragamos uma circumferencia auxiliar que
cia relativamente 2 duas ciccumferencias dadas e o | S  corie as dnas circumferencias dadas : tragam-se as cor-
RIX0 RADICAL, a0 qual ja nos referimos, € que vamos E das que passam pelos pontos de intersecgio da cir-
agora estudar, e e cumferencia auxiliar com as circumferencias dadas e
: - e prolonga-se essas rectas ateé o seu ponto de encontro.
1 B D’e-te ponto traga-se a perpendicular sobre 2 linha
3 dos centros: esta perpendicular é o eixo radical (é o
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| metrico des pontos do plano pelos quaes deEmﬂE
t fragar tangrentes iguses a dois circulos dados.

"NOTA.— Si os tres centros dos tres circalos da-
dos estivessem em linha rectz, os tres pigos radiczes ey
seriam parallelos ; o theoram ainda & verdadeiro nesse "

- caso limite, porém. o centro radical acha-se no infinito.
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recta ¢ uma circur
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n’um plano, pontos AT a(i'l,_ e
i | : um ponto qualquer
e wrtencendo a uma ﬁguﬁl, Un4mos : |
o pptfi: plano a ESSes differentes pontos; tomando sobre
os raios vectores PA, PB. PC,... pontos a, b, c,...

. i | 257 l111;”31";:.1".e"|l — Pb.PB = Pc.PC St g

2 K cendo uma constante dada ; o logar geometrico dos B | :
& pontos 4, b, c,... ¢ uma figura que s chama a FIGURA SEram o reta AE, umipblo’Be o K 8 poten kil ,
X . ¥ - = \ 3 | , | :
* inveRsa (ou TRANSFoRMADA) diagiielia uALBRELSH inversio. Unamos o ponto P a um ponto qualquer ©
& : cem os pontos A, B, C.... | . da recta, tracemos PT perpendicular sobre AB e to- | ._
. - memos o0s pontos V, e T, taes que Sl

Consideremos,
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PV.PV, = PT.PTh =K

d'ahi tiramos

s e g

PT, — PV

 Unamos ViTj. Os driang

angulo commum P comprehendid
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Sejam uma circamferencia O, o polo P m}ua&n
obre a circumferencia, e K a potencia de 1nversdo.
" Tracemos uma corda qualquer PV e o diametro
PT e tomemos sobre as rectas prolongadas os pontos
V'e T'. faes que 3
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ma-se o ponto M conjugad

P tos A e B. A i
remi;ﬁ{f; IT;E“;‘E trico do ponto M ¢ umalinharecta.

1 S5 ' nto P e
o diametro CD p;rs:*andu pelo pont,
seja IT; a:::nuﬁ d’este diametro.conjugado hg_rmnmcu do

ponto P em relagdo 405 pontos Ce D

A circumferencia O ¢ o logar dos pontos cuja

razio das distancias aos pontos P e I é a mesma; logo:

AP yPBiam B Al
e Rl 2B BI

IP ¢, pois, bissectriz do angulo AIB® exteriorao
triangulo AlB.

o harmonico do ponto P em

: T B e e ;
1 e T AR R SR, S
i L e #
i i 5 o '
i : L e 1] g | m—
+ A 1y e

.. % W

‘no ponto I’ﬁ*ﬁsﬁ: dmtrm conjugado harmonico do
ponto P em relagio ans pontos Ce D.

Obter-se-ha este ponto 1, tragando pelo ponto P
uma secante qualquer. tomando o symetrico de um
de seus pontos de intersec¢ao em relacio ao diametro,
e unindo este symetrico ao outro ponto de interseccio.

A recta MI chama-se poLar do ponto P em rela-
gao ao circulo O. O ponto P € o poro da recta MI.
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Divisdo de uma recta em
| media e extréma razao
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Hz-se que uma recta AB estd dividida em media

D ¢ terminawlo sobre AB dois segmentos, 0 maior
d'clles ao quadrado ¢ ignal ao producto da recta inteira
pes metor segmento.

Os ailendss chamam a divisio em media eextre-
WA TA3l0 «GCLDENER SCENITT».

i *SECTIO DIVINAS. _
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A Com effeito | A

‘ ¢ extrema razio o'am cerlo ponta D, qaando este ponto-

Us antig's chimavam-n'a «SECTIO AUREA» OuU .

> Digo que o ponto D divide AB em media « ex
¥ - Lrenu razao. - e A GO

3 i uhe e

AE—AB AR AGE
AB T AGH e, st
Notando jue :
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ou ARCE AL

AD? = AB.DB
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s condigoes, € divide

) puntu D prehenchfz, Po1s.

El].ﬂ.
A !tremd Tl
AD em media € € g1 4

—

BA ha um outro pnu‘lu D,

to de
m‘ifﬂiﬁf ;l;iuem media € e extrema ‘l'a?'a.n
ge tam . : |
; AB Al AB+AG £ _;}E]
s = A~ AEtAB DB |
logo ' '

AR

—--- =

TR = it

@ AD! = AB.DB

Os pontos D e D, sdo CONJUGADOS HARMONICOS.

e

L
s 3

Ytrm,ﬁﬁpﬂia qﬁlﬂ prmtm.ro segmento achado,
ﬂ;& lado do decag, gular convexo inscripto
. | -r f‘ I:.- o L

rf"

B :H-.

E"' aLha-

mos, tomando o signsl —— | . L4 el

Notando que | 5 tem dois signaes, = SR

2 - ._. " h 1
H | I 5 A PR ) g
— X : et - oo, I.- 5 + 1 3 Ea
2 2 :I o = ':."::'
" & ’ L :_-.'.J.-.l
Veremos. ein momento opportune, que

[ ] i | e
' “(11’5 =1

€ & expressio nua.h-m:n do lido do der:agt_mo

convexo inscripto no circulo de raio a s e
Fr = ot
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Theorema 85. — O producto de dois lados quaes- | -_
quer de um triangalo ¢ igual o producto da altara re- g

Alguns Theoremas

& Jativa ao terceiro lido pelo diametro do circalo cir-
% ; <cumscripto.
s

+ to de dois lados de um

Theorema 84. - O produc | 2

’ triangulo é igual ao producto dos sgg_men!:ns dEtEI‘ﬂ:Ii'I

| 1ados sobre o terceiro lado pela 1{1552!:1:1'.12 do angulo

opposto, mais o quadrado d'es:a bissectriz.

Seja o triangulo ABC e a altura CD. Twi. 4 .

o diametro AE — 2r: unamos EC. R
Os trianculos rectangulos CEA € BCD dao

relagio : | L

W« e, 8
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o

i
L
|
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. e e e = o T :
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Theorema

..;rii;tﬁ ABCD

1 =4 e, - ﬂ.._,. Ty .
K
(] "L TR
i oy = h.1... ' i
d ] .‘ ([ E

En.

-
r

wcemos Bl tal qu

vBeD. Tr

#*
-

st

adrilatero

CRI 5 AEBD.

3 i) ll.i

S€]

-

s 0pp
AK -

-~
—
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-

:

h

ABD ¢ CBI sao semelhantes e dao

-
]

(s triangulo

B
BC

AD

8
AD.BC - BD.IC

(1)

il

temos

-~

e 5

Sommando,

o

DP -+ P
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G A D

cordas valem respectivamente

- Duas
Problema u.::u:: lar o valor da corda que sub-

4 e b, pede-s€ pard ZEgIC
fezrié :‘: somma (o5 ATCos das cordas dadas

Bl

Sejam as cordas a e b, queremos calcular c.

Tracemos o diametro BD ¢ unamos AD e CD.
Temos :

. 2.CD £ b.AD — ¢.BD

B

No triangulo CAD. temos: i
fl} A= ‘5‘ AD- i :E]I- oL 2AH- o -_*.:__‘ .-'__-.

No triangulo CBID, temos : . ‘
(2) BD® +BC* =2HB" + SCHS—

Sommando (1) e (2). temos :
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Polygonos regulares

wlygono regular convexo qual-
quer, de n lades por exemplo. propomo-nos de deter-
minar quantos palygonos pstrellados, do mesmo numero

de lados do que oconvexo dado, existem. : :
Basta. pard 15801, procurar 05 numeros mteiros

Sendo dado um

menares do que

' n
2

¢ outros do que 1, primos com 1.

Por exemplo, no .QUADRADD, polyeono regular
de 4 lados, n ¢ ignal a 4. ey
Quaes sio o8 numercs inteiros menores do que

= S W]

i e TN RS

& b
L ke

i Tl

o

~ No caso do PENTA corh 5, seado:

A . Ipl?' ‘III. A
.- megor do que

0N0, 502 ¢

Si tivessemos tomade 3, que tambem ¢
com 3, teriamos formado o mesmo pent estri
porem desenhado no sentido contrario do primeiro.
Com effeito

onoestreflade, ~

40 numero 4, qae tambem ¢ prigio COm 3,
pentagono convese
o dado,
ais claro.

Uuanto _
elle nos fornece simplesmente um

desenhado no sentido conty _
Com uns desenhos talvez serelr m

ar10 do convex
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. Vamos agora estabelecer a expressdo analytica
do lado do quadrada em fune » Fitio a0 i
- camscripto. e Sl O T e e e SR S e R

notemos que 1 3 =1, 431421 - .'-'_ :

trellado, pos.
Koo % drado ndo fornece nenhuim estreaes =
~ ndo 'h{: Eu“:leru inteiro menor do que = mﬂﬁﬂ'ﬂ* >

ontro do que 1. que sejs -

=

- b -y & > . -
I T R Ry R 2

L S i
3 1

a3

__ i ...-? E!‘ﬂ l'ﬁtg'ﬂlar. Eﬂfl: .._ .

Quatro arcos igaaes, que 1S
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VB¢ 1S elei; Mlogo © angulo A ¢ 1gual o ay.
v AQD ¢ 1t -
argjaey -

2 ¥

oplo b

Mas .
| | A4-60° LB=180" . pois BOCD ¢ um Iosaagows: ~ o © o
' A+t B—180°—p0° A ALTURA vale o tﬂph doilpﬂt ' x
| r 3r
| A-B=120° VK = KO 4+ OV = -i B T= -i* ;

L ¥ '. -'-.
ZA = 120 |

A:ﬁ_ﬂ“Z B

Decagono. — Seja AB, a decima parte da cir-
cumferencia, entiao a corda _.-\H sera o lade do de-

cagono.

0 triangale AOB ¢. pois. equingalo, logo, equi-
| | Zatero. e AB — AO ou

s 4 ¢ _ dg =T

-

Triangulo equilaters.
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=

e g i
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p Tracemos a bissectriz do angulo A. O
. OAK é isoceles, pois, o angalo OAK vale

i 2

0
5 Ou Sl " -

] - %,
F ]

3 ¢ o anguio em () tambem, logo

OK — KA

O triangulo KAB tambem éi_suceles-_.- e
- e

K{\ = AB -

| ~ Mas. ja vimos qu_;.' @ bissectriz do angulo de um
2 triangulo determina sobre o lado opposto dois secmen-

f tos directamente proporcionaes aos dois outros lados.
£% OK OA
1 e e
2 g g0 EB = AP

- ——

KB

Seja, pois. AB o lado do estrellado. Tracemos =
os diametros AD e CF. No triangalo ACE os anga- S

3 los em C e em E sio iguzes (tém a mesma medida),
! 3 _QHE._.: G-B-rl'{B | logo esse triangulo ¢ isoceles, e |

ik -\T-em pais T AE = AC . i

- a0 producto do né“iﬁm"-"-‘“‘“‘;' gmento do raio ¢ igual No triangalo EOB, os angalos em E e em O
5 _ € 0 Dwior <n .-'. EMOFSEE‘HIP:'ntu. | a mesma medida: logo EB = OB, e
o A A ;g}_?ﬂﬂﬂn emm Notando que 2 S
R R AB — AE + EB
| ‘substituindo AR e EB respectivamen
- 1 1S s r‘:f_;lr._j:; ke it _:‘:tﬁf' 8 .'-_ B g

e e
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e | ctogono. - - [lepats de haver construido o qua- _ i T S g e O b s
;f 5 dr.ldunsc tracarmos perpendiculares do centro sobreos b Subthituindo@ste vailie d6 OF oo (1. vad
P Ldos, determinaremos pontos analogos ao ponto B, U R e r S S "31* & em (1}, vem

TR qie snidos acs vertices do quadrado nos diarao cordas

_? i = Cogo AH. 2 i
3 | “~ AB. BD. ... serdv lados d'um octogono. Unindo

S 1 AC, formames o triangalo rectangulo ABC.

AV

._.{__ . .- : .&B; :; "1‘ (I‘ e

. |

s S e

il :
: i
o 5 :
i ¥
A : AB

X X _-.. 3 B ik
P. g I o - 3 =i z : .- T - iy
: - ; 8 ; R IR Ll
i 4 : - =i S B = AR C oA n
2 ' . e . ’-?.."...":.L ,
= g o ) i $ -3_‘_"..-.rr1-;'~.
e ) ; R A

A S
Octogono estrellado. — Ia um sé octogono estrei-

lado, que se obtem unindo 3 a 2 o5 vert ces do
LOono convexo, | gy
AC sera. pois. lado do estrellado, '

NPT v ]| ey T
1 - & L]
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?"3* ' A =T (24 v 2)
: AC :r]-ﬂ-f-l 2= 4§ "
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‘I Dodecagono. — Seja DE 0 lado do hexagono..
Tracemos o diametro AB ptl’pl:_ﬂdlfu]ﬂl' sobre DE.

| Dodecagono estrellado. — O dodecagono convexs 4
: nos fornece um estrellado. unindo os vertices SRErL
s Logo DB sera o lado do dodecagono
A deduccio da expressio analytica do lado
" ¢ dodecagono estrellado em funcgio do raio do G

circumscripto, ¢ analoga a qae amﬁ;

it

achamos et e
2 ; i B '_.":_'.-. _"b

ol iy i Wi ril % [
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— 200 —

05 -mil"ull}s Il () ¢ em J..\[ rillE]ﬂ

guia OCM ¢ 1saceles.

-.1|
1:'.'.:.!'!-"" m i = I-

3
13 Tomando O como centro e OC como raio e tra-
' gando o arco CA. este arco sera a medida do angulo
COA : valerd. pois. 72°, e a corda CA setd o lado do- S 2 g 2 ,
pentagono convexo, 1Qii',.tl:: que 72° ¢ a quinta parte da s = ] 10 —-/5 =58 _ e
i circumierencia. | : |
. ’ Ja sabemos que, OM sendo lado do dECHg‘ﬂﬂﬂ e 0OA i
j 513 01 OC o raio do circulo circumseripto : : o lado do a
BnE S ; ; e15 ahi a e€x pressao .;n‘m!‘} LIcA l]c:ll ; O B 03 -,;:“:_%_E
95 : OM: = 0A.AM convexo em funcgio do raio do e b

Notemos (ue .
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llado. — Basta unir 05 vertices
Pentagono esire

. . 2 -
i # {0 convEeio < < =

= Pantﬂdunagnnu. —-‘Eegaw ¢ hﬂa dn he::igw *i;
?aﬁ o lado do decagono. :
ﬂ arco mrrespondente ao lado do huagtmo tale

BA sera o lado do pentagono e:trellado. A
} Trqqamlu o dimmnetro AL, parpandicular sobre J
i BE e unindo BL. temos -
b1 LA . Resolvenda o "lﬂﬂhln rﬁlaug'ulu BAL, temns : -

o g .

R v W



— DO

mamos um quadriiatero inscripto DCAB, com suas

4 dnas diagonues 1) | _
ma do quadrilatero inscriptivel (th. 86).

18 AB.CD - AC.BD = AD.BC

o1, notando I;UE'

Tf;tg;;ndu ¥ Iii-"lll]f'{ T LHD c uﬂjﬂdﬂ ];'It c DH. fﬂl’-—-

\ e C B: lozo, applicindo o theore-

LR o et S bR Ny e
e ecagono convexo fornece 3 pentadeca-
- gonos estrellados, unindo os vertices R
L Adituzea S s ik g

=]

i

- 'Em resamo:




e

5 B . Notemos que os

f-*‘ g ABO, nos dao a_'relaqﬁo

2l Calculo de = ,

1) - s e h

L gt e AR gy | :
i 84 s - =l e = i — e
e ey . 5 1 Rl (“‘" = )

“- 5 g T 1 -

- E e 5 —F—

£t | : ., s=z | m—a

1£ | Problema . - Conhecendo o raio de um circulo e logo *

j . Lado d'um polygono n'elle inscripto, caleular o lado e a & 2ar ,

Problema — Conhecendo o lado d um polvgono
=8 5 ' E- regular inscripto e o raio do circulo circumscripto,
] ’ calcular o lado do polygono regular inscripto de um e
= gt numero duplo de lados. E Dbt s Bt
i ir_{ SEj:L AR —a. 0 lado do p-nl}'gnuﬂ regular lm_il:n- _ Fr
5 i1 pto. Tragando OC perpendicular sobre ABe unindo
:: 3 AC, temos o lado do polygono :egularinscripto de um Taue
N numero duplo de lados, AC = a’. , RS
5l Unindo AG e AO, o triangulo GAC mosda:
] “ '- A= dre=12r{r—8}=20 =2 . oL |

T
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CALCULO de =, (p.r"unessu de, Ludolph von Eu

lenl.-— Na formula : -

fagimg s

leremos .

LY
™
=k

.'.| .:F ,[L}}t .._._ll:- i

Inscrevendo um hexagono no circulo de ralo 8 { Sl

ill_'lllT--.I.l

1 s

2

o lado d'esse hexagono sera 0,5. ’odemos :ﬂilcula:r.‘
lado do hexagono circamscripto semelhnnte ao *pl:fm' '
¢ achamos 0,577 3 h. :

St dobramos o numero de il_gﬂnst_,:_:____";.

[

i i N

"k . e

-
R T

s

polygono, e si para cada um d‘eI['_ .

metro, constatumos que os erim 1:1;0 eI
inscripto e do ﬂmumsqnpfﬁ'iﬁ%g ;:mf m ,_ re *t;?éﬂJ £
ferencia i medzda que o !;.m ¥ __f,p r Aﬁf T %,

.-iui' i
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Por ess¢ processo,
achou-se :

que ¢ devido a Ancimieoms, - (ISR

B

Hgn e B

T 0 S lados.

N

2
com um polygono de 3 =

18
. }' k : i TSR LY ' - AUSLIEYL- : i Faddr o 1
- Y .',- A -
M 8 | o ¢ entao s
r ]

'i-r-.l._'-“

: ; s B P N P -
Processo dos isoperimetros (ou de Dusqaﬁqij'-'- |
__ Conhecendo o apothema eo raio d'um pqug___-nqlq:_;__ﬁ_;gh |
gular podemos calcular of apothema e 0 raio o puljr:
gono regular isoperimetro d*um nume
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O raio tende a diminuir e 0 apothema & augn
© tar, e seu limite commum ¢ o raio da circumies

~ de 4= de perimetro. Chamando r este raio. € 1, |
o raio e o apothema d'um dos polygonos isop
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20 Processo
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ado do decagono e do pentagono

nar o 1
ﬂeterﬂﬂ de raio dado r.

1u5:cnptn5 n’um circulo
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, traco uma secante e uma

D'um certo ponto K ] _ 5
{anzente 4 uma mesma circamferencia O. Sahe.n-
Fi - = . i
1o ;"ﬁ' 2 tangente vale 4m e que a parte exterior

12 secante vale 17,2; quanto valera a 5E§aute

intelra.
_ N'um triangulo rectangalo, o perimetro vale
n’;fl:" ¢ o menor catheto tem 16™ menos do que a

hypotenusi. Caleular o3 tres lados.

Nuas cordas se cortam n'um circulo; os dois
segmentos de uma sao 4m ¢ OHm, Q.IE'ES. 540 05 5€g-
mentos da otra corda si o seu comprimento total

¢ de 12.
Caleular o raio do circulo circumscripto a um
decagono regular estrellado de 10 de lado.

Conhecendo o lado do octogono regular con-
vexo — 3m, calcular o lado do o:togono regular es-
trellado inseripto no mesmo circalo.

o Conhecendo o perimetro de vm pentagono re-
cular conveso — 50™, calcalar o Jado do pentagono
regular estrellado inscripto no mesmo circulo.

Calcular 0 apothema d'um quadrado inscripto
n'um circulo de rajo - 3™,

Calcular a flecha correspondente ao lado do pen-

tagono convexo regular inscripto n um circulo de
raio — 10%, .

Calealar o raio do eirculo circumscripto a um
pentadecagono convexo regalar de perimetro=42m,

-~ Calealar a altura de um trinuﬁ'ulb%quilntem
iscripto de perimetro - 9m,

~ U ludo de um decagono regalar conveso valendo

5w, caleular o lado do pentagono inscripto mno
i el pentagono nscrip

% Emtota]e o major segmento de uma recta de
6% dividida em media e extrema razio,

"
- Lalcalar 0 major segmento de uma recta de 21’.‘ |

26 — Calcular o raio do cireulo circun |

27

~osgt L o B

angulo regular do lado e Fptni_nmﬁ-

— Calcular ahi‘“ﬂﬂ-'ﬁﬁ’_ﬂﬁ;;l* Bt
gulo equilatero inscripto n*um ﬁ%gﬁm tn;E.:

gulo equilateroin:cripto n'um circulode raio —11=-

29 — Calcular o raio do circulo inscripto n'um trian-

gulo equilatero de 34= de perimetro.

30 -— Calcular o lado do quadrado inscriptu' n'um cir-

31
32
33
34
35
36
37
38
3u
40

41

42
4

43 — Calcul

culo de 3™ de raio. , |
— Calcular o raio do circulo circumscripto a um
quadrado de perimetro — 20™.

— Calcular a diagonal d’'um quadrado de 10= de
perim:tro. s

— Quanto vale o raio do circulo circumscripto @ um

quadrado cuja diagonal — 7%,2.

— Calcular o raio do circulo inscripto n'um qua-
drado de 28™ de perimetro. *

— Calcular o perimetro de um quadrado cuja dia-
gonil — 7m, 235,

— Calcular o perimetro de um quadrado cujo apo-
thema — 9m.2.

— Calcular o lado do decagono regular convexo
inscripto n'um circulo de raio — 26™.

— Calealar o raio do circulo circumscripto 2 um de-
cagono regular estrellado cujo lado — 6%.4. .

— Culealar o dizmetro do circulo circumscripto a
um decagono regalar conveso de perimetro = 40=.

— Caleulir o lado de um triangulo regular circums-
cripto a um circalo de raio 10%.

dar circumss
— Calcular o lado de um decagono regular © _

cripto a um circulo de raio 2"‘.3;15. :
al; decagono regalar cIrcums-
- Calcalar o lado do dccago e S

into a um circulo ent qae O peTiny |
;‘:llghnrtg.ﬂu.r inscripto tem Je comprimeato 2™.2.

decagono regalar que ¢ mm“ﬁ;i]ﬂo ripto tem
“em que olado dF'-- degagodo s AT
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[calar Fu oo ]H.'Ttl.l.'_‘,‘i 1110 rc;{u];.r ‘:iTL'.llms,
":' i :|II L &
eiobo @ UM cirealo de 1

r]qp I-IIF i ‘:'.I""U'I'IH TE'IUI“T l:ﬁSLI'IIltH
o o Ll ddo e adrado 1nsc l'l!ltﬂ

410 15m™,

45 Calcalar O

o ‘gm ciccuio e ¢l

4 Calcalar o Fail o decagono 'I"["_L'_:'Ll]ilr ill?-::t'iplur

¥ oF | Sall 8 ' ;. :
a"um circalo d€ ralo 8.

o de wm polygono regalar de 16

by Calcular o Jadd . 2 -1
1 r1:‘~'Lﬂu de o 12m,

;..Iifh i!]nl']l'i'llhl ﬂil:lu
i~ {(‘alcalar o raio do circulo circamseripto a4 am
jcosagons de |r.'1'i‘-’ﬂ"trﬂ 1

j

i Culcalar o apothema de um OCtOgORO regular
in-cripto n'um circalo de raio 39.6.

St Rectificar uma circumferencia de raio 200

51 Oual ¢ o raio de um circulo sendo 0 comprimen-
o i* circamferencia 9547,

¥ ‘alealar o raio de um circulo. sendo o semi-cir-
cumferencia rectificada teual a 2=.25.

21 ¢ Inscrevendo n'uma circumferencia um triﬂng'lﬂﬂ

equiintero de pernimetro 45, aﬂf‘l‘,ﬂ.lr 0 anpn-
mento d'esta circumferencia.

54 Rectificar uma circumferencin -:in:un‘rﬁrriptu i
decagono regular de 8=.3 de perimetro.

Az Rectificar uma circamferencia circumscripta a
um pentagono regalar de apothema 2m.5, )

56 - Rectificar gma circamferencia ci scripta @
um octogano de 3% de lado. |

il

~ Calealar o apﬁtﬁﬂna de um *peltﬂt‘unn regular
sabendo que o lado ¢ equivalente ﬂﬂql etro de
um teiangalo regalar de apothema o,

3 — Caledlar o lado do pent rint :
b ol s N pentagone inscripto n'am cir

59 — Calealar o hﬂ
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