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Comprimento de mistura.

NOMENCLATURA | 01

Fung6es.da'équag§o da energia na forma de di

ferengas finitas.

Coeficiente de fricgao.

Calor especifico a pressdo constante.

Fator de curvatura, f = R(x) / (R(x)v+ y)

Constantes da expressdao para a viscosidade turbu

lenta.

‘Miximo valor de j-

Raio;local da superficie curva.
Velocidade do escoamento potencial.

Componente de velocidade.

‘Témperatura

Flutuagdes de velocidades e temperatura. -

Componentes da velocidade e temperatura médias.

NG de Stanton = q/p Ue C_(T.-T.)
 umero e anton ‘q/p‘U pc.P f)

Nimero de ‘Reynolds = V?¥L 
T

Velocidade normal transformada.

v

‘NOmero de Prandti_; _af;'
~ Nimero de Prandtl turbulento. .

.Fluxo de calor local por unidade de Erea.'

Velocidade de fricgéb; o
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Velocidade adimensionalizada (u/u*) '
Diferenca de temperatura entre a parede e do escoamento.
potencial -(Tp - Tw) |
Coordenada ao longo da linha de corrente.

Coordenada perpendicular a parede.

~ Coordenada adimensionalizada (Yu*/v)

Difusibilidade térmica.

Viscisidade turbulenta

Difunsibilidade térmica tUrbUlenta;
Viscosidade dinamica.

Viscosidade cinematica.

Densidade.

Coordenadas édimensiohais_transformadas{
Fator de intermiténcia.

Espessura da camada limite

Ténspr de Reynolds. |

Tensor |

Condutividade Térmica

NOTACAO

Condigdo de escoamento livre
Condicao de escoamento livre
Condicao na paréde

Condigao laminar

Condicdo turbulenta

Condigcdo turbulenta total

. Condigdao segundo a espessura da camada limite



RESUMO

. As equagoes da camada limite, em escoamentos turbulen-
tos incompressiveis bidimensionais, s@o solucionadas por um méto-
do implicito de diferengas finitas.

Foram utilizados os conceitos de Viscosidade Turbulen-
ta para a eliminagdo do termo tensor-de-Reynolds e de uma Difusi-
bilidade Térmica Turbulenta para a eliminagdo da média do produ-
to das flutuagoes de velocidade e de temperatura.

Feitas as simplificagOes proprias da camada limite e
‘substituindo-se as relagdes do modélo turbulento obteve-se um
sistéma de trés equacdes diferenciais, n3o lineares, acopladas
em coordenadas curvilineas.

~ . .0 modelo f6i aplicado a trés tipos .de superficies: pila
na, concava e convexa.

Os resultados, em comparagao com dados experimentais,

sdo muito bons.
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ABSTRACT

_ The boundary layer equatlons for turbulent in¥
compressible and two-dimendional flows are solved by an impli
cit difference method.
‘ An eddy&visCOSity concept is used to eliminate
the Reynolds shear—stress term, and an eddy-thermalrdiffusiﬁi—
ty cbncepf is_uéed'to eliminate the time,mean of the product
of flutuacting Veiocity and tempefature. o

| After some appropriate simplifications. in the
tufbulent model cohéerniﬁg the boundary-layer, a system - of
three_two—dimensional, cbupled partial differential eqﬁationsl
in curvilinear coordinates was derived. | |
The model was.used'in three éurfaces- . types:

| fiat, coﬁCave and convex. | |
| In general;‘théragreement With,the 'experiments _

is quite good.



CAPITULO I x N |
INTRODUCAO

-O‘eétudo da camadas liﬁite turbulenta € de grande impoz
tancia pela necessidade de se conhecerem acuradamente o coefitieg '
te de fripgéo; tynsferéncia de taldr e ponto de separagéoAdo- es
coamento em nNUMETrosos problemas, tais como em'projeto-de embarca-
gées,fturboméquinas,'trocadbres de calor e.de veiculos aeroéspar-
»ciaié. Por esta fazﬁo, depois das bases plantadaé pof' ‘Prandtl
em 1904, muitos méébdos tem sido desenvblvidos-para“o calculo da
camada limite tﬁrbulenta,' | |

Depois da intfodugéo do angmametrb de fio duénte 1.péra
medigoes de perfis de velocidade média e de.éuas fiutuagées, _um’_
enorme nimero de experimentos foram realizados para determinar as
éératteristiéés'da'-camada,limite turbulenta sob vérias condig6e$y
- Embora o problema geral da turbulenc1a a1nda nao esteJa 'fesolvi—
do, estas 1nvest1gagoes tem ampllado enormemente o" conhec1mento
da estrutura,do-escoamento turbulento. Elas contr1bu1ram N para. 
_a~fqrmu1ag§oxdas leis, que descrevem a dlstr1bulgao de quantlda-'
-_dés-importantes_de uma camada 11m1te_turbu1enta, tals_como perfis
de velocidade, tensor de»ciialhamento e coeficiénte»de fricgao.

_ Mﬁito menos sabe-ée sobre o:fén6ﬁeno tUrbuléntb : de
transferéncia de calor. A parte de inimeras detérminagées de coe- -
fiéientes de transporte térmico emlcohdigées'diversas,'o__.hﬁmefb -
de medigoes de perfis de témperatura e de suas flutuagaes'é,ainda ‘

- mais restrito.
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As teorias mais recentes tentam dar solugdes acuradas
para a equagao da energia, assumlndo uma dlstrlbulgao de veloci-
dade conheC1da.-Entretanto ‘a equagao da energia somente pode
ser resolvida_quandé'for solucionado seu termo de transferéncia
turbulenta. Dés;revéndofas transferencias de momento e de -calor
como Viscosidade Tur;.bul-enta (e,) e Difusibilidade Térmica “Turbu-
lenta'(eh),‘respeétivamente, pode-se introduzir um Nﬁmero | de
Prandtl Turbulento (Prt) como sendo a razao entre estes termos
~de transferéncias turbulentas. | |
Nalnalorla das vezes, atribuiu-se ao Pr, ovvalor,unité-
'rio,‘conforme analogia de Reynolds, ou Pft aproximadamente 0.9.
Confofme observagaes de Biom (1 ), o'comportamentb ge-
ral do Pry € um problema ainda nao solucionado, dai justificando
a nece551dade de sua determlna;ao mais acurada. :
Spaldlng e Patankar (11) aplicaram técnicas nuﬁéricas
para solugdes simultaneas das equagdes do movimento e da energia.
Ele#vusaram o conceito de:comprimento de mistura de Prandtl com
”uma,variagio linear;pr6ximo fé parede e’Um'falor constante na ca
mada externa para Trelacionar o tensor.local ao gradiente'de veldci
dade e sugeriram um valor COn$t§nt§'para’d Pri de’modo a solucip
nar a eouagao da energia. . . . ... . ;;. };;
Os problemas 1nvest1gados neste trabalho Compreendem
:,o escoamento turbulento -sobre uma placa plana e superficies_
concava e convexa com curvatura longltudlnal suave, em .régime
'permanente b1d1men51ona1 1ncompre551ve1 sem d1551pag50 térmiéi
~ca viscosa e gradlentes de pressao. |
A dlferenga de temperatura da parede e do .-estoaménto.
potenC1a1 foi assumlda de tal ordem a nao 1nf1uenc1ar as proprle

dades do fluidO'mantidas constantes nesta faixa.

N . . - H
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Os c51¢u105'para a placa plana sao comparados aos da-

dos experimentéis de Wieghardt, Moffar, Kays e Blom, reunidos no
trabalho de‘Wasselve Catton (ll) L

Wassel e Catton (11) comparam tres h1poteses diferen -

tes para o transporte turbulento sendo a que entra em consonan -

c1a com o presente estudo € a hlpotese de turbuléncia de - Van
‘Driest bem como a representagao funcional de Pr, proposta . por
Rotta. |

°

Uma vez qﬁe o presente trébalﬁo 6bede¢ezu$ procediménf'
tos de d1ferenc1agao f1n1ta pr1me1ramente usados por Perei-

( 7), Charamba ¢ S)Ve Ferreira ( 4), o trabalho de Wassel - é‘
Catton vem comprovar, j§ que réune dados experimentais e 0s re-
7 sultadds-teGricos~de'Spa1ding-Patankar e Nee—KovasZnay, a aplica
bilidade do modelo matematico prOposto pelos pesqulsadores acima-
referidos. o | |

"Nos trabaihos-de Charamba €3) erFérreira (4) eétuda-
se o comportamento da camada limite h1drod1nam1ca para 0s casos
em que apresentam superf1c1es curvas concavas e convexas em €sco
amentos turbulentos subsénicos.

0 presente‘trabalho, acompanhando todo o procedimento
desenvolv1do por Charamba ¢ 3) na parte. h1drod1nam1ca, eétendé
analogamente o comportamento para a camada 11m1te termlca tur?
bulenta espec1f1camente para superf1C1es curvas.

. A comprovagao de todo este. desenVOIV1mento em superflﬁ
c1es curvas baseia-se nos trabalhos experlmentals de H. Thmmanﬂ)
onde o referido pesqulsador trabalhando com transferenc1a de ca
lor em escoamentos supersonlcos, demonstra o acréscimo e decres—,

cimo de aprox1madamente 20% nartransferenC1a de calor parav - as -
superficies. cdncavas e convexas, respectlvamente, quando compara

'das com a superf1C1e plana.



. CAPITULO II .. o8

FORMULACAO GERAL

Neste capltulo, sao apresentadas as equagoes diferen-
ciais do problema, bem como ‘a obtengao da equagao da energia.
Como -uma bem conhecida parte de aproximagao da  camada
limite, assumiu-se QUe-os_tensoreS‘g'os fluxos térmicos sao cau-
'sados por gradientes na difegéo normal ao escoamento.
Embora o presente trabalho trata éom fluxos turbulentos,
parecermasomente os valores médios das varlavels, sendo as flu
‘tuagoes expressas em termos de produtos dos gradlentes de veloci
dade e temperatura com os ;oeficientes_de trocas efetivos. A van
tagém desta formulaéio'é que.ela.empresta BS'equa§6es a " mesma
aparenc1a como se fossem da camada limite. 1aminar._,
. | Foi desprezado ° efelto das forgas de Campo em presenga
das forgas de inércia, de v1sc051dade e de’ contato..
A flgura 1 apresenta o-s1stemarde coordenadas édotado;_
Como a pfoposigéo é:determinar 0 esc¢amenfo,incompfessivel. tém-'
bém sobre  superficies curvas, ha  necessidade de um sistéma'
de referenc1a compat1ve1 com esta 51tuagao.v0 51stema de c00rde-
nadas empregado e tal que o eixo- dos x segue a superf1C1e curva'

tangencialmente e_o‘elxo dos y a ela & normal em cada ponto..
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Um, Tf .

1l

Fig. 1 - Sistema de coordenadas numa
- superficie curva.

2.1. Equagoes Gerais

Para escoamentos laminar e turbulento, em regime perma-
‘nente, as equagoes da'COntinﬁidadé, Navier-Stokes e da Energia,
conforme'Schlichtihg (9), receberam as contribuigaés de.curvétu—-
. -ra correspondentes.’
Ngste estudo, €~somente apresentado a formulagéé para a

- equagao dafEnergia, uma vez que as equagoes da Continuidade e de

Navief—Stokes foram'formuladéé'Simultaneaménte por Charamba (3)e>
'Ferreira'(4). |
Portanto tém-se as seguintes equagdes:
Equagao da Continuidade;
du ,av £, _ | .

; Eqpag5es da Quantidade de Movimento,f

diregdo x, .

b



fu—a-L-l-+V..§.E.+ —f.‘VU =—£.§2+\) fz azu
ax 9y R o ax 2
- - : ox
+ 3%u + EFEH - fi u + fo 3u _ i: dR v +
s Ly Ry | (2.2)
diregao y,
fu ..a..y_ + V .al - _:E u2 = - !’. .B.P. + V .a_z_Y.. : -
_2f% 3u , £ 3v o 8% _ f2v , £ dRy - (2.3)
R 3ax R 9y 9x2 R2 R? dx
3 = ‘ )
- _f.._ y g_g .é.‘_, e
R2 dx  3X
“Equagao da Energia,
oC fuﬂ + V_QI_ K |f232T.+ 92T +
P X - 3y x® . ay?

(2.4)

——

y £23T ~dR [ £ 5T
R?2 9x dx R 3y
sendo u®, a parte dissipativa, desprezada devido os'casos - ora
em discussao também n3o considera-la, e por sua.conttibuigéo ser.

de. baixa ordem. | | | |

5 .xy Rx) +y I v (2 5) ,
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‘onde R(x), raio de curvatura na superficie.

0O sistema curvilineo ora apresentédo descreve as varia-
veis instantaneas do»escoémento turbulento. No enéanto : devido
_ao carater random1co de tais variaveis, houve-se por bem decom -.
po-las nos seus valores medlos e flutuagoes, ou seja, generica -

‘mente a grandeza compoe-se de w e ' .,

Portanto, tem-se:

P

(2;6)"

v=yva+yv'o,

Pp=p+p',

p =P (escoamento incompressiVel) e .

T=T+T"

‘SubStituindQ-se as relagOes acima nas equagoes (2.1),

(2.2), (2.3) e (2.4), depois de processadas. as médias, conforme
apresentadasru>Ap§ndi¢e "A", as equacdes dos escoamentos - médio .

tornar-se-ao:

3T | 3V v |
f-—-—v+——+f._=0; 2.7
X dy R ‘ (')
£q WLy 55 L £, [z
3x 3y R o 9x ax?
+ ~323+£i§+-2fzu_ﬁg§7+ﬁyﬂﬂ
ay2 - R 3y R 3x Rz dx R? X 3x
_;3 / | S
' ypt ‘ : ) C
gdul’_auv' 28w (2.8)
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T, kT; =2 = 2%
fu AT v‘.a—‘-r - g8 - 123p, v 2_1’. +
b:¢ y p dy 3y2
= £2 o 2 a2 3
+_f_§_\£_____2f._3_2+f_3v+£_3_ig-a+fy§_}3
R3y R 3x2 R® dx  p* 7 dx
by .2 Vap? v__,_ —
. 32 av! - f au'v - £ ( ' 2 _ u.z ) : e (2 g)
X 3y axX R
pc £g 2L VEI LT f au'ty)
_ p ax Yy 3}’ 3x
+ f-\r'T' = K £? 3°T f;sl_RiT.+§?.§+
R ax? ~R° dx ax R dy
+ 2T (2.10)
y?

Esté.apresentado no Apéndice "A" o estudo da ordem - de
‘grandeza dos termos das equagoes- do sistema acima.
Portanto, uma vez redu21das, pelo estudo da ordem de

grandeza as equagoes em dlscussao tornam-se

£, f5., S (2.11)
fﬁﬂ+v.?£=v_3_-[32+_f.§] -
9x ay 3y ay R
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-~ 3T . = 3T 3 (9T . f=
fu - +vE& | = KX [ 22+ 2T -
Pp 3x 3y 3y (.ay' R ]
3 ¢ £ - . »
- — v'T! - c. = v'T!’ ~(2.13
PCh 3y ( T ) pep g ¢ ) | (. | )

sujeitas 3as seguintes condigOes de contdrno:

paray =0 ,U=v =0 e.T é‘Tb e _

_ _ o (2.14)
paray > 8 ,u=+ U, € T>+> T
Sendo § assumidy como a distancia da parede ao  ponto

onde a velocidade média difere da velocidade potencial em 1%,

2.2. Hipéteses de Fechamento

Constatam—%anas equagoes (2 12) e(2 13) 0s termos (u v )

e (v'T ) de dupla correlagao.

Segundo proposta de Boussinesq, o tensor" turbulento

pu'v',‘resultante da dupla corre1agao das flutuagoes de Ve10c1da

des, f01 substltuldo por em gu , sendo em.V1sc051dade turbulenta.

Diferente‘de u,~viscqsidade.hoiecﬁlaf;'em nao é umé-prg
,priédade do fluido, sendb,»por outfb'iado, umé pfOpriedade do es .
-tado local de turbuléncia. | |

‘Seu valor var1a de ponto a ponto no escoamento, . sendo
determ1nado pela estrutura da turbulenc1a no ponto em questao.

A 1ntrodugao de em constltue um ponto de referenc1a pé

ra afconstrugao de um -modélo de turbulenc1a,.no-entanto-,resulta
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‘a tarefa de expresSar a viscosidade turbulenta em termos de
~ quantidade conhecidas ou éalculiveis._

A hipafese QQe>seva55eme1ha melhor a uma..generaliiagéo
racional. de ém, na regiao pertd‘da_parede,‘foi proposta porv Van
Driest. | | '

S Conforme ?ereira (7)e Charamba (5), utilizou-se, -neste
'trabalhojla seguinte éxpfeéééo.de Van Driest para ep, na regido

.'perto da parede:

Ju

(em)p = Ky J1 - exp (-y/A)] }5;.|. : ._(2,;5)
onde A, uma constante dada por:
| - -1/2. S
A =26 v [7? ] ' - o (2.16)

- Conforme Charamba (3),'6.mod€10 paré sm;:na regiao lon-.

~ge da paréde e: -
(o) = KUe 8y, @an

o, | e . |
- sendo § , espessura de deslocamento, na. forma:

Lk L@ T ' » N
6§ = JE£QA-——)dy e
o - er(X) :

'y fator de intermiténcia, aproximado pela seguinte formula
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O fator de intermitencia vy, apreSentado por ~ Kleba-
noff (3), € uma aproximagéo muito convenienté para a fungao-erro
da viscosidade turbulenta. : : ; |

As coﬁstantes Ky é'Kz nas formulas da viscosidade turbu
lenta dependem da definigdo da espessura da camada limite 5. Co
mo nos estudos ‘de Charamba (3) e Cebéci (2), atribuiu-se és,congl'
tant'es'K1 e K2 Qs valores 0.40 e 0.0168; respectivamente, com ba
' se na § definida & velocidade de 99% em Ux(x).

- Como estensao da proposigao de Bouss1nesq€32nalogamente 

a viscosidade turbulenta, a dupla-correlagao (V T') relacionou-

se uma outra fungao €y» difusibilidade térmica turbulenta, da

[

seguinte forma:

e 9T o .
v'T') = - €4y — : » 2.20
(V') H 5y I ¢ 0)
Seguindo'a analogia devReynolds; € = €p» entretanto
conforme trabalhos de Spaldlng (11) e Blomr(l) -a_ V15c051dade

turbulenta- €, € @ d1fu51b111dade termlca turbulenta EH 1nterre1§
cionam-se pela expressao,func10na1 Prt, numero~de Prandtl turbu-

lento, i.e.:

pr, = & - (2.21)

Resultados experimentais indicém QUe'Prt,nio € uma cons
- tante na camada limite e sim uma fuhg&o da disféncia da parede -

. Pry € determinado pelas'medigaes.dosrperfis'&e velocidade e tem-
-peratura na camada limite. | p

Os dados experlmentals de Blom S mos tram que os valo-

res de Pr, divergem amnlamente ‘para um.mesmo Pr.
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Entretanto, procurando acompanhar a tendencia de uma
faixa comum dentro das discrepancias dos dados - experimentais, .

Rotta propds a seguinte expressio para o nimero dé Prandtl turbu

lento:

Pr, = 0,95 - 0.45 (Y / 5)° (2.22)

-No que se refere ao cdlculo de transferencia de calor,
constata-se que a expressao (2.22) apresenta contribuigd@o de bai

xa ordem em relagdo a Pr, = +9.

2.3. .Transformagao por Similaridade

A:importancia.da transformagéo resume-se na seguinte
observacao de_Pereira‘(7}: "Para se-contef a rézéo'crescénte.'dai
espessura'dé camada limife ao.iongo do escoamento, e também'para -
'se manter o nimero de espagaméntos na dirégid_y constante, utili ,
zou-se um tiﬁo (aprésentado a séguir) de'tfansformagéo por simi-

laridade".

Defeniram-se entdo:

u = U : Vv = v .ef 0 =  e— . (2.23)
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E as variaveis independentes sendo:
| - | | )
ey = S _Hffél' dx S (2.24)
0 | | . o

(2.25)

) n(x,y) =Y _U?;(-)El
.. V(Zg)n

| sendo n. fungdo de E e § e, confdrmé Schlichfing ( 9), gle varia
entre 0.5 e 0.8. Neste trabalho o valor que se compatibilizou me o
lhor com os resultados esperadosf01 0.5 -

Portanto, com as novas variaveis acima assim definidas,

k]

conforme Apéndice B, as equagoes em pauta tornar-se-ao:

2n du , ov n -- n fv _ o :
foo v (28) uf oS 0 2
(25) 38 | an +‘(.£) u.' €,+ Rn | (; ;6)

Y
-

£ 4

o ne. AU .. -aﬁ _ en du . £ '] '
2 fu - +ye&2 =2 2 2w —u +
(2g) 3% o [ . _ |

st £V T
+ ] = v = , : - 2.27
.an-[ 2 Rnu] e (2.27)
u%%-* —y gg.i: k_  V,"£i'( §9 .
n- M 3n Y. 9n
(Zg)Zn“ vec, (nghw ]

(Tef_fo] . v M (20
Ul26 Vv 3n ° 3n

(2.28)

]
23 (v
. @
re———
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: AY,
(ze)™ Uoo 3X

<
it

v _ - ‘ (zg)n fu -a—r-l’.

18

(2.29)
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CAPITULO III

PROCEDIMENTO COMPUTACIONAL

1

3.1. Discretizacio

-A camada limite apresenta gradientes acentuados de Velg

. cidade e temperatura nas proximidades da parede, portanto & con~

veniente que se escolha uma malha variavel, principalmente na di. -

recdao normal ao escoamento, para se constatarem tais gradientes.

(Ver Fig. 2).

Julgou-se que o espagamento entre os pontos nj's' deva -

respeltar a progressao geometrlca‘

1 BK ;,A . , . o  . (3.
. AnJ nj-1 ) IR (3 })

‘e a BK, coﬁforme pesquisas de Charamba (3') e . Ferrei-
ra ( 71, f01 atr1bu1do o valor 1, 03. | | -

0 espagamento na d1regao g também podé‘respeitar uma
progress§o geométrica; eSpecificamente se a suﬁerficie analisada’

admite raio de curvatura pequeno. .



20
i1 i P+l
Fig. 2 - Representagao de uma malha variavel
| Para‘um pon#o genérico Pi+1/2,j,_discretizou-se uma
fungao F como sendo: .
F =1 (E. L+ F.) e (3.2)
i+1/2,5 ° 5 Vi, T Yisit o _ - SRt
P =l (F e E . 4F
i+1/2,5 + 1/2.° "7 Yi,j i+1,5 7 Ti,j+1
* Fige) (3.3)
As derivadas que’se apresentam nas equagoes (2.16),
(2.17) e (2.18) fqram.reptesentadas genericamente'como: |
" F,.. .- F.. | o |
_[E'E]in/z.j = Axlg 1 (3
3 . N o h
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+ Fi,j+1 - Fi,i:l

‘ Fooy a1 = Firq 5o
[3])se1s2,5 - Jdaiel ”_indjel )
ns o 2 .+ .

| (AﬂJ AﬂJ_l ,

(3.5)
) 0 R
3 (M ‘a"n] /2.3 = Misyyz,50072
Fiep,jer - Fien,50 e
. . - : i+1/2’j-1/2 ’
An. (&n; + An; |
(Fiv1,5 = Fiv1,5-1) : (0

R . M. ...
. : v i+1/2,j+1/2

...F_ . }
.1’3) - M

‘(Fi » .
i+1/2,5-1/2

i,j+1 _
. . + .
AnJ(AnJ - 4ng_7)

(F; 5 = Fy 5-1)

Anj_l(ﬂnjf+‘Anj_l)'

, Introduzindo.as-expressaes (3.2), (3.3), (3.4).~(3.52 e
(3.6) nas equagdes (2.16), (2.17) e (2.18), tais equagbes.  adqul

rem a forma tridiagonal linear genérica =

AL . +B. F. . . = D, (3.7
A Fierger By Frany 0 G Fien,o1 7 0 -7

je Bj;'Cj,e Dj assumem. expressdes proprias pa

 ra cada equagdao segundo apresentado no Apéndice "C".

e os coeficientes A

A-Soiugéo da expressio tridiagonall3#7. ' 'fpode B ser
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genericamente apresentada como

(3.8)

Fien,5 765 ¢ Fiug,je1 * 85 »
sendo 7
G | | Ai‘ | | v 30y
G;, = - : : e : ' (3.9)
j B < | .

By Y G 6 -

D. - C. g o R L
g5 = J j -1, o o (3.10)

. + . " -
By G5 G

sendo as formulas (3.9) e t3;10) sujeitas‘§ condigéo'dé‘cdntarno

na parede:para ) = Orbe »91 =‘1.tem;se Gy = b e él - 0 (3.11)
O processo de marcha‘para‘a reSolugio da eipresséo(3.7) -

.ex1ge 0 conhec1mento de perfls 1n1c1a15 tanto para velocidade e

‘para temperatura sendo apresentados no Apendlce "D" |

Como a camada ‘limite cresce ao longo-do escoamento a

quantldade de pontos na d1regao deve também variar para acompa

-

‘nhar este crescimento. A condigdo de contdrno superior e
'3'= Ueo (x) quando y + § ou u6 ¥‘0 99, sendo»ara éspessura. da
camada 11m1te quando a Veloc1dade u atlnge 99% de U (x)

Ao topo da camada 11m1te, a condlgao flSlCa abalxo deve‘

ser satlsfelta

(3.12)

-onde es & um critério de erro especificado da ordem de 10 °,



A expressao (3.12), em diferengas finitas, torna-se:

B ' S i
Ui+l,N T UYi+1,N-1 € ANN-1 c €5 v (3.13)
sendo N o nimero max1mo de espagamentos.
Ap11cando (3 8) em (3.7), con51derando que Nn. = Ng quan-
do ug = 0.99, tem-sa, dep01s‘da substituigdo em (3.13), a seguin

te condigao:

A cada'estagao a. computagao prossegue até que seja sa-
' tlsfe1ta a. condlgao (3 14) e deste modo, esta determlnado 0 novo -

valor de N..

- Uma vez conheC1do 0 conJunto u, recalcula-se_

. i+1,j°
Vi+1/2 j a part1r da equagao da contlnuldade. Recomega se o cal
 culo até que u;, 4 j'adqulra a convergenc1a ditada pelo segulnte :
critério: ' | |
' 3
on - -an - S R .
1.k : p.k-1 s €_ ., - (3.15)
L M Ip,k- 4

séndo p denotando a parede, k iteragéo-ere&i critério de erro da
'ordem'de~10'3.
A equagao’ da energla nao sofreu procedlmento itérativo

» pelo fato de, uma vez iterados os perfls u1+1,j e‘V1+1/2 J ela
nao apresenta nao-llnearldades.'

A segulr, para se ter uma visdo global do método numerl

co usado para o calculo da camada limite turbulenta, & apresentai

do um fluxograma do programa usado.



i A, A A s 1 i ey b b e f e e e ——— e

_- ‘C.I,NI'C.IO ) - |

" [DADOS

_ INICIAIS _
PREDIF | /,'L | TaBLEZ2
DISTRIBUICAO ds PRESSAO \‘/ PERFIS INICIAIS

DADO.
Viet/z2.j -

2|

- : S
12 Estacdo =22 Estaglo ITER=I

' 1 NOVA ESTACAO
EQ MOVIMENTO | 1 nenet |

- ul(2.9)

| EQ. CONTINUIDADE

vi1.9)

‘<z|

“C.ON'.VER:_ EQ. DA ENERGIA| -
GENCIA N
e (l,4)
[coericienTes |

Ct, Stan,RND, X

| sAIDA DOS

DELX= DELX/2
: ' RESULTADOS

- Fig. 3 - Fluxograma do programa utilizado



25
CAPITULO IV

ANALISE DOS RESULTADOS

Com o surgiménto daé méquihas modernas‘de ¢omputa§5o e
'dé métodos numéricos apropriados, tornou-se possivel obter.resul
tados safisfatSrioS para as_carécteristicas importantes de "ﬁma
camadallimiﬁe turbulenta com troca. de calor; tais como perfis de.
velocidade, tensores de cizalhamento, coeficientes de fricgdo 1o
" cais, perfis de temperatura, nimero de Prandtl turbﬁlento e.nume
ros de Stanton locais. | -
Ml Por outro lado, por causa ﬁo limitado,conhecimento dos
processos envblvidos; sobretudo na rqgiéo proxima da parede, o
problema em esﬁoamentos'tﬁrbulentQS'pérsiste tanto fenomelogica;
mente quanto matematicamente e ém'consequéncia:ainda nao € possi
vel solugéoiexata para -as- equagldes da camada limite turbulenta.

.Para se avaliar a eficiencia do modélo numérico desen -
‘volvido neste trabalho, os resultados sdo compara&bs-com- dados
éxﬁerimentaié.' | |

No caso da placa,pléna, os resultados sao comparados.
com os dados ekperimehtais dé;Wieghardt,~MOffat_e Kays, referén—
| ciados no tfabalho de Waséel'e Catton'(1l)4
| Nos casos das superficies curvas_tohigxa e cdéncava, os .
~ resultados sdo avaliadoé'éonsidéfahdo a;fobserva§6es.experimen -

o).

tais de Thomann
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4.1, ReSultados~0bti&os_

Ut1llzando a sub rotina ( 7) (PLOTR 2), e a. segu1nte a

relagao de dlagramas apresentados no Apendlce D:

U . . VERSUS y/8  (Grafico G1)
o . VERSUS - oy (61
wt VERSUS O Log o (G2
7, VERSUS -yt f' (G3)
1, VERSUS - y' (63
t.,  VERSUS =~ vt (63

o | . para y' s 60

'rp | VERSUS .  y/§ (G4)
.. . VERSUS - - y/§ (G4)
ey _ VERSUS - y/s 7 (G4)

ey VERSUS . y/& . (6%)
Pr, o VERSUS Log,gGy") . (G8)
FLUXO CONV. e DS S
TURBULENTO VERSUS - vls - (67

IR S
Stanton VERSUS R » S (69)

4.2. Discussao dos résulfados obtidos

Os resultados deste estudo sdo apresentados_nés dis'_»
tincias .68348m, .98249m e 1.218m para a placa plana e .92m e

1.04m para as superficies. curvas.
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~-0Os perfis'devvelocidade e temperatura médios adimen
‘sionalisados sao apreéentados no conjunfo de figuras G-1.,Con$tg
tou-se que em todas as estégaes a camada limite téf@ica'apresenf
tou-se,mehor'do qué a camada limite hidrodinamica.-Es;e fatb jus
tifica a evidéncia'expériﬁental de'Blomw(l)'de aue o tfangporte'
de calor e de momento ndo sdo similares. |
. - Os resultados péra o perfil de velocidadé‘Univefsal
v(u+ em fungdo de log(y+)) 550“apresentados.no.conjunto dé figu-
ras G-2. No caso da placa plana, o modelo manteve-se em boa cog

'cordanc1a com os dados exper1menta15 de W1sghardt(11)

Os perfis para as superficies curvas se .mantiveram 
com Valbres aproximados ao da placa plana. ji

- Nos conJuntos de figuras G-3 elG 4 fdram‘plotadas'
as dlstrlbulgoes de tensoes prox1mo a parede e ao longo de toda
_a espessura da camada 11m1te.-Con$tatajse em todos os casos uma
regido universal perto da parede onde oskresultadosréio Vsimiiaf
Tes. I |
| .- Os perfis de D1fu51b111dade Term1ca Turbulenta em
fungao de y/G s3ao mostrados no conjunto de flguras'G~5 |

Os resultados das superf1c1es curvas d1ferem dos ‘re-
sultados da placa plana a partlr de y/6 = 12 |

-0 conJunto de f1guras G 6 representé.o namero. de

Prandtl TurbulentO‘(Prt)r'
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Na estacao 1 2815m para a placa plana é distri-
:bulgao de Pr € comparada com os dados experlmentals de Blom(I)Na
regido proxima .a parede (30<y <100) constatou-se.multa., concor-
- dancia com os dados experlmentals de Blom(l).'Na regiao superior
"da camada limite (y )100) surge dlferenga da ordem de 10% ém rela
Ggao aosAdados experimentais.rUma vez que na regiao externa 0s gra
dientes de temperatura sao mdito pequenos, estes valores de  Pr,
‘admltem um efeito ‘também pequeno para os calculos dos perfis de
temperatura. |

Nos casos de superffcies‘cﬁrvés; as distribuiQSeS'
de Prt nao.oferecem-diferéngas reélgaveis-em-relagéd_a distribui-
-gio.de Pr, para a'piaca plana. | |
= No conJunto de figuras G-7 estao apresentados os

Fluxos Convectlvos Turbulentos em fungao de y/6.

A expressao usada para o Fluxo Convectlvo Turbulen-

o\

“to

Ve = ¢ (aT/ay),

Constata -se nas flguras que: o fluxo de calor em to-
das as superf1c1es anallsadas atingem seu maximo na regiao prox1—

ma a parede. (y/§ = .1). o | =

- No conjuﬁto de figuraS‘G-S-sio apresehtados os Coe-'
ficientes de Frlcgao locals. Para a placa plana, os resultados
sdo comparados com os. dados experlmentals “de Wleghardt(ll). A di-
-'ferenga entre os valores calculados e os dados experimentais va-

ria na faixa de 10 a 20%
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i

Os Coeficientes de Fricgao locais calculados para
a superficie concava apresentam um acréscimo maximo de aproxima-
damente 30% em relagdo aos calculados para a placa plana.

Os Coeficientes de Fricgao locais calculados para
‘ ' '.~ . ) - . - . B v
a superficie convexa apresentam um decréscimo maximo de 10% em
relagdo aos calculados ‘para a placa plana.

eE ann (10) . 2

As observagoes de Thomann constatam: um acres-
~cimo maximo de 20% dos Coeficientes de Fricg@o locais para a su-
perficie concava em relagao aos da placa plana; e um decrescimo
‘maximo de 20% dos Coeficientes de Fricgao locais para a superfi-

cie convexa em relagao aos da placa plana.

-~ No conjunto de figuras G—Q 550 apresentados os Cog
ficientes de Troca de Calor loéais; Nimeros de Stanton, em rela-
¢3o aos Numeros de Reynolds locais. |

 Para a placa plana, os resultados sio comparados
.éom‘os dados‘experimentais de_Moffat'e Kays(1}).'A=diferéhga en-
tre os Va10rés'¢a1cuiados e os dados experimentais é»dé”éproximg
damente 20%; | | o '

Os-Nﬁmqros de Stanton locais para~alsup¢rficie con
cava apresentam umrécréSCimo méximo.de'aprdiimadamente 25% em re
‘lagdo aos calculaddsrpara a placa plana. o

| Os Numeros de Stanton locais para a superf1c1e con
vexa apresentam um decreSC1mo max1mo de aprox1madamente 15% em.
relagao aos calculados para a placa plana.

As observagGes de Thomann(_o) constatam: um acrés-
‘cimo maximo de 20% dos Coeficientes de Troca de Calor locais pa-

ra a superf1c1e concava em relagao aos da placa plana, e um, de-

créscimo max1mo de 209 dos Coef1c1entes de Troca de Calor locais.



para a superficie convexa em relagao aos da placa plana.

De uma maneira geral,_examinando osrrésultados obti
“dos no presente trabalho, podefse.conciuir que a'potencialidade
'do,métodd & satisfatoria. Naqueles va16re$ para os quais foi poé—
sivel compara-los com dados experimentais ji existentés e também
nos outros parametros, o método apresenta uma capacidade de pfevi'
sao do deSenvolvihento da'eamada liﬁite:extraordinariamente efi -
caz. Quao eficaz realmente o método 6,756 podera realmente ser a-
valiado com precisao se futuramenté houver o estudo experimen-
" tal do escoamento aqui numericamente analisado.

" Durante o processo dé desenvolvimento do algoritimo

_ , - R

numérico, teve-se em mente a intencdo de manter a estrutura  de
prqgramagio ja existente. Assim as principais diferengas entre o
algoritimo numérico utilizado nesse trabalho e aquele usado em
Charamba(s).e Ferreira(4)s§6 a incluséo da pquacgao da Enérgia. Co
"mo o teste de convergénbia.é'realizado,basicamente hauequagéo"da
Consérvagéo da Quantidade de Movimehto,"davqual'obtém-se‘a_veloci
dade média do escoamento, nio existe a'neéessidade'de iterar a o
quagao da Energia. Este fato vem a explicar o porQue da'pOuca va-- -
riagao no fempo-de CGmpUtégéo} Naturalmente houve umfacréscimb,no‘
-tempo ae cbmpufagio emgreléésd a #quéle apreseptaao no trabalho
de Charamba(s). Como,a finalidéde do présente.frabalho ndo & espe
‘cialmente a analise do-programaAde’compufagéo;,nio houve maior
cuidado quanto a eficicia do aIgoritimo; o qual foi suposto ja o-

timizado nos trabalhos anteriores.



4,3. Perfis e Dados Iniciais

- Perfil inicial de_velocidade:
ut = f+: e u-= u+{u*/Uw ~ para y+ < 7

+ +

u’ = 11,08.log y' - °2,3636 e u = u'u*/Ue para 7 gy

A

30

| uf'=.2,5-zn yt +5,5 e u=u .u"/U- para yb o> 30

Perfil jnicial de temperatura:

61 - o7 (5]

Dados iniciais:

Xy

U

0,0914 m
10 m/s

ang ='0,035

£
\

= 1,035 m%
' S
0,5

0,01436 m

o~ o
!

'=0,30 m
w = 19,2°C
20,0°C

- e |
1

= 0,72

. <
it

15,10°6 m?/s
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4.4. Conclusdes

.O ijetivofdo pfesénte estudo foi avaliaro modélo ma-
temdtico proposto por pereira(”) para a solugao-da éaméda limite
turbulenta com troca de calor. | |

Procuraﬁdo}ampiiar o raio de aplicabilidade‘do referi
do modelo, a pésquisa ora em diécusséb, baseada nos esfudos de.
Charamba(s) e Ferreifa(4), estende a formulagio para cilculos da

ramada limite em superficies suavemente curvas. .

Uma vez que o método numérico desenvolvido apresenta
- . l.. . ‘ ' - ‘., . e . . : -
caracteristica tridiagonal, os parametros iniciais para a solugao
do sistema de equagdes sao de importancia fundamental.
Os calculos para a placa plana foram comparados com
dados experimentais de Wieghardt, Moffat e Kays e apresentaram
discrepancias na faixa de 10 a 20%.

Com relagdo as superficies .curvas, este estudo, basea:

(10)

do nas observagdes experimentais de Thomann , também apresen -

tou a mesma faixa de discrepancias.
Para.a solugido genérica - de -'superficie' curva
o] modelo matematlco devera sofrer algum reflnamento para a melhor

prec1sao dos resultados. Este reflnamento podera ser:

1 - Na dlscretlzagao das equagoes,

2 - No critério de erro que da o aumento ‘do nimero de pon
tos na vertical devido’ ao_cresc1mento da camada 11m1te;

3 - No valor de n, que nos casos analisados sempre 7 $é.
manteve constante e igual a 0.5. E possivel'en;ontrar 0 _n'.:como

- fungdo da distancia ao .longo do escoamento;
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4 - No-estudo de um perfil inicial para a températura me-
lhor do que o perfil de poténcia proposto-por Kays(S); e

5 - Numa formulagao para a leu51b111dade Termica Turbu -
lenta (eH) independente . da V15c051dade Turbulenta (e ) . ¢onforme .

@

estudos de«Cebec1
No intuito de se ampliar a aplicabilidade deste modé-
lo, s@o estas as sugestdes para trabalhos futuros:
1 - Estudos de escoamentos radiais sobre cilindros circu-
lares para diversos numeros de Reynolds;
2 - Aplicagdo do modélo para escoamenth,turbUIentos - em
° - - . - . . — ) . )
superficies curvas com gradiente de pressao; N
3 - Introdugdo de transferencia de massa no problema ora
em discussio;
© 4 - Analisar escoamentos com controle de camada limite; e

5 - Analise de escoamentos compressiveis.

De um modo geral,; o modélo matemético pfoposto - por
Pereira(7)'mostrou -se muito bom. para o calculo da camada limite

turbulenta com troca de calor em superficies curvas.



| 1]

| 3]

4]

[ 71

I8l

lal

[10]

.34.

- BIBLIOGRAFIA

BLOM, J. An.ekperimental'determination of the Turbulent

Prandtl number in a developing temperature - boundary o

layer, apresentado na 42 Conferéncia Internacional de
Transferencia de Calor, Paris, Versailles, agosto 1970.

CEBECI, T. Solution of the Incompressible Turbulent Boun-

dary - Layer Equations With Heat Transfer,  apresentado .
~no 'ASME-AICHE Heat Transfer Conference,“_ Minneapolis,
1969, sob nimero 69-HT-7. | L

CHARAMBA, J.C. Um modelo em dlferengas finitas para calcu
lar a camada limite turbulenta 'em. superf1c1es curvas;
Tese de Mestrado pela Universidade Federal de Santa Ca-
tarina em dezembro de 1978.

FERREIRA, V. Modelo matematico para a solugdo da camada
limite  turbulenta sobre superficies curvas; Tese de Mes
trado pelé Universidade Federal de Santaicatarina apre-
sentada em dezembro de 1978.. '

KAYS, W.M. Convective Heat and Mass Transfer.. : McGréw-
Hill, Inc., TMH Edition, 1975. ’ '

' MILNE-THOMSON, L.M. Theoretical Hydrodynamics, .. London,

MacMillan § Co. Ltd., 52 edicdo, 1968.
PEREIRA F°, H.V. A four-equation Model for Numerical Solu
- tion of the Turbulent Boundary-Layer Dissertagao de
Doutoramento pela Unlver51dade de- Houston, maio, 1974.

ROTTA, J.C.. Turbulent Boundary Layers In - Incompressible .
~Flow, Progress in Aeronaut Sci., edited by A. - FERRI,
D. KUCHEMANN and L. STRENE 1962, ' B

SCHLICHTING, H. ' Boundary- Layer Theory McGraw-Hill, Inc.,
' 6§ edicdo, 1968. ’

-THOMANN H. Effect of Streamwise Wall Curvature on  Heat

Transfer in a Turbulent Boundary-Layer, J Fluid . Mech.,
'1968 vol. 33, part 2, pp. 283-292. ' '



35

'|11| WASSEL, A.T., e CATTON, I. Calculation of Turbulent Boun-
dary-Layers over Flat Plate with Different Phenomenolo-
gical Theories of Turbulence and Variable - Turbulent
Prandtl Number, Int. J. Heat Transfer, Vol. 16, 1973,
pp. 1547-1563. | | v



36

APENDICE A

A-1  PROCESSO DE MEDIA

Niq € apresentado. o prdcesso devmédia péra as equagoes
da continuidade e de Naviei-Stokes pelo fato de ja ter sido reali-
zado por Charamba (3) e Ferreiré 14).

' Definidas.as variiveis instantineas como:

u=u+u'

v=vV+v'
p.=p e
T=T+T',

a equagao da energia torna-se:

8(T+ T') + ("‘;’ + V') Q(T ; T'),= )
: Ty :

c_ | f@ + u') .
pcy £ ( .u ) v
- | | | (A.1)
X lf‘z aZ(T +'VT|)—+ y_f_3_d_~R B(T +~ T,) . _f- aﬁ + T!) l+v,32(-"[‘_ + T!) , o
| w2 R& S X R ¥ g2 |
Realizando a média, a equagdo reduz-se'ﬁ;
o _ . : .
oc |£udl v g 2 4y Ay & , )
p axX X 3y 3y ’
R ' (A.2)
K'fz'ﬂ;, ﬁgﬁﬁ+£.§i+ﬂ |
' - 9x? rz dx 3x R 3y ay?
- Sabe-se também que:
£ (wry =fu &L 4 g A SR (A.3)
P S o ax S ex - - ‘
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2 Ty =y A L AV - (ALY e
ay. , )4 . oy '
3(W'T') ', 3 Tamey o ¢ 40 0T . 9T" AV du
f 2"+ = (v'T') = fu' — + — +T" (—+ f —
et (T =tV Q 28y
o | (AS)

Sendo a equacio da continuidade

gdu Lav L £y o -~ conjugada com
R

' ' ' o : (s R | : -
fa AT L e AT 3T L BQVITY) L £ (g
| oxX Y X . 3y R :

resulta finalmente a equagip da energia na seguinte forma:

. — 3T , = 8T , ¢ 3(u'T") 9 (ormry . £ ‘ |
c | £ sy o+ f st = (V'T') + =2 Vv'T | =
* p Soax 7 3y - 9x Ay (i), R
27 2 3 - e B D .
x| 2T, 2T, aaaT g1
' 3X ay* R® dx 3x R 3y ‘ . i
A-2 ANALISE DA ORDEM DE GRANDEZA

Para o- estudo da ordem &e'grandeza,fdefiniram-se as esca
las de grandezas L1 péra-a direcgao Xe Lz,para a diregao Y. Espe-’

cificamente para o caso de camada limite:

2 << | | _ - (A7)
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. Ao mesmo tempo, admitiu-se para R = R(X) a mesma ordem
de grandeza de X, i.e., Li. ’

"Sabe-se também que:

0(Ly)  _ o(L,)

- _R(x) . ___ = = -
£ ey) = R(x) +y  O(1)+o(lz) 0(L2) o s
e
O(v'T') = 0(u'T') = 0(2%) R (a.9)

Aplicando estas relagdes a equagao da energia tem-se:

[ oc1). o@. LD+ om 2D 4 o). 922

“p o(Ly) 7 O0(L2) -0(L7)
» 002%) , 0(1) .ocsz,'= K-,b(i)Z. om , oM
o(Lp o B 0(L%) 0(1%)
. s = O(Ly) oM |
e ooy, 0(17)  0(T) "7, 0(1) o(m) @a.10)

0L O(L) O(Ly) 0Ly Oy

Alnda, con51derando tais relagoes percebe se que, na pre
'senga dos outros termos, oOs termos 0(1)_. -Qilg , 0(1) 0%’ o(7) e

o ' O(Ll)' O(L )
O(L‘)-

3
'O(L‘) 0(1) . oMy | 1 admitem contrlbulgoes pouco 51gn1-
O(L ) 0(L;) 0(L ). . _

ficativas e dai Justlflcando seus. abandono

Por final, a equagao,(A.6)'se reduz a:

— 3T , =T | 3 ( T, £=) N
fu-—+v— l = K — — + =T | = c. — (v'T") —
p;p e ax v oy oy [ 3y R ] . ° *p oy ( ~? ,
—p c = (v’T ) _ R E (A.li)
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APENDICE B
ADIMENSIONALIZACAO
Define-se:
— = T T, T-T
Uw(x) U (x) Tp -Tf AT
X - v
g(x) = /-U—"';-)i— dx; n(x,y) =y y_°°_(_3§ln : (B.2)
2 v v(2¢g)
R = U=(x) R o I (B.3)
(ze)" v -
Sendo a equacdo. da energia:
(= 3T . = 9T 9 [ 0T £ = I
—_— _ = — —_— = =T +
pcp{uax+vay] ay[ay R
5 ( ST f = o |
+ €y — | — - =T : : ' - (B.4)
" HEy Ly TR ) -t

- Utilizando as relagEéS (»B-l), (B-2) e (B-3) e sabendo que

9T _ Us 3T , 3n T - ~ (B.9)
oxX v 9 9x 3N ’ S o

T U= 3T .- | (B.6)
9 v(zgy". @ - g

an n dUoo n n -

—_F = = - = = U= e que

ax v dg v £ aue
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- S n | - I
v = v _ - v(2E) ¢ u 2n , a equacdo torna-se . (B.7)
(28)"  Uw(x) 93X :

G, _V_28 .k o _w 33 Taf _
98 (2g)2" A veCp Um(26)™ A % An AT R

o e |

B e e Ry e B o S Y (8.8)
R an AT R R ’

U(28)V 37
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i APENDICE C

DISCRETIZAGAO

DiscretiZando a-equagéo (B.5) em torno de um ponto gen§
rico Pi + i/2,j e,uﬁilizando as expressaes (3.2), (3.3), (3.4),

(3.5) e (3.6), a equacio, ja na forma tridiagonal, torna-se:

Vie1/2,5 . 0.5 K v

©i+1,j+1 (2&);21/2,(Anj+Anj_ pe v 'Um(2€)2+l/2v'

;)

1 . K v Fi4172,5 . 0.5

A. ) oo n ‘ ) i '
Anj(A”j+_nj;1). pcpv U'(ZE):‘wl/z RMi+1/2 (AnJﬂMBTl)

v : € 1 '
- N VY . +
AV
Um(ZE)g+l/2 | An (Anj+Anj_1)
v cq - | £i01/2. 5 O'Sf
+ . . . i+1/2,j . y ] . . +
U=(28)141/2 _R”i+1/2 (A”j+A”j_1)
. o | fier2,5 L Yisr/2,5 L, k0 v
i+1,j ° ) pC v ° 221"
. 1 + K : v .
- . n
Anj (Bng+Any_ 1) ecpy Ua(28)3.41y7
1 . _k v 0.5 . 0.5

Anj_1 (qu+Anj_1) pcpv U (2£)i+1/2> _Rnifl/Z

fiv1,5+1 7 Fien,5-1 , fi5+1 ~ F5 51

Anj +‘Anj_1 ’ ) AnJ +"Anj_1 »

[ [



Y = i41/2,] —
U=(28) 34172 A Ay anyy)

—1  EH 4.1/2,5. _ |

v . eH i+1/2,3. 0.5 . 0.5 .
v

n .
U=(28)541/2° RNj+1/2

i+1°5+1 ~ fi+1,j-1 . fi,ifl —_fi,j“l

An, + An, An, + An. .
i AR | RS AR B

f

LU VR 1 - N -
Anj_'l(A'ﬂj + Aan'l) Uw(2£)1+1/2
o f. . . 0.5
€H i+1/2,j 1+1/2,J =

42
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®1,j+1 ° -zvi+1/2’j - 02 P SE -

? n . ° * n .
(2€)1+1/2(ANj + Anj_l) ‘ pcp?:_ Um(2€)1+1/2
1 _ K v} - -

®© . C \) ° n .
Anj(Aﬂj + Anj_l), °Cp Uw(2€)i+1/2
f. ., . . 0.5 : .

- i+1/2,3 o+ 'vn €H i+1/2,j3
Rngyp/208ny + 8ny_g) - U=(28)3,1/; v

. 1 y - ‘ Vn ’E\')I'-'I : i+l/2’j .
anj(ang + Ans_1) UslZ8)4y; -

£iv1/2,5 = 02 I .6 £iv172,5 . Yiv1/2,5
* ' o ij ° , o
Rnje1/2(8ny * Any_q) Ag
. v - 1 K
C\). n ¢ o . ) ChV
PCpV. ~Uw(25)i+l/2, Anj(Anj + Anj_l) - P

" v . : 1 K

Y n - T v pcpv
Uel28)3a172 Anjoglang * angq) - PPPT
v C0.5 .05 Fivnje1 T Fie1,4-1
—> | .
(Zg)ifl/z Ueo Rni+1/2 ) Aﬂj + A”j-l
£, ... - £ . -
i,j+1 i,j-1  _ 1 _ _%? i+1/2,5 -

g *angar 0 BBy
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d - — « E141/2,5
Anj (An'j ,+ Anj,l) . (Zg)i+1/2 Ueo :
1 - . =is1/2,5 .
Ans_y(ang + An;_q) U (26)F, 1/,
0.5.0.5 Fis1,5+1 ~ Fie1,5-1 , Fiye1 7 fi50
Rni+1/2 Anj - Anj_l | AnJ - AnJ_l
) +
| Viii/2,i » 0-5 X |
i,j-1° V 2n pCpVv ‘
P
(28) 41720805 + 4ny_q)
v 1 L, K
o An._,(An; + An, pCpV
(28) 54172V ERS IR ’
| v i+1/2 . 0.5 1 .
N n . . * . .
. v. \)n . . §..I.-_I i+1/2,j ’ 1 | +.
U=(28)541/2 o g (eny r Angoy)
£, .. 0.5
1 SH o ja1/2,5 . 1r1/2,] »
T . K \ 0.5 .
o n
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£. £ - f

i+1,5+1 ~ fiv1,5-1 0 figger T fia0 0 1e
An. + An. .+ An. ' AT -
I AR B U B R -
. Vn & i+1/2,j . 0.5
Unl28)3.1/2 Rnj+1/2
T U Ul O U L T U0 1 R PR P
.+ . ‘ An. + .
Anj * Anjoq | Nyt AN -1

De uma maneira geral esta longa expressdo pode ser

presentada como:.

A« %e1,501 T B

9541,

re-

+ C; © = D, (C.2)

j Ti+l,j-1 j
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APENDICE E

LISTAGEM DO PROGRAMA UTILIZADO
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