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NOTAGAD

r - Distancia de um ponto da casca esférica ao eixo ver-
, tical de revolucao da mesma.
Nr,No,Nro

- Tensdes de membrana por unidade de comprimento.

Qr, Q6 - TensOes transversais por unidade dé comprimento.
Er,e0,Yro - Deformagdes especificas.

Kr,K6 ,1 - Variacao de curvatura e rotacao.
8 - Angulo circunferencial.
R - Raio medio da esfera.
F - Fungao Tensao. _ _
w - Fungao deslocamento radial.
Y - Coeficiente de Poisson.
D - Rigidez de flexao da casca esferica.
h - Espessura da casca esferica na regiao sem reforgo.
E - Modulo de elasticidade.
2 - Comprimento caracteristico para a regiao sem reforgo.
S - r/L.
ber,bei,
ker,kei - - Fungoes de Kelvin.
C1,C2,... - Constantes reais.
P,M f - Carregamento Externo.
ro : - Raio do bocal rigido.
b - - Angulo meridional,.
r* | - Raio do contorno externo do anel de reforgo.

* - Espessura da casca esférica na regiao de reforgo,
s* - r/a*,
w* - Funcao deslocamento radial para a regiao de reforgo.
m - r*/e*
n - r*/2
u - ro/a*
z - (ax/2) 72
t - Espessura do bocal cilindrico.
a - Raio medio do bocal cilindrico.
X ; - Coordenada meridional no bocal cilindrico.
VoMo | -~ Solicitagbes internas para x=0 no bocal cilindrico.
o ) - Inclinagao do meridiano.

N ﬂ - Rigidez de flexao da casca cilindrica.
Y - a/t
P - h/t,
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RESUMD

calcular deslnca-

e a
. -~ r'd . P
mentns e imnse2s smmente para a casca =2sferica, guando e a=-

b 1
gido, 2 depnis, cnmo sendo ura casca cilindrica fina. Anéis
de refnrrco s3n consideradns nos dnis casns, afim de se ana-
lisar a influ2ncia destes elementns, o gque cnnstitui » nbje

tivao final deste trabalho.
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'ABSTRACT

This work presents an analytical solution of the

problem of thin spherical shells with cylindrical radial

'n0221es, using the theory of thin shallow shells (Reiss-
ner's Hypothesis). .

Cases in which the cylindrical radial nozzle

becomes infinitely rigid (rigid insert) or flexible are

analised and is developed a digital program for the compu-
tation of the displacements and the resultant stresses of
the spherical shell.

The effects of reinforcements are analised when
an axial loads or an external moment are applied on the
nozzles. '
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1 INTRODUCAD

zstudo de cascas esfericas, esta hip

0s casos aqui analisados sao todos gecneiricamznte
axissimetricos, onde toda a estrutura e considerada como sendo

- z . . ’ . . s .
constituida de um mesmo material elastico e isotropico.

As equacoes diferenciais cbtidas para representar mateg
F d

maticamente o problema fisico, consideram o carregamento externo
L4 ~

arenas atraves das condigoes de contorro, ficando.implicito nas

constantes de integragao.

Neste trabalho sao obtidas expressoes para o calculo

Q.
[sUN ]
Q.
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e
b= e

o

ocanentos ¢ tensoes em cascas esfericas finas com baocais

fud
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y Sseguindo 2 metodologia utilizada por

[_,L,h] que aralisa as equagoes oriundas da Hipétese
de Reissner [4,5], de tal forma que a sua solugao se iguala a
solugao de uma placa circular sobrs apoio eléstico, estudada por

Timoshenko [6}

Com o intuito de facilitar a obtencgao dos resultados
numericos para as devidas anélises, foi codificado um programa
computacional em linguagem FORTRAN (programa PACE), que € apre-

sentado no Apendice 8.




1.1 Revisao bibliografica

estudo de cascas de pequena curvatura, segundo Rekach

0
[13], parece ter sido iniciado por H.Aron (1874) quardo
quanto calculava eas variagoes des curvatura de cascas,
nastas expressges os termos dspendentes dos deslccamnenios meri-
dional (ur) e circunferencial (ue).

fio primeiroc congresso de Mecanica Ablicada - 2z~ 1%38,
K.Marquerre aprecentou OS‘SEUS.IESUliaﬁOS ho'célcula de rcuscas da
panuena curvatura, :

' Outro pesgquisador qu2 contribuiu para este estuds foi

Kh.Mushtari, que usou as sinmplificagoes de Aron na aslicagzs  de

uso
problemas de estabilidade de cascas, e depocis, introduzindo ou-
e

2 S,
tras simplificagges, obteve as equagoes de equilibrio para & teo-
ria de cascas de pequena curvatura. '

A teoria geral de cascas do sequena curvatura foi desen
volvida primeiramente por V.Z.Vlascv {1844), seaundo Kekach, dque
‘mostrou tambémque a solugao de cascas, uSando‘esta teoria, era

igqual a solucao de uma placa sobre apoio elastico.

_ ‘ Uma particularizagao da teoria de Vlasov, conforme ex-
posto na bibliografia disponfvel, foi efetuada por E.Reissner [4]
(1360), para cascas esfericas. Entre outros pesquisadores que
abordaram tal particularizagao estdo Harry Kraus [5] e Green ard
~Zerna [10]. Rekach [13] apresenta, alem de cascas esfericas de pe
quena curvatura com vérias formas da carregamento, tambem particy
larizagoes da teoria geral para cascas cilindricas e cascas com a

’ . ’ .
forma de um paraboloide hiperbolico, entrs outras.

Usando a teoria dsz cascas esfericas de ~eguena curvatu-
ra, Bijlaard.[l,Z,S] analisou o efeito de bocais e aneis de refor
go em cascas esfericas finas, sob diversas situagoes de carrega -

mento.

No presente trabalho, a mesma formulagao utilizada por

L4 - - kg -
Bijlaard e enfocada com o intuito de gerar dados para a invesstiga
gao do comportamento de cascas esfericas finas com bocais radiais

’
e roforgadas com aneis.

©t e vme—rn oy v . . R e e e T L L L R R B - g yﬂ;"#‘?
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2 CASCAS ESFERICAS FINAS DE PEQUENA CURVATURA

7.1 Equagoes diferenciais que regem o problema

De acordo com E.Reissner {d] uma casca esferica po
de ser considerada de pequsna curvatura quando H e menor que

um oitavo do diametro de base 2a (Fig.2.1l).

Fig.2.1

td
Fscrevendo~se a variavel z como:

z = (R2 - 1‘2 1/2‘— (R - H),

Fol
c
T
2
a
o
N
f
o
7
g
f

a) tem-se

a? = 2HR - H2



) 4
que para cascas de pequena curvatura e reduzida para

22248

a

Se da equagao acima for isolado H e substituido na

expressao gque define uma casca como sendo de peguena curvatura
{H/2a < 1/8), tem-se:

a 1
— < —
R .2
. : A e 0.
ou seja: _ ¢O < 3T,

Fig.2.2

W
UE
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Para a obtengao das equagoes diferenciais que regem
», ) .
o problema de cascas esfericas de pequena curvatura, deve-se
introduzir algumas simplificacoes propostas por Reissner, na

teoria geral de cascas finas de revolugao.

Jesta forma, tomando-se as squagoes gerais para cas

-
v 3
' =

cas de ravolugaoc dadas por Harry Kraus [5] e fazendo-se

P, = R, A,=R, A, =r, Q=T =g =0¢ usando a condicao de
Gauss pera pequenos angulos {(dr = R c¢), tem-se:
3 (r m) N, T
+ = - N, +=0G_. =0 12.1)
5 ¢ 3 8 R
3 (= -“47_8) 3 N _ T »
5 - s N+ =0 =0 (2.2)
3T 58 €oor%
3 (r 2.) 58 T i
LS 2 - = (n_+N) =0 (2.3)
3 T 3 e R
3 (rm) am : '
! : L + 18 . Mg - T Q.=0 (2.4)
\ 3 r 38
3 (r m_) 3 m '
- s —= +m-TQ, =0 - (2.5)
3 r 38 _
3 u W
e = <. - (2.6)
o T R
1 (3 u ) W ( )
g, = = + U + - 2.7
° r 38 % r
1 9u, 3( . : ( )
‘ Y = - + T (=1 2.8
re r 9e 5r
/
. o Y 3V
‘ r(r = — ( — - ""') (2'9)
. yr R 3T
i
!
j

-



1 Ul‘ au P U8 lald ’
ke == ( = - + — (== - =—)) : (2.10)
r R 91 Ja R ~'rods '

1l o UL W P 1 ug low
tem— (L -—)er—(=(=-=-—))  (2.11)
r 3e R or 3T T R Ta3s _

onde as equagoes (2.3), (2.10) e (2.11) sao as esxpressoes para

as variagoes de curvatura e rotagao, os indices r e 8 referem-
~ - ~ - .. . - 3 N .

se as diregoes mericdional e circunferencial, respectivamente,

e w e o deslocamento radial, (Ver Fig.2.2).

De acordo com Reissner, para a analise de cascas es-

fericas de pequena curvatura, pode-se desprezar os efeitos das

tensoes cisalhantes resultantes nas diregSes meridional e cir-
cunferencial, no equilibrio das forgas, e tambem negligenciar a
contribuigio dos deslocamentos u, 8 U nas expressoes de varia-
cao de curvatura. Assim, as equacgoes (2.1), (2.2), (2.9),(2.10)

e (2.11) ficam reduzidas a:

5(r N.) 5 N
.., _rs-;\!-_-o_ (2.12)

oT 08

o .
+ + N_ =20 (2.13)
5T se re _
Bzw
kr = - = (2.14)
3T
1 du 1 azu
k Z - - ( — - ) . (2'15)
@ T ar T 892
P 1 Jjwu .
T = = 2— ( - — ) ) (2'16)
T T 98

Conforme pode ser visto em [6] as equagoes (2.12) a
(2.16) sao identicas équelas para placas circulares. Assim,
pode-se notar que a Hipétese de Reissner supSe.due uma casca es
ferica de pequena curvatura pode ser tratada como uma placa cir

cular curvada,



Analisando as equagoes (2.12) e (2.19) pode-se notar
de

equagoes

que elas sao analogas as equagoes que. governam um problema
tensdes planas em elasticidade (ver [7]). Entd3o estas

podemn ser satisfeitas se as tensoes resultantes sao expressas

em termosvda'fungéo tensgo'F, como segue:
2
g F
N, = : {(2.17)
8 ar .
1 aF 1 3%
Nr == + —’7 > \2.18}
r 3r r© §s8”
3 1 9F ' -
N = . — (= ) ' (2.19)
e r 5s .

Pode-se tambem notar que as equagoes (2.6), (2.7) e

(2.8) conduzem a seguinte equagao de compatibilidade:

2 2 2
1 3%, lae, 1 23 €4 1o (rvy,) YV
- > - - *—— (r - =5 =
r 98 T or T" 9T 3 T ™ 3r o%e R
(2.20)
onde V2 e o Laplaciano em coordenadas polares.

Entao, substituindo-se as relagoes tensao- deformagao

na equagao (2.20), vem:

4 E h
VF = =—— vw=0 (2.21)°
R.
Pela substi€h1950 de Qr e Qe dadas pelas equagoes
(2.4) e (2.5), na equagao de equilibrio (2.3), vem:
3 falrm) amg 1y falr M) amg
s * - ms 4 - — + + f’lre -
Ry T 08 r 38 9T 58
by
- - (Nr + NJ) =0 (2.22)

i o
fied
W



onde os momentos sao dados em termos das variagoes de curvatu

ra, que para o presente caso sao dadas pelas equagoes simpli-

ficadas (2.14), (2.15) e (2.16), como segue:

2

3w ( 1 Juw 1 937w »
m = -D [ + v( - + = — )] (2.23)
o 3r2 r 9dr r’ aa2
10w 1 3%w 2%y B
M, = -0 [— — - +v ] (2.24)
® T 3T T 882 8r2 _ '
3 1 Quw
m_. :-D(l-\))—f_———)] (2.25)
re [ aT r o8
. 7 >
sendo V o coeficiente de Poisson e D (= £ h /{12(1 - v“)]}‘ a

rigidez de flexao da casca esferica.

Substituinde =2gera as equagoes (2.17) 2 (2.15) 2
> :
(2.23) a [(2.25) em (2.22), obtem-sa:
. 1,
4 Z n P
VU"’ F;U (2.&3}
R D

As equagoes (2.21) e (2.26) sao as equagoes que go
vernam a analise de cascas esfericas de pequena curvatura,com
as cargas sendo consideradas somente nas condigdes de contor-

no.

Resultados adicionais podem ser obtidos pela intro
dugao das equagoes (2.23) a (2.25) nas equagoes (2.4) e(2.5),

ou seja:

d

Qr z =D — ( v U) (2.27)
’ or ' :
19 -
Q, = -0=— ( 7u). (2.28)
r Js
Se o operador v2 for aplicado em (2.26) e VAF
substituido pelo valor da expressao (2.21), obtem-se:
h E
s == V=0 (2.29)
R"D .

3



| S5imilarmente, pode-se tambem obter da equarao
(2.21) a expressao:

Fv—— V°F =0 (2.30)

A equagao (2.29) pode ser eccrita na forma equivalen-

te:
!3 4 Ty
V 'y + = =0 '\2.31.)
L

2 -
Viu = 0 (2,323
&4 2 /. 2.2 2 a )
onde: £ = R“D/hE = R“h°/(12(1 -v“)), e a solugao de (2.23;

podz ser escrita como a soma das solugoes w,,
csoes (2,31) e (2.32) (ver [8]).

'Comparando (2.31) com a equagao para uma placa cir-
cular scbre anoio elastico [6], nota-se que se for substituia
do k/D por 171, as equagoes sao idénticas.

sendo k o modulo do apoio e]ast1co da p]aca, 0 .seu
equivalente para a casca esferica e:

| o
T
m

x
il
[}]

(2.33)

N

f
D

o
pe o]

e desta forma, uma casca esferica de pequena curvatura atua como

uma placa plana sobre apoio elastico.

Uma melhor compreensao deste comportamento pode ser’
obtida observando-se quye a restrigao elastica ku de uma placa
nlana imaginéria fernece uma forga radial que deve ser equili -
brada pelas componentes, nesta mesma direcao, das forgas de mem
brana Nr e Ne. 0 equilfbrio de um elemento de casca fornece:

de do
kwu (R d ¢)(R de) = 2(R d¢)N8 sen( —; ) + 2(R de)Nr sen( —; )

—— e B o S T ’-*?;&\;X“!-yﬁ
. R I g
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Como de/2 e d¢/2 sao pequenos, Os seus senos podem
. i o -~ ~ . »
ser aproximados dos proprios angulos na expressac acima, e apos

algumas simplificagoes vem:

i
X
[
s~
N
.
(@3}
&
s

Substituindo-se nesta expressao as equagoes {2.17) a

{2.13), vem:

-
i
€
N
N
L)
[ON]
(¥}
~

. 2 ~
que, ao ser aplicado o operador V°, transforma=-se na equa:ao
(2.21). '

Isolando-se w da equagao (2.35) e substituindo na

equacgao (2.31), vem a expressao (2.26).

Desta forma a solugaoc de placas sobre apoio elastico
pode ser transformada para a solugao de uma casca esferica fina

de pequena curvatura.

- . S remwtn o e R S SR 3T e
L :



2.2 Solucao das equagoes diferenciais

2.2.1 Caso axissimetrico

Reescrevendo-se a equasac (2.31) na forma

2la sera satisfzita se;
2 i ’
Vi v == uwy = 0 (2.36)
¢ 1
= i »
L
‘Desta forma, a solugao geral de (2.29) sera a  soma

das solugoes das equagoes (2.36), (2.37) e (2.32), onde as duas
primeiras dessas expressaes podem ser identificadas como sendo
as equagoes de Bessel e de Bessel modificada, respectivamente ,

e por conseguinte tem como solugao:

w, = Cla’Jo(S/I) + Cpy Yo(s/I) : (2.38)
ué = Cq Io(s/i) + Cyy Ko(svi) (2.39)
wg = Cg + Cg 1n(s) : (2.40)

-3
onde s = r/%, 3, e Y, sz0 as fungoes de Bessel de ordem zero,
de primeira e segunda classe, e IO e Ko’ as fungSes de Bessel
modificadas de ordem zero, de primeira e segunda classe, respeg

tivamente. Ver Apéndice A.

Quando s e real as fungoes de Bessel nac sao necessa

riamente reais, mas pode-se obter fungoes reais pela introdugao

das fungoes de Kelvin: ber(s), bei(s), ker(s) e kei(s), que sao

11



3 3 ’ 3 ) -~ ’ - land
as partes real e imaginaria das fungoes de Bessel, e a solugao

geral w (= Wy o+ uy ¢ u3) para o. caso axissimetrico pode ser

escrita como [9 ,]0]:

wo= Ly ber(s) + C, bei(s) + Cg ker(s) + C, kei(s) + Cs v

+ Cg 1n(s) (2.41)

- onde as constantes C, a [ sao reais,

Como as equacgoes (2.29) e (2.30) tem a mesma forma,
um raciocinio semelhante fornece a saolugao gerel da equacao
(2.20) para o caso axissimetrico, ou seja:

F = Cy ber(s) + Cq bei(s) +‘C9 ker(s) + C,, kei(s) + Cyqn *

10

+ i, 1n(s) | (2.42)

12a

Pela substituicao das expressces (2.41) e {2.42) enm

(2.35) conclui-se que C6 = 0. Simplificagoes adicionais poden

ser obtidas determinando-se relagaes entre as constantes C7 a
Clo e Cl a Cd’ 0 que e feito a seguir.

A fungio y = I (x) e uma fungdo que satisfaz a equa

ggo_diferencial modificada de Bessel de ordem zero:
y'* + = y' -y =10 (2.43)

Se nesta equacao, Io(x) for substituido por Io(s/f)
( = ber{s) + i bei(s)) e x por s/i, depois de igualar a zero

as partes real e imaginaria, obtem-se: .

? 1 : ber'(s) bei(s)
Vober(s) = —Z(ber"(s) 4 —_— ) = - —_— (2.44)
S s 2

) 1 beit(s) ber(s)
Vbei(s) = —2(beiﬁ($) + —— ) = ——— (2.45)

2 S . L

2 ) . . ~
sendo que V~ e as plicas referem-se as derivadas. com relagao a

12



re s, respectivamente, pois as derivadas com relag

parecem por seT 0 caso axissimetrico.

De maneira similar consegue-se:

ao a e desa-

o 1 - ker'(s) - kei(s)
Vekar{s) = —, ( ker"(s) =+ ) = - U\
- g e
/7 /’\'
" 1 ' kei'(s) kar(s)
v kei(s) = =, ( keiv(s) + ) = -
2 s 27
(2.47)
Se (2.41) e (2.42) forem substituidas em {2.35),
com o auxilio das expressoes (2.44) a (2. 47) ohtem-se 813;535
entre as constantus das eguagoes (2.41) e (2.42), ou seja:
W%h £ g’h £
“C = - C ’ C = C
7 a2 -8 S
- °h E 2°h E
C = - C C = C ’
9 R 4 10 R 3
C11a # 05 Cy2a # 0 e Cg = 0
que substituidas em (2.42) fornecem:
£ h?
F = —= | C, bei(s) - C, ber(s) + C, kei(s)
[12(1- \)2)] L/ c l 2 3
- C, ker(s) + Ci; + Cyp 1n(s)| (2.48)

- ~ ~ . . i .
Dnde F e a fungao tensao para o0 €aso axissimetrico.

13
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2.2.2 Caso sem simetria axial

Neste caso a equagao (2.31) sera satisfeita se:

7w -~ w =20 (2.43)
P
Ffazendo:
wo= ) w_ cos no (2.50)
as derivadas abaixo
ow du
— = Z C0s N8 —— ,
or or
Bzu '82un
— = } cos ne =
ar : or
2 _
2w . ) W (--n2 cos ne) E
98

introduzidas em (2.43), com (2.50), fornecem

BZun 1 du_ R n2
ar2 T or 12 r2 n

com solugao:

W= Cp, 3(sVE) + Cpp Y (VD) + Co T (sVI) + T4y K (sVE).
| (2.52)

Cscrevendo-se as fungoes de Bessel em termos das fun

goes de Kelvin, para o caso a ser analisado (momento fletor M
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aplicado no bocal r{gido),_n = 1 ira satisfazer (2.51).
Utilizando as formulas de recorréncia para as fungaes‘
(2.29)

de Kelvin apresentadas no Apendice A, a solugao geral de
sera a soma da solugao {(2.52), modificada conforme descrito aci-

ma, e da2 solusao de (2.32), que e:
o= [b1 ber'(s) +« C, bei'(s) + Cq kar'(s) + C, keit(s) + C. 35 =
L £ ~ . - <
C, |
+ — | cos ® (2.53)
o

Como {2.29) e (2.30) tem a mesma forma, de maneira si

milar pode-se concluir da solugao da segunda destas expressces

nara o casoc sem simetria axial, que e:
F=|Cy bert'{s) =+ Cq bei'(s) + Cq kert(s) =+ Cig kei'(s) +
. :
+ Cyya 8+ 123 1 o5 o (2.54)
1 < :
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3 Z0CAL RIGIDO CARREGADD AXIALMENTE

3.1 Introducao

Com uma carca P aplicada axialmente ao hocal cil
co rigido, o cassc em analise reduz-se a um prob
v

o e as solusoces a sarem consideradas (

c
das pelas expressoes (2.41) e [2.48).

Ais equagoes (2.17) 2 {(2.13) e (2.23) a (2.25) ficzm

. - had . ~
rzduzidas as derivadas com relagao a r, .pols as com relagac a 3
desaparecem, poT ser o0 caso axissimetrico, e sao reescritas akai
’ ’ £

XC

re

d4°F
N = -~ (3’]‘)
8 dr< _
1 dF
N = - (3.2)
T r dr :
N, = O | (3.3)
[dzw Y, du]
M = - D 4 —— . (3.4}
T dr2 T dr
- [ 1 du d2u
M = = D] m—_—+ V= (3’5}
8 r dr dr2
i Mg = 0 (3.6)



//[//
) ~@7/ _
pa i Sy
N l N

Fig.3.1

3.2 Determinacao das constantes

‘Analisando a fig.3.1 pode-se perceber que a deflexao
para grandes valores de r e reduzida a zero. Entao, para que
(2.41) represente o deslocamento radial w e necessario que  as
fungoes ber(s) e bei(s), que aumentam seus valores com o aumen-
to da variavel r (s = r/y), nao aparscam nesta expressao. Con-
segue-se isto fazendo Cl = C2 = 0. Feifa uma analise nas equa-
goes (3.1) a (3.6) e (2.41) e (2.48), conclui-se que as constan
tes CS e Cll sao sem efeito. Lembrando ainda que C6 = 0, pode-

se reescrever as equagoes (2.41) e (2.48) na forma:

w = Cq ker(s) ; Cyq kei(s) (3.7)

£ h2

[2(1-v%)) /2 3

kei(s) - C, ker(s) + Cy, 1n s
4 12

o]

(3.

j

17
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0 problema fica agora reduzido a determinagao das
constantes C3, Ca e C12’ o que e conseguido atraves das condi-

gaes impostas pelo modelo analisado.

Para a determinacao de C12 pode-se notar que, para
~valores grandes de r, oncde as funcoes ker(s) e kei(s) sao peqgue

nas, a forga de membrana N_ sustenta toda a carga P e desta for

mna.;

P P R

N T - e—— - =
i 270 271"
que igualada a f=rca = membrana fornecida pela substituigao
de (3.8) em (3.2},
1d7 1d [ Eh? - C,, £ B

p‘] = T e 7 ~ /N C-. 1!’1 S = = — 77

T rdr rdrif12(1-v9)] "¢ 12 r2'[12(1fv“)] /e
fornece a constante

p R [12(1 - v2)]Y/?
- - ’ 14

2T E h

As duas constantes restantes C3 e C4 podem ser deter
minadas atraves de duas condigoes, que devem ser preenchidas pa
ra r = I_ (quando s = u), que ¢ considerado um ponto de engaste
da casca esferica, ficando livre apenas um movimento na direcgac

do eixo vertical mostrado na fig.3.l. Assim:

du
— =0 . (3.10)
dr
N - Wi
e | g, = — L=-0op (3.11)
E h

Lembrando que

17}

= ro/z (= u), (3.10) e (3.7) forne-
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— = - — == |Cq ker'(s) + C, kei'(s) | = O

portanto:
ker'{u)

kai'(u)

R r
R ~ . Laq.z
N_ = s [vq kei'{u) -~ C, ker'(u) + —=
: uﬁ“[12(1~v’}]'/é - ) 4 u
7
£ h” [ ‘ keit(u)
| = 75 |Co{ker{u) - ) o+
P hz(-vH)) e L v
ker'(u) C
y . 12
+ Ca(kel(u) + ) - —2—-]
u u
que substituidas na condigao (3.11), junto com (3.12) e (3.9),
fornecem: |
(1+9) [3(1-v2)] Y20 R Kkeit(u) |
C; = - 5 } ulxei'(u)ker(u) -
Eh™ mu
. \ .. 2 2 \ -1
- ker'(u)kei(u) | - (lev)|kei*“(u) + ker*“(u} (3.13)
Os momentos meridional (mr) e circunferencial (NB)
sao fornecidos pelas equagoes (3.4) e (3.5), respectivamente,
com (3.7). '

Com as derivadas

—_— e — = — [53 ker*(s) + Cy keit'(s)
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%y 1 d du 1 : | ker'(é))
—_— = —_ (=) = Co(-kei(s) =~ ———) +
_ dr2 ;? ds ds ;? 3 ’ s :
' keiv(s)
+ Ca(ker(s) = —'—:‘—") ’
: e 3 2 e
rigidez de flexao D = (£ h7)/12{1-v") e as equagoes (3.4) e

a
(3.5), obtem-se

-t h kert(s)
Mm_ = = | C.{k=21i(s 1 =V -
T r[12(1-v7)) V2 [ tezilo) v = )
kei'(s
- C,ker(s) = ————(1 -v })] (3.14)
o 3
-2 n? '[ , (1-v)
Mmoo = — Co{Vv kei(s) - ker'(s) ) -
® " gliz(1-vH) 2 L3 s
(1-v)

- Ca(kei'(s) +V ker(s))] (3.15)

S

Je forma similar, as forgas de membrana  meridional
(Nr) e circunferencial (Ns) sao dadas pelas equagoes (3.2) e
(3.1), respectivamente, depois de serem substituidos os valores

das derivadas abaixo, naquelas duas expressoes.

dF 1 dF 1 £ h? [ ) Cyp
—2 e e = - —= | C, kei'(s) - C, ker'(s) + }
dr & ds 2 [12(1-\)2)]‘/2 3 4 s
d?r 1 d dfF 1 E h? : kei'(s)

= —(—) = — —— [C (ker(s) - ——) +
dr2 37 ds ds 2° [12(l-v“)]L/2 3 s

+ Ca(kei(s) b —) - ==

ker'(s) C17]
s s

Assim, tem-se:

£h kei'(s) ker'(s)\“ C

N = —|C,(ker(s)=————)+C,(kei(s)+ - - ]
e R 3 s 4 s 52 (3.16)
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E h ‘ 10
= — Cskei'(s) - Caker'(s) + (3.17)
R s : s

ntdo, © conjunto de equagoes (3.7) e (3.14) a (3.17)
tes dadas pelas eguagoes (3.9), (3.12) = (2.13)

’,

uyma sclucao para o problema de cascas esfericas finas
curvatura, com carga aplicada em um bocal rigide rad

2 programa computacicnal PACE, apr=sentado no Apzsndics
1

0
ficado a partir da formulagao ana
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4 ™MOMENTO FLETOR ATUANDO NO BOCAL RIGIDO

4,1 Introdugao

)]

terior-

a]
’.J

Dz mesma forma como fol suposto para o caso a

destlo-

O]
{

mente estudado, aqui tambem, para grandes valores de 1, ©

camentos radiais na casca ssfericas sao nulos. Fortanto, para que

(2.53) represente estes deslocamentos, faz-se: C, = £, = Cq = 0.
. N Fa ~
Introduzindo-ss as equagoes (2.53) e (2.54), com C, =
CZI: Cg = G, en (2.35), ondes o Laplaciano em coordenadas polares,
cor r = s&, e
2 . 2
, 1 3 1 3 19
Ve o= -, b o e 4 ——
2 Z 22
2° 9s sf~ 3s s29° 382

obtém—se, depois de igualar as constantes que aparecem multiplican
do as funcgoes de Kelvin e suas derivadas primeiras, nos dois 1la-
dos do sinal de igualdade, as seguintes relagaes entre as constan

tes:

,
c o 2hE 22h £
10 - 3 » Cg = - Ca i}
R R
- - - - Y
C; = Cg =0y, =0 e Ci2a = €12 # O

Com as consideragoes acima, as equagoes (2.53) e(2.54)

sao escritas cormo:

W o= (C3 ker'(s) + C4 kei'(s))cos e (4.1)

F = Tqkei'(s) - Cjpker'(s) +

7 cos 8 (4.2)
[12(1—v“)]"2 3 s

L e T T PESIRERUIR LR
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o or \ VM
e s

4,2 Determinacao das constantes

As constantes C3, C, e 512 podem ser determinadas atra
ves das condigoes de contorno impostas pe]o caso em analise.

Se for obsarvado que para grandes valores de r as fun-
coes ker*(s) e kei'(s) diminuem consideravelmente, a expressao

(4.1) fica w = 0 e a (4.2) pode ser escrita como:

<

2
£ h C12

[12(1~v2)]%/2 s

-

cos e . (4.3)

concluindo-se que o momento fletor externo M deve ser sustentado

integralmente pelas forgas de membrana N = Ng cos 8 , onde
Ni indica a forga de membrana como una fun;do de e {fig. A.l)

devido ao tipo de solicitag@o na estrutura.



24

Fntao, fazendo ¢ = r/R,o0 momento M sera:

m 7 T : : '

’ 2 o e (7 2 7l
M= - ¢ N.T"cos & do = = 4 — N_ cos” e de = - ~

— ' R R

8] 0 o
fornecendo =a for;a de membrana:

i B
N = fT::z cos 8 (4.4)

Por outrc lado, substituindo (4.3) em (2.18), e igua-
lando este resultadc com (4.4), obtem-se uma expressao para a

constante C,,, como segue:

[
N

— 2\ l 2
Ly = = ——= [a(l -V ;] / (4.5)
2 mE h A . .

Para a determinagao das duas outras constantes pode-se

usar as duas condigoes de contorno abaixo, para r = r,:

duw W
— = - (4.6)
dr |r=r T |r=r
o o
N -VN
e €g = L =0 (4.7)
r=T £ h T=T.
0 o

Utilizando (4.6) e (4.1), com s = u para r = r_, tem-

se;

[Zker'(u) + ukei(u)]
C = - C (4.8)
4 3 2kei'(u) - uker(u)
Da condigao (4.7) sabe-se que
N = N - (4.9)
o " VNe|

=T
o)

hes e 4B e e v e e [ - S e e wme e s e e e e
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onde N_ e N sao conseguidos introduzindo-se (4.2) em (2.17) e
(2.18):
2
£ h” cos s [ ker(s) keit*(s)
N = cy(ker' (s) - . .
= o) 9) 1/ :
2 QIL{L?_(}.T--\)-)]‘ 2 3 S ::2

kei(s) ker'(s) Cqynl
+ Cy(keiv(s) - -2 ) o+ 2%
s s© 37}

, I’PI"(S) 512 CZ‘(EI'(S) Céker',s) Clz
+ Ca\kel(s) + ) - =5 - + - <
S 5% s s s

donde sai, junto com (4.8), uma expressao para (C.:
-

m R - 201172
C3 = - | {2kei'(u) - Uker(u))(l+v)[12<l°vw)]-I- )
4 mERTR

- {(1+vj[a(kei-2(u) + ker'2(u)) + &u (-kei'(u)ker(u) +
+ kei(u)ker'(u)) + u?(ker?(u) + keiz(u})]- uz[ker'(u)ker(u) .
N keir(u)kei(u)]}‘l . (4.10)

Os deslocamentos radiais w sao dados pela equagao
(4.1), com as constantes C; e C, dadas por (4.8) e (4.10).

Para a obtengao dos momentos M. e m (mre ndo e consi
derado nesta analise) deve-se introduzir (4.1) em (2.23) e
(2.24), sendo que alguns passos intermediarios sao apresentados

abaixo:

a2

W
S;i = (C3ker'(s) + CakEi'(S))('COS e )
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dw 1 %w 1 ker'(s) ‘ keit'(s)
— e — = ~{C3(-kei(s) - —) s Ca(ker(s) - ~———)|cos 8
ar L 3s L o s ~ s
»7w 1 8 dw 1 [ kei(s) ker!(s)
= g = (—) = — [53(-kei'(s) b 2 ) s
ar 27 9s 2s 9 - ' S : 57
. ker{s) keit'(s)
\ -y -
+ Ca(ker'(s) - + 2 —x /}I cos 8
s s© i
2 .
£ h° 2i(s)
M. = 5 :3[‘ keiv(s) + (1 v\[ +
Toor[r2(2-v) ] s

ker'(s) | ) _ ke (s) keit(s) ‘
+ 2 —f?———]] + Ca[asr'\s) + (l-v)[- - 42— }} cos ®

S S

(4.11)

£ oh
ma = [12(1-v2)]1/7 { 83{(1~V).~

2
<

kei(s) kert(s)
2 | -
s s

[ LI R | S

- vkei'(s)]
s . s

(4.12)

As forgas de membrana N_ e (N n3o e aqui lsvado

em conta) seguem das equagoes (2. 17) e (2 18) com (4.2):

o F 1 5F 1 £ h { [ (s) kei'(s)]
——— e — - Colker(s) - ———————-—+
7GR -
r 2 3s 2 [12(1-\)“)]"”72 3 s

| ker'(s) Cyp
+ Ca[kei(s) + ]- 5 ( COs ©
s s
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d°F 1 °F 1 £ h { ( (s) ker(s)
—s = —y 5 = =% : Co(ker*(s) - +
ar 27 332 gz [12(1-V2)]L/L 3 S
keit'(s) kei(s) kerv(s) Css
& 2 - c,{keiv(s) - - - Vs i} cos B8
s° ) S s” s°
2. - 0.2
57 F £k 512
s = s C,keit(s) - Cyker'(s) + — } (~-ccs 8)
R [12(1-\) ‘;] ~e 3
T h kziv{s) kert(s)
N o= — ["q(ker(s) - 2Z )+ Cﬁ(kei(s} ¢ 2 j -
- i1 S - S S
~
“12 -
- 2 “?] cos 8 {4.13)
S‘—
£ h { ) ( ker(s) kei'(s))
N = C,{ker'(s) = -+ 2 = .
9 R 3 S s~
. . kei(s) ker*(s) Cip
+ Cd(kéi‘(s) - — 2-——5——~) + 2-—§}‘cos ) _ (4.124)
s s s

Uma casca esfarica fina de pequena curvatura, con um
bocal cilindrico rigido radial e um momento fletor externo M apli
cado neste bocal, tem como fungao deslocamento a equagao (4.1),
Seus momentos resultantes sao dados pelas expressoes (4.11) e
(4.12) e as forgas de membrana, por (4.13) e (4.14), coam as cons-
tantes dadas pelas equacoes (4.5), (4.8) e (4.10).
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5 QNEL DE REFORGO NUMA CASCA ESFERICA COM UMA FORGA P APLICADRA
NUM BOCAL RADIAL CILINORICO RIGINO

arel de reforg
Bs

cilindrico ri

ca esferica tera espessura h* e contorno externo r*, e a regiao

~

sem reforgo sera denominada Regiao II.

o

Fig'sql
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_ Sendo este c=zso um problema axissimetrico, as solucoes
das equacoes diferenciais que o regem sac dadas pelas equacgoes
(2.41) e (2.48). Assim, para a regiao I, as fungoes deslocamento

e tensao sao dadas, respectivamente, por:

w* = C,bers? + C.beis* + C,kers* + C,keis* + C. + C.1lns* {5.1)
L & . 3 4 o} 5
- hy-z
e n—rs |C,bels* - C,obers* + (C,keis* - C,kers* + C, +
A VAR ) \‘ J-/.L. .l < 3 4 i
20297
r e % s
+ L.Blﬂo \Sn?)
Apy o
onde: -
s‘(’ T e———
¥
2, .2
4 RTh#*"
ST \
Q'as - —-—--------—-2 (5'3/
: 12(1-v°)

' Para a regiaoc Il sao aplicaveis as equagoes (3.7) e

(3.8), para w e F desde gue sejam trocadas as constantes CS’ Cy ©

:12 por Cg, ClG e Cll’ respectivamente, ou seja:
w = Cgkers + C;keis : (5.4)
£ h?
F = ? 5 77 Cykeis - Cy kers + Cyqlns (5.5)

Rs forgas de membrana e os momentos resultantes, para

as regioes I e I1I, seguem das equacgoes (3.1) a (3.6).

Nesta altura uma nova constante e introduzida e defini

da como

.6)

~N
]
—~
-~
1}
—
[8a}

e ]
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S.2 Determinacao das constantes 7

Para o contorno externo da regiao de reforgo o desloca
mento radial w e diferente de zero. Portanto, deve-se adicionear

uma constante a equagao (2.35) [2,18]. Ascim:

h E

Substituindo agora (5.1) e (5.2) em (5.7) conclui-ss
que C. deve ser zero, e, CoA O auxflio das equagoes (3.1) ={3.2),
que C. pode ser desconsiderada. Estas consideracoes reduzem para
nove as constantes a serem determinadas, o que exige nave cohdl
gses de contorno ou continuidade. Estas condigoes devem ser tira-
das de uma analise do problema esquematizado pa fig.5.1, donde po
de-se concluir, por exemplo, que se a forga P for sustentada in-
teiramente pel=zS forgas de membrana, C, a C,, Cg e C]C davem ser
igualadas a zero, e assim as equagoes (5. 2) e (5.5) ficam reduzi-

das a:

£ h*l

[12(1 -V )]l/2

Cglns* (5.8)

£ h?
= 75 C,,1ns (5.9)
[12(1v5)] /2 1 ’
que substituidas em (3.2) fornecem:
c,, Eh?
N. = (5.10)
% 12(1-vH)] 2
Cq E h¥? .
NX = (5.11
rC 2 [12(1-v%)] /2
A solucao de membrana e uma solucao particular das

equagSes diferencials. A soluzao que considera a rigi -



dez de flexao da casca, e uma solug50 da equaggo homogénea, que
nas envolve carregamentos externos, desde que na solucao comblg
ta, a carga P seia sustentada,ihteiramente pelas forgas de mem-
brana Nr na 501ug50 de membrana [2]. Isto posto, deve~se fazer

< ~
cum que as forgas de membrana sejam iguais as relagoes:

i
i
q
fwor
)
s

donde saem as constantes C, e CWl:
2 Fie
w = L7 L
[_3(1-\) )] ‘P R
Ch = - 5 (5.13)
” T L h*
/
[3(1~v2}]1'2p R
C-,l = = > (5.3&}
- mTE h

A determinagao das demals sete constantes e feita

31

atraves da utilizagao de sete condigoes de contorno especifica -~

das para os bordos da regiao I.

Pode-se notar que para r = r,» Curva de junzao da cas
ca esferica com o bocal r{gido, a inclinacao do meridiano e a de
formacao espec{fica na direcao circunferencial devem ser iguais
a zero, pois esta zona representa um engaste na casca. 2esta for

ma:

duw*
= 0 (5.15.a)
dr |r=r
0
N¥ - VNX
ex =T .9 (5.15.b)
r=xr £ h*

Na passagem da regiao I para a regiao II, para gque ha
ja con*inuidade de tensc=:s e deslocamentns, algumas condigoas de

continuidade deven ser preenchidas. Deslocamentos radiais,incli
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nacoes do meridiano, momentos fletores meridionais, forgas cisa-
lhantes transversais e deformagoes especificas circunferenciais,

para r = r*, devem obedecer as seguintes relagaes de igualdade:

U*‘r:r* = W|_ex i (5.15.¢)
dw* du
= = (5015¢d)

dr |r=r* dr |r=1*

UeS - (g ;
MEleers = Mplrops \2.15.2)
~x - -
Of lp=r* = Op |r=r» (5.15.F)
NE - VN": M - VN
T 8 T
- = - (5.15.9)
I *
S r=r* E r=r¥%
Lembrando que C. = 0 e fazendo para r = T,y s = u =

= ro/g*, a equagao (5.1) com a condigao (5.15.a) fornece:

Cber'u + C,bei'u + Ciker'u + C,kei'u = O (5.16)

1
Da condigao (5.15.b), tem-se:

Ny = oy

onde as forgas de membrana sao conseguidas introduzindo-se (5.2)
em (3.1) e (3.2), e com o auxilio de (2.44) a (2.47) ven:

dF* 1 dFx 1 £ hx? [
— — — — C.beit's* ~ C,ber's* +
dr &x dsx  gx [12(1-9)] M2 L2 :

Cg
+ Cskei's* - Caker's* +«——]
g*

P e s . - B B e L TR R R e A AL
i &
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UFSC
d’Fx 1 d  dF* 1 gh*?
= ( ) = | v C,(bers* -
dr?  or? dsx dsx gx? [12(1-,9)] V2L
beit's¥* ber's¥ : kailtg*
- ————) + C, (beis* 3+ ————) 4+ C,(kers* - ———) .
. . < P 2 ¥* v
& . . g7 g ¥
korts¥ Ca
+ T, (keis¥ & m———) -
a \)'.(' q-%':{
hed b
ocbtendo~-se
bei'u harty
Cy{beru - (1+v) ) 4 Cz(beiu + (1+v) ) + Co(keru -
o 7 u 3
kaitu kKer'y (1+v)
- {(lsv) ) + Ca(keiu + (14y) ) - Cq 5~ = 0 (5.17)
u u u

As condisoes (5.15.c) e (5.15.d) com (5.1) e (5.4), fa-

zendo~-se m = r*/9¥ e n = r*/g, fornecem diretamente:

Clberm + Czbeim + C3karm + Cdkeim + C5 - Cgkern - L, kein = ¢

10
(5.18)
C.ber'm + C.bzi'm + C,.ker'm + C,k=2i'm - 21/2 Cqker'n + C, kei'r|=0
1 277 3 4" . -9 10 S
(5.19)

com Z dada por (5.6).

A igualdade imposta pela condigao (5.15.e) pode ser fai
ta comparando-se a equagao (3.14), tendo C; e C, trocados por C, e
ClD respectivamente, com a equag50 apresentada abaixo, gque € conseg

guida pela substituicao de (5.1), sendo Cg = 0, em (2.4):
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ber'm

] - Cz{berm - (1-v)

bei'm
M¥| o = = Cl[b31m + (1-v) ] +

m m

o  ker'mq kei'm)
+ C3[keim + (1-v) - ] - C,lkerm - (1-v) 1 :

™
i

- 2414, 2\v11/2 -
qus  com D* = £ h* /[LZ(1~V )] / e %* dado por (5.3) fornece 2
eXpressan

kei'n
- Clo[kern - (1-v) ] =0 (5.20)
n
Com - as equagoes (2.27), (5.1) e (5.4) e levando em consi-
deragdo as relagoes (2.44) a (2.47), obtém-se:
. ,
Qr = ;3 [- C9k81's + Cleer's]
D ¥* .
; = 3 [- Clbei's*+ Czber's* - C3kei's* + Caker's*]
%

que substituidas na condigao (5.15.f) fcrnecem:

23/2[~C1bei'm + Czber'm - C3kei'm + Caker’m} + Cgkei'n -

- Cygker'n = 0 (5.21)

Trocando-se C3, C e C

e C nor Cq, C

as equa-
4 12 as qua

10 11?

3585 3.16) o (3.17) representam as forgas de membrana para a re-

{
\
giao Il. Para a regiao I, estas expressoes sao obtidas pela subs-

i
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‘LY/

tituicao de (5.2) em (3.1) e (3.2), e sao:

1 £ hx? [
NX = = 3 C,bei's* - C,ber's* + Cpkei's* -
P 2 [}_2(1__\)2)]_./2 1 - Lo 3
Cq
- C,kerts* 4+ —
L“- R
1 £ hxt beilek
MY = g = 75 {:,(bersf - R
a 2,‘” ["2(1__\) /]“/ - Sﬂ'
berts* kKeit's¥ Kerls*
+ C,{beis* + ) + C,(kers* - ) + Cylkeis* 4 ) -
X * x
s s s
t:——z
Substituindo-se estas equagoes na condicao (5.15.3),
vem:
. bei'm ber'm '
Cl berm - (l+v) J + C2 beim + (l+v) + Cz[kerm -
m m
kei'm ker'm (1+v)
- (l+v) + C,lkeim + (1ev) } - C8 5 - Cg[xern -
m m m
kei'n] ker'n (1s+v) -
- (1+v) - C xein + (1+v) + C = 0 (5.22)
n 10 n 11 n2

As equagoes*(5.16) a (5.22) formam uma sistema de sete
equagoes a sete incégnitas, cuja solugao determina as constantes
Cl a Cg, Cg e ClG’
(5.14), respectivamente.

sendo que Cg e Cy, sao dadas por (6.13) e

4
0 sistema linear a ser resolvido e: A X = Y, onde a

»
matriz A e:

BRI -
name



ber'u bei'u ker'u <eitu C y 0
l+v l+v liv 1+V
beru-beitu beiu+ber'u keru-keit'iyy— lkeiu+ker! y—m- 0 e 0
u u u 3
berm beim kerm keim 1 ~lenrn -kein
. . ) L1.2 1/2, .
ber'm bei'm ker'm kei'm O L7 Txertn -Z / kei'n
2 . 2, . . '
Z°(beim+ - -Z°(berm= 22(k81m+ -Zz(karmm ~(kaine kern-
l-v l-v l-v 1=V 1y’ : l-v
+bert'm—-) -bei!'m——) +kert'm—) -keitme—-) 0 pRker Vp—— ~-kei! ne——
m m m " m n ‘ . n
1 . 1/ . . / . '
-2 /zbel'm z ’zber'm -Z]/zk81'm Zl’zkar'm 0 koitn ~ker'n
l1+v 1+ v 1+v ' B VA 1:V 1y
berm~-bei'm beim+ber'm kerm-keitm—— keimikear! me-— 0 =heornikeitry-— -Kein<ker!me—
m m m m n. n

9¢
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=
o vetor solucao X e:
% . €, Cs C, Ce Cy C t
e | 2 3 4 5 3 ~10
e g vetor constante Y e:
TV 1V 1+ +
Y o= [c (=Cc) © 0 0 0 [=C5 - cll)}
15} ] N

Invertendn-se a matriz A e multiplicando a sua inversa

nelo vetor constantes, obtem-se o vetor solugao:

0s deslocamentos radiais ha casca esferica para as re-
gicdes I e II sao dados, respectivamente, pelas equagoes (5.1),com
C, =0, e (5.4).

Para a regiao I (regiao de reforgo) os momentos meridi

onal (M;) e circunferencial (M;) seguem das expressoes:

[d w* v duw*
M* = D* 4 -
T dr2 r dr
[1 du* 42 yx
M% = D¥ | = —— + v
® T dr dr2 s

e tendo as sequintes derivadas de w* (egquagao (5.1)):

du* 1 du* 1
= — = — Clber's* + Czbei's* + CSker's* + C&kei's*
dr 9 * ds* ), *

A e e e ne e L e ey A
PR




2 2 :
d w¥ 1 d w* 1 bert's*
- ] ¥
> = — 5 = 5 Cl(-bels - ) +
dr 2!‘ ds* QI* 5%
Faivg¥ kerts*
+ Co{bers* - ) = Ca{keis* + Y+ C,(kers¥ «
5 ¥ o* =
obtem-se as seguintes equagoes finais:
< ha«:—z [ [ {(1-v)
fr o= - = e § D, [eis® o4 bor'ﬁf} -
3 ) ~
: a2y /e S*
(1-v) (1-v)
- C,|bers* - bol's*] + C1[aeis* + ker'~*] -
2 s 3 -
(1-v;
- C4 ters¥* -« kel!'s*
S*
£ he? (1-v)
M* = - 57 C, |heis¥* - ber's+ | -
2] R[lz(l_\)a)] 1_,2 it 5%
(1-v (1-v)
- L, | Sers® + bei's*l + Cq xeis* - ker's*| -
S-* S*

e,

As forgas de membrana seguem das equacgoes:

1 dF*

N¥ = =

T dr

d2F

2

N¥ =
s dr

38

S

(5.24)
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que com a introdugao da equagao (5.2) fornecem as expressoes  fi-

nais:
£ h* Cq
N¥ = :1bei's* - C2bar's* + Czkei's* - Caker's* + —
* R s* o ' s* ]
(5.25)
T ohe heits* berts*
i% = ——— | I (bers* - )+ C,(beis* « J o+
n - s* - s*
4
kait g kar's#* C
+ C /"nre* ) C (‘ oy a¥* ) _._B {5 =Y
L\ KEIS - + ud K21is + - 12040
— ‘f‘ .x.
o 3 S-)(

3
[V
Q

0
cC o
©

(6]

Fara a regiac II (r>r*) as expressoes para a determina
dos momentos resultantes e das forgas de membrana sao as mes-
a-resentadas no capitulo 111, equagaes (3.14) a (3.17), desds
C

C3, Ed e C12 se jam trocadas por Cg, 1g © Cll’ respectivamente
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6. ANEL DE REFORCO NUMA CASCA ESFERICA COM UM MOMENTO EXTERNG M
APLICADO NUM BOCAL RIGIDO CILINDRICO RADIAL

~

€.1 Introdugao

Hes
asca esferica Tina,

ca ando um anel de reforgo, de espessu-
T a cal radial rigi-

i

’ s A 1 -
a ccnstantes, proximo a regiac onde exicste um bo
£

o, conforma a

R e — N A 4 e eSS e e e T AR ¢ o pan e Ferem =
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Um momento externo M e aplicado no bocal r{gido e des

ta forma o problema e atacado como um caso sem simetria axial de

carregamento. Nao existindo carregamento na superficie da  casca

~

sferlua, as equagoes diferenciails que regem O problema 5.0 hamo-
~ . ) -
geneas e os efeitos do momento externo sac consideradcs na  solu-
;30 atraves das condigoess de contorno.
"5 solugoss gerais para a regiao d2 reforga-cagizo I,
raste cass, sao dadas pelas egquagoes (2.53) e (2.54) com 5 = =% =
”
= r/0o*. 0 deslocamsnto radial e dado por:
w¥ = |C,bar’s* + Cobai’s* + C.kar's* + C, kei's* + Cos* o+
. < >4
-
“g
+ — | Cose (6.1
[ ¥
~ ~ ’ . . \
e a fungao tznsao F* e encontrada substituindo-se (2.54) e {6.1)

em (2.21) com a finalidade de serem relacionadas as constantes

das equagoes (2.54) e (6.1), o que resulta em:

£ h*2

F* = - Clbei's* - Czber's* + C3kei's* -_C4ker's*+

[12(2-v%)) 172

+ C,s* + — | cose ' (6.2)

onde 8 e medido na diregac circunferencial.

Para a regiso II, as fungoes deslocamento radial e teén

sao vém das equugoes (4.1) e (4.2), desde que Cs, C, e Cy, seoiam
trocados por CS’CIO e Cll’ respectivamente, ficando

(Cgker's + Clokei's)cose (6.3)

E h? c \

F = T3 igkei's - Cy ker's + cose (6.4)
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6.2 Determinacao das constantes

ria um deslocanento nos extremos da regiao de roforzo, guco ol
- s ’ - 4

considerade fazendo-se C[3 # £. No przsente caso tambem ncarrem

deslocamentos no contorno da regiec de reforgo, adotando-se da

=3
©
(4}
3
]
—hy

tem matematicamente o problema.

D2 forma anéloga a que foi feita no caso axissimetri-
co apresentado no capftulo anterior, considerando a solugan de
menbrana, C8 e Cllseguem diretamente da condigao ds que a carga
externa & totalmente sustentada pelas forgas de membransa Nr. Ne

ta situagao, M_ e Me devem ser nulos e para que isto ocorra, C

T 1
‘a G4y Cq e Cyy devem ser iguais a zero e (6.2) reduz-se a:

‘- E h*? o c

F* = 75 [C,5* + —|cose (6.5)
[12(2-v%)] /2L -

As forgas de membrana NX e NX sao dadas pelas equa-

coes (2.17) e (2.18), donde pode-se concluir, junto com  (6.5),

que a constante arbitraria C7 pode ser igualada a zero.  Assim,

N & dada por :

1 E h*2cose
N = , 5177 |7
s* g¥ [lZ(l-v )] s¥

que igualada a (4.4) fornece:

m R [3(1- )] 22

T FE h*zg’*

—

C

8 (6.6)
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Da mesma forma como foi feito acima, com Cqy = ClO = 0
na equagao (6.4), N_ vem de (2.18), sendo
o2 |
5 - £ h” coss 2 C}1
S NI 1172
I s” 57 [12(1-v )]‘/
que igualada a (4.4) fornece:
[201-v%3] V% &
LY - =y (5,7)
“ — £
™ £ h” 9

Com estas consideragoes ficam especificadas as cons-
constan=-

det-rminagao das demais sete

nsiderando agora a rigidez a flexao ,
ser estabeleci-

tantes C, e C,,. Para =
8 11
tes, Cl a CS’ Cg e CEU’ co
sete condigces de contorno ou continuidade deven
das. :
: Para r = r_ a inclinagao do meridiano e a deformacgao
4 . .
especifica circunferencial dsvem ser dadas por:
o w* w*
= e— (6.8.a)
3r |r=r T |r=r
o
N* - vN;
c X = =0 (6.8.b)
8
r=T E h* r=r

Cinco condigoes de continuidade podem ser estabeleci-

das na passagem da regiaoc I para a II, pois os deslocamentos ra-

diais, inclinagoes do meridiano, momentos meridionais, forgas de
~ o . . . .

membrana meridionais e deformagoes especificas circunferenciais

devem ser iguais para r = r*, e saoc assim expressas:
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u*l = u| (6.8.0)
r=r¥* lr=r¥*
3w du
= (5.8.5’)‘
ar jr=r* 9T | r=r¥*
M = M. (6.8.8)
LS o Sl rp=r*
o = N (6.8.%)
*lr=r*® * | r=r*
R - ‘:* l - f
M \)[\r _ {\_9 \)11: ,
pad \6.8'g)
£ h* T=T% £ h T=r¥%
Com L. = 0 na equasao (6.1), a condigao (6.8.a) forne

de (2.44) a (2.47) e desde gue seja feito s* =

ro/QW para T = T

»
ce, com 0 auxilio

=y =
o?

Cl[g beiu. + 2 ber'u] - Cz[u beru ~ 2 bei'u] + ES[U keiu +

+ 2 ker'u] - ¢, [u keru - 2 keitu] = 0O (6.9)

Da condigao (6.8.b) tira-se gue N; =\)N;, onde Ng e

NX sao conseguidas de (2.17) e (2.18), desde que F

por F*, Realizando-se as derivadas indicadas em (2.17) e

" com F¥ dado por (6.2), vem a seguinte

Cl[ber'u - (1+v)

ber'u

2(1+V)
, u

f:Cd[kei'u - (1+V)

H
{
i

beru

U

+ 2(1+v)

> }? C3 [ker'u - (1+V)

- 2(1+V)

beity
2 }

keru

U

2

ker'u]
u

exXprassao:

+

+

kei'u

2( 1+ \))—_—2—-

od

c

9o}

- 2(1+V)

Cul

seja

Cz[bei'u - (1+v)

] .

trocado
(2.18)

beiu

u
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Igualando-se (6.1) e (6.3) para r = r* (condigao

(6.8.c)), com s* = m e s = n nesta regiao, vem:

Clber'm + Czbei'm + C3ker'm + Cakei'm + CSm - Cgker'n - ClEkEi'n =

) 1 condigzo (5.8.d), com w¥ 2 w dados por (6.1) & (5.3,
1 . .. ~ N
z 2 = 9'/2 e com 0 auxilio das equagoes (2.44) a (2.47), foonece
2 2xXPressac:
ber'm beit'm Kzrtm)
C1 - beim - + C2 se2rm - + LCql- keim = +
m m - Isf 4
kai'n 1/2 o kertn
+ C,|xerm - r O + Z Calvein + -
4 9
m n
kei'n
! - ! = ~
- ClD Kern - = 0 \8e12)
n
Pela substituicao de (6.1) e (6.3) em (2.23 tem~sa
b4

0b
M¥ e M., respectivamente, e com o auxilio de (2.44) a (2.47), vem:

D*¥cosse [ beim ber'm
e —s—{ C, |- b2i'm ¢+ (1-) + 2(1ev ) | 5
Tlpopx Q*Z 1 m Y
berm bei'm )
+ Cz[ ner'm - (1l-vy) + 2(1-v )V |
: m _ m~
keim kartm
+ Es[«kei'm + (1-v) + 2(1-v) 5 +
m m J
kerm keitm)
+ C, [ker"m - (1-V) + 2(l~\0———3—
m m )

.
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£ h"cose kein ker'n
M = Col(1-v) + 2(1-v) -
1 9 - 2
T rarx R[lZ(l-\)z)] /2 : n n
’ kern keiftn
- kei'n| + Cyq -{1-v): + 2(1-v)—= + kar'n
. n n”
que igualados (condiglo (5.8.e)), dao:
2 beim Ca2r'm harm
z j?[~h*1‘m o {1=y) + 2(1-y) = ] + 57[38r'm - (1-y) s
- m . m- - m
beit'm keim ¥ar'm)
v 2{1-V)—3 + C3{~kel'm + {1-V) + 2(1-v) 3 j + “,{kar’m -
no m ' m~ -

(5.13)

Da condigao (6.8.f) com N* e N dadas por (2.18), ado-
tando (6.2) e (6.4) e levando em consideragao (2.44) a {2.47), che

ga-se, depois de agrupar os termos em Cl a Cé’ C9 e ClG’ a:

3/2 bei'm ber'm kei'm
Z C,|{berm ~ 2 + Cqhloeim + 2 + Cqplkerm - 2 #
1 2 3
m m m

kertm kei'n . ker'n
+ Ca[keim + 2 } - Cn[kern - 2 }'- C [kein + 2 ] = 0
m
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Pela substituigéo de N;, Ne,bN; e Nr determinados pelas
equacoes (2.17), (2.18), (6.2) e (6.4) na condigao (6.8.g), apos

~alguns rearranjos consegue-se

berm heltnm baeim
C.l{1ev) - ber'm - 2{1+v)—s + Ch|ilev) - h2i'm »
1 m ar 18]
rrr’N] kernm wzi'nm]
¢ 2{ 1+ J s T {le ) - ker'm - 2(l+v)—s J
m~ - m 8
Xeim ker'n tarn
+ C,[(l+v} - kai'm 4+ 2(l+v)~—w——] - Chlllsv) - ker'n -
43 £ 8 :
m n n
k2i'n kKein kertn
o~ \
- 2{1+v )= - C4p (L) - kei'n + 2(1l+v) 5 =
no - 0 n
g 1
(3.+v)[12(1~v“)]—/2;z M .
- 4 -4 z 1 \
- - e (1-27%) (5.15)
T nTE h™ 2

Com as equagoes (6.9) a (6.15) forma-se um sistema li-
~ - ’ - - ~
near de sete equacoes a sete incognitas, para a determinagasc das

sete constantes C1 a CS’ C9 e ClD'

’
0 sistema AX = Y e resolvido invertendo-se a matriz A
e multiplicando-se a inversa pelo vetor constante, o que e feito
em subrotinas apropriadas do programa computacional PACE apresen-

~»
tado no Apendice B.

0 vetor solugao e

a matriz A



?ber'u+ubeiu 2bei'u-uberu 2ker'u+ukeiu 2kei'u-ukerTu 0

0 0
[ber'u- [bei?u— [ker'u- [kei'u-
1+v . 1+V 1+vV 1+V
~-ber + - - - — 4 -keiuy=— -
U= beiu=s keru= N elu=r 0 0 0
. +V 1+V . 14V
+2be1'u1 2] -2ber'u——§] +2kel'u——f] -ker'u—t7]
u u u U
' I ' sy )
ber'm bei'm ker'm kei'm m wlaT'n ~kei'n
,1/2 1/2,
ber'm bei'm ker'm fei'm " (kein + z (-kern +
-beim- ——— berm- "; ~-keim= L—Hw- kermn- ;Lg~+ 1
[ | .
Ll + keliny
i n
2 . 1=y 2 1-v 2 . 1=y 2 1-v 1 _
Z [be1m—a- - Zz [-berm — * Z [kalm i z [-kerm—- + wt ¥ ainakeitne [A:Lkern-ker'n~'
- . ' n n
-bei'm+ +ber'm+ -kei'm+ +ker'm+ 0 ,
s 1- V 1e V
-y . - -V -V +2ker' n=—y- - iV —
+2ber'ml—2] +2be1'ml~§] +2ker" md 7] v +2kei'ml~~] < nnd J_ 2kei ”ng ]
- m m m
/ ”
22 (herm = 7Y% (bein « 7Y/ 2 (kerm - 22 (oin + |
: : kil ker'n
N} . e st . N -0 n-;-zw -1 3 _.'-".;.-—
-2 be; m) +2 be; m) -2 ke; m) o2 ke;‘g) r — cein=2 A
1+, v, . v +V ) 14V 1+V
[*;“berm-ber'm- [la—belm~be1'm+ 1; kerm-ker'm- lm keim~kei'm+ -~K"k:rn + [57;—keln +
. + : . +V s kar'n 4 + kei'n -
-Ql%Xbel'm] +2l?vber'm]> - l%bel.m] +2£7~ker‘m] 0 rn
m m- m m T a0 v :
r 2*:-kei'n] - 2L ker'n]
e 2
H n .

8t
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A

constante

[ww]

[an]

Para a regiao 1]l o deslocamento radial ssra dado por

(6.3) e os momentos resultantes e forgas de membrana pelas equa-

coes (4.11) a (4.14), onde as constantes Czy C, & C), devem  ser

trocadas por C

C e C ficando;

9’ ~10 11?

keis ker's

£ h2 {
= ol {1-v) -+ 2(1=-v) - kei's] +
R[lZ(l-QZ)]l/z 9{\ s &2

kers kei's
+ 2(l-v) 5

S S

+ Clo[-(l-v) + ker's]}cosa (5.15)

£ h2 { [ ' keis ker's
- ~Cqlf{l-v) + 2(1-V)
R[12(1v2)]+/ 2] ° s 52

+ kei's] +

kers keit's
- 2(1-v) >
s s

+ Gy kl—v) + ker's]}cosa (6,16)



E h keils ker's
Nr = —— Cg[kers - 2 } + Clo[kels.+ 2 ] -
R s s S
iy
- 2——5} cose (6.17)
£ h kers keils
Ne = — gg Yer'ls - . 2 - J -
“els ker's 1 Cyy
- CID{ + 2 = - keits| +« 2 :5 ccsa (6.1%)

~ 4
Para a regiao I o deslocamento radial sera dado

pay
{6.1), com C, = 0. Os nmomentos resultantes e forgas d mz2mbrana
vem de (2.17), (2.18), (2.23), (2.24), (6.1) e (6.2) 3unto com
(2.44) a (2.47), e sao apresentados abaixo:
E h* [ Ders* beits¥
N¥* = C,olber's¥ - + 2 _ ] - C [~Hei's* +
]
e R 1 - S*Z 2
beis* bert's* [ kers* kel's*]
+ + 2 + C,|kert's* - + 2 - C, |~keivs*
s¥* 5*2 ] 3 s* 5?2 4[
keis* ker's* CB :
+ + 2 > ] + 2——= ) cose (6.19)
s* s¥ s¥
£ h* bei's* berts*
N* = Cl bers¥* - 2 + Cz{beis* + 2 ] +
R s* s¥ s*
keits* kert's* C8
+ Cs{kers* - 2——————] + Ca{keis* + 2——-———] - 2-§ cos8 (6.20)
: s¥ s* s*

e memt wen - owaw L m g e e vee v g e A oy
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£ h¥* beis*
M* = — =TS C1 ~beits* & (l-_\)) +
I glie(1-v9)] ™ _ s*
ber's* 1 bers* bei's*
+ 2 =~ (1-v)| + C,|berts* « (l-v) + 2(1-v) +
c-"‘é 2 o hal o,(2
S 32 o
keis* <artg¥
+ Col-keits* & (1-v) + 2{1-v )3 } - C [k?r's* -
~ o ¥ (3*...
KeTe¥ Kelts*)
- {l-v)—— + 2{1-v) 5 cocs (8,213
5 S* .
T %< r beig® ber's*
[y = = g l—(i-v} - 2(1-v) - -
=] - a1 L 2 1 / z
R[22(1-v /] / 5% 5%
bers* beits*
- vbeits*| + C,|{1-v) - 2(1-y) =z~ + Vber's¥ +
2 e g%l
- keis* . kert's* kers*
+ Co|-{1-v) - vkeits* - 2(1-y) = + Gy {ley)m———m— &
~ S* S*L s*
: keit's*
+  ykerts* - 2(1-v) cose (6.22)
s¥*
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Nos guatro capitulos anteriores foram estudados casos
’ : »
em que o bocal era considerado rigido. No presente capitulo o bo-
»
hl

» - -
cal = considerado como sendo uma casca cil

=

(@]

<<

x J<
@]
X

e e s s e e ———
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=
[w]
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. L4 ’ .
0 comportamento do presente caso e arfalogo ao do apre-
sentado no capitulo III sendo que aparecem diferengas nas condi-
goes de condtorno para a regiao r = a. Desta forma, as equagoes

(3.7), (3.8) e (3.9) sao aqui validas.

- N ~ M 14 P
Ww = Lokers + LQkEIS (7.1
i
F = Loy - i ~ 1 « f"" ",‘\
ro= - 7 | IgKels Lhprers + Lynlns V7. 2)

"
e

7.2 Determinagac das constantes

.Com as consideragoes acima, ficam para ssrem determi-

. . .
nadas as constantes C3 e Cq, o que pode ser feito atraves de con-
-~ » Iy N .~ - -’ -
digoes de contorno impostas para r = a (uniao das cascas cilindri

ca e esferica).

L4

L4 - -~
. facil notar que na curva de uniao, as inclinagoes
dos meridianos das duas cz2scas devem ser iguais, da mesma forma

. ~ o - o s
como devem ser iguais as deformagoes especificas circunferenciaisg

’ - . g -
0 que e explicitacs abaixo:

(7.4.a)

(7.4.b)

m
Q
(9]

1

(@]
®
(@]

onde o indice s se refere a esfera e c, ao cilindro.

P PR ST e v
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De (7.1), vem:

o du 1
sl z — z — | Doker'u + C,kei'u (7.5\
r=a - 3 4 /
adr|r=a 9 J

7 ncia [6], para uma casca cilindrica, com v sando- 3
deslocamento radial de um ponto desta, tem-se:
dy Z8M 4 Y
a’_ “ O [ B
o = - T e ——— C;
x=0 Z ‘R
g x 2 BTN
onde 1M e o mormento meridional para x = G, US o esforge’ coriante
o ,
Nad . . ~ ~ 7 .
para a mesma regiac e N a rigidez de flexao da casca cilindrica
e 4
I
£t
N o= ——— (7.7)
12(1-v7)
sendo
2
4 3(1-v7)
B = T2 .7 (7.8)

A determinagzao de mo e UO, que sao solicitagoes da cas
I 4
ca cilindrica, fica facilitada se =2las forem escritas em

termos
de Nr, N, e Qr da casca esferica para r = a.
Assim tem-se, com M_ dado por (3.14) para r = a:
- E h2 ker'uy
M = M = c Keiuy + (l-V) -
°|x=0 rlr:a R[12(1-\)2)]1/7 3 u
keitu:
- C4lkeru - (1-v) (7.9)
u

[T
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Fig.7.2

"Analisando as figs.7.1 e 7.2, para peguenos éngulos ds

pode-ss escrever:

cos ¢ =1 - 5 sen¢ =

oo I Y}

entao:

<
H
=

a } _ a
el 1~ + Q ¢ - 7-10
r'=a [ 2 r‘r:a R ( )




Na derivacgao da equacao diferencial para cascas finas,

» . L ’ » .
a forga cisalhante Qr 2 negligenciada, porem ela sera considerada
na equagao (7.10) para gques resultados mais precisos sejam obti-

dos.

\J
3
4]
23
«
o
w3
[
[}
~~

2.27), com w sendo dado por (7.1), tem-se:

2]
o>

¢,

it

- . - 2
[p3k81‘u - Cyker'u + } {(7.12)

1
%)
ft
¢
pre}
o

U

Introduzindo-se agora (7.11) e (7.12) em (7.10) e =a
expressao resultante com (7.9) em (7.6), vem da condigan (7.4.a)

junto com (7.5):

2 8%y [ -2 8 E h°
C.kertu + C,kei'u] = = = C?[keiu +
. 3 “ R[}.z(l-v-)]’-/‘ “
kert'u kei'u1) E h
+ (1-v) ] - C [keru -~ (1-v) ] b — (1+n)[c keitu -
& 3
u u R u
NG
- C,ker'u| + {(l-n)—== (7.13)
u
onde;
32 02 ua
N s =5 = | (7.14)

56
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g

(7.15)

c

1
= |

-

<

i
(+|m

-

o}

]
&+ | T

Da referencia [é]para uma casca cilindrica, tem-ss gue
€, = V / 2. Devido ao tipo de sclicitagao existem tensoes ds con
orassao naz direcac axial do bocal o, = -p/{2 mat}, que caysam
uma deformagao especifica circunferencial:

v P

€, = =

’ F2ma t

fortanto, com:
o~ \J
o+
y _ B M o
¢=0 - Z
A—U 2 Bu N
e da lei de Hooke generalizada, vem:
Bm o+ Y v P
€ oc = —2 + (7.16)
2 N a 2 mTa tE

», . ~ FEP N .
No lado da casca esferica, a deformagao especifica cir

cunferencial €.g © dada por:
N =y H
Easl,_a - 5 by
o7 E b r=a
<

que com N, dado por (3.1) e (7.2)

e e R i appheipeen e e e
. Lot
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£ h? { [ kei'u]
N = - Col<eru - + C [keiu +
®lr=za 27[}.2(1-\)2)]'1'/2 - u 4
ker'u Cyn
+ ] - s
u u”
e N_ por (3.2) e (7.2
e n2 | e,
Nl = 3 NN [“ kei'u - C,ker'uy + —= J
£ c=a u 2.._ [.-2(1*\), )] L/ Vi 3 ‘3 U

fornecem

keit'u

' kertu
}-r C!; xeiu + (l+v) } -
7]

u

C.,
- = (l+\))} (7.17)

Fazendo-se (7.17) igual a (7.16) (condigac (7.4.b)) ,
com (7.16) sendo dada por (7.7) a (7.12), vem:

2 83a N kei'u kertu 7 C12 keitu
—— 53 keru - ] + Ca[keiu + ]- — -y F -

R u u u 3 u

ker'u clzn " _BE h?

= _)]1/2 {Cz{keiu + (1-v)

ker'u]
R [12(1-v°

u

keitu v PN 83 Eh
- Cd[keru - (1-v) b —
u

P
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De (7.13), fazendo

[12(1-9)] Y% 1y
Ay = ——— | — ker'u -y p(l+n}kei'U] +
uo . 8} ’

i =<

- . / \
A, = kel'u + Yp {1 fke‘r’u] -
L

2,0 41/2 [, Jedty ,
- 0o7{2v) keru - (1-v} (7.20)
’ u
obtém-se a seguinte relagao entre as constantes C, e Ca:
- 2
1 { 6 (1-v7) : Y oPR }
C, = - — A, Coq + - 7 (1-n) sy ——s {7.21)
] 2\ 1/ 4 2 2 A
4 A, 0 ai2(1-v5] u? £ h

A constante C,; vem da substituigao de (7.21) em (7.18)

2 . ‘ 2
 6(1-vH)(1-myy o [r2(1-v7)] V2
E'z = — =75 < = 1+Vv  +
. 1y v[lZ(l-v”;]“’ u” 2 u”

2
Yp© A, P R
= (7.22)

2

+ [48(1-v2)]1/4(1-n}o Yl/z}

onde:
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: keilu - kerty
< ¢ .
A, = keru - (1+v) + pTlkeiu + (1-v) -
u u
, 2.1 1/4 1/2
[sa(1-v7)] /%0 ¥M/2
- {(l+njkeity (7.23)
u
ker'u o woilta
A, = keiu + (l+v) - o7 |keru - (1=v; +
° u ¥
Zvpyfe o 1/2
[;B(I-v )] 7oy / \
+ {l+n ker'u (7.24)
u

De acordo com os desenvolvimentos ate aqui realizados,o
deslocamento radial na casca esferica e fornecido par (7.1), e os
momentos resultantes e as forgas de membrana por {3.14) a (3.17),
com as constantes C3, C4 e C12 determinadas através das expres-
soes (7.21), (7.22) e (7.3).
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2,1 Introducan

x




na

A equagao (2.41) para a regiao I (regiao de reforgo

ld . I d . ~ - ~ ~ ~ .
casca esferica), e identica a equagao (5.1) para o caso analisado

no capitulo V, e e reescrita abaixo:

*¥ = .k * bhois (BT 5% r© i g oo %
w* = C.bers* + CZ is* + C3k°r¢ + LékEIS + CS + Cglnu
(3.1)
v funcgic tenszo £* e dada por {5.2)
£ ohxl
F* o= 75 | Sabsis* - C,bers¥® & C,keis* - [, kers* +
ie! \ ;L & L ) = 4
PPN S AV /]
~ + C.lna* g2,.2)
oo q+Ns ( ~/
onde s*¥ = r/e*, ssndo 4* dado por (5.3).
Ja para a regiazo Il serao empregadas as expresscas
(5.4) para w e (5.5) para F, ou seja:
w = Cgkers + C,gkeis . (8.3)
2
£ h
F = =775 | Cgkels - Cigkers + Cy;lns (8.4)
[12(1-v“)]"‘ +
8.2 Ceterminagao das constantes
os

Como, para o contorno externo da regiao de reforgo,

deslocamentos radiais sao diferentes de zero, deve-ss2 adicionar a

equasao diferencial (2.35) uma constante
(8.5)



Pela substituigao de (8.1) e (8.2) em (8.5) conclui-se

que C, deve ser igual a zero, e pelas equagoes (3.1) e (3.2) qus
C7 node ser desconsiderada, pois desaparece nas derivagoes. Fica
z2 portanto com nove constantes para determinar, Cl a CS g [:;0 a
€,y d=vendo-se aplicar naove CJ.“igge da :ontcrno‘a/ou continul
d;ie Dara dofini-las. |
oo atua somente uma caraa externa axial 7 n3  bo-
cal, toda ela deove s=2r sustzntadgs pelas forgas de membrana cua
z2 decenvolvam na casca osferica. Assim, (8.2 (B.4) Ticam ro-
duzidas 2 sguagoss identicaz a {5.8) e (5.9), que com =s considg
ra, ces aventadas no :pitul; , forrecem as constantes:
[3(1-v] Y% a
C':: o= ) ‘(5.6)
- T E ¥
211 /7
[3(1-v)] 7“0 r
Cll = - S (8,7)
e h
Analizando a fig.7.1 pode-se notar que na uniao das
cascas cilindrica e esferica e na passagem da regian I para a re-

1

giac

]

II
nuidade de deslocamentocs e esforgos na estrutura.

Desta forma, para x = 0 na casca clilindrica e r = a na

casca esferica, as seguintes condigoes devem ser obedecidas:

(a8.8.a)

w
a

3
i
o

(8.8.b)

™
i
W]

e na transiczo da regiac I para II:

63

, algumas condicoes devem ser preenchidas para haver conti
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* —_ o
Yiezpx T Yirzpx (8.8.c)
du* du

= — (2.8.4)

dr Tor¥ dr | r=r*
i = M {(8.3.e)

T ir=rx Tl ro=r¥
9 - {a 2\
",T‘ - :“ \‘._;180 7/

“lr=zr¥ I kS ok

NE - v ONE N o= oyl

e T ) T

= (3.8.3)
jn * [
Eoh T=T* = h T=T*
Com estas condigoes de continuidade pode-se fernar um
' ~ rd
sistema linear ds sete egquagoes a sete incognitas e definir as
constantes envolvidas.

‘As duas ccndigoes (8.8.a) e {8.8.b) sao as mesmas

(7.4.2) e (7.4.b) ja apresentadas no capitulo antericr, portanto

tem desenvcoclvimentos semelhantes.

Para r = a na esfera, onde s¥ = u = afy*, a inclinagao

do meridiano e dada, com C6 =0 em (8.1), por:

1
asl = ;;[ClberJU + Czbei'u + C3ker'u + Cakei'u] (8.9)

Para x = 8 no cilindro, (7.6) e vélida, com MO forneci-
da por (5.23)

- £ h*? 1-v
M. = M* = 5 c {beiu + ber'u] -
© Tl rza R[lZ(l-v“)]‘/Z 1 u
l1-v 1-v 1-v
- Cz[beru - —~—bei'u] + Cz{keiu + kertu| - CA keru - ——kei'u
u u : u

(8.10)

e
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e V_ por (7.10). Na expressac (7.10) aparecem N.oe Q.. N e aqui
denominada NX e & dado por (5.25) (com s* = u) e Qp» agui denomi
nado Q}, e fornecido por (2.27) e (8.1):

3
- £ R
L3 - ~ 7 2 w O hart { leod tag) ~oY ]
n% = . =42, {=beitu) + C,bar'u + C,{-kei'u) + C,ker'u
i r=a 0 ~.-'?:/~;‘-\)_) -~ — £
fao 11>
\b“.&-&/
Substituindo~se (8,11) e (5.25) =m (7.10), e o r=sulta
do desta substituicao junto com (3.10) em (7.6) = considerando
- . I3 ~ . hY
ainda {8.3), a condigao (8.8.a) forneces:

. kertu - [%eitu keity
+ (l~v} } - Alﬂzkei'u} * Cé - ﬁs[keru - (1-v) } +

u % u

2

£ b [1-=2]
+ ALA ker'u} = cn{ 2R ] (8.12)

172 “l2 8°N R u”

onde, com n dado por (7.14):
Ay = 1+ (8,13)
E h*
A, = (8.14)
2 2 8N R u

g N R[lZ(l-vZ)]l/z
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‘Para a utilizagao da condigao (8.8.b) e vélida a equa-
¢ao (7.16), sendo M_ e V_ fornecidos, respectivamente, por (8.10)
e (7.10), junto com (B.11) e (5.25).

~ .. . .
n deformagao especifica circunferencial para a casca es

4 rd
ferica em r = a e:
1 beitu ber'u)
l.ol__ﬂ’ o e i £
rz=a ind ] 4
keitu ker'y 1+v
+ CqlieTu - (1sv; + Cylceiu + (1+v] - Co—s {B.18)
u u Tou”

-
ot
[¢H]

{
)
O
o

Igualando (8.16) e (7.16) (condigao (B8.8.h)),

I+ v Ay ALR A R 1=V
Cl heru bei'u[— R } 4+ —= %eiu + ber'u}} .
u B a 2 aB ¥

Fle Vv AJALRY Ag BT 1- v '
+ C2 heiu +;ber'u b - ery - =——hei'uy +
' Ll u Ba | 2 aBg L u
1+Vv  AJAR1 Az R l-v ]
+ C3 keru = kei'u + = b — velu + kertu +
u B a 2 a B u _
L+ V Q,AZR A3 R l1-v
+ C,ixeiu + ker'u + — } - {fﬂru - ———kel'u] =
' u B a 2 aB u
1ev A, R a’ vp R
= CB 5+ (1~ 2)} + (8.17)
u Ba u 2R 2m7a h £
As restantes cinco condigoes (B.B.c) a (8.8.g) s3ao  as

’ . ~
mesmas analisadas no Capitulo 4., fornecem as mesmas expressaes

la conseguidas ((5.18) a (5.22)) e sao transcritas abaixo:
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beim + C,kerm + C,keim + C_. = kern = kein = O
berm + C,bei 3 + L, 5 Cy clO
(8.18)
. . 1/2 X
C,bter'm + Cobzit'm + Coxart'm + [, kei'm - 27/ quer'n ¥ kel'PJ = g
{3.19)
- 1=V lav
278 o, lein 4 oer'm] - C,hl2erm - —~—b91'm] + Coliteim +
1 2 3
4t m
1-v 1-v 1.y
> ker'o| - C,|“2Tm = ——keli'm - Colkein + «er'n +
m - oonm 7 n
1-v
+ CTC[%‘IH - ——kei'n = 0 {8.20)
- n
/2 T I C o tait cap! C i
Z - C,bei'm & Czuar m - Cgxel'm + Caker ml + p9k91 n -
‘ - L, . kar'n = O 3.21
10 )
1+ v l+v lev
Cl Serm - cei'm| + C2 veim + ber'm} + Cqpliierm - =——kei'n
m m - m
l+v l+\)
+ Cd welm o+ Kezr'm| - C9 xern - kei'n| - ClD <2in +
m n
1+v 1 1
' ' - T e o [ — )
+ Ker'ni = “g 7 t.ll > (l-i-\), (8-
. n m n
lembrando que =
T¥* T * h*
ﬁ m = — n = — 7 = ——
- L# [ h
; i
:» =R
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Com as constantes Cg e Cyy ja definidas por (8.6) e
(8.7), as equagoes (8.12) e (8.17) a (8.22) formam um sistema li-
near de sete equacoes a sete incégnitas cuja solugao define as

constantes C, a C., Cg e C,ne
. EgE)

P

Sintetizando o sistema linzar como

- ,
cnde o5 v2isr scluzao e dado por

o vetor constante Y por

r b
N 2
£ on* a”
O {1 . )
s 2 A 2
“12 BN R u 2 R”
1 n y 2
. L+ V r\:? R . a p xS
98 + 2 5 - = o ——
. u2 a Bu 2 R* 2man kg
O
Y = 4
g
8]
0
. 8]
c c
8 11
3 - e
m n
\ . J

e a matriz A por



1- 1-v .
vber'u—a—] - —bel'\s—u-y-J + s+kartu -——] - ~KE vy ——
- Alﬂzbei'u] s filﬂgbfer'u] - ﬂ.lﬂzkf,i'u] b AL A
. 1+v . SV . iV .. ,
[bcru+bex'u[—iu—- bexu-:—ber'u[—-:--r keru«kel'u{-—;— + [»:f-zluc-:»--'re r
AyALR. N2R A AR ALR AjALR. AgR A, ALR
B 4z heigye + ~— ]--——‘-—- heTu- 4 =—— ]4. = [fcrsiu o ———
g a ] jga[ ga 1 2gz Ba 1'2ga ’ B e
1-v . l-v -V , .
¥ ber'u-—u—-] - b«n'u-—a—] + ker'ul-a—] -[«erw»‘.a..;
berm haim kerm kai
ber'm bai'm ker'n ke
L7 2 . 2
4'[»,31m + -Z [Lw—zrm - Z [ksum b -Z’[kerfn
1"'\) . "\) P Sl - Ao
+ ber'm—— - tel'mT + ker'm-—;—- - keit'm=—
2/2. . 3/2 3/2, . 2/
~-Z27" Thei'm Z / ber'm -Z27" "kai'n YA
<q 14V o . etV . Lot gmaiV _ )
erm-bei'm = c2imeber m=—= e-».srm-w.<el'm—;;— imelTire—
. 48

69
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z
itu

foi comentado nos Cap

Ld

como ja

determinado,

4

o vator snolugao e

4 es5, por

los

[ =]
r
[

v oex Y
a4l L

-4

deslocamente ra

[w}

t1

~~
3
Q¥

U
Nt

cial

>0

2

1]

53]

w2

mente,

0

(3]

23

3

-aT<

-~
e

07

0
o

t

f
k-1

egua

nencionadas acima pelas

lav=is

var

is

o]

)

rocadas por C,,C,

3



9 RESULTADOS E concruslces

9.1 Comparagao da teoria

~ .
HOR8 Jt1 I TS

Cone a sclujaoc proposta tem uma metodologia semelha
mo

3 3oy =
25Tes

6]
0O o
o
6]
Q
(%)
M
(—+
o
jol
[}
[wH
o
)]
-
ct
e
>
)]
Q.

rme pode ser visto nas Tabe-

~H 0
e}
+3
[
3
w
[
o
a1
@
H o+
*..o
Q.
Q
@]
Ny
¢ ]
]
3
)
[sY
HQ
)
3
e
o]
-
0O
[}
)
_,,
H

Mos modelos usados como comparagao, o angulo ¢m§x fci

a ’ ,
nto {ver Fig.9.1) nac influisse na regiao de analiss.

0 modelo (base des comparagac) apresentado nas Tabelas
9.1 a 3,3 foi sinulado conforme mostra =z Fig.3.2, sendo os seus

resultados convertidos para o caso criginal,

Uma outra verificagao realizada, foi a de comparar os
resultados obtidos com os diversos modelos, para casas particula
res. Tomando-se a solucac apresentada no Can ftules 8 e fazendo
s2 a espessura do reforgo igual a espessura da casca esferica
(regias 1I), o programa PACE forneceu os mesmos resultados obti-
dos com a codificagao do modelo anresentado no Carituloc 7 . Cu-
tra verificacao tanm .bem realizada foi tomar o modulo de elastici-
dade do material do bocal cilindrico (Capitulo 8 ) b
elevado, o que sinulou os modelos apresentades nos Can
h) e IV (com h* > h),

t)

(fazendo-se h*

rd
Cunpre-se tambem ressaltar que foram testados modelos
para todos o3 casos analisados, e forneceram os mesmos Tresulta-

dos apresentados por Bijlaard [1,2,3].
Ais Tabelas a gegulr mostram as compaTragces sfetuadas
luga

deixando ver o grau de precisao do me todo de so o adotadc

71

para gue o sfeito do engaste considerado nes.
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Para se localizar um ponte na esfera, o sistema de coor
denadas apresentado na Fig.9.1 dave ser utilizado, onde s = r/i,
para o caso sem reforgo, e s* = r/t*, para o caso con reforgo.

Porem, lenbranda que, com £* dado por (5.3).

]
-{]
0]
@]
i:.;
e
o]
$d
]
o8
[at]

’

fzra 6 primeiro ponto {intersecgas do bocal com 2 cas-
ris

ca esfarica), s = u. Cs danais pontos poden ser localizados con-

.Considerando que, rara todos os casos analiszdos neste

item e no proximo, o raio externo do anel de raforgo foi tomade
igual ao dobro do raio do bocal, entao para s¥ = 2u tem-se a

g

pascsagem da regieo de reforgo para a regiao sem reforgo. Portan-
o, para valcres de s* malores que 2u, localilzam-se pontos nes~
a

ta s=gunda regago.

s diferengas percentuais apresentadas nas Tabe'es 9.1
a 9.18 sao pracedidas de um sinal nsgativo, qusndo a base de conm
;arajg aprascnta valorss maiores que o modelo comparado. £ ca-

0
so contraric, a diferenga e considerada positiva.
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Fig.9.1
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Fig.9.2
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Solugac Analitics | Solugao Numerica
3
foarce ) [ ronTrnd
T i/ \ =i \/
| C,%00 4 -%,237) L -2,2377
| ©,5°3 | -n,EecA g =8,2209
D824 | -0,2588 | -8,erl?
1,132 -5,0152 ~0,1736
1, 759 -0, 1728 -3,1085
g P y + B i e -
-1
2,612 -0,5335 107" -5,4309 107 *
3,247 -0,2011 1070 -6,2279 127t
3,450 -0,1324 107° -0,5717 1077
TABZLA 3.1 - Deslocamento radial ra es
. v P
M i
lr T
— |
P I :
1
~ ” -~ ’ .
Solugao Analitica Solugao Numerica
S I'4
(pace) (CORTER) rcentual
9,400 0,1727 0,1777
-1 -
c,593 0,458 10 g,7528 107t
. -1 -1
0,824 0,4731 10 0,3218 10 23,91
-1 -1
1,133 0,1518 10 0,1309 10
-1 =2
1,763 0,1033 10 0, 7330 10
-1 -1
2,612 0,1471 10 0,1143 1g
- -1 =2
3,247 0,1126 10 0,8824 10
-1 )
3,450 C,1324 10 39,7718 1572

TABELA 9.2 - Momento meridional M _
4
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0] puo ]

~ r . ~ 14
Ty~ 1 Noks ! 3 3 ~
Sclugac Analitica |Solugao Numerice Diferenga
<
S
f o~ - \
oAnc [ reoTo2 b
fraco) (LoRTER) i
sk ~ N s -7-’:~ 2
(S R AR R w P o~ e P
~oTIg w73 ST I REPRENE,
oy - - Lty - - o R N it
~ T ~ 17E i
~\_,:,,_) Ugdawd Loy _
. e (R D e [p F=iiadia]
Cas g o~ - . LR B e g
1. 74 SRRt N0 1R T oD
Li i "‘\_3’ ..... Pl ""Xu, - L? < 2»-‘, 3
——————— -~ T T T - T - Bl
-1 - -1 .
-~ - -~ - - [oiiar] - - ~ ~
2,514 -0, 7310 10 ~0,5772 10 27,27
Ty T -4
7240 T m 0y .. N oA7AT 1ht SRl
R ~ug Pty mUpfidas LU SR A
- ~
7T T ATIn 1T PSRN E=toko B N o Rl 25,33
S, R oL Uy onatd LU P
TABE!
[

Solugao Analitica | Soluc3o Numerica |Diferenca
s
{pAcCE) (CORTERDE) percentual
0,400 -0,1635 -0,1557 5,732
0,505 -0,1658 -0,1558 6,42

0,611

-0,1535

0,695

-0,1620

0,800

’0’1589

-0,1478

1,251

-0,1222

-0,1138

™)
-
=
fat
n

-0,3053 1071

[R]
s
~3
~J

107

can
-0,5818

~
- L
-0,948C 19

TABELA 9.4

- Deslocamento radial na

‘esfera



-~ I 4
5olugao Analitica
.
(racI) {CCRTLRDD) percentual
?3»{\\6; . . "‘J, ‘.'3‘:‘»3“ I "':,_(.::.C L o _—__8;27
o,508 -5,1288 -3,137C -5,79 -
~ 1 N D45 1'1'1 nen n=+ ~ »)
Loyl L —L,:,_:ll,7 R -U,JJ.JQ 1\. —:;;3‘
T T T -1 =1
oL, RS ~0,7342 1C° 7 -0,7435 10 2,73
- = -
I 3 folie e &= - -~ <
o,800 -0,5838 10 -0,5375 1C 8,56
) 2
1,251 -0,8826 10 © -0,8484 1(0 4,22
) -
2,148 -3,%045 10 -3,301C 10 ° 12,02
. -2 -2
- ~ g ~ - ~ ~
2,877 -0,6028 1¢ -0,52489 10 15,72
TAEELA 9.5 - Momento meridional mr
v P
N
T
N
P/ h L~ I
|
-~ _l" ~ ’ . .
GSolucao Analitica Scluzao fNumerica JDiferancga
S bt =
14 ~
{PACE) (CCRTERDE) percentual
C,400 ~-0,1435%

-3,2239 ~33,50
4

-
an
[w]
[#]

1
o

-
'—J
N S
{2
N

-0,1958 -3

1,611 -0,1184 - -0,1802 -34,30

0,675 -c,1129 -0,1720 ~34,35

0,800 -0,1074 -0,1645 -34,71

1,251 -0,8581 10~ -0,7247 10 18,41

2,145 -0,5339 107+ -0,4322 10~

- 1 . ~ N -
2,877 -0,3415 10 -0,2752 10 15,45

-
pi

TABEZLA 8.6 - Forga de membrana meridional Nr
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-~ , ~ rd
- 33 T e~ ey - 3 RER PR
S50lugzo Analitica |%oluj;a2o Numerica Jifearenca
3 oo =Y / ~n [nd [ed ~ oy
(PalT) {CooTERDE) norcentua
)
~ -~ R o T o ~T e o b o ,n = it
(SRR —-iy D 40 :'.J -u,_xl_,/. -—‘x,y;:
~ 4 T ON ™ g o} ~ 2 -
2,724 -0,1zCé 0,147 y 7
/i 1 2 no177n JS
’,34;3 *\,,__/2»- ~lg a4 Il Lyl
4 mma 17 a7 e AN I eRSNS
_A,,:'_. ""V,_.&Jij L el —~ § o
- - - 1~ —~ 1 2, ~ ~
1,800 -0,12186 ~0yiidd Gy il
-1 -1
/0 ~ oo - DA - 1 e
2,34 ~0,58541 1(0 -0,2425 10 1,38
tof=) v o7 T ooe17n 1T e X
2,587 -0,040%1 10 -0,5133 1C &,40
- “
-~ o~
7 4773 mor o In T~ ed~4= AT+ R I 2 =k |
3,821 -0,2121 10 -0,4355 12 72,5

EEatnl o] - o o b —— M 4
ACTLA 8.9 - Forga de membrana meridion

1 N

[

De. acnrdo com uma analise das Tabelas S.1 a 8.9 pn-
de~se c~ncluir que, de forma geral, ns resultadns nd@op sfn ple-

- ’ »
namante satisfatorios.

tstas diferengas devem advir, principalwente, das

. . . ~ . »’ ~
simplificagres connsideradas no m=2tadn de snlugao adotadn neste
trabalho. MNo presente estudo s3o desprzzadns, nas variagres de

curvatura, ns termns dependentes de u_ (deslncamentn na dire-
-

e . . 14 . ~ . - ’ -
¢330 marilional) = uegjlregao circunferencial), alen de Q. e 39
~ . 4 . - . -
nas equagres de equilibrine. Ja na tenria usada como ternn de

comparacan, estas simplificac®es n3n s3n adntadas.
;4 ’

A simplificacao de Qr nas condigoes de contorno na
teoria utilizada e outro fator que certamente influiu nas di-
ferengas encontradas.

Lot I
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[N
.

9.2 Apresentagdn e discuss3p dos resultadns

s . - rd
0s resultades a seguir, obtidns atraves dn prng
PACE, mostram o comportamento dns diversos modélns analisadons,
. . r . .. ’
com n objztivn precipun de mnstrar ns efcitns dns aneis d

fDrgOo

—~ .
San anresentadns resultadnas para
o}

al v, momentp meridional M_ e forg ana N_, tndns adi
mensionalizadns, tebeladns 2 %rzcoados em graficns, onde as

rd . ~ .
Em cada grafico sio apresentadas tras curvas, sandn
4 . a2
uma para h*¥/h 1 {(casn sem refrrge), nutra para h*/h = 1,5 e
ainda nara h*/h = 2 e mnatram as variagnes das

2ssura <n rofpreo.

Comp as ccmnaragges entre os mndelos deveriam ser
feitas para iguals valares dn rain dn bacal, rain da esf=ra 2
variavel r, sendn s = (h*/h)l/zs*, e desdz que faram adnta-
dns para os casos sem anel de reforgo dimensnes que fornecé-
ram u = 0,4, ent3o tem-se para h*/h = 1,5, s = 1,2247 s* e
para h*¥/h = 2, s = 1,4142 s*, Portanto, para sz comparar, por
exempln, os deslocamentos radiais de um caso com reforgo com
um sem reforgo, deve-se tomar valores de s* para o primeiro

caso e s = (h*/h)l/zs* para o segundo.

A localizagao dos pontos em analise, segue 0 mesmo

raciocinio apresentado no item 9.1,

0s Graficos 3.7 a 9.9 e Tabelas 9.13 a 9.15, (caso
com momento flastor aplicado num bocal rigido), come sao  adi-

mensionalizados com relagao a e (angulo na diregac circunfe -

rencial - ver Figs.4.1 e 6.1}, fornecem valores de w, M_ e N,
A
nara qualquer s, btastando para tal, que se proceda a devida

converszo para cada meridiano dese jado.

O0s fatores adimensionalizantes das Tabelas 9.1 a

9,18 sao o5 mesmos apresentados nos Graficos 9,1 a 9.9,
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Caso

sem reforgo

Casos

com reforgo

Oiferenga percentual

cCOom 0 caso
sem reforgo
h* h* h* h
s u = 0,400 -~ =1,5 (u=0,3286) |~ =2 (u=0,283) - = 1,5 - = 2
h h h h
0,400 -0,2891 -0,2338 -0,2142 -19,13 -25,91
0,602 -0,2798 -0,2303 -0,2126 -17,69 —24,02
0,805 -0,259: -0,2226 ~_-g,2091 - -14,08 - —189,30
1,210 -0,2058 -0,1896 -0,1836 ~ 7,78 —~10,70
2,017 -0,1047 -0,1052 -0,1052 0,48 0,48
2,618 -0,52985 10_1 -0,5663 10—1 -0,5784 10_1 6,95 9,24
-1 -1 -1 “
3,214 ~0,2134 10 -0,2511 10 =-0,2639 10 17,67 23,66
-2 : -2 -2
4,000 -0,1320 10 -0,3825 10 -0,4692 10 188,77 255,45

TABELA 9.10 -

Deslocamento radial na esfera
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Caso

sem reforgo

Casos

com reforgo

Diferenga

percentual com o

caso sem reforgo

® * * *x
s = 0.400 D = 1,5 (u=0,326} E = 2 (u=0,283) E = 1,5 E =
u ’ h h h h
0,400 -0,1793 -0,21889 -0,2340 22,64 30,51
0,602 -0,9141 10_1 -0,1237 ~0,1349 35,32 47,58
-1 -1 -1 | :
0,805 -0,4884 10 -0,7955 10 -0,8960 10 58,61 79,78
-2 -1 -1 .
1,210 -0,8858 10 -0,2437 10 -0,2845 10 147,21 198,74
-1 -1 -2
2,017 0,1366 10 0,2437 10 0,6601 10 - 78,40 ~-51,68
-1 -1 -1 _
2,618 0,1462 10 0,1229 10 0,1145 10 15,94 21,68
-1 -1 -1 . ¥
3,214 0,1144 10 0,1061 10 0,1030 10 - 7,26 -9,87
-2 -2 -2
4,000 0,6418 10 00,6445 10 0,6439 10 0,42 0,33

TABELA 9.11 Momento meridional na esfera



P
Caso Casos Diferenga percentual
sem reforgo ! Nr com reforgo com o caso
! N sem reforgo
h* l’* hk
s u = 0,400 2= 1,5 (u=0,326) = 2 (u=0,283) L=, 2 =2
h ' h h
0,400 -0,2224 -0,1981 -0,1906 ~10,93 -14,30
0,602 -0,1778 -0,1588 -0,1530 ’ —~10,69 ~13,95
0,805 -0,1588 -0,1429 -0,1384 ~10,01 -12,85
1,210 -0,1347 -0,1208 -0,1163 ~10.32 -13,66
) -1 -1 -1
2,017 -0,9604 10 -0,8936 10 -0,8707 10 ~ 6,96 -g,34
-1 -1 I -1
2,618 -0,7243 10 -0,6800 10 -0,6779 10 - 4,74 -6,41
3,214 -0,5397 10 % ~0,5235 10 1 ~0,5177 10} —-3,00 ~-4,08
4,000 -0,3652 10 * -0,3606 10 % ~0,3588 10 % ~1,26 -1,75
TABELA 9.17 - Forga de membrana N ne esfera
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Caso

sem reforgo

Casos

com reforgo

Diferenga percentual

com O €aso

sem reforgo

s = i 1,5 (u=0,326) i 2 (u=0,283) L 1,5 (L 2
h h h

0,400 —5,4249 -0,3230 -0,2663 ~24,16 ~37,47
0,671 -0,3595 -0,2876 -0,2476 o —~20,00 -31,13
0,851 -0,3171 -0,2644 0,2350 ~16,62 ~ 25,89
1,122 -0,2577 -0,2265 -0,2091 12,11 ~18,86
1,842 -0,1315 -0,1282 -0,1264 ::g;éim _ —3,88
2,562 -0,5384 -0,5862 10 -ojgg;guzglimmh _ 8,68 o 13,84
3.191 -0,1736 -0,2243 10 -0,2547 10} 29,21 46,72
4,000 -0,1283 10 ~0,3346 10 ° ~-47,01 | ;5,21

. +
P SN

TABELA 8,13 Deslocamento radial na esfera
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Caso o M Casos Diferenga percentual
com O Caso
sem reforgo . M )
r com reforgo v
| \) sem reforgo
|
* x . ok *
5 U = 0,400 D e 1.5 (u=0,326) | 2 = 2 (u=0,283) 2o ,s hoy
h h h h
0,400 0,3720 10 * 0,2141 10 % 0,1266 10 ° ~ 472,45 -65,97
0,671 0,1804 10 " 0,5137 10 0,7059 10 ° 164,76 291,30
0,851 0,4993 10 ° 0,4230 10 1 0,6369 10 1 747,19 1175,53
-2 -1 -1
1,122 -0,8817 10 0,1501 10 0,2866 10 68,33 221,41
-1 -1 =2
1,842 -0,2219 10 -0,1255 10 -0,7089 10 - 43,44 ~68,05
2,562 -0,1934 101 -0,1548 10 * ~0,1329 10 * -19,96 -31,28
-1 -1 -1 ’
3,191 -0,1346 10 -0,1200 10 -0,1123 10 — 10, 85 ~16,57
-2 -2 -2 '
4,000 -0,6685 10 -0,6674 10 -0,6648 10 - 0,31 —~ 0,70

TABELA S8.14 Momento

meridional

na esfera

68
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1

Caso

sem reforgo

Casos

com reforgo

Oiferenga pe

rcentual

com O Casao

sem reforgo

H¥ H¥ X x
s u = 0,400 2 = 1,5 (u=0,326) | 2 = 2 (u=0,283) - 1=
h h h h
) -1 -1 -1
0,400 -0,5995 10 -0,3605 10 -0,2280 10 _ 39,87 ~61,97
0,671 -0,1468 -0,1301 -0,1184 ~11,38 ~19,35
0,851 -0,1551 -0,1394 -0,1290 ~10,12 —16,83
1,122 -0,1499 -0,1323 -0,1214 ~11,74 —19,01
1,842 -0,1138 -0,1031 -0,9667 10 1 ~ 9,48 -15,13
-1 -1 -1
2,562 -0,7984 10 -0,7473 10 -0,7169 10 ~ 6,40 —~10,21
-1 -1 ' -1 : o
3,191 -0,5733 10 -0,5473 10 -0,5333 10 — 4,54 ~ 6,98
4,000 -0,3748 10 1 -0,3685 10 * -0,3641 10 % ~1.68 — 2,85

TABELA 9.15

Forga de

membrana meridional

06



B o b

Caso l P Casos ﬁ l P Ciferenga percentual
! w h ) I v
sem reforgo | com reforgo \\ \ ! com O caso
| | sem reforgo
x X * x
5 u = 0,400 Doo1,s (u=0,326) | B = 2 (g,283) hogs | Do
' h h h ' h
0,400 -0,2076 -0,1363 -0,11862 ~ 34,34 — 44,03
0,599 -0,2773 -0,1937 -0,1697 —30,15 — 38,80
0,798 -0,3052 -0,2370 -0,2170 -22,35 - 28,90
1,317 -0,2903 -0,2810 '-0,2536 —10;09 —13,08
1,913 -0,2171 -0,2068 -0,2038 — 4,74 —6,22
2,702 -0,1182 -0,1175 -0,1172 - 0,58 — 0,85
| -1 -1 -1 _
3,211 -0,7043 10 -0,7184 10 -0,7215 10 2,00 2,44
4,000 -0,2395 10} -0,2494 10} -0,2546 10 * 4,13 6.30

TABELA 9,16 Deélocamento radial

na esfera

L6
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Caso

%P

' M
sem reforgo : \:)

Casos

com reforgo

Diferenga percentual

caom 0 caso

sem reforgo

* ¥ * *
5 U = 0,400 D 1.5 (u=0.326) | = 2 (u=0,283) ey s o
h h h h
0,400 0,6822 0,7187 0,7288 5,35 6,83
0,599 0,3400 0,3853 0,3982 13,32 17,12
0,799 0,2070 0,2662 0,2831 28,60 36,76
-1 -1 -1 ,
1,317 0,6967 10 0,8630 10 0,9101 10 23,87 30,63
1,913 0,1264 10 1 0,1988 10 1 0,2195 10 ! 57,28 73,66
-1 -2 -2
2,702 ~0,1139 10 ~0,68402 10 -0,7523 10 26,23 —33,95
- -1 -1 -1
3,211 -0,1412 10 ~0,1248 10 ~0,1199 10 ~ 11,81 —~ 15,08
-1 -1 -1
4,000 -0,1128 10 -0,1067 10 -0,1052 10 — 5,41 — 6,74

TABELA 8,17 Momento meridional na esfera
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Diferenga percentual

| | . e
Caso Casos W
] .. \ | ‘ com O caso
. - N
sem reforgo I N com reforgo % | \\\\ -
i I N sem reforgo
* * * X
5 u = 0,400 R o 1.5 (0,328) N s 2 (u=0,283) hoys h .y
h h h h
0,400 -0,1596 -0,1344 -0,1324 —~15,79 —~17,04
0,599 -0,1066 ~0,9085 10 * -0,8006 10 % —14,77 -15,52
0,799 -0,1018 ~0,9129 10 % ~0,9288 10 1 —~10,32 - 8,76
1,317 -0,1013 _0,8787 10 1 ~0,8495 10 * —-13,26 -16,14
-1 -1 -1
1,913 -0,8844 10 -0,8120 10 -0,7903 10 -9,21 ~11,64
2,702 ~0,6619 10 1 -0,6240 10 * -0,6133 10t 5,73 —7,34
3,211 -0,5180 1071 ~0,4962 10 % _0,4900 10 ° — 4,21 ~5,41
4,000 -0,3372 101 -0,3246 10! -0,3223 107} — 3,74 — 4,42

TABELA 8.18 -

Forga de membrana

Nr na esfera

€6
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Conforme pode ser visto nos graficos 9.1, 9.2, 5.4,
9.5, 9.7 2 9.8, ns deslocamentos radiais e ns momentps meri-

dipnais praticamente desaparecem npare s = 3,5, o que cnrres =-

pnnde, con v= 0,3, a r = 1,2 /T h, Desta farma, estas quanti
dades Ticam rastritzs a um segnonta doe esferz2 com um rain de
base igual a2 1,7 V1 R {Fig.2.1), istn £, P,57° P ny 0,11 2, px
ra R/ B o= 17 A0 300, reapectivarente. Iste significa gues,
ner sxemplo, rata 3/ h o= 15, ns deslacarentas radisis @ mae
mentes meridinnais nocorrem ete $= 37°, mu seija, dentrn g
camnpn de aplicocio da Hiprtose de Feissner,

Phdo-se netar, peia obscervagin dna Grafices 9.1,
9.2, 9.4 e 9.5 gue, guando o bncal € ceonsideradn cnne sendn

.

uma casca cilindrica, os deslocomentas radiais crescem o ns

momentos mericionais diminuem, comparadeo Com o caso em gque o

do rfgido. Percebs-se também que guandn se
intreduz um anel de refnrgo na esfera, o case ecnde o becal e
flex{vel se apraxima do mndelo com bocal rigidn, notadamente
parz ns deslocamentas radiais. Qutre conclus2e adicinnal qu
se pnde tirar, e que as forgas de membrana meridiesrnais, para
pontas p?oxwmos dn bpcal flexive 21, s3n mennres gqus nns cnrres
pondentes pontns para o casp em que n brcal & rigidn., Cara
pantrs mais afastadns do brcal ocrrre n inver

tantn, a diferenga mencs acentuada

Uma analise dns Graficms 9.1 a 9.9 e Tabelas 9.10 a
9.18 mostra o efeito dns aneis de refeorgn., Assim, para n made
1o com bncal rigido e uma ferca P aplicada axialmente neste,
0s maximns deslocamentns radiais, em relag3n an casn sem Te=
1,5, e 25,917 para h*/h =2,
Para as mesmas condignes acima, ns maomentcs meridinnais cres-
cem 22,647 para h*/h = 1,5 e 30,51% para h*/h = 2, e as for -

gas de membrana maximas, 10,93% e 14,307 respectivamente. A

forge, crescem 19,137 para h*/h

medida que s aumenta, estas diferengas tendem a diminuir., Entre

. * . ld .
tanto, como os valeores absclutns destas variaveis tambem di-
minueam, alguns pontns apresentam diferengas percentuais has-

tante elevadas, o que nan deve ser levadn em crnsideracZn,
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. Ly o s v .
demais casns, com n auxilio dns grafic~s e tabelas referencia
. . 3 .
dns acima. Deve-se ressaltar o efeitn de aneis de reforgn no
[ 3K 4 'o
compnrtamentn dn mamente meridienal Mr, apresentadn nn Grafi-
gv—

. .’ ’
co Y.5, onde tem-se um aumento substancial desta variavel 2ate
e

.~ ' . . . .
m da regian I para II, e depnis, umz diminuigdn cnm
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~ dn casn sen rofnre-

’ .
Ma casn em gque 2 aplicadns um momentn fletrr nn ba-
[a] .

cal rigidn, a curva para u = 00,283 {(h*/h = 2) d4a Grafic~ 2.9
apresenta um npontn de inflex3n para s = N,555 (passagen da
regifps I nara II), n gue deve ser frutn de um cnniunt~ de con
dicfes de cantnrnn ni3n tetalmente aprrpriadms para renresentar
o preblema fizicn.

. ’ ’

Deve-se deixar clarn, tambem, gue 2s ana

n caso de um carga axial P, =zt n
o didas para as seguintes

r
- ”, -
a/ espessura dn bncal = 4 e rain medie do

.0 raio do bocal pode ser identificado nos graficos
e tabe]aszapresentados pela constante u,que representa a va-
riavel s (= r/2*) na interseccao da esfera com o bocal. As-
sim, o raio do bocal sera r = u-2*. Para se localizar o pon-
to de transicao da regiao de reforgo para a regiao sem refor
¢o basta tomar as variaveis desejadas para s = 2u, pois o
raio do anel de reforgo foi adotado como sendo o dobro do
raio do bocal. |
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9.3 Conclusoes e sugestoes para trabalhos futuros

Tomando como base 0s programas CORTER e CORTERDE, 0
desenvolvimento analitico baseado na Hipotese de ~ Reissner
nao apresenta resultados muito satisfatorios.

Entretanto, devido a relativa simplicidade de uso
das expressoes resultantes, pode-se indicar a sua utilizacao
como um ferramental de auxilio ao projetista que nao tem aces
so imediato a computadores de grande porte.

Como o objetivo do presente trabalho e a analise do
efeito de aneis de reforgo, e como os resultados apresentaram
se conservativos, pode-se atestar a importancia da utilizacao
destes elementos estruturais, com o objetivo maior de confe -
rir melhor rigidez em cascas esfericas com bocais radiais ci-
lindricos.

Os deslocamentos radiais diminuem, os momentos meri
dionais aumentam e as forcas de membrana diminuem, a medida
que se aumenta a espessura do reforgco, com a tendencia de con
vergir para valores fixos.

Como trabalhos futuros que possam dar continuidade
ao estudo aqui apresentado, pode-se citar, entre outros:

- a analise de uma casca esferica fina com um mo-
mento fletor aplicado num bocal radial cilindrico
flexivel;

- um estudo, usando a teoria aqui apresentada, con-
siderando cargas de superficie;

- um estudo modificando as condicoes de contorno,
principalmente combinando as tensoes de membrana
Nr com o esforco cortante Qr nos extremos dos ele
mentos componentes da estrutura.

e e ey
¥
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APENDICE A

FUNCOES DT PESSEL E KELVIN

A equagSO

2
2 9V dy 2 2,
X h+,<—+(x-n)y:0
dx~ dx
e conhzcida como equaqgo diferancial de Eessel de ordem n, e

tem como solugao as fungoes de Bessel, In{x) e ¥Yn(x), de -nri-

meira e segunda classes, respectivamente, e de ordem n.

A equagao

2
d7y dy
x2 2+x-——-+(x2+n2)y=0
dx dx
e tonhecida como equagao deferencial modificada de Bessel de

ordem n, tendo como solugao as fungoes de Bessel modificadas ’
In(x) e Kn(x), de primeira e segunda classes, respectivamente,
e de ordem n.

Essas fungoes podem ser desmembradas nas partes
real e imaginaria que sao conhecidas como fungoes de Kelvin ,

sendo fungoes reais.

As equaroes trabalhadas neste estudo sao de ordem
zero, e desta forma, seguem as seguintes fungoes de Kelvin de

ordem z=2rO0:

X ; 21 2x
(-1)7 [{x/2)°]

(2 x!)2

ber(x) = )
x=0

wep o w g



© X 27 2x+1
, (-1)" [(x/2)°]
bei(x) = J >
x=0 (2X + 137
T 4
x m o (-1)F(x/2)%F
ker(x) =-(1n{—=) + v)ber(x) + =bei(x) + ) — 0 {
2 4 T=1 (21!
/ A T 41472
A ™ ®© —]-/’ ("(/3>
kei{x) =-(1n{=) + v)bei(x) - =bar(x) + ) -
2 4 r=0 {(2r + 17
onde Y 2 a constante de Culer
1 1 1
Y = lim (l+—+—‘+ s +__1n<n))
N> 2 3 n
agqui assumida como Yy = 0,577216, e ¢ sendo dada por
1 1 1
¢("') = l + = + ™ + ocee t+ -
2 3

3 ¢(O)=D
- P

As derivadas primeiras das fungoes de Kelvin de
dem zero sao:

(x/2)°
ter'(x) =

(x/2)7  (x/2)'  (x/2)'°
2!

3141

516!

718!

(x/2)°  (x/2)Y (x2)17
2 2131 415t 617t sro9r
* ber(x) T
ker'(x) = =-(In(x/2) + Y )ber'(x) - + —bei'(x) -
X 4
(/)% (2)  (x/2)76(4)  (x/2) 1 6(s)
21 3141 5161

e g o e
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bei(x) g
keit(x) = (1n(x/2) + vy )bei'(x) - ———— - —ber'(x) +
X 4
(x/2Y°6 (3 1212 (s
X (x/2}7¢ (3) (X,Z) o ( )
== ) + - L ]
2 213 4151t
ns formulas de racorrencia que relacigram az furcoes
n de orden un com as suas derivadas primeiras sao
har { %) - (l‘c:r'fy\ - hda!{x\\7-11/2
-~ 1\1\/ - D - A / LS \ j/_.
~1/7
seiy(x) = (Bert'(x) « beit(x))2™H/”
-ﬂ/’\
kerl(x) = (ker'(x) - kei'(x))2 s
’ I
kei,{x) = (ker'(x) = kei'(x))2 /2

oy
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A AAIn on r - ~ o e ~n
PDROCGRAMA AMNALISADOR DE CASCAS CSFIRIC

- ~ - .

“louns casns anallsados saos, relativaments, do Froi ]

-~ -’ * - ~ .

cbtengas de ultados <ow o auxilio de uma calculadora elzstroni

ca da pegueno gorte, Initretanto, cutros casos apresentam dificul-
dadas adirinangie obr udo n Tesol <2 do asos e ng? ™

dades adicionals sobretudo na resclugao de casos que consideram

Camo os valores ce deslocamentos, momentos resultantes

e forcas de membrana deviam ser czlculados para divarsos pontos,

o que 1wp11ca muitos calculos repetitivos, e consegqlentemente com
.

i codificado um programa compu-

itica apresentada.

»
0 programa e basicamente dividido em duas partes, uma
gue resolve os casos com momento fletor e a outra com carregamen~

to axial.

Neste programa as series apresentadas no Apendice a4 fo-
ram tomadas ats os termos que fornecem potencias de ordem dezoito,
o que fol uma necessidade imposta pela precisao dese jadas dos re=-

sultados.

A entradz de dados e extremamente simples e o tempo de
computador, reduzido, o que atesta a vantagem do seu uso em rela-
cac aos programas numericos dlsponlvels. A desvantagem do progra-
ma reside exatamente no fato de ele resolver somente os problemas
especfficos codificados, limitagao esta inerente as solugoes ana-

liticas.

PR U S P . PR RS2 g
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Entretanto, uma ampla gama de casos podam ser por ele
solucionados, pois quaisquer valores de espessuras de casrcas e
de reforgo, cargas, raios das cacscas esfericas e cilindricas e

’
do anel d=2 reoforgo, modulos d= elasticidade e cosficientes de
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leityra do dados

funconrns do Kelvir
Ulil, o i AELVLIN

- + - -~
LnoTor l!‘“‘:\.‘r:“J;
n, M, HL e
: 3 T =] i T EI AT S mar mien =
u--.«.p‘.a.ula— A BNV RSN S
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APENDICE C

MANUAL DE UTILIZAGAD DO PROGRA™A PACE

~ MRS c L ~
zcte Apendice o feita unmg descrijas
- ”."" !, ~ - ~ — i . . . -
izz320 co programa FACD, mails com o intulto
Ny s ~ - 12 - I3 .
sas apiicagoes e a cimplicidede do s2u uso,

£3

0
P
,,J
0
0
Q

Cs dados de um problema espe

O 0

e
cidsos atraves de apesnas quatro cartoes, na ssgu

.

=
—
(€]

TA Ry,h,h¥*,r,,r¥,¢t
FORMAT (1X,6(E12.4))

(33

R - raio da casca esferica

h - espessura da casca esferica

h*¥ - espessura do anel de reforgo

Iy - raio do becal cilindrice

r¥ - raio do contornc externo do anel

’
t - espessura do bocal cilindrico

d

e

i
e
or
&)
G

reforgo
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1y
e
o}

ondea:

NESE - numero de espagamentos desejados entre Tq
(ANGLD) para os ca

<03 sgn rziorgo, 8 entre I, @ Dara 05 €asd3  £on
anel de reforgo. FPzara este segunds caso, MESP gnode
ser sensivelmaente menor do que para o prineiro, pois
2 r=gian considerada sara a divicao eqiiidistante
dos raontos & menor, sendo que para os demais ;ontos

(r > %), os espagamentos sac iguais aos da regiao

- ) - 4 .
, AMGLC - angulo ¢ maximp ate onde se desejouma anzli

4 ~
3 B - .o ~
3 caIcz estervica, nao Zevendo excedor
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3?2 cartao

t Y~Tn & Yoenty - s g el
_-._;: i L__l, wa}., .__2, f\ mz, L_,“S’ /Y\x L\J
CrianT {1V o1 40N
HERUAR IR A~y ’-J\LL...-‘/)
R
anae
A~ 4
I — [l 4 . - k) Yo s . . -
T, £2, T2 - saz os nodulcos de slaosticidade da oz
s ’ 178 sie
rd
e om T - Ty ey ey ] PO R T T
2oZSyErilo, CD CoZald S d2 2Ones 2o
[l —~ oy en oy L - -y 3 o
PSS, TRspoliivaoenia,
.
nT1c oy~ R ey A . : mAe By s - -0 -+
025 - o hocsl rigido pede ser simulado, fazocndo-se £2 pastan-
Fe e RPN S
- VJ.:\.(_;‘JJQ
~
NSty Vreme g P yoenp T I~ - ) . —~—
AnUl, Hnu2, XHU3 - sas os coaficisntes de Poisson
s matardal N 7
dos materiails da casca esfarica,
do hooal e d anel do afar ro ey T = +
o Dolal ¢ Co ans g rerorco rezgpegcrLivanenta
’ ) -

-
3
T
-4
—~~
H
>
-
N 4
[
= I

cnde;
P - carga axial anlicada no bacal
M -~ momento fletor externo, aplicado ro bocal
IADIM - se e desejada uma saida dos dados adinensio
nalizada, deve-se fazer IADIM 21, casd> con-
4
trario, deixa~se em branco o espago correspondente.
—~ I d rd
CB5 - Qualquer numero de modelos pode ser rodado de uma s0

vez, bastando para tanto, apenas seqiienciar os quatro

cartoes corresnondentes a entrada de dados de cada un deles,
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