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RESUMO

No primeiro capitulo intrpoduzimos os conceitos prelimi-
nares de um codigo linear, definimoF O que € uma matriz geratriz
e uma matriz de verificacao de paridade, e, damos as propriedades
basicas de um codigo linear. Definimos também os codigos de Ham-
ming e o coédigo dual e mostramos alguns processos de construcao

de um novo cddigo através de um cddigo velho, dando também o mé-
todo de construgao de um cédigo produto.

No segﬁndo capitulo estudamos os cOdigos de Reed-Muller,
as propriedades basicas, sua construycdo e o produto entre dois cd
digos de Reed;Muller. Mostramos Tamyém, através de exemplos que
o produto de dois codigos de Reed-Muller, nem sempre € um codigo
de Reed-Muller, mas que pode ser considerado como um subcodigd de
Reed-Muller de ordem maior.

' No terceiro capitulo vemos| sob qual condigao o dual de
um codigo de peso par estd contido no seu codigo préprio. Além

disso, estudamos os codigos lineares de ordem r+(r+1) que

. m,s’
sdo obtidos pela anexagao de alguns yetores basicos de Reed-Mul-
ler de ordem r. Mostramos ainda, que| o codigo produto de Reed -

Muller & um codigo linear de ordem r%(r+1)m e

14
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CODIGOS LINEARES..

1.INTRODUCAO: - Em qualque
ocorrer distirbios na transmissao de

r

tUrbios, muitas vezes sao provocados
pelo homem. Por exemplo, numa linha 1

vir a ser ruido termal, relampago, ou
linhas.
| Os codigos foram inventados

is de comunicacao com distirbios.
N6s aqui, supomos uma mensa

los sobre um conjunto finito. No gerg
pode estar representando um numero, um
pleta. Essa mensagem € entdao transmit
cacao que estd sujeito a ruidos que p

sao. Consideremos o diagrama do canal

gem como um bloco de

(1 ]

sistema de comunicagdao podem
dados ou mensagens. Estes dis
por ruidos naturais ou feitos
elefdnica, o distarbio pode

conversa cruzada de outras
para corrigir erros em cana-

simbo -
1, seja a mensagem 1001, que

la letra ou até uma frase com-
ida sobre um canal de comuni-

oderao prejudicar a transmis-

de comunicacao

y

FONTE

CODIFICADOR

—

CANAL

MENSAGEM

1001 1001101

Fig. 1.1.1 ~ O canal de Com;

A primeira caixa contém a mg

r

qido

inicacao.

Esta mensagem, entdo, entra no codifig
dantes 101 sao adicionados tal que a 1
possa ser corrigida se ficou prejudice

mitida sobre o canal, onde esta sujeit

prejudica a mensagem, um "0" & trocadg

"0", o que altera a mensagem. O objeti

corrigir os erros ocorridos durante a

>nsagem, em nosso caso 1001

rador onde os digitos redun -
iensagem, quando comunicada ,
da. A mensagem é entado trans
a a ruido. Quando um
nyn mqn

vo dos codigos é detectar

ruido

por ou um por um

e
transmissao de mensagens.
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OBSERVACOES :

como um canal de comunicac¢ao real,

1) - Podemos

computador que se deterioram no tem
canal & muito boa, nossa necessidade
vel & grande.

2)- Devido a

erros durante a transmissao. Estes ¢

independentes, neste caso sao chamados erros aleatdrios. No

so trabalho trataremos somente dessg

2, CONCEITOS PRELIMINARES.

NOs assumiremos que a infd

informacao esta na forma binaria (um

rios). O processo de codificagao conl
~-1) a sequéncia de informacao € segm
cada bloco consiste de k sucessivos
~2) o codificador, de acordo com cer
(n >k)
binaria) que nos chamamos de palavra

co mensagem em um bloco de n,

mensagem consiste de k digitos binar
siveis, isto &, existem 2k palavras
duzidas pelo codificador. Este conju

pensar no canal de comunicacao
ou como os dados armazenados no
PO.

Embora a confiabilidade do

para uma comunicac¢do confia-

presenga de ruidos, ocorrem

>rros podem ser esporadicos e
nos-

> tipo de erro.

[09]

rmacao vinda de um canal de

a sequéncia de digitos bina -
siste de duas etapas basicas.
entada em blocos mensagens, €
digitos de informagao;

tas normas transforma um blo-

digitos binarios (uma n-upla
codigo. Desde que cada bloco
0s, existem 2k mensagens pos
6digo possiveis a serem pro-

to de 2K palavras codigo re-

cebe o0 nome de cédigo bloco. Uma palavra codigo é frequentemente

chamada de vetor c6digo, porque ela &
torial, V,, de todas as n-uplas.

Para um cddigo bloco, citad
uma certa estrutura especial, o mecan
xorbitantmente complexo para k grande
armazenar os 2K vetores cédigo em um
devemos restringir a nossa atengao pa
mecanizados de maneira pratica. A seg
digos com a estrutura que os 2k veto

que formam um subespago K dimensional

Veremos que com esta estruty

uma n-upla de um espago ve-

o0 acima, a menos gque tenha.

ismo de codificagdo seria e-

, visto que, teriamos que
dicionario. Portanto, nos
ra os codigos que podem ser

1ir, nds consideraremos coO-
res codigo de cada cdédigo,
de todas as n-uplas.

ira em um codigo, a codifica-

cao complexa sera consideravelmente reduzida.
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Definigao 1.2.1 - Um conjut

cédigo linear se, e somente se, for|u

al Vi de todas as n-uplas.

Observagao - Trabalharemos

isto &, cbédigos lineares binarios.

Exemplo 1.2.1 - Seja k=3 ¢
cador transforme a mensagem de 3 digi
digitos da sequinte forma:

k

o de 2% n-uplas & chamado um

m subespago do espago vetori-
apenas com n-uplas binarias,

n=6. Suponhamos que o codifi-
tos em um vetor cdédigo de 6

Mensagem Codificador Palavra-codigo
000 - > 000000
001 - — 001101
010 . > 070011
011 - — 011110
100 - > 100110

101

— 101011

f

110

— 110101

4

111 -

— 111000

Observacao - Trabalharemos

dois elementos 0 e 1.

Desde que k=3, existem 23=8
veis. Cada mensagem & transformada em
digitos pelo codificador. Todas as pa
NOs podemos facilmente ver que o conj
ma um subespa¢o tridimensional do esp
uplas. Portanto, ele & um cédigo line

1.2.2 - Matriz Geratriz.

Para um subespac¢o k dimensi

com corpo binario GF(2) de

mensagens distintas possi -
uma palavra co6digo de seis

lavras co6digo sdo distintas.
unto das palavras codigo for
aco vetorial de todas as 6-

ar.

Jnal, S de v, é possivel a -

char um conjunto de k n-uplas linearmgnte independentes. Indicamos

as k n-uplas por Vir Vor eeer Vi tal

uma combinacado linear de Vir Vou eeey

que cada n-upla de S seja

Vi ha seguinte forma




-10-

X = u1v1+u2v2+ e e +uka

onde u; = 0 ou 1 para i= 1, 2,

(1.1.2a)

e oy k.

Como um cédigo linear & um subespa¢o e um subespago po-
de ser dado por uma base, nos podemos entdo descrever um cddigo

linear de Zk vetores c6digo por um conjunto de k palavras codigo
linearmente independentes. Seja a matriz G formada pelos k veto-
res codigo como linhas dela. Como podemos obter:qualqguer palavia
cddigo usando as linhas da matriz, esta matriz sera chamada de

matriz geratriz. Estes k vetores determinam o espag¢o linha de G,

assim
V4 Vi1 V12 V43 4°° Vin
G = . = . (1.2.2b)
Yk | k1 Vk2 Yk3 ** Vkn
onde v, = (Vi1"ViZ' eees Vi,)s para i=.1, 2, ..., k. . Se
u = (u1, Uy ooy uk) é um bloco mensagem, entdao a palavra cddigo
correspondente pode ser dada como segue:
X = uG
Yi
V2
= (u1, uz’ * e e g uk) . (1.2.2(:)
Yk

= ULV HU Vb e ULV, isto &, a palavra co6digo corres -

ondente a mensagem (u,, u,, ..., U,)| € uma combinagdo linear das
P 17 Y2 k

linhas de G.

Observacoes: 1) - O cddigo [linear descrito acima é de -

notado por unm [n,k] coédigo.

2) - 0 cddigo linear & completamente espe~

cificado pela matriz geratriz dele.

3) - O espago linha de G & definido como
todas as combinacOes lineares das linhas de G.

A razdo R = k/n & chamada a|taxa do codigo; - uma vez
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que um cédigo & completamente especificado pela matriz geratriz

G, o numero de armazenagem da codifjcagao € grandemente reduzido.

0 codificador tem unicamente que armazenar as k linhas de G

vez de

digo [6,3] com a matriz geratriz

codigo

k o
armazenar os 2 vetores codidg

Exemplo 1.2.2 - O cbédigo

100110
010011

Vi
A

Vs 601101

A palavra codigo correspon

Vi
(10 1)

1

2
V3

:10V1+0.V2+10V3

1(1 00 1 10)+0(0 10 0 1

101011

E possivel codificar cada
de tal forma que os primeiros

em

o, do cdédigo.

dado no exemplo 1.2.1 € o co-

dente a mensagem u= (1 0 1) é

1)«1(0 0 1 1 0 1)

bloco mensagem em uma palavra
k digitos da palavra codigo

sejam axatamente isuais aos blocos mensagem e os ultimos (n-k) di

gitos sdo digitos redundantes, que sdo as func¢des de informacéao

como ilustra a figura 1.2.1

Mensagem

Mensagem

[—— K

Digitos Redundantes

j—— k
Fig.1.2.1

(n-k)

Um cédigo desta forma € ch

A redundancia deveria ter a habilida

aFado um cédigo sistematico.
de de combatar erros introdu-

zidos durante. a transmissao sobre um
palavras, a redundancia DEVERIA TER A
MENSAGEM. Agora o problema da codific
gitos redundantes. ym [n,k] codigo 1li

descrito por uma kxn matriz da seguinj

canal ruidoso, ou, em outras
CAPACIDADE DE PROTEGER A

acdo € para compor estes di-

near sistematico pode ser

te forma:
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1000. . .0 a11 a12
0o100.. .0 a21 aq22
coo10...0 ajq ai,
G = L] . L ]
0000 . . .1 ak‘| ak2
onde aij =0 ou 1.

LI a1 'n—k
LI I az’n_k

L B ] a3'n_k
. (1.2.24)

. o @ ak’n—k '

S& Ik é a kxk matriz identidade e se A & a kx(n-k) matriz

de aij' Entdo a matriz geratriz de u
escrita como:

Considere um bloco mensagem

-

coédigo sistematico pode ser

u = (u1, Usy eeey uk). Usan-

do a matriz geratriz da equacdo (1.2,2d) a palavra cédigo corres -

pondente e

X = (x1’ X2, LI xn)
- (u1, uz’ * o0y uk)uG
1000.....40 a11 Qqpene a1,n—k
0100.....-0 a21 a220.. az,n—k
- (u1, u2’ .'..,Uk) . . Y . .
0000....../1 ak1 Apogeo- ak,n—k
(1.2.2e)
Por multiplicacao de matrizes, podemos ver que
X; = u;, para i= 1,2,...,k (1.2ﬁ2f)
e , .
xk;j=a1ju1+a2ju2+ cee 4+ akjuk (1.2.29)

para j = 1,2,...,n=k. Pelas equacoes (1.2.2f) e (1.2.2g) nds vemos

facilmente que os primeiros k digitos
justamente os digitos de informagao gq

de uma palavra codigo sao
e foram transmitidos, os ul-

timos n-k digitos sao fungoes lineares dos digitos de informacéao.

N6s chamamos os ultimos n-k digitos redundantes de x, os digitos

de verificacao de paridade de uma palavra chigo. As equacgoOes de

(1.2.2g) sao chamadas de equagdes de verificacdo de pariade de um

codigo.




-13-

Exemplo 1.2.3 - Considere

1.2.2. A palavra codigo corresponde

e, X = (x1, Kor eoes x6)
100110
oy g a0 1001
= (u1, Uy, Uz, Uq+lUg, Up+luy, U
entao, Uy o= Xq, Uy = Xy, Uz = Xg,
e X, = u1-§-u3
Xg = u1-i-u2
Xg = u24u3

Para um cOdigo na forma si
verificagao pode ser facilmente redu
da

zenar somente kx(n-k) digitos a3

kxn digitos da matriz G.

!

a matriz geratriz do exemplo

te ao bloco mensagem (u1 u, u3)

12+u3),

de

zida, porque ele tem que arma

stematica a complexidade

matriz A em vez de armazenar

1.2.3 - Matriz de Verifica¢ao de Paridade.

Para qualquer kxn matriz ge

na forma 1.2.2d) cujas k linhas sao

existe uma (n-k)xn matriz H com n-k

h, hyq hqp Dy ...
h, hyq hyy hpz -e
B = * = °
By ok Bk, 1Mn-x, 270
com hJ = (hj1, hj2' sy hjn)l J =1

ratriz G (nao necessariamente
]
]

inearmente independentes,

inhas

h1n

h2n

hn-k,n

/Rse0.,n-k, tal que as n-k li-

nhas sejam linearmente independentes ¢ cada vetor v no espa¢o li -

nha de G seja ortogonal a todas as 1lirn

<

interno vhj =0, para 1 s j S n-k.

Seja g; um vetor no espaco linha de G, entéo gih

<

=

para 1 S i kel £ 3j =

n-k. Supg

has de H, isto &, o produto

5= 0

nha que um vetor no espago
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linear das linhas de H:

linha de H. Entdo u &€ uma combinacgao
Seja u = d1h1+d2h2+...+dn_khn_k, onde di = 0 ou 1
para 1 S i1 s n-k.
O produto interno de v e u €
v.u = V(d1h1+d2h2+...+dn_khn_k)
= d1(vh1)+d2(vh2) +"'+dn—k(th-k) (1.2.3a)
Como th = 0, entdo v.u = 0. Assim, |0 espago linha de G é chamado
o espag¢o nulo de H e vice-versa. Pontanto, se x=(x1'x2""’xn) e
um vetor nulo no espag¢o linha de G, entao
x.HE- = (000 . . . 0) (1.2.3b)
x.hi = x1hi1+x2hi2+ oot xnhin' (1.2.3c)

parai = 1,2,...' n"'k-

Podemos = portanto, descrever um c6digo linear gerado por

G em uma maneira alternada como segue: x € uma palavra cédigo,

cddigo gerado por G se, e somente se)
matriz H & chamada de matriz de verii

Se a matriz geratriz de um
da equagao (1.2.2d), entdo a matriz d

te codigo é

a11 a9 -« Aqp 1000

a21 Agp s Aoy 0100
H = L ] . .

an-k,1 “'an—k,k 00000

[At/In_k], onde At € a transp

As equagoes de verificacao
também ser obtidas de H. Isto pode se

X = (x1, Xog eens xn) é a palavra c6di
u = (u1, Upy eoer W)y onde u; = X;0 E
Desde que x.Ht = 0 ou H.xt =

xk%j = a1jx1+a2jx2+ eoe + aijk

no
X.H = 0. A
icagdo de paridade de cddigo.

t

0 ou, H..xt

c6digo sistematico é da forma

le verificacao de paridade des-

(1.2.34)

bsta da matriz A.

de paridade de (1.2.2g) podem
Se

(go correspondente a mensagem

r visto como segque.

ara i=1,2,...,k.

0, entdo nos temos:

a1ju1+a2ju2+ oo + ay 5 U
para j=1,2,...,n-k que & exatamente o
de (1.2.29g).

(1.2.3e)
conjunto de tddas as equagoes
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Exemplo 1.2.4 - Considere a matriz geratriz do ekemplo
1.2.2. A matriz H & dada por
101100
H = 110010

011001

Como H.xt = 0 entao as equagoes de verificagao sao dadas
por

I X1 +X3+X4

X1 +X2+X5

l Xy +Ra+Xe

Se a mensagem € (1 1 1), entdo a palavra cdédigo corres-
pondente sera (1 1 1 0 0 0).

Observagao. - A matriz gerjatriz G e a matriz de verifi-
cacdo de paridade de H, de um codigol podem ser escritas também na
forma

¢ = (/A% e H=[A/I_0.

1.2.4 - Propriedades de um|CO0digo Linear.

(i) x = x1,x2,...,xn €é uma palavra codigo se, e somente

se, H.x® = 0 (1.2.4a)

(ii) Usualmente a matriz de verificagao de paridade H
& uma (n-k)xn matriz da forma

H = [A/In_k] , (1.2.4Db)
e como ndés ja vimos, existem 2k palavras codigo satisfazendo a
equagao (1.2.4a). (isto & verdadeiramente igual embora que H nao
tenha esta forma, contanto que H tenha n colunas e n-k linhas 1li-
nearmente independentes). Quando H tep a forma (1.2.4b) as pala -
vras codigo aparecerao assim:

) / \ 7
mensagens digitos redundantes
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(iii) A matriz Geratriz.

Seja a mensagem u = Uy, u

2f+++sUp, cuja palavra codigo
correspondente é x= x

1X2"'Xn' Primeiro, xi=ui para i=1,2,...,k,

X u
) Y,
S S , Ik = matriz identidade - (1.2:4¢)
*x Uk

Entdo de (1.2.4a) e (1.2.4b) temos que

X1 Xkl 1 X4
) : k2 Xy
[A/ In—k] 3 . = 0 I3 e . = A .
Xn Xn Xk
usando (1.2.4c), temos
k41 e
) )
) = -A (1.2.44d)
xn uk

No caso binario -A = A.

Colocando (1.2.4c) no topo de (1.2.4d), temos que

1 u1
X

2 . u2
) = | Tk .

* A .
X

n uk

e transpondo, obtemos.

X = u.G (1.2.4e)
onde, G = [Ik/At] (1.2.41)




-17-

(iv) Os parametros de um

A palavra cddigo x = X Xy
onde n também & chamado de comprim
tem n-k linhas linearmente independ

digo, k & chamado de dimensao do c&q

(v) Outras matrizes gerat:

de.

Um codigo pode ter varias
pois um subespa¢o pode ter mais de u

1110
0101

4

codigo.

e X é dita de comprimento n,

H
. k -
entes, existem 27 palavras co

ento do bloco cdodigo. Se

iigo.

riz e de verificagao de parida-

matrizes geratriz diferentes,
ma base.Por exemplo:

Ambas sdo matrizes geratriz do cddig

forma sistematica e a outra nao, as
valentes. De fato,

armente independentes tomadas de um

como as linhas de uma matriz geratri

Uma verificacao de paridads

linha h tal que h.xt

0 para todas

tao, similarmente, algum conjunto max

de linearmente independente pode ser
de verificagao de paridade H de ¢.

Por exemplo,
1010 0111
1101 1101

’

ambas sao matrizes de verificagao de

(vi) Linearidade.

Se x e y sao palavras de um

t

sao, porgque H(x#y)t = H.xt4H.y = 0.

po binario, entdo cx € também uma palg

t

H(_cx)t = cHx ™ = 0.

Definigdo 1.2.2 - O peso de

algum conjunto m

o [4,2] embora uma esteja na
duas geram codigos [4,2] equi-
aximo de palavras codigo line-

dado c6digo, pode ser usado

»

4

para esse codigo.

D
-

num cédigo ¢ € algum vetor
as palavras codigo de xec¢. En-

cimo de verificagao de parida-

usado como as linhas da matriz

paridade do cdédigo [4,2].

codigo, entao x%y também o

[«

.

e ¢ € algum elemento do cor-

wra codigo, porque

um vetor cédigo € o numero

de posigées nao nulas do mesmo e é dewotado por Wt(x).

Exemplo 1.2.5-  Wt(1011)

3, Wt(01011111)=6.
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Definigcao 1.2.3 - A distar

res com O mesmo nimero de componente

os dois vetores diferem, e € denotad

sao vetores.

101
= 3

Exemplo 1.2.6 - Se X

a distanicia dada por dist(x,y)

Observacoes: 1) - O codigo

sera denotado por I[n,k,d]}.

2) - A distan
é o peso minimo de qualquer palavra
3) - dist{x,y

Definicdo 1.2.4 --A interse

€ um vetor dado por x*y = (X,¥4, X5y
Exemplo 1.2.7 - Se x = (1
x*y = 0010.
3. CODIGOS DE HAMMING. [05

Os codigos de Hamming de c
mam uma classe importante de codigos

decodificar. Veremos apenas os co6dig

cia(de Hamming)entre dois veto
s, € o numero de posic¢les onde

o por dist(x,y), onde x e y

1

ey 0101 entdo, temos que

[n,k] com distancia minima d

cia minima: de um cédigo linear
codigo (nao nula).
] Wt (x-y) .

¢ccado de vetores binarios x e y

-
Lo

b p ey xnyn)

011) e y (0110), entao

]

drrecao de um Gnico erro, for-
que sdo faceis de codificar e

os de Hamming binarios.

codi
2) tem
ridade H, cujas colunas consistem de

Definigcao 1.3.1 - Um

2

=

de comprimento n = 251 (r

nulos, de comprimento r, cada um usad

In = 25-1, k = 2¥-1-r, d= 3] cédigo.

Exemplo 1.3.1 - O cbédigo de

a matriz de verificacao de paridade

060001111
0110011
1t010101

go de Hamming binario L,

matriz de verificacao de pa-

14

todos os vetores binarios nao

O uma vez. Cr é um

Hamming {7,4,3] ou Er tem
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Observamos

. T r
colunas disponliveis, a saber. os 27 +1

que se H tem r linhas, existe apenas 251

vetores binarios nao nulos

de comprimento r. Podemos obter H na forma H = [A/In_k], basta

pegarmos as colunas numa ordem diferente.

1

0 1
101

Hl

No geral H'

[A/Ir], onde
pelo menos dois 1's. Entao He H', n

matriz geratriz G & dada por

000
100
010

0
1
1
0011

O O O =
_— e O
-_ O e -

facil

4., 0 CODIGO DUAL. [11]

Definicao 1.4.1 - Se u u

sao vetores (com comprimento sobre o

definido como u.v = u1v1+u

19293

Vateooed+U V
2°2 nn

A contém todas as colunas com

os dao cdodigos equivalentes. A

de ver que a distancia minima do codigo & 3.

VoVaeeoV
17273 n
corpo F) o produto escalar &

selU Vo=V

, (avaliado em F),

Exemplo 1.4.1 - Seja u = 1301, v= 1111, entao, temos
que u.v = 1+140+1 = 1.
Observagoes: 1) - Se u.v 5 0, u e v sdao chamados orto-
gonais.
2) - Para vetores binarios u.v=0 se, e so-

mente se, Wt(x*y) é& par, u.v

Também, u.u = 0 se, e somente se, Wt(u

1 se, e

somente se, Wt(x*y) & iImpar.
p

) e par (x*y: (X,]y,l Jeee ,Xnyn)) .
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Definigao 1.4.2 - Se ¢ & um [n,k] cddigo linear sobre F,

seu cédigo dual ou ortogonal ¢* & o conjunto de vetores que sio or-
togonais a toda palavra codigo de ¢|.
¢+="{u/u.v = 0, Yveol.

Entdo pelas propriedades de um cddigo linear ¢+ é exata-

mente o conjunto de todas as verificagoes de paridade em ¢. Se ¢
tem a matriz geratriz G e a matriz|de verificagao de paridade H,

entdo ¢! tem a matriz geratriz igual a H e a matriz de verificacgdo

& 1

de paridade igual a G, pois G.H = T. Ent3o ¢% & um [n,n-k] cdédigo
e & o subespago ortogonal de ¢.
Exemplo 1.4.1 - Seja ¢ £ [7,4] que possue a seguinte ma-

triz de verificagao de paridade

0111100
H = 1011010
1101001
e a matriz geratriz
1000011
G = 0100101
0010 10
0001 11

com as seguintes palavras codigo:

0000O0O00O 0001111 0101010 1101001
1000011 1100110 0110011 1011010
0100101 1010101 0011001 0111100
0010110 1001100 1110000 1111111

0 seu dual ¢1 = [7,3] tem al seguinte matriz de verifica-
cdo de paridade H' = G e matriz geratriz G' = H com as seguintes
palavras codigo.

0000O0O0CO 1100 11

0111100 10101

1101001 0001111
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5. CONSTRUCAO DE NOVOS COD

IGOS ATRAVES DE CODIGOS

VELHOS.[11].

Dados um ou mais codigos,
tros novos cbdigos através dos codig

de construcao.

1.5.1 - A Construcdo |u]l.

podemos entao, construir ou -

os dados. Veremos alguns casos

u+v].

pado um codigo ¢1 = [n,k1]
mo comprimento, nos podemos formar
de todos os vetores |u||u¥v|, ue¢1,
- Se u = uqu,.
|u||vﬁ denota o vetor u,u,...u v,v,.

Observagao.

Exemplo 1.5.1 - Seja ¢1
¢, = [4,1] codigo repetitivo. Sejam

de ¢1 e ¢2, respectivamente,
1001
G, = 0101
j e G2 - 1
0011 ;
As palavras cdédigo de ¢4 ©
¢ %2
0000 00O00O
1001 1111
0101
0011
1100
1010
0110
11T 11

e um codigo 95 =[n,k,] de mes-
m novo codigo ¢4 consistindo
ve¢2.

e v = v,V , entao

VaeooV
17273 n
<oV de comprimento 2n.

I.u
n

[4,3] cOdigo de peso par,

G, € G, as matrizes geratrizes

1 2

11 1]

sao respectivamente,

¢

Pela construcdo |ul|usv],

go com as seguintes palavras codigo.

ue¢1 e ve¢2 obteremos um codi-
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0000O0O0OO0CDO
00001111
10011001
10010110
01010101
01011010
00110011
00111100
10101010
170100101
11001100
171000011
01100110
01101001
11111111
11110000
que & cddigo ¢3 = [8,4].

1.5.2 -

Adicao de uma Verif

icacao de Paridade Global.

Suponha que temos ¢ =
gumas palavras cédigo tem peso iImpar.
cédigo §, adicionando um zero no fing
peso par, € 1 no final de toda palavn
$= I

palavras cédigo tem peso par, isto €,

forma, obteremos um novo codigo

verificagao de paridade x14x24x3+...
Se

a matriz de verificagao de paridade

111 1

3 . .

In,k

¢ tem a matriz de veri

,d] cbdigo binario, em que al-
NOs podemos formar um novo

1 de toda palavra cdodigo de

a codigo de peso impar. Desta
n¥1,k,d+1] em que todas as
satisfaz a nova equacdo de
n+1 0.

ficagao de paridade H, § tem

X
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Exemplo 1.5.2 - Seja ¢ = |[

0111100

entao

O O e
O - O
O O O =

1
1
1
0

- e O -
-_ ) e -
- e wd e
- O O =

7,4,3] que € L4 com

com as equagoes de verificacao de paridade

/
x1+x2+x3+x4+x5+x6+x7+x8 = 0
x2+x3+x4+x5 = 0

0

x1+x3+x4+x6

X +x2+x +X

PrRQ Xy Ry = 0

[

Observamos que o novo codi
do de cddigo extendido de  Hamming.

Observacao.- Num codigo bi

go § € o [8,4,4] cbdigo, chama-

nario, ou todas as palavras

cdédigo tem peso par, ou metade tem peso par e metade peso impar.

1.5.3 —-Furando um C6digo pela Eliminagao de Coordenadas.

Este processo & consideradg o inverso da extensao de um

codigo, e consiste em eliminar uma oy mais coordenadas de cada pa-

lavra cédigo, de um codigo.

Observagao. - O coédigo fur%do é denotado por ¢*.

Exemplo 1.5.3 - Seja o codligo ¢= [3,2,2], cujas palavras

codigo sao:
000
011
101
110

Eliminando as ultimas coordenadas de cada palavra codi-

go obtemos o codigo ¢* = [2,2,1] cujas palavras codigo sdo:




P N = I =)
- O = O

Ny ¥

Observagao. - No geral, cada vez que uma coordenada de

cada palavra codigo € eliminada, n diminui para 1 e o numero de pa

lavras coédigo permanece o mesmo, Ser

geral diminui por 1.

1do que a distdncia minima d em

1.5.4 - Expurgando pela Eliminacdo de Palavras Cdédigo.

Seja um codigo ¢= [n,k,d]
vras codigo de peso par e Impar. Se

linear binario e tenha as pala

expurgarmos ¢ pela eliminagao

de palavras codigo de peso par, entdap obteremos um-codigo

¢! = [n,k-1,4'], onde 4’

Exemplo 1.,5.4 - Seja Ly =

2 d.

[7,4,3] um cdédigo, onde H esta

na forma sistematica, este cdodigo possui as seguintes palavras co-

digo:

- O e e e OO0 O = eam a0 0 -0
e Y = JUPEE S S e TP S S o T o I = I = TP S = B e ]
- e A O e e OO0 = 0 0O = O O O

_ e A O O a0 0 =20 0O O O

1

N S S o T o T < S G G, S Y G i Y = R S

O O = O = = O O = O = O = = O

1

se tirarmos as palavras c6édigo de pesq impar, obteremos um
$' =(7,3,4] cbédigo.
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1.5.5 - Incrementando peljg

Adicdo de Novas Palavras Co-

digo.

Este método consiste em aqgr
(cujos comprimento sao "1"), desde qu
da seguinte maneira: - Pegamos as pal
lho e a sequir fazemos a unido com o
que iremos obter, adiconando a cada p
lho, a palavra 1, isto &€ o mesmo que

na matriz geratriz. Entdo ¢(8) = ¢ U

escentar a palavra cédigo 1
e ela ndo esteja no codigo,
avras codigo, do coédigo ve -~
conjunto de palavras cdédigo
alavra cédigo, do cédigo ve-
acrescentar uma linha de 1's

1+ ¢},

Desta forma, se tinhamos um ¢ =[n,k,d] cdédigo, entao,

obteremos um ¢(a)=[n,k+1,d(a)] codigo

d' é o peso maior de qualquer palavra

Exemplo 1.5.3 - Seja o codi
vras cédigo sao:
000
011
101
110
Incrementando o codigo com
remos o codigo
00

O O b m @ O
O = O e s O =
MO o T o NP S o TS G G o

1.5.6 - -Prolongamento pela

, onde ala) _ min{d, n-d'} e

codigo de ¢.

go ¢= [3,2,2], cujas pala -

a palavra codigo 1 1 1 obte-

Adicao de Simbolos.Mensagens.

A maneira usual para prolon
adiconando a palavra cédigo 1, e enta
rificacdo de paridade global. E o mes
bolo mensagem.

gar um co6digo & incrementar,
b extender adicionando uma ve

mo que adicionar mais um sim-
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Exemplo 1.5.6 - O cédigo [16,11,4] é o prolongamento do

cbdigo [15,10,4].

1.5.7 - Redugao de um Coédilgo pelo Corte Transversal.

£ a operacdo inversa do processo de prolongamento, basta

pegar as palavras codigo que comegam com Xy = 0 e eliminar a coor-
denada X,

Exemplo 1.5.7 -~ 0 cédigo [{15,10,4] & a redugao do codigo
[16,11,4].

NOs ilustraremos estas seis Ultimas operagOes na Figura.

1.5.7, usando um codigo de Hamming.

Codigo Extendido de Hamming
(2, 2%-1-r,4]
[16,11,4]
z
o
'%2<;
o %
)
3
Cédigo de Hamming Ly 2. Subcodigo de Peso Par Ly
58}
[zr_1’2r_1_r,3] [2°=-1,2 ~2~x,4]
r=4 [15,11,3] A [15,10,4]
s
S|
et
0
2
[

Fig.1.5.7 - Variag¢Oes sobre|um COdigo de Hamming.
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6 - CODIGOS PRODUTO. [11]

Definigcao 1.6.1 - Se A =

€ uma matriz nxn sobre alg)

B =(bij)
ker de A e B @ a matriz mn x mn obtid

aij.por ‘aij;B' Este produto e escrii

2

..) €& uma matriz mxm

e
1]

hm corpo, o produto de Kronec-
la substituindo cada elemento
fo por A(x)B. Simbolicamente,

nos temos A@B = (aijB).
10 11
Por exemplo, se A = e B =
01 10
1010

A®B = e BEA = 01

00 1 ' 10

0010 01

Isto mostra, que no geral A(X)B # B

E possivel pela combinacao
ter um cddigo mais poderoso, isto €&,
para detec¢do e corregao de erro. Uma
digos nos da o cddigo produto, que te
gir erros aleatorios ou em pedacgos.

Um digito de verificacao de
- paz de detectar todos os erros Unicos
paridade & muito usado em computadore
gitos de informacao escritos na forma
do na figura abaixo, com um digito gl

de sobre cada linha e cada coluna.

)A.

de dois ou mais cdédigos, ob-
codigo com capacidade maior
destas combinag¢des entre coO-

m a vantagem de poder corri -

paridade sobre um vetor & ca
. Este tipo de verificacao de
s. Agora, consideremos os di-
retangular como esta mostra-

bbal de verificacao de parida

Digitos de

Informacao

3

¢
¥

Jerificacao

sobre Linhas

Verificacao

sobre Colunas

\

q

[w

rerificacao

sobre Verificacao

Esta iteragao de um codigo ¢
dade, é capaz de corrigir todos os ery
co erro ocorre, as linhas e colunas em

do pela falha de verificagao de parida

om uma verificac¢do de pari-
os uUnicos, porque, se um uni
que o erro ocorreu € indica
de.
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Este codigo tem a distancia
gir um Gnico erro e detectar dois en

unidades de fitas magnéticas utiliza

Exemplo 1.6.1

1101 04) 1
10001f{ 0
10110} 1
1000 0f 1
T1 11111
01001 0
110110

O coédigo produto

Se A e
codigos lineares sobre GF(q) (GF(gq) é
mentos, onde g é
nha por simplicidade, que os simbolos

ros k, simbolos de A e os primeiros K

1

Definigao 1.6.2 - O produtg

1k2
njxn2 arranjos construido como segue:

[n,n,,k ,d4d,] coédigo, cujas palavr

.

ros. Este cddigo € usado

2

minima 4 e & capaz de corri-

nas

das em computadores.

desta forma & um cé?igo linear.

B sao respectivamente, [n1,k1,d1] e [n2,k2,d2]

um corpo .finito com g ele -

um namero primo ou uma poténcia de primo). Supo-

de informagao sao os primei-
simbolos de B.

direto A @B é um

as codigo consistem de todos

k

2

v

v

)

" Simbolos de

Informacao

Verificacao

Sobre Linhas

Verificacao

Sobre Colunas

Verificacgao

Sobre Verificacao

0 canto superior esquerdo cq

formagao. As primeiras k. colunas sao

2
tenga a A, e em seguida as linhas sao
pertenca a B. Isto,é também chamado o

e B e & simplesmente chamado de cddig

lavras cOdigo de A, e as linhas sao p4q

mtém os k.k

1% simbolos de in-
escolhidas de modo que per -
complementadas de modo que
A

produto. As colunas sao pa-

produto de Kronecker de

lavras codigo de B. Tambem
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podemos construir os arranjos de modo contrario, isto &, primeiro

as linhas e depois as colunas.

Exemplo 1.6.2 - O produto |direto do codigo binario
[3,2,2] com ele mesmo é o cbédigo [9,4,4] consistindo dos 16 arran-

jos mostrados a sequir:

[3,2,2] x [3,2,2] = [9,4,4]
000 0 0 000
01 1 1 1 10
011 1 1 110
11 11 0 1 01
0 1 001 1 0
00 1110 1 01
1 101 1 1 1
0 011 1 1 1
10 0 0
1 110 1 0 11
00 0 1 0 1

1710 101 0 1|1 000

onde cada arranjo & da forma:

A4

‘-o————kz

— N

Por exemplo.

—n2 ‘

—r

Y 0%0 |o
k
1

T 0 |

[

Observamos que cada arranjo|corresponde a uma palavra co

digo, assim temos as seguintes palavrgs codigo:
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[ WP W (e G S (R S S o I o Bl e T o N o TN « BN o 2 o
B e a0 00 0 0 A s a0 0 0O O
© O O O =4 444 3 53 a0 O O O
TGN = T — SR G S = S < YR G I o S G G = I =

Calculemos agora a matriz

A = B. Temos que

- O = O L 0O -0 0O = O =m0 = 0O
[ JRP SN o I o JRPS S U S o S < ST G S o SR G G
[ N = NPT S Y o T o YR QAT (U O O S o SR G O T =)
O = O =2 =2 0O 2 O O O = O = O = O
O == 0O = 0O O = a2 a2 O O O =2 = O

g

G1 - 1 0 1
i 0 1
entio
01000 1
G = G1(:)G2 - 17100000
001011
00011040

Se calcularmos as
geratriz do codigo produto,

verificaremos que as palavras codigo,

tilizando os arranjos.

palavras

isto &, u

Exemplo 1.6.3 - Seja A = [3
G, = 1 0 1 | 1
o 1 1 G, = 0

eratriz de G A@B, onde

- O - O
-_— e ed =D

codigo utilizando a matriz
tilizando a equagao x =u.G,

serdo as mesmas obtidas u-

,2], B = [4,3], onde
0 0 1
0 1
0 1 1

as palavras codigo de A e B sao respectivamente,
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1 0 1 1 0 0 1
0 1 1 0 11 0 1
1 1 0 0 0 1 1
0 0 0 1 1 0 O
1 0l 1 O
0 11 1 0
1 11 1 O
0 01 0 O
Os 64 arranjos sao:
0000 0000 0000 0000 0000 Qo000 0000 0000
0000 0110 0101 1001 0011 1100 1010 1111
0000 0110 0101 1001 0011 1100 1010 1111
1111 1111 1111 1111 1111 1111 1111 1111
0000 1111 0110 1010 1100 0011 0101 1001
1111 0000 1001 0101 0011 1100 1010 0110
0110 0110 0110 0110 0110 0110 0110 0110
0000 1111 0110 1010 1100 0011 0101 1001
0110 1001 0000 1100 1010 0101 0011 11117
1010 1010 1010 1010 1010 1010 1010 1010
0000 1111 0110 1010 1100 0011 0101 1001
1010 0101 ~ 1100 0000 0110 1001 1111 0011
1100 1100 1100 1100 1100 1100 1100 1100
0000 1111 0110 1010 1100 0011 0101 1001
1100 0011 1010 0110 0000 1111 1001 0101
0011 0011 0011 0011 0011 0011 0011 0011
0000 1111 0110 1010 1100 0011 0101 1001
0011 1100 010d 1001 1111 0000 0110 1010
0101 0101 0101 0101 0101 0101 0101 0101
0000 1111 0110 1010 1100 0011 0101 1001
0101 1010 0011 1111 1001 0110 0000 1100
1001 1001 1001 1001 1001 1001 1001 1001
0000 1111 0101 1010 1100 0011 0101 1001
1001 0110 1100 0011 0101 1010 1100 0000
Como cada arranjo € uma pallavra cddigo, entao temos as
seguintes palavras codigo:




~32-

000000000000 1100000011100
000011001100 110011110011
000001010101 1100011011010

000010011001
000000110011
000011001100
000010101010
000011111111
111100001111
111111110000
111101101001
111110100101
111111000011
111100111100
111101011010

110010100110
110011000000
1100001111111
1100010101001
110010010101
001100000011
001111111100
001101100101
001110101001
001111001111
00110011Q000
001101010110

111110010110 001110011010
011011111001 010100000101
011000000110 010111111010
011001100000 010101100011
011010101100 010110101111

011011001010
011000110101

010111001001
0101001100110

011001010011 010101010000
011010011111 010110011700
101000001010 100100001001

101011110101
101001101100
101010100000
101011000110
101000111001
101001011111
101010010011

100111110110
100101101711
100110100011
100111000101
100100111010
100101011100
100110010000

Calculemos agora a matriz 1eratriz G = G1(:)G2

10010000100 1
010100000101
1001100000011
"~ 1000010011001
000001010101
00000011001 1
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Também podemos notar que:

codigo utilizando a matriz geratriz

mesmas palavras codigo obtidas com
Poranto, o produto A (X) B

k

go [nyny,Kk,,

d1d2] cujas palavras

n,xn, arranjos em que as colunas pe

cem a B.

Teorema 1. [09]

- se calcularmos as paiavras
do co6digo produto obtermos as
O0S arranjos.

é definido como sendo o codi-
codigo consistem de todos  oOs

rtencem a A e as linhas perten

- O peso minimo do produto de dois codi-

gos € o produto dos pesos minimos destes cdodigos.

Prova. - Se um coédigo tem
so minimo Wy, um vetor no cdédigo produto deve ter pelo menos w
elementos nao nulos em cada linha g

e pelo menos w, elementos nao nulos

peso minimo w, e outro tem pe

1
e contém um elemento nao nulo,

em cada coluna, que contém um

elemento ndo nulo, portanto, o cédigo produto, pelo menos tem

WiW, elementos nao nulos.

No proximo capitulb estudan
lineares que sdao chamados de Codigos

emos uma familia de cdédigos
de Reed-Muller.




CAPITULO II

0S CODIGOS DE REED-MULLER

1. Introdugdo. - Os c0digos de Reed-Muller formam uma
familia de codigos antigos e bem conhecidos na literatura da Teo-

ria da Codificagao e tém como vantagem, a facilidade de codifica-
gao.
Neste capitulo estudaremos os codigos de Reed-Muller ou
(RM), as propriedades basicas, sua donstrugao e o produto entre
dois codigos de Reed-Muller. Sera mostrado através de exemplo,
também neste capitulo que o produto de dois cédigos RM, nem sem -
pre é um c6digo RM, mas que pode ser| considerado como um subcodi-
go de um codigo de RM de ordem maior|

2. Fungbes Booleanas. - Definiremos os codigos de Reed-

Muller em termos de fungoes Booleanas.
Seja v = (v1, Vo eeey vm) uma m-upla binaria escolhida
sobre Vm que €& o conjunto de todas a$ m-uplas binarias.

Definicao 2.2.1 - Uma funcao f(v) = f(v1,v2,...,vm) que

toma os valores 0 ou 1 & chamada de fungao Booleana. Tal fungao
pode ser expecificada por uma tabela|verdadeira que da os valores
de £ em todos os 20 argumentos.

Exemplo 2.2.1 - Seja m = 3, uma fungdo Booleana que &
especificada pela seguinte tabela  verdadeira.
vy = 00001111

vy = 00110011
v, = 01010101
£f =00011000
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A ultima linha da tabela |[da valores tomados por f, e é
um valor binirio de comprimento n = 2™ que é denotado por f.

Um coédigo consistira de todos os vetores f, onde a fun-

c¢ao f pertence a uma certa classe.

Observacao. - Como a ultima linha da tabela verdadeira '

. . . . . m ~
pode ser satisfeita arbitrariamente| temos que existem 227 funco-

es Booleanas de m variaveis.
As operagoes de ldogica usuais podem ser usadas para fun
coes Booleanas. Sabemos que as operacdes usuais sao:
f EXCLUSIVO OU g = f + g

f E g:f.g
f ou g =f +g + f.g (2.2.1)
NZO £ =F =1+ ¢

0 lado direito destas equagoes define as operagées em
termos de fungdes binarias.
A funcdo Booleana f da exedmplo 2.2.1 pode ser escrita
da seguinte maneira: '

f = v1v2'\73 ou 51"2v3, usaqdo as equagdes 2.2.1, temos:

f = v1v2v3 + v3v1v2+ v1v2v3v3v1v2
= v1v2(1 + v3) + v3(1 + v1)(1+ v2)

+ V,V,V

=V Vy 4 VU,V 4+ Vo ok VRV, 4 ViV, 1VaV3
= V3 + V,V, + VoV, + VoV
- 2 ,
Observagoes: - 1) Note que Vo= Vi, Vl

2) e claro que gqualquer fungao Booleana

. m L ~
pode ser escrita como a soma de 2 fungoes.

1,v1,v2,...,vm,v1v2,v1v3,...,vm_Jvm,v]vz,...vm (2.2.2)

com os coeficientes que sao 0 e 1. Cgomo existem um total de 22"
fungdes Booleanas, todas estas funcgOgs devem ser distintas. Em
outras palavras, Os 2™ vetores corregpondentes as fungdes(2.2.2)

sdo linearmente independentes.

Definicdo 2.2.2 - A forma normal disjuntiva de uma fun-

gao Booleana & dada por
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V..
r

Exemplo 2.2.2 - £ = V3V

normal disjuntiva.

i i

.y im)w1 o o .Wmm 4 ‘Onde

v2+v3v2+v3v1 esta na forma

Teorema 1. - Qualquer funcao Booleana f pode ser exten-

dida em poténcias de v, como

a
f(v1,...,vm) =—Z g(a)v1j
aev
onde os coeficientes sao dados por
g(a) =T f(b,,...,b)
bca L m

onde be a significa que os 1's em b
em a.

Verificando para m 2,
f(v1yy2)=f<o,0)(14v1)(14v2)+f(o,1

;f(1,1)v1v2
=£(0,0)1+ {£(0,0)+£(1,0) }v

4{fX0,0¥E(1,0)4f(1,1)}v1

3. Codigos de Reed-Muller

Definigao 2.3.1 - O codigo

r-ésima ordem, R(r,m) de comprimento

o conjunto de todos os vetores f, ong

cao Booleana, que € um polindmio de g

Exemplo 2.3.1 - Seja m=3,

Muller de primeira ordem de comprimen

lavras codigo.

1+a1v1+a v

ag 2

otas3Vvy, a; = 0 ou 1

(2.2.3)

(2.2.4)

sao um subconjunto dos 1's

) (14v )V +E(1,0) vy (14+v,) +

JAE(0,0) +£(0,1}v,+

V2,

[09]

binario de Reed-Muller de

n=21, para 0 S rs m €

le f(v1,v2,...,vm) € uma fun
rau no maximo r.

r=1. Entgo o codigo de Reed-
ton = 8, consiste em 16 pa-

lbi':

0,1,2,3.
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As 16 palavras cédigo sao

0 00O0O0O0|O0

£ 0000 1|1

v, 00110}0

V4 010101

VotV 00111
V,+Vs 0101110

vV +V, 011001
VitV +Vg 0110710
1 111111

l+v3 111100
1+V2 1100 1
1+v1 101010
1fv2+v3 110000
1fv1fv3 101001
1fv1fv3 100110
1+V1+V2+V3 100107

Fig. 2.3.1 - Palavras

Observacao.- Podemos notar

00
11
11
01
00
10
10
0 1
11
00
00
10
11
01
01
10

codigo de R(1,3).

escritas na Fig.2.3.1,abaixo,

que R(1,m) & sempre dual de

um coédigo extendido de Hamming, e que todas as palavras cddigo de

R(1,m) exceto 0 e 1 tem peso =1,

No geral o c6digo RM de r-ésima ordem consiste de todas

as combinacdes lineares dos vetores ¢

1,v1,...,vm,v1v2,...,v5v3,...,v

m—1vm'
Entao estes vetores formam uma base 4

Existem k = 1 + (T) + (g) +
binarios, e sdo linearmente independe

do codigo.

Exemplo 2.3.1 - Seja m = 4
res basicos para os codigos de Reed-M

mostrados na figura 2.3.2.

o codigo.

P i I

i
ntes. Entao k

0
é

(;)

m
1
a

1ller de comprimento

orrespondentes aos produtos

... (até o grau de ordem r).

vetores

dimensao

antdo os 16 possiveis veto -

16 sao
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O 0O O O olovo o

Fig.2.3.2 - Vetores basicps para codigos de Reed-Muller
de comprimento 16.

Os vetores basicos para cddigos de Reed-Muller de r-ési-

ma ordem de comprimento 16, R{r,4),|sao:

ordem r Linhas de|Fig.2.3.2
0 1
1 1 a| b
2 1T al 11
3 1 al 15
4 todals
Exemplo 2.3.2 - R(2,4) tem como matriz geratriz G, as

linhas de 1 a 11 da Fig.2.3.2 e possui 211 palavras codigo que
siao obtidas, fazendo todas as possiveis combinac¢des lineares com

as linhas de G.

Exemplo 2.3.3 - O codigo R{2,3) possui a seguinte matriz

geratriz G.
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11111111 |1
00001111 | vy
00110011 | v,

G = 01010101 | v,
00010001 | v,v,
00000101 | v,vh
00000011 | v,vj

possuindo 27 palavras codigo, que sao obtidas fazendo todas as

possiveis combinag¢Oes lineares com as linhas de G.

Os codigos de Reed-Muller |de comprimento 2

m+1 podem ser

obtidos simplesmente de cddigos de Reed-Muller de comprimento 2m,

usando a construcgao |u||u+vl (veja 1.
Observemos que o codigo ¢4
usando os codigos ¢, = [4,3] e ¢, =|I

5.1).
construido no exemplo 1.5.1
4,11 é o cbdigo ¢3 = [8,4] =

R(1,3), cddigo de Reed-Muller de primeira ordem.

Teorema 2» RI(r+1,m+1) = {|

ullu#vl:u eR(r+1,m) ,veR(r,m)}

Prova. - Pela definigdo, uma palavra cddigo tipica £

em R(r41,m41) vem de um polindmio f(v1,..,v

mo r+1. NOs podemos escrever:

f(v1,.f.,vm+1

grau{(g) S r+1 e grau(h) s r.Sejam g ¢

) = g(V1,..-,Vm)+V

M+

d rau no maxi-
m+1) e gra ax

h(v1,...,v ), onde

h os vetores ( de compri -

mento 2M) correspondendo a 9(V1,...,vm) h (v1,...,vm). Naturalmen

te g € R(r+1,m) e h € R(r,m). Mas ago

Vv
m+1

respondentes (agora de comprimento 2

h(v A ) como polindmios em v

se f(v1,...,vm) é uma funcao‘Booleana

vetor binario correspondente de compr

m+1

de comprimento 2 correspondente a

m1) = VpEW

h(vgreeesv
mente. Portanto, f = [gl]gl%!Ollhl.

reeepV ) Sa0

Observacao.- Existe uma rel

m

ra, considere g(v1,...,vm) e
l,...,v . 0Os vetores cor -
) sdo |g|lg] e |o]|n]. Pois
de m variaveis e se f é o
imento 2m, enta3o os vetores
g(v1,...,vm+1)=f(v ,...,vm) e
!fllfl e |0|[f| respectiva-

agao equivalente em termos

de matriz geratriz. Se G(r,m) € uma m%triz geratriz para R{r,m).

Entao o teorema diz gque:
G(r+1,m) G(r+
G(r+1,m+1) =
0 G(r

h,m)

,m)
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Realmente uma palavra cédﬂgo gerada por esta matriz tem
a forma Iu’]u+v], onde ueR(r+1,m), yeR(r,m).
Exemplo 2.3.4 ~ Seja r =|{1, m = 3, entao
G(2,3) G(2,3)
G(2,4) =
0 G(1,3)
e
000011 1)1
001100 1|1
010101011
G(2,3) = 111711111
0000O0O0I1N
000O0O01O0MN
0001000HN
00001110
G(1,3) = 0011001
01010101
1111111}
Assim,
0000111100001 111
0011001 00110011
01010170101 010101
1171111111111 1111
00000011000000O0T11
G(2,4) = 0000010100000101
0001000100017 0001
00000000QO0CO0OOT1TI1T 11
00000000001 1T00O0I11
000000O0OCO0O1TO01TO0101
00000O0OO0OO0OT1T1T1T171T1T111
Observemos que as linhas da| matriz G(2,4) sao as linhas
de 1 a 11 da Fig.2.3.2.
Observagao ~ R(r,m) tem a distancia minima y R
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A figura 2.3.3 mostra as dimensoes de alguns dos primei-

ros [n,k,d] codigos RM:

Comprimento n 4. 8 16 32 64 128 256 512
m 2 3 4 5 6 7 8 9
Distancia d Dimensao k
1 8 16 32 64 128 256 512
2 7 15 31 63 127 255 511
4 4 11 26 57 120 247 502
8 1 5 16 42 99 219 466
16 1 6 22 64 163 382
32 1 7 29 93 256
64 1 8 37 130
128 1 9 46
256 1 10
512 , 1

Fig. 2.3.3 - COdigos de Regd-Muller.

Teorema 3. - R{m-r-1,m) élo cédigo dual do R(r,m) para

~ Prova. - Seja aeR(m-r-1,m)}, beR(r,m). Entao a(v1,...,vm)
é um polindémio de grau $ m-r-1, b(v1,...,vm) tem grau s r, e
seu produto ab tem grau s m-1. Portanto, ab ¢ R(m-1,m) e tem peso
par. Como ab = 0(mod2), entao Rim-r-i,m) C.R(r,mf‘ . Mas,
dimR (m-r-1,m) + dimR(r,m) = 1 + (3) 4 v+ (0 ) 1+ () +

Mn-r-1
m

ces + (r) = 2m, que implica

R(m-r-1,m) = R(r,m)L.

Exemplo 2.3.5 - Seja R(2,3)| = [8,7], entdo
| _ |

R = R{m-r-1,m}) = R(0,3) = [8,1].
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4. Cbdigos Produto de Reed;

-Muller.

[10]

Vimos no item 3 que o cddi

ordem & formado usando os vetores bas

produtos destes vetores tomando r ou

VirVore sV s2o as linhas da matriz g

uplas binarias como colunas e v, tent
1.

Sabemos que, se A &€ um [ny
[n2’k2’d2] codigo, entdo o c6digo pra
[n1n2,k1k2,d1d2]‘c6digo.

De fato A.B consiste dos n|
sdo elementos de A e as colunas Sao g
no item 3 que o cbédigo R(r,m) tem con

-
= 4

k =% (T) e a distancia minima 4
1=0 R(r,m) e B

Assim, se A

duto A.B é um codigo de comprimento
K=k, = (20 G0 22 G2 e
‘ 1=0 i=0 *
mq+Mo-=(rq+x
g = grtme=im 2)

A seguir examinaremos a rel
e R(r1+r2,m1+m2).
Para mostrar isto, provaren

pprimento n

jo de Reed-Muller de r-ésima

51cos v . e dos os
r 0,V1, Vi € todos

menos, ao mesmo tempo, onde

yue tem todas as possiveis m-

lo todas as componentes com
k1,d1] cddigo e B é um
bduto A.B € o

Xn,, arranjos cujas linhas
:lementos de B. Vimos também,

m . -
2 dimensao

’
m-r

ao .o co6digo pro-

R(r,,m.) ent
2772 mq 4y

2

n = n,n e dimensao

172

, distancia minima

acao entre R(r1,m1) R(rz,mz)

10S O Sseguinte lema:

Lema 1.
r, m o m T +To Mmq+m
g B2 s O (2.4.1)
i=0 i=0 i=0
com a igualdade se, e somente se, r,sm, e r, = m,.
Prova. - iSabemos que
, mq+m my+M2 mq4+m s
(1 + x) 1+182 - 1 1. 2)Xj’
i=0 J
e
m m m m2 m
(a0 e = 20 E (Db,
k=0 1=0

Comparando os coeficientes
. . m1 +m2
x nos desenvolvimentos (1 + X)

temos

de poténcias semelhantes de

‘ m : m B
g (1 + x) T(1+ x) 2, nds
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n . m, m m, +m
' 2
TG = O (2.4.2)
r1=0 1 1
com . 0 s~ r, S ns m,+W,
Seja r '
’ 1 m r2 m2 r1+r m .
A= I (iT), B= I%(,“) e C= ¢ (M*tmM2), Agora,
i=0 i=0 * i=0 i
m m r1{r2 m m
as=3 (;0GH = %o hgh.
0sjsry k=0 i+j=k J
O0sisr . .
. 1 1§r1,3§r2
Usando 2.4.2, C pode ser escrito da seguinte forma:
Eqtr M 10 r14r2 m, m,
i=0 k=0 i+j=k J
Mas,
m, m m, m
T ((WeH sz ((WGA.  Entdo, aB s c.
i+j=k J i+y=k J ~
iSr1,er2
A igualdade em 2.4.1 & satigfeita, gquando
m, m m, m _
D 0GH = 2 (DGH, ks|rper,.
i+j=k J ij+j=k J
i§r1,jér2
Escolhendo k = r1¥ 1, com i = Tys noés vemos que a igual
dade garante que m14 isto é,| r, + 1 > m,.Assim r, = m,.
(¢ ) =0 1 1 1 1

1
Similarmente pode ser visto

rante r m

2 2°

- Para 0 < r, ST

produto R(r1,m1)R(r2,m2) € um subcodig

Teorema 4.

1€ 6y
R(r1,m1) e R(rz,mz), respectivamente,
G4

nos, ao mesmo tempo, e as linhas da ma

Prova. - Sejam G as ma

O0s vetores u1,u2,...,um,u0 € seus

2,...,Vm2,V0

tempo. E claro que Ug Uy ees,u

v1,v e seus produtos toms

sao
mq ;
contendo todas as m1—uplas como colune
componentes

uma matriz cujas colunas sao todas as

sao 1. Similarmente \TAS
. £

que a igualdade em 2.4.1 ga

<

0 < r2

jo de R(r1¥r2,m

ny e m, o codigo

2

1+m2).

1trizes geratrizes de
e sejam as linhas da matriz
produtos tomando r, ou me -

itriz G2 os vetores

ando r,, ou menos, ao mesmo

2
as linhas de uma matriz
m1
'S € up e um vetor cujas 2
sao as linhas de
ms

m,-uplas e v, € um vetor cu

),-o-,V
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m
jos 2 2 componentes sdo 1. Além disso
R(r1¥r2,m1+m2) tem como suas linhas w
1%52
Seja a matriz geratriz do c

R(r1,m1)R(r2,m2), entao G = G1 ®G2'

seus produtos tomando r ou menos,

- Seja, a,
as

Gy = | .
a1

onde cada aj (1t 3 5 1) &€ um produto

ao mesmo tempo. Entao.

a1*G2
*
a,y*G,
G = .
X
a)*G,
Supondo a.

J - uj.]ujz.-.ujk,

linha de G2; vté,vtz,...,vtq, 1s$qgs
*

de um bloco aj , em G1 ®62 como uma

W= W . W L . W cos
mp+jq My+Jp m2+]kwt1 wtq’
E claro que o numero de pro
que r1+r2. Desta forma, cada linha de

R(r1+r2,m14m2). Também de acordo com
dlmR(r1,m1)R(r2,m2) S dimR(

R(r1,m1)R(r2,m2),é um subcodigo de R

Agora consideremos o exempl

" de
e

, & matriz geratriz

A PYRRRIL os

m1 +m2 ’WO
ao mesmo tempo.

odigo produto -

de u%s tomando r., ou menos,

1

1 Sk s r,

Ent3o a t-ésima linha

e seja a t-ésima
r2.
linha em G &

k s r,r g s Ly

dutos em w € menor ou igual
G, € um elemento de
o lema acima
r1+r2,m1+m2). Portanto,
r1+r2,m1+m2).

o de codigo produto de Reed-

Muller.
Exemplo 2.4.1 - Para algum m, ,m, R(1,m14m2)"C" R(1,m1).
R(1,m2)"C“ R(2,m1+m2), onde "C" representa o"subcodigo de".
Seja A = R(1,m1), B = R(1,m2), C = R(2,m14m2) e
c' = R(T,m1¥m2), claramente dimC = 1 (m1;m2)(m1£m2),
dimC' = 1 + (m;+my), dimAB = (1+m ) (pm,) e
: : . : : ‘ m1 +Mmo m1 +Mmo .
1 + m, + m, < (1+m1)(1+m2) S 1 + ( 1 ) { 5 ). Sejam G1 e G2 as

matrizes geratrizes de A e B, respecty

ivamente. Entao,




r

onde o & & 0 ¢ 5 ¢ 8
indicam os r uns consecutivos.
duto AB é entao,

G=G1 @ Gy=

onde 0 em G & uma (m2+1) x 2™2 matriz
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0101010101 .
1111111111

indicam r zeros consec:
A matr

2mq -1 oM

2m1-1

. 010101

. 1 1 1
2m2-1
oMp-2 om2-2

e« « « s+ +o 0101010
b e e e e« 11T 1T1T 111
ntivos e ... ) S

0O0OO0OO0OO0OOCOO G, G,

G,

oMy=2  omy-2

P

000O0G G2G2G20 0 0 0 ¢

2

0 G2 0 G2 . . . L]

G2 G2 - - . . » . L L] -
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Seja,

4 Wm_i_ ) 2m1+m2—1 2m1+m2-1

1m2 - .-'o‘fo--------fio..a__..____...__.__...___.. ______

y ) 2m1+m2-2 2m1+m2—?‘ 2m1+m2—2 2m1+m2—2
m1+m2—1 il
. 2m1+m2 .
w, = 0101010101 .. . . .010101
: 2m14m2

| W, TT111311111171.....111171

Claramente R(2,m

R(2,m1

0 sis (m1¥1)(m241), entdao podemos Vv

te

R

R(m1+

+m,) é gerado por Wi W

m1(m2+1)¥1

1

,o.o'w

1 m

W, : W,
m1 +m2 m2

w. W
m1+m2 m2—1

= W

1) (my+1) = Y0

+m2) e ger
1 m2
dois a dois ao mesmo tempo. Se R, den

ado por wo,w1,...,wm1"’m2
e seus produtos tomados
ota a i-ésima linha de G,

erificar facilmente o seguin

Entdo o conjunto de linhas de G € um subconjunto das

bases de R(2,m14m2). Portanto, A.B < (

r

-




Mas,

R(2,5) é

-7 -

Além disso, a matriz

0° R(m1+1)(m2+1)

17 R(m1+1)(m2+1)—1

W _ .
my = Rm1(m2+1)+1
wm +Mm, = R

Poranto, C'< A.B.

Exemplo 2.4.2 - Seja agora |
entao de R(1,2)R(1,3)"C" R(2,5). A mat

geratniz de C' = R(1,m1+m2)‘ &

x(1,2) e R(1,3), verifiquemos
rriz geratriz do cdédigo




G(2,5) =

As matrizes geratrizes dos

respectivamente,

0011
0101
1111

G(1,2)=

Portanto,

G(1,2)@G(1,3)=

-48~—

0000000000000000111111
0000000011111111000004¢
0000111100001111000011
0011001100110011001100
0101010101010101010101
1T1171111111111111111111
000100010001Q0001000100
0000010100000101000001
0000000001010101000000
0000000000000000010101
0000001100000011000000
0000000000110011000000
0000000000000000001100
0000000000001111000000
0000000000000000000011
0000000000000000000000

G(1,3

0000000000000000000011
0000000000000000001100
0000000000000000010101
0000000000000000111111
0000000000001111000000
0000000000110011000000
0000000001010101000000
0000000011111111000000
0000111100001111000011
0011001100110011001100
0101010101016101010101
1111111111111111111111

1111111111
0011111111
1100001111
1100110011
0101010101
1111111111
0100010001
0100000101
0001010101
0101010101
1100000011
0000110011
1100110011
0000001111
1100001111
0011111111

1100001111
1100110011
0101010101
1111111111
Q000001111
ﬁ000110011
Q001010101
go11111111
1100001111
1100110011
0101010101
N11111111

0000
0011
0101
1111

< < < < <

<

<
- O = N W o W»;

INDIN
< < < <«
Ul e W N

s

< <
NN
< <
> W

<

N
<

(%3]

<
w

<
w
< <
(8, TN

<
S

<
w

codigos R(1,2) e

R(1,3) sao

O e NS Yy
PO S N | §
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Observemos que todas as lin]
duto R(1,2)R(1,3) = [32,12] que sao p;s
matriz geratriz do cdédigo R(2,5) = [3!
R(1,2)R(1,3)"C" R(2,5).
Pelo exemplo precedente pods

R(r1+r2—1,m 4m2) é um subcodigo de R(3

nas da matriz do codigo pro-
1lavras codigo, pertencem &
2,121 . Portanto,

eria ser pensado que

:1,m1)R(r2,m2). Mas o teore-

1
ma sequinte mostra que isto nem sempre &€ verdadeiro.
Teorema 5. - Seja ry = 2, ry = 2. Entdo:
(1) - dimR(r +r,-1,m,+m,) > dimR (r,M,)R(ry,my), se my=2, my > 5
(ii) - dimR(r1+r2-1,m14m2¥ = dimR(r, ,m )R(r,,m,)), se m,=2, m, = 5
(iii) - dimR(r1+r2-1,m1+m2) < dimR(r1,m1)R(r2,m2), se m1=2, m, < 5
Prova.
m m m m m m
1,71, 1 2, , 2 2
m, m m, m, m m, m m, m
_ 1 2,1 2,1 2 1 2,1 2
—\(0 )(0 ),+(.0 )(1 )+(1 )(0 ),+(\0 )(0 )+(1 )(1 )
X v z
m, m m, m m, m m, m
; 1 2,1 2, .1 2, 1 2
+ (2)(04)+£2 YT G G+ (G ), e
t
m, +m m, +m m, +m m, +m
. ; _ 1772 1772 1772 1772 ~
dlmR(3,m1+m2) = 0 ) + ( 1 ) + 2 ) + 3 ). Entao,
LY x e AN y 7 A N Z -
Mo+,
dlmR(3,m1+m2) - dlmR(2,m1)R(2,m2) = 3 ) -t =
m. +m m, m m, m m, m
1772 1 2 1 2 2 1
= 3 ) - (2 )(1 ) (1 )(2 ) —(2 )(2 )
m, m m, m m, m m, m m, m m, m m, m
1 2, 1 2, .1 2, 1 2 1 2, 1 2 1 2
=(0 )(3 )+(1 )(2 )+(2 )(1 )+(3 )(0 )—[(2 )(1 )+‘.1 )(2 )+(2 )(2 )1
m m m, m
2, = 1 ; 2 1
Tomando m, = 2, nos obtemos: m, m,

dimR(3,2;m1) - dimR(2,2)R(2,m,) =

0,

0, se m2

>

se m2 5

0, se m, <
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£ interessante notar que a |[dist@ncia minima de
mq+my— (rq+ro) ]

-

R(r1¥r2—1,m14m2) ée 2[2 que é duas vezes a distan

cia minima do cédigo produto R(r1,m1)R(r2,m2), mas, em alguns ca-
1 2-1,m14m2). A tabela 2.4.1,
abaixo nos da a dimensao dos coédigos R(r14r ‘

sos, a dimensdo &€ igual a do R(r,+r

2—1,m1+m2),

R(r1,m1)R(r2,m2) e R(r14r2,m1+m2) para alguns valores de m, ,m,,

r, er,.

m, r, m, r, R(r1+r2,m1+m2) R(r1,m1)R(r2,m2) R(r14r2,m1+m2
2 2 2 2 15 16 16
2 2 3 2 26 28 31
2 2 6 2 93 88 163
3 3 5 3 219 209 247
3 3 6 3 382 336 466
3 3 4 3 120 120 127
3 3 3 3 63 64 64
4 3 5 4 . 466 465 502
4 3 4 4 247 240 255

Tabela 2.4.1

Mostraremos agora que o produto de dois codigos de Reed-

Muller no geral, nao & um codigo de Reed-Muller.

m
Seja R(r,,m,) = A = [n,,k,], onde n, = 2 L e
171 17 1
T ™ . )
k1 = i§0(i ) e seja R(r2,m2) =B = [n2’k2]’ onde n, = 2 e
ry M - - o
k2 = igo(i ) . Entao o codigo prodth R(rT,m1)R(r2,¢2) = A.B =
- - - m, +m,
[n1n2,k1k2] € um codigo de comprimento n = n,n, = 2 '
Sy m, rp m,
dim k = k., k, = ( Z (,).( Z7(,7)). Mas sera que existe um certo
L R

r tal que R(r1,m1)R(r2,m2) = R(r,m14m?)? Vejamos isto através de
um exemplo. Seja R(2,3) = A = [8,7] e R(3,4) = B = [16,15],

entdao R(2,3)R(3,4) = A.B = [128,105]. |Verifiquemos entao se exis-
te um r tal que 105 =.§ (Z). Sabemos que r S m, assim, os possi -
veis valores de r serééo 1,2,3,4,5,6 e 7. Entao se tomarmos r = 4

our =5 que sao os possiveis. valoreﬁ de r pois
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R(2,3)R(3,4)"C" R(5,7) obteremos 0s W

diferentes de 105. Portanto, nao exis

Logo, R(r1,m1)R(r2,m2) ndo € um codi

Podemos verificar atraves 4
R(1,2)R(1,3)"C" R(2,5) que o cédigo R
de Reed-Muller de 12 ordem, pois, na
os produtos v1v4, VoVar V3Vy ViVg, V
um c6digo de Reed-Muller de 23 ordem
ViVay VqV3, VoV, VyVg.

Mostraremos no proximo capi
Reed-Muller € um tipo de cédigo que s

guinte.

alores 99 e 130 que sao

te r tal que 105 = E (?).
i=0 *
go de Reed-Muller.

o exemplo 2.4.1, onde
(1,2)R(1,3) ndo & um coédigo .
sua matriz geratriz aparecem
pVes V3aVg, Mas também ndo é
pois faltam os produtos -

tulo que o cédigo produto de

ord definido no capitulo se-




CAPITULO III

cODIGOS AUTO DUAIS E CODIGO

a

D

DE ORDEM r+(r+1)m;s.

1. Introducao. -~ Estudaremo

condigdo o dual de um cddigo de peso }
digo proprio. Além disso, estudaremos
dem r#(r¥1)m,s, que sao obtidos pela
basicos de um codigo de Reed-Muller dg

Mostraremos que o codigo pr¢
codigo linear, citado acima.

2. Codigos Auto Duais. [01]

Como ja vimos no item 4 do ¢
cbdigo linear sobre F, entao o seu du:
que &€ o conjunto de vetores que sao ox
codigo de ¢ , isto €,

¢.L

= fu/u.v = 0, ‘Weod}

Definigdo 3.2.1 ~ Seja ¢ um

rio e ¢L o seu [n,n-k] codigo dual. Sﬁ

do auto dual fracamente.

Definicdo 3.2.2 — Se ¢z ¢+

Observagbes: - 1) ¢ & auto

para todo par (nao cencessariamente di
de ¢.

-

=

neste capitulo, sob qual

par esta contido no seu co-

os cO6digos lineares de or-

anexacgao de alguns vetores
3 ordem r.

rduto de Reed-Muller € um

rapitulo I, se ¢ € um [n,k]
11 ¢* & um [n,n-k] cédigo,
rtogonais a toda palavra

[n,k] codigo linear bina -

3 Wad ¢l , entdo ¢ €& chama

o codigo & dito auto dual.

dual fracamente, se u.v 8]

stinto) de palavras codigo
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é auto

2)- ¢

n/2(n deve s

mente e tem dimensao k

Exemplo 3.2.1 - Seja n= 4,
) = {0000,0101,1010,1111} podemo
¢ € auto dual.

Teorema 1. - Se ¢ € um codi
geratriz (I/A), entao ¢ também tem (-

triz.

Prova. - Qualquer matriz ge

digo auto dual ¢ €& uma matriz geratri
Na seguinte proposigao dete
¢coes ¢'L c ¢
Proposicao 1. - Se n €& par
ot ¢

[n,n-1] ent

rio [n,n-1] de peso par, entao

$=
repetitivo, possuindo apenas as palav
111 111

Prova. - Se

. . de comprimento n.

Provemos entao, que estas Qi

cem a ¢.
(i) o vetor nulo pertence a
(ii) Seja G a matriz geratr
/-a%1, isto &,

G (1

n-1

000
000
000
100

O = O O

000

0
A palavra codigo formada pe
da matriz G, & exatamente o vetor cdd
das iguais a 1. Logo, ¢l c ¢

dual se ¢ & auto dual fraca-

er par).

k 2 e

s verificar facilmente,

que

go auto dual com a matriz

At/I) como uma matriz gera-

Fatriz de verificacao do co-
z de ¢ok= 4. '

rminaremos sob quais condi -

© ¢ € um .codigo linear bina-
)

50

¢

[n,1] que € o codigo
0

¢l

ras co6digo 0 0 0 . e

has palavras codigo perten-

¢ porque ¢ & linear.

iz de ¢, na forma

|

o O O ©
S S Y

la soma de todas as linhas

E

1go cujas componentes sao to
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1

" Exemplo 3.2.1 - Seja ¢ = [4,3], entdo ¢ = [4,1] e a

matriz geratriz de ¢ e,

1001

0101

0011

cujas palavras codigo sao;
0 0

G

- O = =2 0O O -
- O =2 O = O o

- = e O = O O O
O O O = = =

1 1
- 0 seu dual ¢t = [4,1] possue
G=[11111], cujas palavras c6dig3
0000
1111
Portanto, ¢*c ¢

Exemplo 3.2.2 - Seja ¢ = [3)
¢i = [3,1] onde a matriz geratriz de ¢

101
011

cujas palavras codigo sao:

G =

000
10 1
011
110
o seu dual ¢1 = [3,1] possue a matriz

jas palavras coédigo sio:
000
111

a seguinte matriz geratriz

~

sSao:

2] com n impar, temos

é,

geratriz G' = [1 1 1], cu-

Observemos que a palavra codigo 1 1 1 ¢ ¢. Portanto,

e o.

Observacao: - Nesta sec¢ao provamos que, Se n € par e

¢ e um cdédigo [n,n-1] binario, entdo

o.

o dual de ¢ esta contido em
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Seria interessante determin
te fato acontece, e quais sao os codi
fato para outros codigos.

3. Codigo de Ordem r#(r+1)m

ar se em outros codigos, es-

gos. Estamos estudando este

[02],[04]

'S

Sabemos que os codigos de R

formados usando os vetores basicos vO

res produto destes vetores tomando r

onde VyrVoreeesV, sdo as linhas de u

m
todas as m-uplas possiveis como colun
ponentes como sendo 1.

Estudaremos agora os codigo

sao formados usando os vetores basicos

com alguns vetores produto r+1 vetore:
digos podem ser usados nos sistemas cq

Definicdo 3.3.1 - Um codigo

se é formado pelos vetores basicos ¥
tores produto destes vetores tomando 3
juntamente com alguns s vetores produf

vetores.

Notagdao. - Um cddigo de ordg

R(r,m,s).

Se G(r,m) denota a matriz psa

entao a matriz geratriz do codigo R(r)|

Gl(r,m)

G(r#(r+1)m S,m)=
’ X

onde X € uma matriz contendo alguns s

v1,v2,...vm tomando r+1, ao mesmo temg

Exemplo 3.3.1 - Para m 3,

codigo RM de segunda ordem pode ser es

eed-Muller de ordem r sao
1Viress v € todos os veto-
DU menos, ao mesmo tempo,
ma matriz geratriz que tem

as e v, tendo todos os com-

0

™

s de ordem r+(r+1) que

m,s
V LRI Y : ]
0,v1, ,vm juntamente

=]

~

D

ao mesmo tempo. Estes coO-
bm problemas de armazenagem.

€ dito de ordem r%(r¥1)m s
. 7

e todos o0s ve-~

n
- Ou menos, ao mesmo tempo,

! m, '
ro (1 S s < ‘r+1)) de r+1

AL TERRTA

2 r#(r%1)m s é denotado por

14

ira um codigo RM de ordem r,

m,s) pode ser escrita como:

vetores produtos de
o.

r=2 a matriz geratriz do

crita como:
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Vo 171111111
vy 000O01T111
v2 00110011
G(2,3) = Vs =1 01010101
v1v2 0000O0O0T1TH1
v,]v3 0000O0T1TO1
VoV 00010001

As matrizes geratrizes dos |[c6digos de ordem 1+(2) 5
I

podem ser tomados como quaisquer das |[seguintes:

171111111

G(1,3) 00001111

) G142, 1,3 =] =l 00110011
1V2 01010101

00000011

11111111

G(1,3) 00001111

b) G(1_~i—(2)3’1,3) = = | 00110011
ViV3 01010101

00000101

171111111

G(1,3) 00001111

c) G(1+(2)3,1,3)— 00110011
VaV3 01010101

0001000 1

As matrizes geratrizes dos ¢odigos de ordem 14(2)3 2
. ’

podem ser quaisquer das seguintes:

171111111
c(1,3) 00001111
| . 1
d) G(1+(2)5 5,3) =| v,v, |4 011001
! 0101010 1
V1V3
000000 11
00000101
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_ G(1,3)
e) G(1+(2)5 ,,3) =
Viva

f) G(1+(2)'3'2,3) = 1°3 =

Exemplo 3.3.2 - Para m=4, r
um cédigo de ordem 1+(2), 1 pode ser
. ’ )

Yo
V1
G(1+(2)4 4,3) = Zz
3
V4
X
onde X é algum dos vetores V Vo V4V

11111111
00001111
- 00110011
01010101
0000O0O0T11
0001T00O0H1
11111111
00001111
00110011
01010101
000O0O01TDO01
00010001

=1 uma matriz geratriz para

tomada como:

P ViV VoV, VoV, V3V,

Como ja vimos no capitulo II, item 4, que o produto

entre dois cddigos de Reed-Muller R(1
de Reed-Muller, mostraremos agora que
do tipo R(1,5,6).

,2)R(1,3) nao &€ um cddigo
R(1,2)R(1,3) € um codigo
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Vs 00000000000000001111111111111111
v, 00000000111111110000000011111111
Vs 00001111000011110000111100001111
vy 00110011001100110011001100110011
Vi 01010101010101010101010101010101
v 1111171119111111111111111111111111

00010001000100010001000100010001
00000101000001010000010100000101
00000000010101010000000001010101

G(2,5)

00000000
00000017 1¢
00000000
00000000¢

)00000000101010101010101
)00000110000001100000011
)01100110000000000110011
)00000000011001100110011

00000000000011110000000000001111

00000000¢
00000000¢

»00000000000111100001111
)00000000000000011111111

Para m=5 e r = 1 temos que uma matriz geratriz para um

codigo de ordem 14(2)5 ¢ pode ser tomada como:
7

< < < <

G(1+(2) 5 ¢,5)

<
U o W N -~ O

v
X

onde X € uma das possiveis combinagoes de 6 vetores dos ViV

ViVar VVa, ViV, VoVa, VoVu, VoVp, ViV, VaVg, V,Vg. Por exemplo:
Ve 000000000000000011117111111111111
Va4 00000000711111110000000011111111
V3 00001111000011110000111100001111
Vs 00110011001100110011001100110011
_ v, 01010101010101010101010101010101
G(1+(2)5,6’5) = Vo = TTT1TT 1111111111111 1111111111111
VaVg 00000000000000000000111100001111
V,yVe 00000000000000000011001100110011
V,]V5 00000000000000000101010101010101
v3V4 00000000000011110000000000001111
Vovy 00000000001100110000000000110011
V1vy 000000000101701010000000001010101
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que € a matriz geratriz do cédigo R(1)}

R(1,2)R(1,3) & um cédigo de ordem r+ (1
R(1,5,6) codigo. '

ST

- Para 0 < r1

produto R(r1,m1)R(r2,m2) € um c6digo ¢

Teorema 1.

R(rl,m1)R(r2,m2) # R(r1+r2,m1+m2).
Prova. O teorema 4 do capitl

< m, o codigo prg

2
+m2)0 Entao, se¢

0 < r1 2

subcodigo de R(r,+r,,m

s m1 e 0 <r D

D

.

1

G(r1+r2,m1+m2), que & a matriz geratri

e como as matrizes geratrizes para um

serao sempre submatrizes da matriz G(x
m
s < '
¥ (r+1

go de ordem r+(r+1)
m,s

), e podemos pegar qualquer urn
| : , resulta que, a
a matriz geratriz de R(r1,m1)R(r2,m2¥,

Peso Minimo de um C6digo R (x

:+1)m S isto e,

2)R(1,3). Portanto,

um
’

n, e 0 < r, sm, o cédigo
le ordem r+(r+1)m’s para
1lo ITI, nos diz que: para

duto R(rl,m1)R(r2,m2) € um
temos a matriz geratriz
z do cddigo R(r1+;2,m1+m2),
codigo de ordem r+(r+1)
_ , m,s
1+r2,m1+m2), pois

na delas para formar um codi

lguma destas matrizes sera

,m,s). [04]

Teorema 2. O peso minimo de

2m-(r41)

que € o peso minimo do codig

Prova.- Se G(r,m) denota a n
R(r,m), entao a matriz geratriz do cdd

escrita como:
G(r,m)

G(r+(r+1)mls,m) «

onde X € uma matriz contendo s vetores
tomados r%1, ao mesmo tempo.

Se v &€ um vetor de R(r,m,s) |
sdao possiveis:
caso (i) - Se v & uma combinacao linea
de G(r,m), entdo wt(v) 2 min wtR(r,m)
Se

nhas de X, entao v & um elemento de R

iy

caso (ii) - v & uma combinacao 1lir

= 2~

wt(v) 2 minwtR(r+1,m)

NOs sabemos que cada VYoo

h
b

indugao sobre r, pode ser mostrado que

VarVoress, Vo tomando r, ao mesmo tempo

m-(r+1

-

das linhas de X, entao wt(v) & 2

[oX

um coédigo R{r,m,s),

o R(r%T,m).

patriz geratriz do codigo

igo R(r,m,s) podera ser

produtos VaeVore eV,

entao os seguintes casos

r envolvendo algumas linhas
m-r
=2 ;

ear envolvendo algumas 1li -

r+1,m). Assim,
r+1)

1

- m—
sV © de peso 2 . por

o peso de algum produto
g 2™*

. Assim, se v € uma

4

—
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Assim, nds temos visto que

lavras codigo, a saber, as linhas de

L{72)

mente, gualquer outra palavra codigo
2m—(r+1)

I~
-

. Portanto, o peso minimo do

4. Dual do R(r,m,s). . [04]

D
-

(

Teorema 3.- Para todo r, m ¢
1 s s < (rT1)) o dual de R(r,m,s) & R

L
s' = ([ 7 {) - s.
G(x,m)
Prova. - Se é a
X1
e se u1,u2,...,us, sao as linhas de X|
de v1,v2,...,vm tomados r+1, ao mesmo

Suponha U, = V.,eV.ine..V.
P J v 1 32 V]r.
efinido cq

Para cada u D

J
ul
J

J
um vetor uﬁ e d

on

v

Vo .V ,
P1- P2 - Pm—(r+1)

.{PVPzru-er_(r“)} = {1,2,..,

O produto de uj e u5 £ 0 (mo

o vetor produto VieVyeoanV é de peso

m
é a matriz cu

Suponha que X 1

_ 2
obtidos tomando os produto de VarVorss

mo tempo, excluidos os vetores ué, J
Considere a Matriz
G((m-r-2) ,m)
H =
X

Suponha que B é o codigo ger

.y
b € B. Existem trés possiveils casos, g

um codigo R(m-r-2,m,s'), onde s'

caso (i) - Suponha que o vetor a & uma
nhas de G(r,m), isto &, a ¢ R(r,m). S
digo a € R(r,m) vem de um polinomio a(

maximo r. Similarmente, b(v1,v2,...,vm

s r#(m—r—1) m-1.
Portanto, a.b €R(m-1,m) e, ¢

Entao o produto de a e b € igual a 0 (

O

e

cédigo R(r,m,s) contém pa-

m-(r+1)

tendo peso 2 Igual

de peso maior ou igual que
om=(r+1)

-

odigo R(r,m,s) &

<

s (0

m-r-2,m,s'), onde

r s (m=-2) e

matriz geratriz de R(r,m,s)

, onde cada uj é um produto
tempo.

(1 sjsseijef{1,2,...
no segue:
de

+ 1

r+i

lm}'f.{j‘]ljzl-"rj }°

d2), porque, & conhecido que
1 de Hamming.

jas linhas sao os vetores
A tomados m-r-1, ao mes-

= 1’2’...’8-

ado por H. Claramente B é
?_v;s.Seja ac R(r,m,s) e
ue sao:

combinacao linear das 1li-
abemos que cada palavra cb-
v1,v2,...,vm) de grau no

) € um polindmio de grau

omo tal, € de peso par.
mod2) :

,m}) .
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caso(ii) - Suponha que é € qualquer pa
b & uma combinacdo linear das linhas d
b(v1,v2,...,vm) € um polindmio de grauy
de grau $ r+1 e seus produtos € um pg
(m-r-2,m) = m-1,.

Assim, a.b € R(m-1,m) e comc

tanto, o produto de a e b € igual a 0

lavra codigo de R(r,m,s) e
e G(m-r-2,m). Entao,
S m-r-2, a(v1,v2,...,vm)

lindmio de grau s (r+1) +

tal, &€ de peso par. Por-
(mod?2) ;

caso(iii) - Suponha que a € uma combinagao linear das linhas de

1
casos previstos, pode ser mostrado que

a 0 (mod2).
Assim, teremos mostrado que
R(r,m,sﬂ'. Mas,
dimB+dimR(r,m,s) = [T+ () +e. .+ o)
1L Me-r-2
Logo, R(r,m,s)” = B = R(m-r+

EXemplo 3.4.1 - Seja R(1,4,1
R(1,4,5).

X, eb € uma combinac¢ao linear das linhas de X2. Como nos dois

o produto de a e b é igual

o cddigo B esta contido em
s1+[1+ (P +. v (D) 4s] = 20,

2,m,s').

), o seu dual sera o cbdigo




CONCLUSA&O

O problema de transmissao cd
representado um desafio constante parg
nicagoes. Frequentemente, no contexto
ocorrem problemas de detecgao e/ou coxy
que tenham ocorrido durante uma transn
"a da codificacdo é encontrar codigos 1
rando métodos praticos de codificagao

Nesta Tese estudamos os codi
produto e generalizagdo do codigo de R
Reed-Muller sao faceis de decodificar,
os mais poderosos. Os codigos generali
porque sao lineares, e ocupam menas me

' Os desenvolvimentos recentes
digital tornaram possivel o uso de esq
tante complexos, e a medida que proces
nam-se disponiveis, gracas a tecnologi

vantagem do uso dos codigos tornam-se

nfidvel de informacao tem
0s pesquisadores em comu-
das comunicacoes digitais,
recao de possiveis erros
issao. O objetivo da teori
ongos e eficientes procu -
e decodificacao eficientes.
gos de Reed-Muller, codigos
eed-Muller. Os codigos de
e os codigos produtos sao
zados podem tornar-se uUteis
moria.

na tecnologia do hardware
uemas de codificacao bas -
sadores mais complexos tor
a da microeletronica, a

ainda maiores.
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