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SIMBOLOGIA

1, J —> indices que variam de 1 a 3 vezes o numero de nés de um ele-

mento {de contorno ou dominio)

i, j, k, a, b —> indices que variam de 1 a 3

a B, 7, 3, 6 —> indices que variam de 1 a 2

w —> indice que varia de 1 a 2 e ndo implica somatério quando re-
petido

* ~ ~

() — variavel (.) qualquer do estado correspondente a solugdo
fundamental

a ~—> raio de uma placa circular [m]

A=K+ %[Kl— l]

A1=1+3[—1—1]

zl 1z
A —> matriz "de rigidez"
b —> matriz resultante da integral de U e U sobre os elementos de

dominio

B=K+l|:l(-l]
0o 2z 1 Y4
BI=1+1[—1—1]
00z 1 z
CC = C_(1-v) + 4C (1+v) - 2C_ - 2C
2 4 , 1 5

C”(P) —> matriz geométrica em P

—> componentes do tensor das constantes elasticas

c,...,C — constantes da solugdo fundamental G(Q,P)



ix

deslocamentos de corpo rigido

l

R

_ _ER3 . .

D =i — rigidez a flexdo [N/m]
D(R?) —> espaco das distribuicdes em R2
€, —> vetores unitéarios na diregdo X,
E —> moédulo de elasticidade [N/m?]

* *
fx —> variagdes de Fl ao longo de X,

*
F i —- cargas concentradas unitarias
F 1(60) — operador diferencial em relacdo as coordenadas do ponto Q
F:3 e F6 —> constantes envolvidas na solugdo fundamental
F —> vetor "de carga"
g —> matriz resultante da integral de Uij sobre os elementos de

contorno

l

matrizes g sobrepostas

~
=~

Q

médulo de elasticidade transversal [N/m?2]

y

T 2(1+v)

G(Q,P) solucdo fundamental

l

l

jacobiano de um elemento de contorno
|G | —> jacobiano de um "elemento" de dominio

espessura da placa [m]

l

~

h —> matriz h correspondente ao ponto singular, acrescida da res-

~
~

pectiva matriz C_
ij

matriz resultante da integral de T _ sobre os elementos de
ij

R T

contorno

—> matrizes h e hiJ sobrepostas

~
~

I

1 —> matriz identidade
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fungdes modificadas de Bessel de primeira espécie de ordem
Zero e um

fator de correcdo da tensdo cisalhante

funcdes modificadas de Bessel de segunda espécie de ordem
zero e um

comprimento de um elemento de contorno [m]

operador diferencial em relagdo as coordenadas do ponto Q

determinante de Li j(<’:7Q)

cofator de L (3 )
ij Q

momentos fletores e torgores por unidade de comprimento

[N.m/m]
"fator de modelo”

numero de pontos nodais no dominio

cossenos diretores da normal exterior em relacdo aos eixXos
X

@

numero de elementos de contorno

ponto P sobre I'

ponto fonte em Q

ponto Q sobre I

carregémento transversal externo [N/m?]

forca externa aplicada no né j na diregao i

ponto campo em {2

esforcos cortantes por unidade de comprimento [N/m)]

forgas nodais no dominio

distancia de Q a P
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derivada de r em relagdo a coordenada x
o

derivada normal

numero de "elementos” de dominio

matriz de transformacgio do sistema global para o local
numero de pontos nodais sobre o contorno

forcas de 'superficie generalizadas [N.m/m]

forgas de superficie generalizadas prescritas

forgas de superficie nodais

esforgos de placa sobre um elemento de contorno

esforgos nodais de placa sobre o contorno

campo de esforgos da solugdo fundamental
tensor definido no célculo dos esforgos em pontos internos
deslocamentos generalizados

u — rotagdes [rad]

o

u, - deflexdo [m]

deslocamentos generalizados prescritos
deslocamentos nodais

deslocamentos de placa sobre um elemento de contorno

vetor formado pelos u’

~

unido dos N elementos de contorno

campo de deslocamentos da solugdo fundamental

tensor presente na integral de dominio do modelo de Reiss-
ner, quando do célculo dos valores sobre o contorno e dos
deslocamentos no dominio

tensor definido no calculo dos esforgos em pontos internos
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deslocamentos [m]

tensor presente na formulagdo integral do modelo de
Reissner, no céalculo dos esforgos em pontos internos

coordenadas do ponto Q

coordenadas cartesianas

coordenadas nodais
vetor das incégnitas sobre o contorno

coordenada usada para definir a coordenada adimensional 7
ponto sobre o qual atua uma carga concentrada
tensor das integrais de dominio convertidas para o contorno,

usado no calculo dos esforgos em pontos internos

conjunto vazio
contorno de

elemento de contorno

parte do cont(o'rno I sobre a qual sdo prescritas as forgas de
superficie generalizadas

parte do contorno I' sobre a qual sdo prescritos os desloca-
mentos generalizados

delta de Dirac
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operador de Laplace
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componentes do tensor deformacido [m/m]

componentes do tensor deformagdo de placa [m/m]
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coordenada adimensional de um elemento de contorno
coordenadas adimensionais de um "elemento" de dominio

parametro caracteristico dos modelos de placa estudados

tensor mediante o qual se transformam integrais de dominio

em integrais sobre o -contorno
coeficiente de Poisson

coordenadas do ponto P

componentes do tensor tensio [N/mZ2]
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funcdes de interpolagdo
expressdo matricial dos ¢
3

dominio da regido em estudo
"elemento" de dominio
produto interno

norma euclidiana

determinante



RESUMO

A aplicacdo do método dos residuos ponderados ao modelo diferencial de
placa de Reissner resulta num conjunto de equagbes integrais. Uma simplificagdo des-
tas equagdes fornece aquelas correspondentes ao modelo de placa de Mindlin. A formu-

lagdo é entdo unificada para os dois modelos.

A solucdo fundamental € determinada pelo método de Hbrmander. Pela teoria
das distribuigbes verifica~se que a solugdo fundamental € compbsta de fungdes essen-
ciais e complementares (ou livres). Os coeficientes das funcdes livres sdo estudados
através de alguns experimentos numéricos, pela aplicagdo do método dos elementos de
contorno. Uma simplificacido do tensor deslocamento fundamental conduz a uma

equiparacdo com o correspondente tensor associado ao modelo de placa de Kirchhoff.

Um sistema de equagdes algébricas lineares é obtido pelo uso do método da
colocagdo, e o estudo numérico é efetuado empregando fungdes de interpolagdo isopara-

métricas constantes, lineares ou quadraticas.

As integrais sdo calculadas numericamente por quadratura gaussiana, sendo
antes aplicado um procedimento especial de regularizagdo sobre as integrais singula-
res. Os valores principais, junto com os fatores geométricos, sdo obtidos pela impo-

sicdo de deslocamentos unitarios de corpo rigido.

Quando o carregamento é uniformemente distribuido sobre a placa, as inte-
grais no dominio s3oc convertidas em integrais sobre o contorno. Contudo, esta trans-
formagdo é opcional, pois assim podem ser considerados problemas com carregamento ge-

nérico.

Sao apresentados alguns exemplos numéricos, sendo os resultados obtidos
muito bons. Observa-se também que ndo ocorre "locking" quando se analisam placas

finas.



ABSTRACT

The application of the weighted residual method to Reissner’s plate model
leads to a set of integral equations. An additional simplification of these equations
gives those corresponding integral equations for the Mindlin’s plate model.. The for-

mulation is then unified for the two models.

The fundamental solution is obtained by Hérmander’s method. Through the
theory of distributions it is verified that the fundamental solution is composed by
essential and complementary {(or free) functions. The coefficients of .the free func-
tions are studied by a number of numerical experiments, applying the boundary element
method. A simplification of the fundamental displacement tensor brings to light a
correlation between this tensor and the corresponding one derived from Kirchhoff’s

plate model.

A system of equations is obtained by the collocation method, and the nu-
merical study is made by using constant, linear or quadratic isoparametric interpola-

tion functions.

The integrals are computed by using the gaussian quadrature rule, after
regularizing the singular terms. The principal values are obtained, together with the

geometrical factors, by imposing unitary rigid body displacements.

When the loading is uniformly distributed over the plate, the domain in-
tegrals are converted to boundary integrals. However, this transformation is option-

al; so, generic loading problems can be considered.

Some numerical examples are presented, and the results are very accurate.
Also, locking does not occur when the formulation is applied to solve thin plates

problems.



CAPITULO 1

INTRODUGAO E REVISAO BIBLIOGRAFICA
1.1 - Introducgdo

Para a solugdo de problemas de valores no contorno provenientes da teoria
da elasticidade ou mesmo da mecanica dos. sélidos, os métodos mais gerais e de amplo
emprego possuem caracteristicas numéricas. Dentre estes métodos, os principais sédo o
método das diferencas finitas (MDF), o método dos elementos finitos (MEF) e o método

dos elementos de contorno (MEC).

Tanto o MDF como o MEF s3o métodos de dominio, envolvendo simultaneamente
todas as incégnitas nos pontos usados para discretizar o dominio bem como o respecti-
vo contorno. J& o MEC envolve apenas, inicialmente, as incégnitas sobre os pontos ne-
cessarios para modelar o contorno. Se for desejavel a determinagdo de incognitas em
pontos do dominio, isto é feito somente apés a determinagdo daquelas sobre o contor-
no. Estas incégnitas sdo calculadas apenas nestes pontos, € somente em funcdo dos

valores sobre o contorno, ja entdo todos determinados.

Deste "desacoplamento" entre o contorno e o dominio resulta diretamente
um sistema de equagBes muito menor que o correspondente aos outros métodos previa-
mente citados. Este fato, aliado a consideravel reducdo no volume dos dados necessa-
rio para discretizar o problema, resultou no grande aumento da quantidade de traba-
lhos sobre o método dos elementos de contorno apresentados pela maioria dos centros
de pesquisa, como pode ser verificado pelo numero de congressos e artigos publicados
nas revistas especializadas. Isto. é salientado previamente como apoio e justificativa

para este trabalho.

Isto posto, optou-se pela aplicagdo do método aos modelos de placa de
Reissner e Mindlin, visto que os modelos para a analise de deflex@o de placas sdo uma
boa representagdo bi-dimensional de um problema tri-dimensional. Tais modelos reves-
tem~se de grande importancia ao se constatar o seu uso em larga escala como ferra-

mentas para o calculo de componentes estruturais em varios campos da engenharia.

As equagbes dos modelos que determinam a deflexdo transversal de placas,
incluindo o efeito das deformagbes cisalhantes transversais, foram desenvolvidas por

ERIC REISSNER [1]-[3] e R. D. MINDLIN [4]. O sistema de equagdes diferenciais resul-



tante, para ambos os modelos abordados, possibilita a satisfagdo de trés condigbes de
contorno em cada ponto do mesmo, descartando-se desta forma a necessidade de reagdes
concentradas nos vértices da placa (se existirem vértices), reacbes estas presentes
no modelo classico (modelo de Kirchhoff), aplicavel para placas finas (TIMOSHENKO e
'WOINOWSKI-KRIEGER (5.

Embora a existéncia de solugdes de equagdes integrais tenha sido rigoro-
samente demonstrada por E. I. Fredholm em anos imediatamente posteriores a 1900, so-
mente na década de 60 foi possivel implementar processos de discr‘et.izac;éo que viabi-
lizassem a solugdo numérica de problemas postulados na forma integral, paralelamente

ao advento dos computadores eletrénicos digitais.

As formulacdes integrais, aplicadas particularmente as equagbes da elas-
ticidade, sdo um método geral para a solugdo de problemas neste campo. As equagdes
podem ser obtidas a partir de relagdes funcionais entre quantidades no dominio e so-
bre o contorno, ficando definidas apenas sobre o contorno mediante um procedimento de
limite. Quando a relacdo funcional é obtida mediante distribui¢cbes singulares sobre o
contorno, cujas intensidades s&o determinadas a fim de satisfazer as condigbes de
contorno, o método é denominado indireto. Quando a representagao integral emprega uma
relacdo de reciprocidade ou de energia, o método ¢é denominado direto (SILVA e
BAARCEL'LOS [6]). No meétodo direto, as incégnitas sido as variaveis fisicas reais do
problema, enquanto que no método indireto estas incégnitas sdo fungbes sem um signi-
ficado fisico especifico, através das quais pode-se determinar as quantidades de in-
teresse para o problema. Ambas as técnicas podem ser interpretadas como diferentes

formulagdes em residuos ponderados (BREBBIA et alii [7], [8]).

As equagdes integrais obtidas representam uma relagdo compativel entre os
deslocamentos e as tragdes sobre o contorno. Para resolver estas equagdes, cujas so-
lugBes algébricas sdo por via de regra de dificil determinagdo, divide-se o contorno
da regido (dominio) em consideragdo em uma série de elementos, disso vindo a resul-
tar, apés o procedimento descrito neste trabalho, um sistema de equagdes que possi-
bilita a determinacdo das incégnitas do problema sobre os pontos usados para definir
osv citados elementos. E a este processo sistematico de discretizagdo, que fornece um

sistema de equagdes, que chamamos de método dos elementos de contorno (MEC).

No caso presente, as equagdes integrais sdo obtidas a partir do método
dos residuos ponderados (BREBBIA et alii [7]-[9]). A funcdo de influéncia considerada
no desenvolvimento do método é a solugio fundamental, responsavel pelo surgimento de

integrais singulares, determinada pelo método de Hérmander (SILVA [10]).

A formulagdo pode envolver integracdes no dominio, porém, diferentemente

do método dos elementos finitos, estas contém somente variaveis conhecidas, sendo



tratadas de forma semelhante aquelas sobre o contorno, contribuindo com sua parcela

para o vetor de carga.

As integrais s3o tratadas numericamente por quadratura gaussiana
(BANERJEE e BUTTERFIELD [11]), porém as integrais singulares sdo submetidas primeira-
ramente a uma transformacio regularizadora de ordem cubica (TELLES [12]). Este proce-
dimento evita a necessidade de isolar as singularidades e subdividir o elemento quan-
do a singularidade for interna ao mesmo, para s6 entdo ser possivel integra-la sepa-

radamente, usando algum processo adequado (quadratura gaussiana, etc.).

Fazendo uso de uma formulagdo sobre o contorno, o problema é reduzido em
uma dimensdo, resultando dai a grande atratividade do método, ou seja, a redugdo da
quantidade dos dados de entrada, quando comparado com os métodos de dominio. Conse-
quentemente, o sistema de equagdes resultante é menor, sendo no entanto a matriz dos

coeficientes cheia e nio simétrica.

Caso seja necessario a determinagdo de valores em pontos pertencentes ao
dominio, isto pode ser feito apenas nos pontos de interesse. O acréscimo de tempo
computacional necessario para o calculo dos valores nos pontos internos depende dire-
tamente da quantidade destes pontos. A contribuicdo de cada elemento sobre estes pon-
tos é direta, assemelhando-se a um processo de minimos quadrados, dado que ndo ha

neste caso a formagdo de um sistema de equacdes.
1.2 - Revisdo Bibliografica

Partindo da primeira aplicagio do MEC as placas modeladas pela teoria
classica, apresenta-se a sucessdo cronolégica das principais aplicagSes a esta teoria
até chegarmos, no final do capitulo, as aplicagdes do método aos modelos de placa de

Reissner e Mindlin.

M. A. JASWON e M. MAITI [13], em 1968, foram os primeiros a aplicar o MEC
para a analise de placas finas, tratando problemas biharmoénicos relacionados com a
teoria de placas, analisando placas retangulares engastadas ou simplesmente apoia-
das, obtehdo resultados muito bons, aplicando‘formula(;éo préopria desenvolvida em con-
jun’;o com G. T. SYMM [14]. Mas foi somente no decorrer da década de 70 que as pesqui-
sas se voltaram para esta aplicagdo. Esta demora deveu-se, sem duvida, a dois fatores
principais: os métodos integrais classicos foram formulados de forma puramente mate-
matica, distanciados assim do campo da engenharia, e o desenvolvimento dos computado-
res digitais coincidiu com o desenvolvimento do MEF, alicer¢ado, este sim, no . traba-
lho de engenheiros, o que explica em parte o enorme volume de publicagbes sobre este

ultimo método.



Passado este interregno, M. MAITI e S. K. CHAKRABARTY [15], em 1974, de-
senvolveram uma formulagdo para placas poligonais simplesmente apoiadas. O desenvol-
vimento da formulagdo para placas de formas arbitrarias foi apresentado por Y. NIWA,

S. KOBAYASHI e T. FUKUI [16], também em 1974.

Em 1975, o primeiro congresso sobre o MEC reuniu nove trabalhos diversos
sobre o assunto, editado por T. A. CRUSE e F. J. RIZZO [17], sendo citado aqui por
ser o primeiro de uma série de congressos hoje efetuados anualmente em &ambito

mundial.

Em .1976 E. B. HANSEN [18], desenvolvendo duas formulagdes integrais para
placas infinitas contendo furos, aplicou o método a uma placa com furo eliptico usan-

do as duas formulagdes citadas.

N. J. ALTIERO e D. L. SIKARSKIE [19], em 1978, desenvolveram uma formula-
cdo geral para a determinacdo da solugdo de alguns problemas com condigdes de engas-

tamento.

Todas as aplicagbes para placas anteriormente citadas foram elaboradas

com a formulagdo indireta.

As primeiras formulagGes diretas para placas f inas foram desenvolvidas
independentemente por G. BEZINE {20], G. BEZINE e D. A. GAMBY [21], em 1978, e M.
STERN [22], em 19;19. Estes trabalhos despertaram a atencdo da comunidade cientifica
internacional, ao mostrarem a viabilidade da aplicacdo dos métodos integrais para a

solugdo de problemas de placas finas.

Apés o trabalho pioneiro dos autores que desenvolveram o método direto
para a analise de placas finas, tem surgido uma quantidade crescente de trabalhos
sobre o assunto, conforme pode ser visto nas revisdes de SILVA e BARCELLOS {6],

BREBBIA et alii [8], SILVA [10], TOTTENHAM [23] e STERN [24].

Em 1982, VAN DER WEEEN [25]-[26] desenvolveu a primeira formulagdo inte-
gral para placas considerando cisalhamento, aplicando o método para placas modeladas
pela teoria de REISSNER [2]. O problema foi abordado de forma direta, com a solugdo
fundamental sendo obtida pelo método de Hormander. As equagdes integrais foram obti-
das pelo método dos residuos ponderados, sendo as integrais no dominio convertidas a

integrais sobre o contorno, considerando carregamento uniformemente distribuido.

O contorno foi discretizado com elementos quadraticos isoparamétricos.
Para o calculo das integrais regulares foi usada quadratura gaussiana. Para o calculo
das integrais singulares o nucleo foi primeiramente regularizado por uma transforma-
¢do quadratica. Isto evitou a necessidade de isolar a singularidade e integra-la por

processo especial. Os valores principais foram obtidos, simultaneamente com os fato-



res geométricos, mediante imposigdo de movimentos unitarios de corpo rigido.

A solugdo apresentada para a torcdo de uma placa quadrada foi muito boa.
J4 para uma placa circular engastada, os resultados para o momento radial ndo foram
bons, e para a forga cortante foram ruins. Também foi analisada uma placa infinita
com um furo circular, sujeita a um momento fletor constante no infinito, apresentando

bons resultados.

Por altimo, foi resolvido o problema de flexdo de uma placa com contornos
curvos, cujos resultados, comparados com aqueles obtidos pelo MEF, revelam que neste

exemplo o MEC é mais econdémico em tempo computacional, para uma dada precisao.

KARAM [27]-[28], em 1986, descrevendo a aplicagdo do método para placas
finitas e infinitas, obtém resultados para placa circular engastada muito bons, em
contraste com os obtidos por van der Weeén. As integrais de dominio foram transforma-

das de acordo com VAN DER WEEEN [25].

A primeira formulacio para placas modeladas pela teoria de Mindlin foi
apresentada por BARCELLOS e SILVA [29], em 1987, e SILVA [10], em 1988. Mediante uma
relacdo de reciprocidade, na qual o estado auxiliar ¢ a solugdo fundamental, cuja
obtencdo é efetuada pelo método de .Hbrmander‘, é obtida a formulagdo integral do pro-

blema.

A demonstracio da forma geral da solugdo fundamental ¢ efetuada pela
aplicagio das propriedades das funcdes teste, como postulado pela teoria das distri-

buigdes.

Os nucleos dos operadores integrais sdo descritos em relagdo as coorde-
nadas globais, mas os valores nodais sdo relacionados as coordenadas locais em cada
ponto, com o intuito de facilitar a imposi¢do das condigdes de contorno. Os valores
calculados sobre o contorno também sdo relacionados as coordenadas locais, o que fa-

cilita a interpretacdo dos mesmos.

Foram resolvidas placas circulares e quadradas engastadas, sendo analisa-
do o comportamento da formulagdo quando as placas se tornam finas ou muito finas, a
fim de investigar o fenémeno do “"locking", que frequentemente aparece quando se ana-
lisa este modelo de placa através do MEF. Por fim, constata que este fenémeno néo
ocorre na formulagdo integral. Os resultados obtidos em alguns exemplos sdo todos

‘muito bons.



CAPITULO 2

MODELO DE REISSNER PARA DEFLEXAO DE PLACAS
2.1 - Introdugédo

O modelo classico de placas (modelo de Kirchhoff), que ndo considera as
deformacgdes cisalhantes transversais, leva a obtencdo de um sistema de equagbes de
quarta ordem, o que implica em duas condigdes de contorno em cada ponto do mesmo. Mas
como existem trés condigdes de contorno para o problema, este modelo conduz a uma
contragdo destas para apenas duas (REISSNER [3], MINDLIN [4], TIMOSHENKO e
WOINOWSKI-KRIEGER [5]). REISSNER [2] e MINDLIN [4] consideraram o efeito das deforma-
¢bes cisalhantes transversais no desenvolvimento de seus modelos para deflexdo de
placas, obtendo consequentemente um sistema de equagdes de sexta ordem, o que possi-

bilitou a satisfagdo das trés condi¢des de contorno do problema.

Partindo do campo de tensfes ¢ e deduzido pelo modelo de Mindlin (apéndi-

&,
ce A) obtemos, através das equagdes de equilibrio, o campo de tensbes postulado por
Reissnér, para entdo chegarmos as equacgdes que descrevem o$ deslocamentos e as ten-

sBes de placas espessas.

A notacdo indicial é extensamente utilizada. Os indices que variam de 1 a
3 sdo representados por letras latinas, aqueles que variam de 1 a 2 sdo representados
por letras gregas, e virgulas denotam diferenciaciio. Também é usada a convengdo de

Einstein para o somatoério, exceto quando o indice mudo for expressamente dado por w.
2.2 - Fundamentos

Seja uma placa isotrépica e homogénea, de espessura uniforme h, ocupando
uma r‘égiéo Q(xa)x[—h/Z,h/Z] c lR3(xl), conforme a Figura 1, onde os xl’s sdo as coor-
denadas cartesianas e Q é o plano de referéncia X aberto e limitado, com contorno I'
lipschitziano. Suponhamos que a placa estd sujeita a uma carga distribuida q(xa) por

unidade de 4rea de Q na direcgio X, (transversal a Q).



Figura 1 - Sistemas de Coordenadas

As condigdes de carregamento nas faces da placa s&o:

o (x ,*h/2) 0
3 B (1)

1

oaa(xp’ih/Z) + q(xB)

]|

As componentes de tensdo de placa sido definidas por: .

h/2
M (x)= c (x )x dx
g i3 "3

[24
-h/2
(2)

h/2
Qa(Xy) = c>'m3(xi)dx3
~h/2 '
onde M a e Q s3o os momentos (fletores e torcores) e os esforgos cortantes, respec-
(o4 o s

tivamente, por unidade de comprimento.
2.3 - Equagdes de Equilibr‘i'o

Considerando um paralelepipedo retangular em uma configuragdo deformada
(pequenos deslocamentos) com arestas dx_ (Figura 2), resultam as equagdes de equili-
1

brio:
' (3)

Figura 2 - Estado Geral de Tensoes



Para o elemento de placa da Figura 3 obtém-se as equagles de equilibrio:,

op.p« (4)

o, o

com as quantidades todas mostradas no sentido positivo e atuando na superficie média

da placa.
£ X;g
—
e
//l //I
7 [
. <
7 // —o0
7
/ d 7
4 7 O/
MH Miz 1

Figura 3 - Elemento de Placa em Equilibrio
2.4 — Campo de Tensodes

O campo de tensdes postulado por REISSNER [2] é obtido a partir do campo

de tensdes o 6 deduzido pelo modelo de Mindlin (apéndice A, Equagdes (A12)):
&

12 M"' | (5)

Substituindo as Equagdes (5) nas duas primeiras Equagbes (3) e usando a

primeira das Equagdes (4) obtemos, ap6s considerar as condigdes de contorno (1):

3 2 2], ¢
cs = [ %) o, ' | ©

Entdo, a terceira Equacdo (3) fornece, juntamente com a segunda das rela-

Gdes (4) e condigdes de contorno. (1):

' 2
1 (2 2
%33 T 7 [EXS][:; _[Hxs] ]q ‘ | )

A distribuicdo das tensdes suposta ao longo da espessura da placa € line-
ar para as tensdes de flexdo o %, € tensdo cisalhante O quadratica para as

tensdes cisalhantes transversais C 5 €0, € cibica para a tensdo transversal Tog

Portanto, obtivemos assim o campo de tensbes postulado por REISSNER:-[2],

Equagdes (5)}-(7).



2.5 - Deslocamentos Generalizados

Substituindo o campo de tensbes acima na expressdo do trabalho efetuado

pelas tragdes sobre o contorno, definimos os deslocamentos generalizados u:

12 h/2

U =3 va(x’)xsdx3
J-nrs2

(8)
[ h/2
_ 3 2 2z

u3 = ':ZB' VS(XI)[I -[ H X3] ]dX3

J-ns2 :

onde os vl’s sdo as componentes dos deslocamentos de pontos situados ao longo de X,
nas diregdes X, Vemos assim que os u_ representam quantidades equivalentes, mas nao
idénticas, as componentes de mudanga de angulo (rotagdo) da normal a superficie média
indeformada, valendo o mesmo para u,, equivalente ao deslocamento transversal da pla-
ca. Efetivamente, o presente modelo conduz a uma média ponderada, ao longo da diregdo
X tanto dos deslocamentos transversais a superficie média, quanto dos deslocamentos
dos pontos sobre a normal a mesma superficie média da placa nas direcées X (comparar
as variagdes ao longo da direcdo X entre as Equagdes (8) e (5)-(6)). Isto pode ser
facilmente verificado ao se considerar v, linear em X, enquanto v, é considerado

constante (Equagdes (A2)).
2.6 - Campo de Deformagdes Generalizadas
Mediante a substituicdo das Equacdes (A3) em relagbes similares as Equa-

gdes (8), e aplicando a teoria linear da elasticidade, resulta o seguinte campo de

"deformacgdes" generalizadas, dado em f unqéo dos deslocamentos generalizados:

€ = l[u +u )
o 2| «,B B,
=u +u (9)
o3 o 3,x
€ =0

33
onde os € s sdo as deformagbes de flexdo generalizadas (curvaturas), e os LA sdo as
o

deformagdes cisalhantes transversais generalizadas (ANTES [30]).

De acordo com as Equacdes (Al7), porém, o campo de deformagdes de placa

variacionalmente consistente deve ser definido como:

of 8,x (10)

['% o 3,
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Se desprezarmos as deformagdes cisalhantes transversais, fazendo Vs = o,
recaimos no &mbito do modelo de Kirchhoff, no qual as rotagdes sdo expressas simples-

mente pelas derivadas do deslocamento transversal nas diregSes respectivas.
2.7 - Relagbdes Tensido-Deslocamento

A aplicagcio do Teorema de Castigliano generalizado, incluindo as Equagbes
(4) , fornece as expressdes generalizadas tensdo-deslocamento para placas (REISSNER
_[3], MASON E SOUZA [31]):
_ 1-v 2v B 4
MaB_— D > [ua’ﬁ+ uB,a+ = uy’yéaﬂ] + S q 604;3
' | (11)

onde:

_ Eh3 . . ~
D = 201-v2) - rigidez a flexdo da placa

E - moédulo de elasticidade longitudinal

v - coeficiente de Poisson

0, se a#f
S = - delta de Kronecker
R 1, se a=f
A2 = rll—cz)' - parametro caracteristico do modelo de Reissner, sendo:
12k2
A2 = = (12)
k2 = 5/6 (13)

Faremos duas observacdes referentes aos modelos de Reissner e Mindlin

quanto aos esforgos cortantes Q , Equagdes (11) e (AlO) respectivamente, notando:
(24

a) o carater distinto entre os deslocamentos u, Equacdes (8) e (A2),

respectivamente;

b) a diferenca entre os fatores de corregdo da tensdo cisalhante, k2,
dados na Tabela 1, onde o presente fator ¢ constante e aparece na-
turalmente no modelo de Reissner, enquanto o mesmo € fungdo do coe-
ficiente de Poisson e surge como um fator de ponderagdo no modelo

de Mindlin (Equacido (A8)).
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Mindlin Reissner

v 0. .17641 .21096 .3 .5
k2 .76393 .82247 .83333 .86009 .91262 . 83333
(n2/12) (5/6) (5/6) 4
Tabela 1

2.8 ~ Condigdes de Contorno

Seja I' o contorno exterior total da superficie média Q da placa. O con-
torno I' é composto de duas partes, I‘Au e I‘t_, sendo I‘u aquela sobre a qual sdo pres-
“critos os deslocamentos generalizados u, enquanto l"t representa a parte sobre a qual
sdo prescritas as forgas de superficie generalizadas ti. Os ui"s prescritos sobre Fu
sdo as condigdes de contorno essenciais ou de Dirichlet, e os ti’s prescritos sobre

1"t sao as condi¢cdes de contorno naturais ou de Neumann.

Podemos especificar qualquer tipo de condigdo de contorno sobre I', aten-
tando porém para o fato de que devem ser prescritos, em cada ponto, num problema bem
posto, o deslocamento ou a forga de superficie correspondente em cada uma das trés
diregbes generalizadas. Logo, T e I“t devem ser partes complementares de I, sendo

u ] .
portanto ' =T wvu I“t, com[ n I‘t = ¢. Temos assim:
u u
u =u sobrel
i i - u
(14)

t =1t sobreTl
i i . t

indicando-se as variaveis prescritas com uma barra sobreposta, sendo as forgas de su-

perficie generalizadas definidas por:

t =M n
ot o3 B
(15)
t3 = ronoc
e
t =M n
o aR B
(16)
t3 - Qana

nas quais n sdo os cossenos diretores da normal exterior a T.
o .
2.9 - Equacdes de Reissner

A -substituico da: relagdes tensio-deslocamento (11) nas equagbes de e-
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quilibrio (4) conduz a um sistema de trés equagdes diferenciais parciais, que s&@o as

equagdes de Navier para o problema:

= - = (17)
Llj(ao)uJ(Q) Fl(ao)q(Q), Q (xl,xz) € Q
onde: )
i1+v 82 1+v 82 8
_241FV 2.9
[A A T-v BXZ] 1-v 3x 0% ax
1 1 2 1
' 1-v| 1+v 82 , 1+v 8% )
= A2+ -A%— (18)
L) =D 1= % 0% [A AT _axzz] 3%
3 15}
2 2_°% 2
A ax A 8x A%
B 1 2. . -
( 3
v bs}
(1-v)A2 ax1
v a
: = 2 (19)
}:(ao) 1 G-vaz 6x2 [
1
J

sendo A = 8%2/(8x 8x ) o operador de Laplace. Observamos que Loqa é simétrico e Loc3 é
oL o . .

anti-simétrico.

Finalmente, introduzindo Q , EquacgBes (l11), nas Equagdes (17) reescritas
. o .
de forma apropriada, e procedendo um arranjo das mesmas, obtemos o sistema de equa-

¢des de Reissner em termos de Q e u_s (SALERNO e GOLDBERG [32], DYM e SHAMES [33]):
o

(2-v)
2y = _
DA, = [1 (l—v)?\A] 4

(20)
1

1 |
'[I'PA]Qa‘DA%, * o 9

sendo A2 = AA o operador bi-harménico. Nesta forma desacoplada é possivel determinar
algumas solucdes analiticas, tal como aquela apresentada no capitulo 5. Para um car-
regamento uniforme, a primeira das equacdes acima é idéntica aquela do modelo classi-

co. No entanto, as condigbes de contorno sdo diferentes.
2.10 - A Solugdo Fundamental e as Equagdes de Reissner
As relagbes necessarias para determinar as equagdes integrais basicas do

modelo de Reissner (apéndice B), onde o estado auxiliar corresponde a solugdo funda-

mental, identificado pelo sobre-indice asterisco, sdo obtidas mediante a suposi¢do de



*
que as cargas concentradas unitérias Fx variam de acordo com as seguintes forcas de

corpo (ver Equacdes (5) e (6)):

—
i

g
»

w
)

. 4 ) 2. 1)
fs—fﬁ[l_[ﬁxs) ]Fs

¥
Os F ’s representam, como se pode observar, momentos concentrados unita-
rios generalizados nas direg¢Bes x , enquanto F3 representa uma forga concentrada uni-
oL

taria generalizada na diregdo X,

As equagles de equilibrio para este estado resultam:

* * B ’ .
o +f =20 (22)
1,3} i
Substituindo as Equagdes (5), (6) e as duas primeiras das (21) nas duas
primeiras Equagdes (22), e entdo as Equagdes (6), (7) e a ultima das (21) na ultima

das Equagdes (22) resultam:

* * *
M -Q +F =20
of,B o a
* * (23)
Q +F =0
o, o 3
levando finalmente as expressdes generalizadas tens3o-deslocamento:
* - * * ¥*
M = v u - +u + 2v u 9
B 2 o,B B, 1=V y,y aB
(24)

* _ * *
Q =Dl—22?\2[u +u ]

o o 3,

As demais expressdes mantém basicamente a mesma forma. Resumidamente, te-

mos entdo as equagles correspondentes aos dois estados:

® cquagdes de equilibrio:

Mge % =0
Q +q=0
o, o . (25)
* * *
M -Q +F =0
8,8 o o
* *
+F_=0
o, 3
-® deslocamentos:
u .
i (26)

13
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e forgas de superficie:

ti
* (27)
t
i
sendo:
t =M n
o« B B
t3 = ronoc
* * (28)
t =M n
@ o B
* *
t3 - ronoc
o deformagoes:
€ = u
o B,a
7043 = ua * u3,oc
(29)
* *
€ =u
o B,x
* * *
=u +u
o3 o - 3,oc_
@ tensbes de placa:
_ nl-v 2v v
Map = DT{%,; Ya." Tv uyﬁars]*'m Pop
_ I:l—v 2 ' '
Qa - 2 A {uot * US,a]
. (30)
* - * *
M D1 v u + u + .g-'i
op 2 «,B B, 1-V y,y of
*

2.11 - Unificagdo dos Modelos de Placa de Reissner e Mindlin

A formulagdo unificada para os modelc}s de placa em estudo é obtida medi-

ante a inclusdo de um "fator de modelo” MF (WESTPHAL JR. e BARCELLOS [34]), tal que:

M = Dl—_g u +u + v u ) + MF qd
o 2 a,B B, 1V y,y aB o
1- (31)
Q = D—vhz[u +u ]
o 2 o .3
sendo:
v .
, modelo de Reissner
(1-v)x (32)

MF =
0 , modelo de Mindlin




de acordo com o apéndice C, Equagdes (Cl) e (C2), lembrando que isto & condicionado a

condigdo de carregamento * q/2, dada pela Equagdo (1).
2.12 - Conclusédo

Foram obtidas neste capitulo, paralelamente ao apéndice A, as e_quac;ées
diferenciais dos modelos de placa de Reissner e Mindlin, convertidas para a forma in-

tegral no apéndice B.

Foram def inidas as variaveis pertinentes aos modelos citados, deslocamen-
tos e tensdes resultantes, bem como as tracdes sobre o contorno. As equagdes de equi-
librio e as relaces tensdo-deslocamento dos estados atual e auﬁciliar‘ (solugdo funda-
mental), junto com a definicdo das deformagdes de placa, completaram o con junto de e-

quacdes necessarias aos propositos do presente trabalho.

A unificagdo dos modelos de placa em consideracdo, mediante um simples
fator escalar, possibilitou uma expresséo diferencial representativa de ambos 0s mo-

delos.



CAPITULO 3

FORMULACAO INTEGRAL DOS MODELOS DE REISSNER E MINDLIN
PARA DEFLEXAO DE PLACAS

3.1 - Introdugdo

A partir de uma solugdo particular genéf‘ica do operador fundamental esca-
lar determina-se a solugdio fundamental geral, ao se garantir que esta solugdao gere
uma funcdo delta de Dirac, quando sobre ela é aplicado o referido operador (SILVA

{10]).

A deducio das equagdes integrais primordiais & feita mediante o método

dos residuos ponderados, cujo procedimento esta descrito no apéndice B.

S3o obtidos entdo os tensores fundamentais Uij e T‘ij, que descrevem O0s
deslocamentos generalizados (sobre o contorno e no dominio) e as tragdes generaliza-
das sobre o contorno e, a partir destes, sdo obtidos os tensores Uuij, Taij € Vm,

que descrevem os esforgos em pontos internos.
3.2 - Solugdo Fundamental

No desenvolvimento das equacgdes integrais (apéndice B) consideramos um
estado auxiliar, no qual os deslocamentos e as tragdes sdo denotados, respectivamen-
te, por U”(Q»P) e Tij(Q,P), onde Q = (Xx’xz) e P = (§1,£;’2). O temsor U”(Q,P), que
satisfaz as equagdes de Navier do operador fundamental, representa as rotacdes
(j =1 2) e a deflexdo (j = 3), no ponto campo Q de uma placa infinita, quando um
momento concentrado unitario generalizado (i = 1, 2) ou uma forga concentrada unita-
ria generalizada (i = 3) é aplicada no ponto fonte P, sendo T”(Q,P) as tragbes cor-
respondentes (ver Equagdes (B23)). Para a determinagdo da solugdo f undamental é usado

o método de Hormander (HORMANDER [35], SILVA [10]).

Procedendo de forma semelhante aquela do item 2.9, porém com as relagdes

do estado auxiliar, e usando as Equacdes (B20) e (B23), obtemos (VAN DER WEEEN [25]):

= - 33
Llj(aQ)UkJ(Q'P) S(Q,P)éik (33)



onde U”(Q,P) é a solugdo fundamental do operador Lij

das distribuicbes em R?).

Seja ij(ao) a matriz dos cofatores de
SILVA [10]):
L°B )L (8) =L (8)|L%8)]| =
[ ° Q)] CAESRNCRI IASCE
onde |I§| = det LiJ representa o determinante de L =

17
, com elementos em D(R?) (espago

L Entido (HORMANDER (35],

11(60)'

IL(a )Ia (34)
, % Q ik

L .
ij

De acordo com HORMANDER [35] (VAN DER WEEEN [25]), expressamos UkJ(Q,P)

na forma:
U ,P) = [L°°(8)|G(Q,P (35)
l(j(Q ) [ kj( Q)] (Q,P)
onde G(Q,P) é a soluc;z"ao.fundamental do operador det Lij (Equagdo (37)), sendo
{BARCELLOS e SILVA [36]):
2 1+v a2 1+v a2 8
2j_< p2_|2 7Y 2 -2 2 A2(A-22)2
A [l—vA [I_VAH\ ]_Zaxl] A [I_VA+7\ ]axlaxz AZ(A-r )8x1
co [D 2 1+v 82 2 1+v 32 3
=|=- -2 2 2l _& p2_|2°¥ 2 “A2(A-22)-—"_](36
L”(ao) [2 (1 V)] A [I—VAH\ ]axlaxz A [l—vA {I—VAH\ ]axzz] As(a )sz (36)
8 8 2
2(A-n2)_—_ 2(A-X2)_—__ “A2)1=—A-A2
_3 (A~ )6x1 AZ(A-A )aXZ (A-A )[l—v }

Entdo, substituindo as Equacdes (35) nas EquagBes (33), observando as

Equacdes (34), resulta:

(37)

Iz_(ao)lG(Q,P) = -5(Q,P)

Portanto, o problema de encontrar uma solugdo fundamental para o operador
Lij(ao) (Equagdes (33)) reduziu-se ao de encontrar uma solugdo escalar para o opera-

dor det LU(BQ) (Equagdo (37)) (SILVA [10]).
Calculando o determinante de L”(ao) resulta:

L(3) (38)
~ Q

~p)2
= D3[1:2-‘3] AZAZ(A-A2)
Consequentemente, a solugio fundamental G(Q,P) pode ser determinada por:

-1y 2
D3[12—”] A2A2(A-A2)G(Q,P) = -8(Q,P) (39)

Como os operadores A e A2 em R? sdo invariantes em relacdo a rotacgao, e



lembrando que estamos lidando com dominios isotrépicos, somos induzidos a considerar
uma solucdo fundamental que possua simetria radial. Portanto, G(Q,P) = G(P,Q) = G(r),
r =] Q-P |, sendo ||.| a norma euclidiana. Precisamos pois encontrar uma solugao

para a equacao (SILVA [10]):

A2(A-22)V(r) = O (40)

Porém, pelo exposto acima, concluimos gque uma combinac¢fo linear de fungo-
es que pertencem aos nucleos dos operadores AZ e (A-A2) satisfaz a Equagdo (40). Se-

jam Vl(r’) e Vz(r‘) estas combinacgdes, respectivamente. Ent&do:

APV (r) = 0 (41)
(A2 () =0 (42)
Vir) = V() + V_(r) - | (43)

Da Equagdo (41) temos as solugdes:

1, Inr, rZ rldnr (44)

Da equacio (42) temos, apés multiplica-la por r2, com z = Ar:

z2V +2V -2V =0 ' (45)

2,2z 2,z

cujas solugbes sao:
I (z), K (z) . (46)
0 0 ‘

onde IO(Z) e Ko(z) sdo as funcdes modificadas de Bessel de ordem zero de primeira e

segunda espécie, respectivamente, sendo ainda:

lim K (2) = lim —[m(%)w] — ® (47)
z—> 0 z—> 0

sendo ¥ a constante de Euler.

Como a Equacdo (40) é uma equagdo diferencial de sexta ordem, a solugdo
geral é obtida por uma 'combinaqéo linear das funcbes dadas nas Equagbes (44) e (46).

Construiremos a solucdo fundamental mediante a combinagdo linear:
= 2 2 (48)
G(z) ClKo(z) + Czlnz + C2% + C,z Inz + Cslo(z) + C,

A Equacdo (48) sera uma solugdo fundamental se verificar a Equagao (39).
‘Esta verificacdo, que possibilitara a determinagdo das constantes C1 a C6, é efetuada

medianté a teoria das distribuicdes. Efetivamente, devemos ter (SILVA [10]):
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<G(Z),D3(%K] 2AZAZ(A—7\2)¢>(I‘)> = -¢(0), V ¢ € D(r) (49)

onde ¢(r) é uma funcdo teste em D(r), o espago das distribuigdes. Integrando esta ex-

pressdo por partes, apds excluir uma esfera de raio £ centrada na origem, obtém-se

(SILVA [10D):

D3[1—“1] “xz —J'G aa-22)22 dr + JA(A—A2)¢ % dr - JAG (A—Az)g% dr +

2 dr
r r r
>4 e £
[ dG de¢ dG :
-2 b - 2 e o 2=
+[(8-22)¢ Ag= dT JAGdrdF+[¢AdrdF+
’r r r
£ £ £
+|¢ A2(A-A2)G dQ} = -¢(0) (50)
Y0-Q
£

As derivadas de G(z) s3o:

dG

dr

it

A[—c K(z) + L C +2Cz+C z(i+2lnz) + C 1-(2)]
11 4 2 3 4 51

AG = AZ[C K (z) + 4C + 4C (l+lnz) + C 1 (2)]
1.0 3 4 50

A§=A3[—CK(2)+fc +CI(2)]
dr 11 Z 4 51
A2G=A4[CK(2)+CI(2)]

1.0 50

AZE—G = AS[—C K (z) + C1 (z)]
r 11 51

A2(A-A2)G = O (51)

No limite € — O constatamos que a primeira, a terceira € a quinta inte-
grais da Equagdo (50) se anulam. A sétima integral evidentemente também se anula. Da
sexta integral, satisfazendo a igualdade, tiramos:

1-v)2. 17"
C = [21[D3[—2——] Ab] (52)
1

Entdo, precisamos regularizar as integrais restantes. Da quarta integral

concluimos:
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4C4 =C (53)

cC =¢C (54)

Pelas condicbes de regularidade (regides infinitas, BREBBIA et alii [8]),

temos:
C =0 : (55)

Quanto as constantes C3 e C6' nenhuma restrigdo é imposta, constatando-se
assim que a solugdo fundamental proposta, Equagdo (48), possui duas fungdes livres ou

complementares. Sumariando estas conclustes temos:
a) funcdes essenciais: Ko(Z)’ Inz e z2lnz
b) funcdes complementares: z2 e 1

Substituindo estas constantes na Equagdo (48), apés fazermos C3 =-C e

4
C, = 0, obtemos a solugdo fundamental proposta por VAN DER WEEEN [25]-[26]:

Glz) = [2nD3[12—"] zxﬁ] {Ko(z) +Inz + 2 (Inz - 1)} (56)

~ Porém, ndo faremos a substituicio de nenhuma destas constantes, pois ob-
jetivamos defer‘minar‘ o melhor valor das constantes C3 e Cé, bem como verificar a in-
fluéncia das distintas fungdes na solucdo do problema. Efetivamente, fizemos C6 =0
e, num estudo cdmputacional preliminar, constatamos que (WESTPHAL JR. e BARCELLOS
[34]):

C =C =¢C (57)
4 3 1

fornece melhores resultados.
3.3 - Deslocamentos e Tragdes sobre o Contorno

Para pontos situados sobre o contorno I' da placa obtivemos no apéndice B,

Equagdes (B40), um sistema de trés equacdes integrais que descrevem todas as varia-

veis de placa sobre o referido contorno:

C”(p)uj(p) + JT”(q,p)uj(q)dI‘(q) = JUIJ(q,P)tJ(q)dF(q) +
r r

+ H U (Q,p) - MF U (Q.p) ] q(Q)dQ(Q) (58)
i3 i, o
Q



3.3.1 - Tensor Deslocamento Fundamental Uij
Substituindo a Equacdo (48) nas Equagdes (35) determinamos o tensor
U”(Q,P), que representa a solugdo fundamental do operador L” (equacbes de Navier

dos modelos de placa de Reissner e Mindlin), sendo apresentados no apéndice D alguns

calculos intermediarios necessérios para sua obtengéao:

2
_ 1-v| " ] 2 B _ _CC _ _
UO(,B = [D—Z—] A {'1—:—]')‘ [Cl (Baaﬁ Ar’ar , B] ——-2'22 {Sa’g 21"’0‘1” , [3} ]

-{zc +C [ZInz + 1]]5 —2Cr r +2C [Bla ~ Al r ]}
3 4 o3 4 o0 ,B 1-v 5 B O <

2
_ 1-v 6 _ I _
Ua3 = [DT] A {[4C4 Cz]? ZC3 C4 [Zlnz + 1] }rr’a

2
Uu = I:DL-—V] 7\4{[C -4 3 C ]lnz + ZZ[C + C lnz) -
33 2 2 1-v "4 3 4
_ 43V [c +C ] +C }
1-v 3 4] .
U =-U (59)
3x «3
onde:
Z = Ar (60)
r =x (Q - x (P) (61)
o [+ 4 [ 4
r = " Q - P " =v rr (62)
@ o
or 1
To T 3% Q) "7 s (63)
2 1 ) ) )
A(z) =K (z) + = | K(2) - = (64)
0 z 1 z
B(z) =K (z) + + | K (2 -1 J (65)
0 z | 1 z
4
Al(z) =1 (2) + 2 | -1 (z) - % | (66)
0 z | 1 z
1 ( 1 '
Bl(z) =1(z) + =] -1 (2) - = (67)
) z | 1 z
CC = C (1-v) + 4C (1+v) - 2C - 2C . (68)
2 a4 1 5

com as derivadas em relagdo as coordenadas do ponto campo Q, por ser a variavel en-

volvida nas equagdes integrais (58), sendo ainda Il(z) e Kl(z) as fungdes modificadas



de Bessel de ordem um de primeira e segunda espécie, respectivamente.

VAN DER WEEEN [25]-[26], com a solugdo fundamental proposta na Equagao

(56), eliminou o fator constante em U33.

Substituindo os valores de C1’ C2, C4 e C5 nas Equacdes (59), com:

C =FC
3 371 | (69)
C =FC '
6 6 1
obtemos:
_ 1 s -
Uaﬁ = 8nD(1—v)[[8B (1 v)(21nz_+1+8F3)] auﬁ (8A+2(1 v)]f’ar‘ﬁ]
U = —l—— 2inz+1+8F rr
«3  8mD 3] "«
(70)
Uu =-U
3o o3
1 2
= - - - - —(1-v)F
U33 T IEETIRY [z (1 v)[lnz+4F3] 8Inz 4[(3 v)(4F3+1) (1-v) 6]]
Podemos chegar a uma expressdo simplificada para as mesmas, fazendo:
1
F =-2
3 8 (71)
3-v
Fe - 2(1-v)
Assim:
1
qug = m [ (48_(1-V)IHZJ Sa’g— [4A+1-V] r ,ar‘ ,B]
U = —1— Inz rr
" “a3  4nD N
U =-U
3o o3
Uu = 1 z2(1-v)|lnz - l -8Inz (72)
33 8nD(I-v)A?Z| 2
Temos entdo, para h pequeno:
r2 1
~ e - = 73
U33 8nD [ln)\r 2} (73)

que é similar a solugdo fundamental para placas finas, dada por COSTA JR. e BREBBIA

[37]. Salientamos a coincidéncia da fungdo livre, expressa pelo fator -1/2 (fator



este livre tanto para placas finas como para os modelos aqui tratados).

Desenvolvendo Ko(z) e K1(2) para pequenos argumentos (ABRAMOWITZ e STEGUN
[38]), conclui-se que a funcdo A(z) é continua e B(z) apresenta singularidade loga-
ritmica:

2 2

lim B(z) = lim —l[ln(g) oy o+ 1] - %)
z=> 0 z > 0 '

- Observamos assim que o tensor Ulj " apresenta singularidade logaritmica,
visto que a aparente singularidade 1/z2 (Equagdes (59)) se anula com os dados valores
deC,C,C eC.

11 72" Ta 5
3.3.2 -~ Tensor Tensdao Fundamental T
ij

As forgas de superficie generalizadas provenientes do estado gerado pela

solugdo fundamental sdoc dadas pelas Equagdes (28):

* *
t =M n
” e (75)
*
t =Qn
[» A 4

Estas forgas estdo relacionadas com o tensor T1 (Q,P) de acordo com as

J
Equagtes (B23):

*

t =T (Q,Ple
[+ 4 | o4 1 (76)
E 3
t3 - TiS(Q’P)ei
Temos assim:
(Q,P) *

T P =M

T @ ei “Bnﬁ (77)

- .

T (Q,Ple. =Qn

i3 i o o«

As cargas concentradas unitarias generalizadas s#o supostas atuarem inde-

pendentemente nas diregdes €, - Assim suposto, ficamos com:

T @QP) =M i
fee of3 g
’ (78)
*(1)
T (Q,P) =Q n
i3 o o
D *(1) . ' : ;
sendo Maﬁ e Q os momentos e os esforgos cortantes, respectivamente, devidos as
. >3

cargas concentradas unitarias generalizadas aplicadas nas diregdes i (correspondentes

a coluna i do tensor le)'



Portanto, substituindo as Equacées (B23) nas Equagdes (24) resultam:

* -
W _pl¥ly  su + Eu s
«B 2 i, B B, 1=V Tiw,¥y «B
(79)
*(1) I-v .,
ro = T A [Uia * UlB,ot]

Para as derivadas do tensor Ui,, Equagdes (59), sdo de grande utilidade
: J

as relaces na forma apresentada no apéndice D, item D.2, resultando:

—-v]2 A
U = - D—l—z 27\ 1 C zK r 8 +Ajr 8 +r 8 +r &
2 z|1-v Y of oo By B oy ¥ of

CcC
-|4A+zK -r 8 -r 8 -r &
[ Atz l]r ocr r * -2—2-[4r,ar Br,a’ r,on By r,B oy ¥ 043]

’

+C ir 8 4r & 4 &8 -2r r r +—i—CzI_r‘8+
4 e By B ey Ly 2B o B LY I-v I,y af

+Alir & +r 3 4AI-z1 |r r r ]
soo By ,B txar ,7 af 1) ,x 8,7
U = _[plz2]%e ac,-C r l s -
3,8 2 2 F o .elz? 3 B
[(21nz + 1)6 + 2r r ]}
e 8
- _yl2
U = [Dl—ﬁ] A"{ [c -4 3¢ ]_é+2c +C [Zlnz + 1] }rr
33, 2 1- 3 4 , o
U = -U (80)
3o, o3,B

* oo
() devidos as cargas concentradas

Os momentos ‘M e os esforgos Q ),
o3 ot
unitarias generalizadas aplicadas na direcdo i, sdo obtidos mediante a substituigdo

das Equacdes (80) nas Equagdes (79), resultando:

*(y) 1-v]3.A7] 1
M =—|D—| 2=—<+—1IC ||zK +2A}l|r & +r & +2Ar 8 -2|4A+zl |Ir r r +
«B 2 zll-v]| 1 1 ,x By B oy ¥ of 1) ,x ,B 7

CC 1+v
+2——2- 4r r -r 8 -r & - | {+2C d +r & -2r +—r +
[ r .Br,v " By r.B «y r,waars‘] 4[r,oc By r,B oy .oz 8 7 17V Ly oqa] :

-&LC [[—ZI (2)+2AI(Z)] [r‘ S 4r & ]+2AIr‘ 3 —2[4AI-ZI ]r‘ r r ]
I-v's 1 ,a By LB ay Y off 1) ,x.,B ,



* ~p13
M 2= IpZ el [ac ¢ ||s -2r ¢ | 22Yc s -
B 2 4 2 oB ,ax ,8lz 1-v '3 ap

1

-2Cr r -—C [2(1+v)1nz+1+3v]6 }
4,0 ,B 1=V 4 o

*®) _ 1-v]3,¢f 2 CcC
.Qa - [D__Z_—] A {T——I)-[Cl [Baaﬁ— Ar,ar,ﬁ] Zzz[auﬁ_ zr,ar,ﬁ]]

—[4C —C][6 -2r r ]—;inc [BIS - Alr r ]}
a4 2 oB s ,Blz% 1-v's oB o B

* 7

Q = pruvz e

o 4 4 o

* 0 - * o .

Mot » (81)
o3 Bo

Substituindo as Equacdes (81) nas Equagdes (78) determinamos o tensor
TU_’(Q,P), que representa as forcas de superficie do estado gerado pela solugdo fun-

damental, cujas expressbes sio:

13 7
T =- DI—V] 2)L L C [zK +2A] [r n+4r J ]+2Ar n —2[4A+2K ]r r r |+
af | 2 z lfv 1 1 B o ,n «B & B 1) ,& ,8 ,n
{
+2£§ 4r T r -r n-r n-r & +2C l+—Vl“ n+r n+r &8 -2r r r ]+
z4| ,x B ,n ,xB L o ,n af 411-v ,a B ,B & ,n B & .8 ,n
+——1—~C [[—zl +2AI] [r n+r &8 ]+2A1r n -2[4AI-—ZI ]r r r ]
1-v7s 1 .8 & ,n B oo B 1} ,e¢ ,B8 ,n
_[x1-v]3,., 1 1+
T ™ [DT] 2A {{4(:4 Cz] [na—zr,ar,n]? 1505
-2Cr r ——l—C [2(1+v)lnz+1+3u]n }
4 ,o¢ ,n l-v 4 o
_ 1-v|3 g) 2 CcC
Ta3 - [D—Z—] A {-1—_11[(:1 {Bna_ Ar,ar,n] Zzz[na Zr,ur,n]]
-14C -C n-=2r r 14—2—C Bin - AIr r
4 "2 o ,O T z2' 1-vs o« & L, N
A? ‘
T =-D31-v)2=—Cr (82)
33 Z 4 ,n

onde:
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r =r n (83)

Observamos que o tensor TiJ apresenta as singularidades Inz e 1/z.
3.4 - Deslocamentos e Esforgos no Dominio
3.4.1 - Deslocamentos

As Equacdes (B40) descrevem os deslocamentos em qualquer ponto

P = (EI,EZ) € Q com Cij = 6”:

ui(P) + JTij(q,P)uj(q)dF(q) = J’Uij(q,P)tj(q)dr‘(q) +
r r

?J[UH(Q,P) - MF Uia a(Q,P)]q(Q)dQ(Q) (84)
Q

Os deslocamentos u (P) sio determinados em fungdo dos ui’s e ti’s sobre o
)3

contorﬁo, previamente determinados pelas Equacdes (58).
3.4.2 - Esforcgos
Os esforgos M B e Q sdo determinados mediante a substituigdo das Equa-
& o

¢Bes (84) nas Equacgdes (31), com as respectivas derivadas agora em relacdo as coorde-

nadas do ponto fonte P, sendo:

90 ____98 (85)
6xa(P) axa(Q)
u a(P) = [Uij a(q,P)tj(q)dI‘(q) - JT” a(q,P)uj(q)dl“(q) +
r r
+ J[ U (Q,P) - MF U. (Q,P) ] q(Q)d(Q) (86)
i3, 1Y,y
Q

pois as Equagbes (84) s3o uma representacio do campo de deslocamentos em qualquer

ponto P € Q, sendo as derivadas interpretadas no sentido distributivo.

Resultam assim expressdes da seguinte forma:



_ - dr
M“B(P) JUaBJ(q,P)tJ(q)dF(q) ‘[Taﬁj(q,l’)uj(q) (q) +
r r

+ J‘[ UaB:z(Q’P) - MF'VaB(Q,P) ] q(Q)dQ(Q) + MF q(P) 6«;3
Q

Qa(P) = JUaaj(q,P)tj(q)d'F(q) - JTaaj(q.P)uj(q)dF(q) +

r r
. ” U _(Q,P) - MF V _(Q,P) ] 4(Q)d2(Q) (87)
o33 o3
Q
onde:
U =pZ%u +u  +Zu s ]
o] 2 «j,B Bi,x 1-v ¥i,y of
1-v 2v
Vocﬁ =D _2—[Uoc5,6f3 Bg5,80c 1-V yé,é'ysaﬁ]
1-v
8] =D — )\Z[U + ) ]
«a3] 2 oj "3,
V =D 1-v AZ[U , ] (88)
«3 2 «s,s 38,8a
e
T =%t +T +2T s
oB ] 2 aj,p Bj,a« -V yj,y «B
T =pl¥ AZ[T + T ] (89)
«3j 2 oj 3j,a
e, como podemos ver:
\Y =U
B aBy,y
(90)
\" =U

o3 oal3y,¥

Observando a Equacédo (85), constatamos que as derivadas necessarias agora
em questdo equivalem aquelas anteriormente apresentadas nas Equagdes (80), porém com
sinal invertido. Portanto, precisamos das derivadas segundas do tensor UiJ acima ex-

pressas, bem como das derivadas do tensor TIJ' obtidas por sua vez mediante as deri-

* *
(1) i . . . = =
vadas de Maﬁ e Q ( ). Como ja salientado, as derivadas agora em questao sao em re-
o
lacdo ao ponto P, excegdo unica sendo U em V 3 que é em relagdo ao ponto Q (pois
oy, ¥ o

esta derivada vem do termo u. (Equagdes (84)), presente na expressdo dos esforgos
o
cortantes Q (EquagSes (31))). Assim, as derivadas segundas de Ul.l resultam (em re-
o

lagdo ao ponto P):



l—v]2 A8 1

U = — —_— - 2
aB,¥0 [D 7| 22115 |% ZKlaoqaaye [Z Ko+22K1]r,7r,96043+

+A|8 8 48 &8 +3 8 |-{zK +4Aflr 8 +r S8 +r & |r -
a3 ¥6 oy O oB By 1 oo By B xy ¥ «B) ,8

—{4A+zK][r r 8 4r r 8 +4+r r & ]+{22K +8zK +24A]r- r r r ]+
1 oo ,B ¥6 ,a ,y BO  ,B ,¥ aB 0 1 y& LB ,¥ 48

CC[

+—||4r r -6 ]6 +[4r‘ r -8 ]6 +{4r r -6 ]6 +
z @ ,8 o8} By B ,6 BO| oxy »¥ -8 78] of

+4[rr6+rr6+rr6]?24rrrr +C[(6—2r‘r}6+
o ,B8 8 ,x ,¥y B8 ,B ,y a8 v LB L, ,8 4 ¥e »¥ 28] ap

+[6 -2r r ]6 +[6 -2r r ]6 —2{1“ r 8 4r r 8 +r r o ]+
8o B ,0) oy o8 »x ,8) By S, B ¥ ,x ,¥y B8 ,B ,¥y «B
48r r r r ]+—1—C [—.ZI S & —[221 -2z1 ]r r & +
o B ,¥ ,8] 1-v 5 1 aB ¥© 0 1} ,v ,8 aB
+AIl8 8 +8 &8 +8 & —|-zI +4Al{|r 8 +r &8 +r & r -
aB ¥8 «ay BB «B8 By 1 s BY LB «xy L,y o) ,6

—[4AI-ZI ][r r 8 4r r 8 _+4r r & }+[221 -8z1 +24AI]r r r r ]
1 o B ¥8 ,x ,¥y B8 ,B ,¥ «xO (4] 1 ,& LB ¥ 8
12 27 . .
u_ = -[Dl—"] 2"-[-%(4c -c )[r 5 +r 5 +r & -4r r T ]+
«3,8y 2 z|z 4 "2 o By LB ay ¥ «B N Y §
+C {r 8 +r 8 4r 8 -2r r r
4 yx BY B oy Y of o 3,7

U - [ptzv) el Lc -a3%c |[s -2r r |e2cs +
33,a8 2 Z2|72 1-v7a) | a8 T ,a B 3 B

+C [(Zlnz + 1) +2r r ]]
4 of3 Y L3

. *(1) *(1)
As derivadas de M e Q resultam:
of3 o
* () —,13 38 '
M Y o It AT L e ok «2alls 5 +5 & |+2a8 5 -
«B,06 2 z¢]l1-v| 1 1 ay RO «B By a3 ¥8

—[22K +4zK +8A] [r 8§ +r & ]r —Z[ZK +4A}r r 8 -
0o 1 o By B ax) ,e 1 7,8 oB

—Z[ZK +4A][r r 8 +4r r 8 +r r & ]+2{22K +8zK +24A]r r rr
1 ), B8 L .y BB ,B ,¥ o8 (] 1 s B ,¥ ,©

4r r -8 |38 +}4r r -8 S +|4r r -8 |8 +
«8) By 8 .8 BO} ay »¥ .8 78) oB

+

(91)
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8 79+r,ar,7639+ ) ]—24r r r r +

r
sB ¥y a8 s O vﬁ Y ,8

+2C [[5 -2r r ]a +[a -2r r ]a +li‘i[a -2r r ]a -
4 «x8 ,x ,8}) By Be B ,8] ay 1-v| 6 , ¥ 8) «f

-2 [r r 8 4r r 8 +r r & J +8r r r r ] +
’a ’B 78 ’a ’7 Be ’B )7 ae ’a' ’ﬁ ’2’ ’9
+1LC [[—ZI +2AI] [6 3 +8 & ] +2Al8 & -
-V 5 1 ay B8 o8B By o3 ¥8
- [221 -4z] +8AI] (r‘ S +r & ] r -2 [—ZI +4AI] r r 8 -
0 1 o By LB «¥y) ,O 1 Y 8 op

—2[-—21 +4AI] [r r &
1 s &

4r T 3 +r r & ]+2[221 ~-8z1 +24A1]r r
'8 ¥8 Lo,y BO  ,B ,¥y o8 0 1

r
s L8

* _ 3 7
M 3 [DI—V] 45—[—;15(4C -C )[r‘ S +r 8 +r &8 -4r r r ]+
xB,y 2 zlZ 4 2 oo By LB oy L,y of Yo LB L,

+Cr‘6+r6+1+—vr‘6—2r‘rr'
4 @ By B ay 17V vy «B  ,x ,B ,¥

{

* 113 29 ’
Q @ o IpIVITAI L felok v 5 +Alr 5 +r & 4r &
o,y 2 z|l-v| ™1 1,7 of oo By LB «y ¥ of

ccf(
r r +—|4r r r -r -r 8 -r &
B LY z - < :3" s By B oy Y «f3

- [4A+2K 1] r

5 O

——%(4C—C)r6+r‘6+r 8 -4r r r |+
z 4 2 oo By LB ay L,y o&f LB LY

+Tl—c [—zIr s +Al(r S 4r & 4r & ]—[4AI—ZI ]r ror ]
75| " 5% e L 17,8y

* 28 '
= D3(1-v)2 = C [6 -2r r ]
o, z 4| «B st L3

Entdo, pelas Equagdes (78) podemos calcular as derivadas de TiJ_.

T =B %2 L e {2k +2a)[5 n +5 +2A8 n -

a3,y 2 zZ11-v| ™1 1 thny ﬁyna oy B
-[221( +42zK +8A) [r n+r &8 ]r —2[21( +4A]r r n -
0 1 y »n af) ¥ 1 yo& Y B

B «

—Z[ZK +4A] [r‘ r 8 +r r n+r r & ]+2{22K +8zK +24A]r‘ r
1 , B o 1

r
»h ay ,a ,B ¥ ,x ,n -2 < Y §

r
4 ,9]

Assim:

r +
,n
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+2C d -2r r n +jn -2r r 6+E—26 —er‘]n—
4 B B Y o Y »Y N of} 1-v oy X LY B

-2fr r 8 4r r n+4+r r 8 {4+8r r r r |+
8 »n ay ,a ,B ¥ ,x ,n By sy .3 ,¥ N
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+2{2210—8211+24AI]I‘ r r r ]

ot LB LY , N

T =D_1—_v34>\_7 1(4C—C)r n+4+r n+r 8 —-4r r r |+.
3,8 2 Z|22 778 2|, B B & ,n B  ,a ,B ,n

+C[r n+r 38 +1+—Vr n-2r r -r ]]
4] ,x B ,n B 1V ,B « ,& ,f8 ,n

. E 1-v]3.2%] 1 _
T = |D—1| 2 —J|C J|zZKr n +A|lr & +r n +r n
«3,R 2 zll-v]| 1 1,8 « ,n & ,ax B B «
\
-14A+zK ir r r +CC '4r' r r -r n-r n-r 98 -
1) ,« ,B ,n z? , ,8 ,n ,& B ,B a ,n «f

——é(4C—C)[r n+r n+r 8 -4r r r ]+
z 4 2 o B B a ,n «B s L8 ,n

+—1—C [—zlr‘ n+AI[r n+r n +r 8 ]—[4AI—zl)r‘ r r ]
i1-v's 1 ,B « ,oe B 8 o ,h of 1 ,x 8 ,n

A8
- D3(1-v)2 - (93)
T33,o¢ D3(1-v) v C4(na 2r‘,ar’n]
Finalmente, podemos determinar os tensores internos U , T e V . As-
aol] ‘ol ol

sim, os tensores internos U Ly sdo:
oL

1-vl3.A7] 1
U = |D——] 2 —I|C zK +2Allr & +r & +2Ar & -
1 1 ,& By B o« »¥ o



-2|4A+zK |Ir r r +2£§4rrr-r6—r6—r6 +
1 & B LY 4 oo B L, ,oo By B oy Y «B

+2Cr6+r6+lfzr -2r r r +
4 s By LB oy 1-V ,y «B yoo B LY

+—1—-C ,[[-—ZI +2AI] [r 8 +r & ]+2A1r 3 —2[4AI—ZI ]r‘ r r ]

1-v s 1 s By B oy vy off 1) ,a¢ ,B ,7
13

u = oY e fac ¢ |[s -2r ¢ |-2i¥cs —2cr r -

B3 . 2 z 4 2 opB @ LB 1-v 73 op 4,0 B

--—I—C [2(1+v)1n2+1+3v]6 ]
1-v s «p

UocGB B [ 2 ] A {E[CI (BaaB-Ar,ar,B] 222[6cxﬁ Zr.ar,ﬁ]]

—-%[4c -c][a 2r r ]+ic{316 -Alr r ]}
Z 4 2 «B ,a ,B} 1-v 5 o sor L3

'7 .
U =D3-v2 cr (94)
o33 Z 4 ,o

Os tensores internos T _  resultam:
) ol

[ 1-v]4 a8 1 |
TOLBX- [D—-z—'] 2? 'I—_'l')' Cl Z[ZKl+2A] [naéﬁyﬂxﬁéoq] +4An76a’3
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0 1 o L,y B LB,y &« ,x ,n By ,B .n «ay

—4[21( +4A] [r r n+r r & ]+4[22K +8zK +24A]r r r r |+
. 1 s B ¥ ,¥ ,n o«f 0 1 & L8 ,¥ »n

+4%(2:- 4[r oF 7nB+r Br 7n +r T 68 +r Br naay] +4 [Zr o Br 2r+r _’r‘ naaﬁ]_
. ’ ’ ’ * [ !a )n 7 ’ ’ ’ ’ * » *

-inéd +n d +n & -24r r r r +4C |In & +n 38 +1+3vn -
o« By B oy ¥ «f ,& LB ,¥ 4N 4| a By B oy -V oy B

—2rrn+rrn+rr6+rr6—Zlﬂrrnﬂ*ré+
o ,¥ B LB ¥ & ,a ,n By LB ,h «¥ I-v| ,e¢ ,8 7 ,> ,n of

+8r r r r ]+~—1—C [2[—21 +2AI] [n S +n d ]+4A1n 3 -
s .8 ,¥ ,n| 1-v s 1 « By B ay r «f

—[221 -6z1 +16AI][r r n+r r n+r r 8 +r r & ]—
0 1 ,h &y}

& LY B B .Y & s ,n. By LB



-4[—21 +4AI] [r r n+r r 8 ]+,4 [221 -8z1 +24AIJr r rr ]
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T =] 2% L e loar no+[zx +2a[r 0o+ 8 -
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5O s O

42[4A+2K ]r' r r ]+2—g(§:[4r' rr -r n-r n-r & ] -
1 8 ,n 4 B8 ,n , e B ,B « ,n of

-—-22(4C ~C )ir n +r 4r 8 -4r r r |+

z 4 "2 o B 0T » N

’B o s N OCB s O )B

+1—C [ZAIr n +[—zI +2AI] {r’ n +r 8 ]'—2(41\1—2] ]r‘ r r ]
1-v s o B 1 B« ,n «af 1) & ,B8 ,n

T =[] "2 L e | +2a " «2Ar & -
a3 2 zji-v| 1 z 1 r,oan r,;sna ,n of

—2[4A+2K ]r r r }+2£g’-[4r' r r -r n-r n-r & }]-
1 ,0 LB ,n 4 s LB ,n ,oo B B ,n of

» .
—22(4C4—C2)[r n +r n +r 6a3—4r’ar’ﬁr,n]+

Yy B B o« s N

+—1——-C [[—ZI +2AI] [r‘ n +r n ]+2Alr 38 -—2[4'AI—'ZI ]r‘ r r ]
1-v s 1 v B L,B o) - ,n of3 1) ,e¢ ,8 ,n

{(1-v)3 CcC
- natt7V’" 510 _ _
To433 =D 16 A [ZCI[BnoC Ar,ar’,n] 7z {na 2r,ar,n]+

1 R
?[4(1+V)C4+(1—V)C2] [na—Zr ,ar’ , n] +2C5 [BIn“-AIr , o , n]]

E, por derradeiro, os tensores internos V _ sdo:
ol

A8
= D3(1-p)3 -
VCZB D (1 V) E’z C4 [Saﬁ 21"’“1”,8]

vV =0

o3

32

' (95)

(96)

As Equagdes (87) podem ser escritas numa forma mais adequada. Para isto

definimos:

(97)
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resultando:

T = JU t dr - JT u dr" + J[U -MF V ]qu + MF gé (98)
ol al]) } alj ol3 ol ol
r Q

r

3.5 -~ Conclusio

Aplicando o método de Hdrmander determinamos a solugéo fundamental geral
do operador escalar, consistindo os demais c&lculos apenas de manipulagdes algébri-

cas. Esta solucdo é composta de fungdes essenciais e fungles livres.

Os nucleos dos operadores presentes na formulagdo integral do problema,
descrevendo a correlacdo funcional entre as varidveis de placa sobre o contorno, bem

como no dominio da regifo em estudo, foram desenvolvidos na sua forma mais geral.

A forma simplificada do. tensor deslocamento fundamental resultou numa si-

milaridade do mesmo com aquele correspondente ao modelo classico de placa.



CAPITULO 4

O METODO DIRETO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADO
AOS MODELOS DE PLACA DE REISSNER E MINDLIN

4.1 - Introducgédo

A formulagdo integral especialmente desenvolvida no capitulo anterior es-

t4 posta de forma a ser abordada numericamente pelo método dos elementos de contorno.

Para a discretizacio necessaria sf3o previstas fungdes de interpolagdo
constantes, lineares e quadréaticas, tanto para as varidveis -como para a geometria, ou

seja, serdo usados elementos isoparamétricos de ordem zero, um e dois.

As integrais sobre cada elemento, cujo processamento € um dos passos ne-
cessdrios para a determinacio do sistema 'de equagdes algébricas, sZio efetuadas por
quadratura gaussiana. Caso as mesmas possuam fung¢des singulares, antes do processo de

integragdo é feita uma transformacfo regularizadora sobre as respectivas fungdes.
4.2 - O Método dos Elementos de Contorno

A redugdo das equagbes integrais a um sistema de equagdes algébricas li-
neares é geralmente efetuada mediante os seguintes passos, que sdo a esséncia do mé-

todo dos elementos de contorno (BREBBIA, TELLES e WROBEL [8]):
a) Discretizacdo do contorno I' em uma série de elementos I"n, tal que

N
UT =T,comT AT = ¢ parai # j, onde N é o numero de elementos
n i j
n=1
em que I' é dividido. Os elementos I' s#o definidos pelas respectivas
n

coordenadas nodais e uma especificada variagdo da geometria do mesmo,
sendo estendida no caso presente esta mesma variagdo aos deslocamentos

e as tragbes sobre o referido elemento. Processo similar se aplica ao
R

dominio §, sendo neste caso (J Qlr = Q, com Ql n Qj = ¢ para i # j, on-
r=1 ]

de R é o ndmero de "elementos" em que Q é dividido, ndo havendo no en-

tanto nenhuma incognita sobre os mesmos.

b) Usando o método da colocagdo, ou seja, aplicando as equagdes discreti-
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zadas em cada um dos s pontos nodais p do contorno, e computando as
integrais sobre cada elemento, geralmente por quadratura numérica, re-
sulta um sistema de 3xs equacbes algébricas lineares envolvendo um

conjunto de 3xs deslocamentos e 3xs tragdes.

c) Imposigdo das condicSes de contorno e subsequente redugdo do sistema
de equacgdes envolvendo 3xs valores nodais de deslocamentos e tragGes
sobre o contorno. Nesta forma, 6 sistema pode ser resolvido por méto-
dos adequados, seja eliminagdo gaussiana ou outro método, para a de-

terminagdo das incégnitas envolvidas.

.d) Deslocamentos e esforcos em pontos internos podem ent&o ser determina-
dos, se necessario, em fungdo somente dos valores nodais sobre o con-

torno.
4.3. - Processo de Discretizagdo

Para a discretizacio do problema, o contorno I' é aproximado por um con-
junto I' de elementos. As coordenadas x de pontos situados sobre cada elemento I‘n
n . o
sdo expressas em termos das coordenadas nodais x’ usadas para definir o elemento, com
o

as funcdes de interpolagdo ¢ especificando a variagio geométrica adotada para o ele-
J

mento. Entao:

X = ¢.X‘i ) ‘ h (99)

que pode ser expressa matricialmente:

x = y'x’ (100)
e, de acordo com a definigdo dos elementos isoparamétricos:

u =y (101)

t =yt ' (102)

P . ) ) . ] j
onde j &€ o nUimero de pontos nodais necessarios para definir o elemento, com u e ti

sendo os valores nodais de u e t na diregdo i do né j.

As -fungSes de interpolagdo previstas na implementagdo numérica sdo de or-
dem zero, um e dois (elemento constante, linear e quadratico), Figura 4, sendo dadas

respectivamente por:
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Y { 1 } (103)

i

¢ = % {(l—n) (1+n)} (104)
¢ = % {n(n—l) 2(1-72) n(n+1)} : (105)
correspondentes a j = 1, 2 e 3, nesta ordem. Os elementos isoparamétricos s@o usados

sem restrigdo, a ndo ser quando se trata de elemento constante, sendo neste caso usa-

da interpolagdo linear para as coordenadas.
A coordenada adimensional 7 & determinada por:
n = % y : _ ' (106)

onde ! € o comprimento do elemento em consideragao.

ke o
! }
Q) ®; @ @
n=—1 =0 =1 n=—1 7=0 n=1 n=-1
Y. Y, .
constante linear quadratico

Figura 4 - Elementos de Contorno Utilizados

_ As matrizes expressas nas Equagdes (100)-(102), cujos elementos sdo as
fungdes de interpolagdo dadas nas Equagdes (103)-(105) sdo expressas por:
T
¢ .
~ ¢ (107)
T
~ ¢

-

ne
I

devendo-se eliminar a terceira submatriz quando interpolando as coordenadas.

A discretizagao do dominio Q é feita de modo similar ao contorno I', sen-

do as fungdes de interpolagdo dadas por (Figura 5):
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Figura 5 - Elementos de Dominio Utilizados

( 3

(l-nl)(l*nz)

(1+m ) (1-7.)
! 2 (109)

S
Il
B -

(l—nl)(1+n2)
(1+n1)(1+n2)

( )

(l-T)1 )(1_—’72)(-7'1_172_1)
2(1—nf)(1-n2)
(1+n1)(1—n2)(n1-n2—1)
2(1—n1)(1—n§)
2(1+n1)(1—n§)
(l—nl)(l+n2)(—nl+n2—1)
2(1—nf)(1+n2)

{ (110)

X e
1
ENT,

(1+nl)(1+n2)(nl+n2—l)

J =1 4 e 8 para elementos de dominio constante, linear e quadratico, respectiva-

mente.

As coordenadas adimensionais n sdo dadas por:
o

(111)

nio valendo a convencdo do somatério, de acordo com o expresso no ultimo parégrafo do

ftem 2.1

-~ —. . . Para o.calculo.das integrais é necessario expressar dI' e dQ2 em termos das
coordenadas adimensionais (n para elemento unidimensional e n para elemento bidimen-
[+

sional), o que é feito pelo jacobiano da transformagdo, sendo ]Gn| 0 jacobiano para
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um elemento de contorno I' e [G | o correspondente jacobiano para um elemento de do-
n r

minio © , ou seja:
r

dar

n

|G_tdn (112)

dQ

r

|Gr|d7)ld1r)2 (113)

O jacobiano é o determinante da matriz de transformagdo do sistema global

(xl,xz) para o sistema local (nl,nz), Figura 6.

X, M2 " X, dar 7
ﬁ. . dx2
g, dx,
9 7 r
i 9 g,
" X, X,
'axﬁ
- B 2-dx2+dx2
go‘_an lﬁ (dl") dxl dxz
o
; 2 2
_6Xa ax o dr)z_ i . axz
glxgz_ anl 61)2 o B dn N én

Figura 6 - Sistemas de Coordenadas Global e Local

O jacobiano da transformagdo é calculado mediante a relagdo entre os ele-

mentos de linha dos sistemas global e local (BANERJEE e BUTTERFIELD ([11]):

(114)

Podemos entdo determinar os jacobianos:

|G | = o o (115)
dn dn
ax_ 8x 8x  8x
|G | LR L2 (116)

T 3—17; 67)2 - 61)2 61)l

4.4 - Discretizagdo para Pontos sobre o Contorno

No apéndice B, mediante a aplicagdo do método dos residuos ponderados,

obtivemos um conjunto de trés equagbes integrais, para cada ponto (Equagdes (B40)):



C”(p)uj(p) + Jle(q,p)uj(q)dF(q) = JUij(q,P)tj(q)dI‘(q) +
r r

. J [Uls(Q,p) -MFU__ a(o,p)]q(o)dsz(o)
Q

que, expressa em notacdo matricial, fornece (Equagbes (B41)):

~ ~ ~

C(plulp) + J T(q,plu(q)dl'(q) = J U(q,p)t(q)dI‘(qi +
¥ r” - r® -

~ ~

+ J [ u(Q,p) - MF U(Q,p)] q(Q)dQ(Q)
Q A ~ ~

sendo p e q pontos restritos ao contorno I'. Da, Equéc;éo (B39) temos:

U U U + U
12,2 11,1 11,1 12,2

U = : U + U
- 22,2 21,1 21,1 22,2
U + U :
32,2 31,1 31,1 32,2

39

(117)

(118)

(119)

As variaveis u e tl expressas nas Equagdes (101) e (102) foram implemen-

tadas numericamente na seguinte forma, valida para um elemento de contorno quadrati-

co:

1] s . 1] 1] L] T
ul = ! ul ul! w2 w2 w2l el ud ol
1 2 3! 1 1 2 3- ] l 2 3-

1 N ] [} 1] 1 1] T
t) = {:tl t! ¢l 142 12 ¢2! 43 3 t3:}
1 2 341 2 3i +1 2 3

~

(120)

(121)

(122)

(123)

(124)

As expressBes validas para elemento constante e linear  correspondem as

primeiras e segundas submatrizes das Equagdes (122)-(124), respectivamente.
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Temos também:

q = v'q (125)

R &

onde-qg sdo as forcas externas aplicadas nos nés j nas diregdes i, com j = 1, 4 e 8,

para elemento de dominio constante, linear e quadratico, respectivamente. Convém no-

tar que:
T .
q ='{ 0 0 g } _ (126)
N s, %, | |
iz = ¢ o 8, b (127)
¢, 4, s,
q = { 00qg'...00q%..004° }T (128)

A disting8o entre as Equagbes (122) e (127) fica clara no contexto em que

as mesmas sdo usadas.
Assim, na forma discretizada, as Equacdes (117) podem ser escritas:

N

N
3 ] J _ J
Cikwlkul(p) + Z{ JTikwIkdrn}uI(q) = Z{ JUikwlden}tI(q) +
r,

n=1 YT n=1
n n

i3 J
+ Z{ J [Uik— MF Uik]wlder}qI(Q) (129)

c ¢y ulp) + Z{ J T wTan}uj(q) = Z{ J U wTan}tj(q) +
N r o~ r ~ xR ~ X ~

J [ U-MFT ]wTer}qj(Q) (130)
Q ® o ~

~

sendo que os indices 'I’ e ')’ (este Gltimo ser4 usado a seguir) variam de 1 até 3

vezes o numero de nés do elemento (de contorno ou dominio).

As integrais acima, devido a dificuldade™ de serem integradas analitica-

mente, sdo normalmente calculadas por integracdo numérica. Estas integrais relacionam
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o n6 i (ponto p) com os elementos de contorno n (pontos g) ou elementos de dominio r

(pontos Q) sobre os quais a mesma é aplicada.

A Equacdo (130) associa seis quantidades a cada ponto nodal sobre o con-
torno, das quais trés s3o determinadas pelas condi¢des de contorno, sendo as restan-

tes incégnitas.

Colocando a Equagdo (130) em cada um dos s pontos nodais sobre o contor-
no, obtemos um sistema linear de 3xs equagdes a 3xs incégnitas, no caso de contorno
sem vértices. Quando houver descontinuidade nas tragdes (vértices) é usada a técnica

do né duplo.

Para facilitar a inclusdo das condicdes de contorno no sistema de equagd-

es (130), os vetores de valores nodais u’ e t? sdo referenciados as coordenadas loca-

is n e s (Figura 1). Seja R a matriz de transformacio do sistema global para o local,

~ ~ ~

aplicada nos pontos nodais P, € q. O sistema de equagdes (129) pode entdo ser escri-
c

to (SILVA [10], WATSON [39]):

| Rai(pf)cak(pf)w.lk(pf)RJI(pf)u;j(pf) *
N .
> J _
+ Rai(pf)‘ { Tak(q,pf)xll“((q)cll‘n(q)}RJI.(qc)uI (qc) =
n=1 ‘Fn
N,
- s J
= Ra (p) { Uak(q,pf)l//lk(q)dl“n(q)}RJI(qc)tI (qc) +
i U I‘n
R
- 3
+ Rai(pf) { | [Uak(Q,pf)—MF Uak(Q,pf)]wlk(Q)er(Q)}qI(Qc) (131)
1 °Q

r

R'C y'R u’j(pf) + RT(pf) { J T wTdrn} R uwl(q)=
n=1 Fn
N ~
= RT(pf) { U y'dr } R t'(q)+
-~ o1 ~r [~ oo~

+ RT(pf) { [ U - ME. U ] .x/JT.er} .qj(Qc) (132)
~ 1' Q * * -



onde:

u’

~

tr

~

it

T
’(qc) {wi(qc) vlig) wj(qc)}

’(qc)

T
3 J J
{ Mi{q) M (q) Q (q) }
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(133)

(134)

como se nota, sfo as variaveis de placa sobre o contorno (ver Equagles (8) e (A2)),

referenciadas no sistema local.

Construimos agora um vetor para os deslocamentos,

um outro para as

tracdes, e também um para o carregamento externo, sobre cada ponto nodal (sendo

p! = w wi

n 1

onde s ¢ o numero de nés sobre o contorno, e nd o nimero de nés no dominio.

- u:] e Wj - u’J):
2 3

Q={O 0 q ..0 0 q“"}

(135)

(136)

(137)

De acordo com BREBBIA [7], adotamos a seguinte convengdo, lidando com as

equacdes na forma matricial (EquagBes (132)) e substituindo os diferenciais respecti-

vos pelas Equages (112) e (113):

A (1
T T
lj—lf(pf){ Ty IGnldn}z(qc)
~ w )=
T 1 T
e=Rp){| vy |Gn[dn}R(qc)

R o

i

R n

. ,\—’
©
.y

) ?
‘—

[ U-MFU ]wT|Gr|dnldn2
h = x I

Resulta assim:

N N R

R'C y'R wlip) +Z h wl(q) =Z g ")) +2 b q’@)

oA~

n=1 n=1 r=1

(138)

(139)

(140)

(141)
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O sistema acima pode ser escrito como:

HU=GT+BQ , (142)

~N o~ o~ ~ v

ap6s fazer as sobreposigdes implicitas, tendo para isso definido:

E
h” para q_ P,
=4 . (143)
1] =
h1j+RaiCakwllej para q =P,
sendo l/llk = Ilk a matriz identidade associada a fungdo de interpolagdo unitaria cor-

respondente ao ponto fonte P,

Sobre cada ponto nodal responsavel pela formagdo do sistema de equagdes
(142) é conhecido o deslocamento ou a tracdo em cada uma das diregdes generalizadas.

Portanto, é possivel colocar o sistema (142) na forma:

AX=F _ (144)

X o~ ~

sendo o vetor X composto com os valores nodais incégnitos de Ui e Ti, e Fi composto
. . 1 |
com as quantidades restantes, todas conhecidas. O sistema se encontra na for‘m_a ade-

quada para ser resolvido por qualquer método.
4.5 - Discretizagdo para Ponto.s do Dominio
4.5.1 - Deslocamentos
Uma vez determinados os deslocamentos € as tragdes sobre o contorno, ten-

do resolvido o sistema linear (Equacdes (144)), podemos determinar os deslocamentos

em qualquer ponto P € Q discretizando as Equagdes (84):

N
u(P) = { J U wTan} R 't'j(qc) - Z J T wTdrn} R u’j(qc) +
~ r ~ o~ ~ o® ~ o~

z

n=1 n=1 "0
n n
R
+ z { [ U-MF T ] :[JTer}qj(Qc) (145)
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4.5.2 - Esforgos

Os esforgos nos pontos internos sdo calculados pelas Equagdes (98),

transcritas abaixo na forma discretizada:

N N
©(P) = Z{ J y y'dr } R t7(q) - Z{ { T y'dr } Rullq) +
~ o1 xR o~ pya rnz ~ o~
R
+ Z{ [ [ U-MFV ] wTer}qJ(Qc) +MF q T (146)

sendo o tensor V _ escrito de forma a reproduzir o tensor VM para j = 3, ou seja:
oij '

vV =V (147)

0 ] (148)
(0]

4.6 - Processo de Integragdo
4.6.1 - Integrais Regulares

Quando os pontos fonte e campo ndo estdo situados sobre o mesmo elemento,
as integrais correspondentes sdo regulares, podendo serem calculadas por quadratura
gaussiana. Assim, por exemplo, a integral expressa na Equagdo (138) pode ser calcula-

da como:

+1

[ T(a,p, W' (@)|G_(@)|dnlq) = wi[ T(q,pf)lllT(q)]Gn(q)]] (149)

=1 Q-ql

onde qi é a coordenada do i-ésimo ponto de integragdo, sendo wl o peso correspondente
(BREBBIA, TELLES e WROBEL [8]). Esta férmula integra exatamente qualquer fungdo poli-

nomial de ordem menor ou igual a 2k-1, onde i = 1, k. As demais integrais nao singu-

lares podem ser aproximadas da ‘mesma forma.
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4.6.2 - Integrais Singulares

Estando os pontos fonte € campo situados sobre o mesmo elemento (pf € I‘n,
Equagdo (131)), as integrais expressas nas Equacdes (138)-(140) apresentam singulari-
dade. Também apresentam singularidade as integrais em §, Equagdes (145) e (146), para
pontos internos. Antes de aplicar o esquema de integragio usado para integrais regu-
lares, >é feita uma transformagdo regularizadora sobre os nucleos das respectivas in-

* tegrais. De acordo com TELLES [12], a integral:

+1

1= J f(n)dn : - : : . (150)

-1

onde f(n) é singular no pontd ;, Iﬁl =< 1, tem o integrando regularizado pela trans-

formagdo polinomial cubica:

n=ay’+byz+cy+d (151)

com:

' (152)

Assim, a Equagdo (150) é transformada em:

+1
_ (y-7)3, =) 3(3-1)? (153)
I= J' f[ 1+312 *a 1+372 dy .
<1

onde T ¢ o valor de ¥y que satisfaz n(t) = 7, dado por:

3 ~ 3 ~
v =V am-1 + 71| + V a@e-1 - [7-1] + 7@ | (154)

Este procedimento concentra automaticamente os pontos de integragdo pro-
Ximo 2 singularidade. Além do mais, o mesmo pode ainda ser usado para integrais qua-
se-singulares. A integral regularizada, Equacdo (153), pode ser —agora efetuada de mo-

do idéntico ao processo descrito pela Equacido (149).
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Os elementos da matriz G provenientes das integrais singulares s&o calcu-

~
=

lados pelo procedimento acima descrito.

Os elementos da matriz H provenientes das integrais singulares sdo sepa-

~

rados em dois casos (SILVA [10], WATSON [39]). Primeiro considera-se o caso em que a
fungé@o de interpolagio ¢>J ndo é aquela associada ao né singular. Entdo, como o tensor
T]J = O(1/r) e <l>j = O(r), o produto a ser integrado tende a um limite, podendo ser
realizada uma integracio numérica normal, sendo no entanto necessario um grande ni-
mero de pontos de integragdo. Porém, para calcular estas integrais de forma mais efe-

tiva, emprega-se a técnica anteriormente descrita.

Quando a fungdo de interpolagdo ¢j € aquela associada ao ndé singular,
¢j ~ 1 e, como jA é sabido, as integrais devem ser interpretadas no sentido do valor
principal de Cauchy. Portanto, & necessario calcular os valores principais, bem como

os coeficientes C”. Porém, as submatrizes da diagonal de H, que correspondem a soma

~
~

dos fato’r‘es geométricos Cij com as integrais envolvendo o tensor Tij, interpretadas
no sentido do valor principal de Cauchy, podem ser obtidas sem o célculo direto de
Cij e fli | (LACHAT [40])). Através da imposicdo de movimentos de corpo rigido em cada
uma das trés direcdes referentes ao sistema global de coordenadas nos pontos nodais
pf (e posterior ‘pr’é multiplicagdo pelas matrizes Rij correspondentes), reduz-se o

sistema dado pelas equacdes na forma (117) a:

HU=0 (155)

o~

ou seja:

Cij(pf)uj(pf) + J le(q,pf)uj(q)_dl“(q) =0 (156)
r

onde U agora representa os referidos deslocamentos de corpo rigido.

Esta equagdo admite solucSes ndo triviais u_, que sdo combinagdes arbi-
1

~

trarias dos trés deslocamentos unitarios basicos de corpo rigido:

T
Sl(q,Pf) =01 0 x(p)-x(a]

ljz(q,pf) =[0 1 xz(pf) xz(q) ] (157)
uap) =0 0 1 I

pois, neste caso (Equagdes (29)):



47

u =-u = ] (158)

Para que a Equacgdo (155) seja valida considerando um sistema de " desloca-

mentos de corpo rigido arbitrario, definimos:

dlgp.) = [ u (gp) u (q,p,) u_(q,p) ] (159)
ou seja:
1 0
d(q,pf) = o 1 0 . (160)

~

xl(pf)—xl(q) xz(p_f)—xz(q) 1

Assim, as submatrizes da diagonal de H, correspondentes ao ponto p., ou seja, as sub-

~
e

matrizes h;j, sdo calculadas por (Equagbes (155)):
S
.o (161)
hij Rki(pf) hk;dlj _ '
n=1

qcipf

onde s é o numero de nés sobre o contorno, estando presente a rotagdo de acordo com

as Equacdes (141).
Cada submatriz 3x3 da diagonal de H, h;j, é numericamente igual & soma

das submatrizes hl. restantes, relativas ao ponto P sobre cada nd q do contorno,
J
q=# pf, multiplicadas pela matriz de deslocamentos de corpo rigido associada, com o

sinal invertido.

Assim, temos (Equagdes (156)):

~

h;a(pf) ki f [Tka(q’pf) * [xa(pf)—xa(q)]Tks(q,pf)]dI'(q)
r

I
|
e
<l

(162)

r.

Tks(q,pf')dl‘(q)
°T

n
!
ol
<l

hna(pf)

com q # pf

A matriz CiJ ¢ obtida no apéndice E, mediante um procedimento de limite.



48

4.7 - Solucdo do Sistema de Equagdes

O sistema de equacbes obtido resulta numa matriz cheia e ndo-simétrica.
Para a solugdo do sistema empregou-se o método da eliminagdo de Gauss com pivotagao
parcial (SILVA [10]), ou, de acordo com HUMES et alii {41], eliminacdo de Gauss com

condensagdo pivotal.

4.8 - Calculo das Variaveis em Pontos Internos

Os deslocamentos e os esforgos em pontos internos especificos podem ser
_determinados pelas EquagBes (145) e (146), desde que tenha sido resolvido o sistema
de equagBes (144), que possibilita a determinagdo das varidveis sobre o contorno.
Como neste caso ndo existe um sistema de coordenadas associado a cada ponto interno,

é natural que estas variaveis sejam definidas no sistema global de coordenadas.

Dado que agora os pontos fonte situam-se no dominio, as integrais sobre o
contorno ndo apresentam singularidades, podendo serem integradas normalmente. No en-
tanto, deve-se ter o cuidado de n#o especificar pontos muito préximos ao contorno, ou
entdo, se necessdrio, fazé-lo aplicando o procedimentq de TELLES [12] para integrais

quase-singulares, o que ndo foi considerado neste trabalho.

Para o célculo dos deslocamentos em pontos internos, as integrais de do-
minio apresentam as singularidades do tipo In z e 17z, sendo esta ultima restrita ao

modelo de Reissner , podendo serem integradas usando o procedimento de TELLES [12].

Os tensores correspondentes aos esforgos em pontos internos, cujas inte-
grais de dominio apresentam as singularidades In z, 1/z e 1/Zz2, sendo a singularidade
do tipo 1/z2 restrita ao modelo de Reissner, sfo integrados também mediante o proce-

dimento de TELLES [12].

E importante salientar que, no arquivo de dados necessario para modelar o
problema, a inclusdo de pontos internos implica somente na adigdo de tantas linhas
quantos forem estes pontos, necessarias para a leitura das coordenadas dos mesmos. O
cédlculo das coordenadas locais destes pontos (para o caso de integragdo singular no

dominio) é efetuado pelo método de Newton-Raphson.

No apéndice F é feita a transformagdo das integrais no dominio para o
contorno, langando-se mio de uma equagio de Poisson auxiliar, para carregamentos uni-
formemente distribuidos. Estas novas integrais sobre o contorno, que apresentam sin-
gularidades quando expressas no dominio, sdo todas regulares. No fim do mesmo também

é estudado o caso de cargas concentradas.

Areas sem carga, que sio normalmente a maior parte da superficie da pla-

ca, ndo precisam ser discretizadas para a integragdo no dominio.



CAPITULO 5

APLICACOES NUMERICAS
5.1 - Introdugédo

Com a formulagiio desenvolvida nos capitulos anteriores, e adaptando o
programa em FORTRAN elaborado por SILVA [10], aplicamos o método dos elementos de
contorno a alguns problemas de placa, fazendo comparagdes entre os elementos previs-
tos e analisando a influéncia das funcdes livres na convergéncia dos resultados. Tam-
bém ¢é analisada a coﬁvergéncia dos resultados quando se aumenta o numero de pontos de

integracdo, sendo usados oito pontos quando ndo mencionado.

Verifica-se o comportamento da formulagdo quando as placas se tornam fi-
nas, a fim de investigar o fenémeno do "locking", que surge em algumas situagbes de
placas finas, quando analisadas por elementos finitos através dos modelos aqui des-

critos.
5.2 - Placas Circulares
5.2.1 - Placa Circular Engastada com Carga Uniformemente Distribuida

Para uma placa circular de raio a e espessura h, submetida a um carrega-
mento uniformemente distribuido + q/2 em cada face da mesma, engastada em r = a, te-
mos a seguinte' solugdo analitica, de acordo com o modelo de Reissner (VAN DER WEEEN

[25], REISSNER [2]):

f
=
o
5
i
L0
18
™
P
[
+
=
o
+
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2 2 (163)
= 9a- ") r
Mg, = 16 {1+v(l+C) (1+3v)[a] }
M =0
ns
_qa(r
Qn - Z(a]
Q =0
onde:
c._ 4 h)?
~ 3kZ(1-v) |a
(164)
cC =C
Fazendo C’ = O obtemos a solugio correspondente para o modelo de Mindlin

(DYM e SHAMES [33]), enquanto que fazendo C = C’ = O obtemos a solugdo para o modelo
de.Kirchhoff (TIMOSHENKO e WOINOWSKI-KRIEGER [5]). '

O problema foi resolvido para os trés tipos de elemento: 16(32) elementos
de contorno constantes (caso 16C(32C)) e lineares (16L(32L)), e 8(16) elementos qua-
draticos (8Q(16Q)). Os sub-itens 1, 2, 3 e 4 sdo associados as fungdes livres dadas

pelas Equagdes (56) (VAN DER WEEEN [25]), (72), (165) e (166), conforme segue:

C =0 C =0 (166)
3 6 .

respectivamente.

Como a solugdo analitica presente é a unica que possuimos, vamos analisar
este caso com mais detalhes. Em todos os problemas resolvidos com este tipo de geome-
tria verificamos que o elemento quadratico apresentou uma oscilagao dos valores cal-
culados entré os nés do extremo e o do centro de cada elemento. Consideremos as Tabe-
las 2 a 5 abaixo, sendo os valores calculados sobre o contorno correspondentes ao né
central de um elemento identificados pelos itens com asterisco. Selecionamos para es-
te exemplo o modelo de Mindlin, com v = 0,3, k2 = 5/6, a = 0,5 e h = 0,2. No programa
implementado todas as integracbes sdo feitas com um numero fixo e unico de pontos de
integragdo. As condigBes de contorno estdo indicadas nas tabelas por cc. O valor de
M ndo é calculado em pontos do contorno, por ndo ser um valor rigorosamente sobr_e o

sSs
mesmo, sendo indicado nas tabelas por nc (ndo calculado).

Como podemos ver nas tabelas citadas, o aumento -do numero de pontos de
integragdo para as malhas constantes piorou um pouco os resultados, enquanto os valo-

res de interpolacdo linear ficaram estaveis. Ja a convergéncia dos resultados para os
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64D 16D 16 16 2
a7 5% %n | 932 Mss| @z Man| @@ & | 7P
EXATO| 1,7314 | 0,0000 | 1,3000 | 1,3000 | 0,0000
16C1 1,6477 1,2610 | 1,2610
16C2 1,6477 1,2610 | 1,2610
16C3 | 1.6478 | 920000 | ;"oci1 | 1.2611 | 020000
16C4 1,6477 1,2610 | 1,2610
16L1 1,6996 1,2852 | 1,2852
16L2 1,6996 1,2852 | 1,2852
16L3 1,7000 0,0000 1., 5855 | 1,2855 0,0000 | 0,0
16L4 1,6997 1,2852 | 1,2852
8Q1 , ] _
8Q2
803 1,7340 | 0,0000 | 1,3015 1,3015 | 0,0000.
8Q4
EXATO| 1,1111 | 0,3750 | 0,8250 | 0,4750 |-0,5000
[TéC1 0,7860 | 0,4360 |
16C2 . 0,7860 | 0,4360
lec3 1,0424 | 0,3600 07861 | 0.4361 -0,5000
16C4 0,7860 | 0,4360
16L1 1,0849 | 0,3693 | 0,8102 | 0,4602
16L2 1,0850 | 0,3693 | 0,8102 | 0,4602
‘16L3 1,0853 | 0,3694 | 0,8105 | 0,4605 -0,5000 } 0,5
16L4 1,0850 | 0,3693 | 0,8102 | 0,4602
8Q1
8Q2
203 1,1131 | 0,3756 | 0,8265 | 0,4764 |-0,5001
8Q4
EXATO| 0,0000 | 0,0000 |-0,60000]-2,0000 [-1,0000
16C1 -1,9429 [-0,9799
16C2 -1,9441 [-0,9801
16C3 -1,9574 {-0,9796
16C4 -1,9452 {-0,9803
16L1 Z1,9786 |-0,9836
16L2 -1,9756 {-0,9829
16L3 -1,9336 |-0,9829
16L4 -1,9727 |-0,9824 | |
801 cc ce ne 72,0238 |-1,0092 :
8Q2 -2,0235 |-1,0091
8Q3 -2,0179 |-1,0090
8Q4 -2,0231 |-1,0090
8Q1L* ~1,9893 |-0,9952
8Q2* -1,9889 [-0,9951
8Q3* -1,9834 {-0,9951
8Q4* -1,9885 |-0,9951

Tabela 2 - Placa Circular Engastada com Carga Unitaria Uniforme.

Elementos 16C, 16L e 8Q, 8 Pontos de Integragio.

5]
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elementos quadraticos foi muito boa. Os erros percentuais maximos sdo sumariados na

Tabela 6, para os elementos quadraticos.

A ndo convergéncia dos resultados para os elementos constante e linear
pode ser explicada pelo fato da geometria n3o ser adequadamente representada por es-
tes elementos. O aumento do nimero dos mesmos melhora sensivelmente os valores calcu-
lados, diminuindo ent3o a divergéncia dos resultados com o aumento do numero de pon-

tos de integragdo para os elementos constantes.

Tendo em vista as condigBes de contorno impostas, o sistema de Equagles

. (142) esta colocado na forma:

GT=-BQ ' ) - (167)

Ou seja, voltando as equacgdes integrais (117):

J U tdlr = —J [U_ - MF U ]qu (168)
iy J i3 i, o
r 1Q

Ou, transformando as integrais no dominio em integrais sobre o contorno (apéndice F):

J' U tdlr = —qJ [A_ . - MF U, ]n ar (169)
ij i,o il o
r r : :

Assim sendo, efetivamente estamos trabalhando apenas com o tensor Uij (e Al o due é

regular, quando resolvendo as Equagdes (169)).
Para finalizar, reduzimos a relagdo h/a e constatamos ndo haver "locking"
e nem algum tipo de instabilidade numérica. A auséncia de "locking" ja era esperada,

pois trabalhamos com a expressdo analitica dos tensores fundamentais.

A titulo de ilustracio da auséncia de "locking”, apresentamos na Tabela 7
os resultados obtidos para h = 0,01 e h = 0,001, usando a discretizagdo 16Q2 (ja

Tabela S.

5.2.2 - Placa Circular Simplesmente Apoiada com Carga Uniformemente Distribuida

Neste exemplo usaremos o modelo de Reissner (Mindlin), com a = 0,5
v =03, h= 0,02 e k2 = 5/6, comparando os resultados de duas discretizagoes (16 e
32 elementos lineares) com aqueles dados por TIMOSHENKO e WOINOWSKI-KRIEGER [S]).
Daqui por diante passaremos a usar a solugdo fundamental dada pelas Equagdes (72). Os

resultados estdao mostrados na Tabela 8.
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16D

16

qa'» qa3 ¢n qaz M55 qaz Mnn ag Qn r/a

EXATO| 1,7314 | 0,0000 | 1,3000 | 1,3000 | 0,0000
16C1 | 1,6451 1.2595 | 1,2595

16C2 | 1,6451 1,2595 | 1,2595

1663 | 1.6452 | 920000 | ['o50¢ | 1.2596 | 020000
16C4 | 1,6451 1,2595 | 1,2595

16L1 | 1,6996 1,2852 | 1,2852

16L2 | 1,6996 1,2852 | 1,2852

] . b ’ O

16L3 | 1.7000 | ©+0000 1,2855 | 1,2855 0,0000 | 0,
16L4 | 1,6997 1,2852 | 1,2852

801

8Q2 | ,

803 | 1»7309 | 0,0000 | 1,2998 | 1,2998 | 0,0000

8Q4
EXATO| 1,1111 | 0,3750 | 0,8250 | 0,4750 [-0,5000
16C1 0,7845 | 0,4345 '
16C2 0,7845 | 0,4345 |_

lecCs | 1,0403 | 0,3594 | o 2ul | " u54e |70 5000
16C4 0,7845 | 0,4345

161 | 1,0850 | 0,3693 | 0,8102 | 0,4602

16L2 | 1,0850 | 0,3693 | 0,8102 | 0,4602 |_

16L3 | 1.0853 | 0.3694 | 0.8105 | 0.4605 | 92°99° 0,5
16L4 | 1,0850 | 0,3693 | 0,8102 | 0,4602

801

8Q2 ’ :

sq3 | 1-1106 | 0,3749 | 0,8248 | 0,4748 |-0,5000

8Q4
EXATO| 0,0000 [ 0,0000 [-0,60000[-2,0000 |-1,0000
T6C1 -1.9416 |-0,9796
16C2 -1,9430 |-0,9799
16C3 -1,9596 |-0,9795
16Ca -1,9443 |{-0,9801

16L1 ~1,9786 |-0,9836
16L2 -1,9756 |-0,9829
16L3 -1,9336 |-0,9829
16L4 e e -1,9727 |-0,9824 | | o

801 ce ~2.0029 [-1,0013 ’

8Q2 -2,0028 |-1,0013

803 -2.0010 |-1,0013

8Q4 -2.0026 |-1,0012

8Q1 ¥ ~1,9983

8Q2* -1,9982 | _

8Q3* _1.9964 |70-9989

8Q4 * -1,9981

Tabela 3 - Placa Circular Engastada com Carga Unitaria Uniforme.

Elementos 16C, 16L e 8Q, 20 Pontos de Integracao.
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64D 16D 16 16 2
qa?® qas3 ¢, qa? Mes qaZ Mon qa Q, | r/e

EXATO| 1.7314 | 0,0000 | 1,3000 | 1,3000 | 0,0000

32C1

32C2

3905 | 1,7111 | 0,0000 | 1,2905 | 1,2905 | 0,0000

32C4

3201 | 1,7231 1.2961 | 1,2961

32L2 | 1,7231 1,2961 | 1,2961

3213 | 1.7232 | 90000 | 1’7962 | 1.2062 | 020000 | 0.0
32L4 | 1,7231 1,2961 | 1,2961

1601 T :

16Q2 : _

1683 1,7332 | 0,0000 | 1,3010 | 1,3010 | 0,0000

16Q4
[EXATO] 1,1111 | 0,3750 | 0,8250 | 0,4750 [-0,5000
132c1

32C2 '

Noc3 | 1,0944 | 0,3714 | 0,8155 | 0,4655 |-0,5000

32C4

32L1 0,8211 | 0,34711

32L2 0,8211 | 0,4711

0 , ; _

3213 1,1043 | 0,3735 | 2% 0 | 04712 0,5000 | 0,5
32L4 0,8211 | 0,4711

1601 .

16Q2 o :

legs | 1-1125 | 0,3754 | 0,8260 | 0,4760 |-0,5000

16Q4

EXATO| 0,0000 | 0,0000 |-0,60000]-2,0000 [-1,0000

32C1 ~1,9860 [=0,9950

32C2 -1,9862 |-0,9951

32C3 -1,9888 |-0,9950

32C4 -1,9864 |-0,9951

3201 -1.9945 |-0,9959

3212 -1,9938 {-0,9957

32L3 -1,9837 |-0,9957
3214 e e -1,9931 |-0,9956 | |

16Q1 ne 2.0200 |-1,0089 '

16Q2 -2,0198 |-1,0088

16Q3 -2.0175 |-1,0088

16Q4 -2,0197 |-1,0088

16Q1% T1.9911

16Q2* 1-1,9909

16Q3* -1,9887 -0,9957

16Q4* -1,9908

Tabela 4 - Placa Circular Engastada com Carga Unitaria Uniforme.

Elementos 32C, 32L e 16Q, 8 Pontos de Integragao.



64D 16D 16 16 2 v
32 V| 2% % | qaf Mss| qaz Man| @ % | 70
EXATO| 1,7314 0,0000 1,3000 1,3000 | 0,0000 -
32C1
32C2
32C3 1,7097 0,0000 1,2898 1,2898 | 0,0000
32C4
32L1 1,7231 1,2961 1,2961
32L2 1,7231 1,2961 1,2961
32L3 1,7232 ©,0000 1,2962 1,2962 | 0,0000 0.0
J32L4 1,7232 1,2961 1,2961
16Q1 '
16Q2
1,7316 0,0000 1,3001 1,3001 0,0000
16Q3
16Q4
JEXATO| 1,1111 0,3750 | 0,8250 | 0,4750 |-0,5000
132C1
32C2
3203 1,0933 0,3711 0,8148 00,4648 [(-0,5000
32C4
32L1 0,8211 0,4711
32L2 0,8211 00,4711 | .
3213 1,1043 0,3735 0.8212 | 0,4712 0,5000 0,5
32L4 0,8211 0,4711 .
16Q1
16Q2 1,1112 0,3750 | 0,8251 0,4751 [-0,5000
16Q3 - :
16Q4
EXATO| 00,0000 0,0000 [-0,6000 |[-2,0000 [-1,0000
32C1 : -1,9853 |-0,9949
32C2 -1,9857 |-0,9950
32C3 -1,9899 |-0,9949
32C4 -1,9860 |-0,9950
32L1 -1,9945 [-0,9959
32L2 -1,9938 |[-0,9957
32L3 -1,9837 {-0,9957
32L4 ce c -1,9931 |-0,9956 1.0
16Q1 c ne 72,0027 ’
16Q2 -2,0026 | _
16Q3 -2,0023 1,0012
16Q4 -2,0026
16Q1%* -1,9988
16Q2* -1,9988
16Q3* -1,9984 0,9994
16Q4* -1,9987

Tabela 5 - Placa Circular Engastada com Carga Unitaria Uniforme.

Elementos 32C, 32L e 16Q, 20 Pontos de Integragao.



TABELA w n Mes M Q, r/a
5 0,15 0,12 5,12
3 0,03 0,02 0.02
4 0.10 0,0 0,08 0.08 0,0 0.0
5 0.01 0,008 | 0,008
2 0. 18 016 0,18 029 0,02
3 0.05 0.03 0.03 0.04 0.0 o s
4 0,13 0.11 0.12 0.21 0.0 ,
5 0.009 | 0.0 0.01 0.02 0,0
) T 092
3 . 0.15 0,13 | | 4
4 ¢ ce ne 1,0 0,9 :
5 0.13 0,12

Tabela 6 — Erros Percentuais Maximos com Elementos Quadraticos.

64D 16D 16 16 2
@ ¥ | qa® % | qaz Mss| Gaz Man| @@ % | 72| F
EXATO| 1,7314 | 0,0000 | 1,3000 | 1,3000 | 0,0000 | 5 o
16Q2 | 1,7316 | 0,0000 | 1,3001 | 1,3001 | 0,0000 | ~’
EXATO| 1,1111 | 0,3750 | 0,8250 | 0,4750 [-0,5000 | , ¢
16Q2 | 1,1112 | 0,3750 | 0,8251 | 0,4751 |-0,5000 | ~’ 0,2
EXATO| 0,0000 | 0,0000 [-0,6000 |-2,0000 [-1,0000
16Q2 e . -2,0026 |-1,0012 | 1,0
16Q2* c PC 1-1,9988 {-0,9994
EXATO| 1,0018 | 0,0000 | 1,3000 | 1,3000 [ 0,0000 | o
16Q2 | 1,0020 | 0,0000 | 1,3001 | 1,3001 | 0,0000 | "’
EXATO| 0,5639 | 0,3750 | 0,8250 | 0,4750 [-0,5000 |
16Q2 | 0,5640 | 0,3750 | 0,8251 | 0,4751 {-0,5000 | "’ 0,01
EXATO| 0,0000 | 0,0000 [-0,6000 [-2,0000 |-1,0000
16Q2 e -2,0081 [-1,0051 | 1,0
16Q2* cc "¢ 1-1,9959 |-0,9974
EXATO| 1,0000 | 0,0000 | 1,3000 | 1,3000 | 0,0000 | 5,
16Q2 | 1,0003 | 0;0000 | 1,3002 | 1,3002 | 0,0000 | "’
EXATO| 0,5625 | 0,3750 | 0,8250 | 0,4750 [-0,5000 | ,
16Q2 | 0,5627 | 0,3751 | 0,8252 | 0,4752 {-0,5000 | > /0,001
EXATO] 0,0000 | 0,0000 [-0,6000 |-2,0000 [-1,0000
16Q2 ce . -2,0124 {-1,0075 | 1,0
16Q2* © Pe 1-1,9937 {-0,9962

Tabela 7 - Placa Circular Engastada com Carga Unitaria Uniforme.

Observacgdo da Auséncia de "Locking".

56



64D 16D ¢ 16 16 M _2_ Q r/a
qa? ga3 "n | qaZ 8| ga? nn ga 'n
[TE&W-K 4,0769 0,0000 | 3,3000 § 3,3000 0,0000
3,9861 -
16L (3.9878) 0,0000 | 3,2641 3,2641 00,0000 0.0
4,0701 3,2985 | 3,2985
32L |4 0718)] 920000 (37 5986)|(3.2986)| 00000
T&W-K| 2,8702 1,1442 | 2,8250 | 2,4750 |{-0,5000
2,7918 1,1300 B
16L (2.7931)|(1.3004) 2,7891 2,4390 00,5000 0.5
2,8625 1,1432 | 2,8235 2,4735 | _
32L (2,8638})|(1,1437)|(2,8236)((2,4736) 0,5000
T&W-K| 0,0000 1,5385 1,4000 | 0,0000 |-1,0000
1,5108
16L cc (1.5117) nc cc 00,9825 1.0
1,5324 _
32L cc (1.5332) nc cc 00,9959

Tabela 8 - Placa Circular Simplesmente Apoiada com Carga

Unitéaria Uniforme e Discretizagdo Linear.

5.2.3 - Placa Circular Engastada com Carga Concentrada no Centro

Neste problema consideramos uma placa de acordo com o modelo de Mindlin,
sendo v = 0,3, k2 = 5/6, a = 0,5, h = 0,05 e E = 200000, comparando os valores calcu-
lados no contorno com aqueles dados por TIMOSHENKO e WOINOWSKI-KRIEGER [5], de acordo

com a Tabela 9.

M Q Numero de
nn n Pontos de
T&W-K -0,079577 -0,31831} Integragédo

Llé -0,080394 -0,32104 8
Q08 -0,081406 -0,33180 8
QOg* -0,078705 -0,31169 8
QO08 -0,079873 -0,32239 20
QoO8* -0,079486 -0,31644 20

Tabela 9 - Valores Calculados no Contorno para uma Placa

com Carga Concentrada no Centro.

Os erros aqui sdo da ordem de 1 a 4 por cento. Porém, quando foram usados
20 pontos de integragcdo nos elementos quadraticos, este erro caiu para a faixa de 1

por cento (para 8 elementos quadraticos!).



5.2.4 - Placa Circular sob Flexdo Axissimétrica

Para esta placa, submetida a um momento unitario e de raio a = 0,5, com
E = 200000, v = 0,3, h = 0,01, k%2 = 5/6 e resolvida de acordo com o modelo de
Mindlin, consideramos uma discretizacdo com 96 elementos lineares, comparando os re-
sultados com aqueles dados por TIMOSHENKO e WOINOWSKI-KRIEGER [5], sendo sumariados

os resultados na Tabela 10.

w ¢ M r/a
n nn

T&W-K 5,25 0,0 1,0 0.0
CALC. 5,233 0,0 00,9971 ’
T&W-K 3,9375f 10,5 .| 1,0 0.5
CALC. 3,924 10,47 00,9971 ’
T&W-K 0,0 21,0 1,0 1.0
CALC. cc 20,98 cc .

Tabela 10 - Placa Circular sob Flexdo Axissimétrica.
5.3 - Placas Retangulares

Adicionalmente ao que ja foi considerado, nestes casos existem pontos do
contorno sobre os quais ndo ha continuidade do vetor normal, surgindo assim graus de
liberdade adicionais sobre os nés usados para definir o mesmo (a ndo ser que o ele-

mento seja constante ou incompativel).

A técnica do né duplo é aqui utilizada para fornecer as equagdes adicio-
nais necessarias. Assim sendo, testaremos apenas o caso de uma placa simplesmente
apoiada com carga uniformemente distribuida, empregando o modelo de Mindlin. Esta foi
discretizada com 96 elementos lineares, sendo q = 1, E = 0,2D+7, v = 0,3, a = 1. e
h = 0,005, sendo k? compativel com v (k2 = 0,86009, Tabela 1). Os resultados obtidos
sio mostrados na Tabela 11, comparados com aqueles apresentados por TIMOSHENKO e
WOINOWSKI-KRIEGER [5], sendo adotada a solugdo fundamental dada pela Equagdo (165). A

deflexdo ¢ calculada no ponto central da placa e os esforgos no meio de um lado.

D 1 1

qa' w qa2 Mxx a—a Qx
T&W-K .| 0,00406 | 00,0479 -0,420
CALC. 0,004057 | 0,047836; -0,4204

-Tabela 11 --Placa Retangular Simplesmente Apoiada.



CAPITULO 6

CONCLUSSES E SUGESTGES

6.1 - Introdugdo

No desenvolvimento deste trabalho considerou-se essencialmente o seguin-

te:
a) dois modelos de placa: Reissner e Mindlin;
b) trés fungbes de interpolaqéo: constante, linear e quadratica;
¢) uma solugdo f‘undamenfal geral, caracterizada pelos coeficientes C3 e Cbl.

Dessa abordagem decorre uma série de conclusbes, apresentadas a seguir.
Ao final, sd3o apresentadas algumas sugestSes para trabalhos futuros, sejam indepen-

dentes ou extensivos ao presente trabalho,
6.2 - Conclusdes

Aplicou-se o método dos elementos de contorno para a determinagdo de des-

locamentos e esforcos em placas mediante os modelos de Reissner e Mindlin.

Além da reduzida quantidade dos dados necessarios para a codificagdo do
problema, o método assegura um menor gasto em tempo computacional, relativo aos ou-
tros métodos numéricos tradicionalmente usados para a solugdo deste tipo de problema,
para mesma precisio, desde que se mantenha o numero de pontos internos dentro de um
certo limite. Constatou-se a eficiéncia do método inclusive em alguns casos onde se

usou o mais simples dos elementos (elemento constante).

Se considerarmos uma discretizagdo nfo muito grosseira, obtemos erros me-
nores de 1 por cento para elementos quadraticos, enquanto os outros elementos apre-

sentam ordem de erro maior.

O aumento do numero de elementos ndo resultou em mal condicionamento do
sistema, ndo sendo feito nenhum escalonamento a fim de melhora-lo. No caso da placa
descrita no item 5.2.1, obtivemos um erro muito pequeno no dominio, com uma discreti-

zagdo de 32 elementos quadraticos, usando apenas 2 pontos de integracdo, quando tra-

balhamos com integrais somente sobre o contorno (resultados nao apresentados).
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A solucdo fundamental dada pelas Equages (72) mostrou ser adequada para
estes problemas. Em vista da simplificagdo dos tensores resultantes, bem como da si-
milaridade existente entre este e aquele dado para placas finas, propomos seu uso co-

mo solugdo padrd@o para os problemas a ela correlatos.
6.3 - Sugestdes

Estudos recentemente feitos com algumas integrag¢des analiticas mostraram
que o procedimento de TELLES [12] para integracbes singulares talvez ndo se ja tdo bom
substituto do processo de integracdo gaussiana com fungdes peso logaritmicas. Se es-
tas singularidades forem isoladas e entdo integradas separadamente é possivel obter
resultados mais precisos. O uso de funcSes de interpolagdo cibicas, bem como de ele-
mentos com formato de arco de circulo, pode melhorar ainda mais os resultados, e pos-

sivelmente eliminar ou reduzir as oscila¢des observadas nos elementos quadraticos.

A extensdo da formulagdo para problemas dinamicos e de estabilidade € o
mais direto dos caminhos a ser seguido, incluindo ainda a analise de placas laminadas

compostas, placas em fundacdes elasticas, termo-elasticidade, etc.

Deve também ser prevista uma selegdo automatica do numero de pontos de
integragdo, dependendo estes da distancia minima do ponto de colocagdo ao 'glemento
sob integracio (BEER [42]), bem como prever o uso simultaneo de distintos elementos,

possibilidades estas ndo previstas na versdo numérica atualmente implementada.



APENDICE A

MODELO DE MINDLIN PARA DEFLEXAO DE PLACAS

Por conveniéncia, as defini¢des iniciais apresentadas no Capitulo 2 seré&o

aqui repetidas.

Seja uma placa isotrépica e homogénea, de espessura uniforme h, ocupando
uma regido Q(xa)x{—h/Z,h/Zl < [R3(xi), conforme a Figura 1, onde os xl’s sdo as coor-
denadas cartesianas € Q é o blano de referéncia X aberto e limitado, com contorno I'
lipschitziano. Suponhamos que a placa estd sujeita a uma carga distribuida q(xa) por

unidade de &rea de Q na diregio X (transversal a Q).

As condi¢des de carregamento nas faces da placa sdo:

"
o

o (x ,*h/2)
«3 B (A1)

1

0‘33(x’3,ih/2) + q(xﬁ)

(]

No ambito do modelo de MINDLIN [4] supomds o campo de deslocamentos
(llla’w)’ Figura Al, tal que os vl’s, as componentes dos deslocamentos de pontos situa-

dos ao longo de x, nas direcbes x , sao:
1

Va(xi) xswu(xﬁ)

(A2)

v3(xi) W(XB)

onde w é a deflex3o transversal da superficie de referéncia e os l/la sdo as rotagodes
da normal a superficie de referéncia indeformada nos planos X X, Para simplificar as
equagdes seguintes, o campo de deslocamentos de placa (woc’W) serd expresso a partir

deste ponto por u .
1

Devido & consideragdo das deformacdes cisalhantes, a normal a superficie
de referéncia indeformada ndo permanece normal & mesma superficie deformada, permane-

cendo no entanto reta e inextensivel.

Temos assim o seguinte campo de deformagdes, considerando a teoria linear

da elasticidade (BORESI e LYNN [43]):
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Xa
2 U(LE\PO,
TN s
A7
U,=W
L5 {
< 2 K
l I @
Figura Al - Campo de Deslocamentos
ok DS
g == +u X
B 2 e,B B,x| 3
¥ =u +u (A3)
o3 o , O
g =0
33

sendo simétrico o tensor das deformacdes.

Pela teoria linear da elasticidade temos ainda as seguintes equagGes

constitutivas:
o = G[ o+ g’ 2V ]
o8 oB B 1-V yy «p (A4)
0043 = GyaS
onde:
G = —-—E— - moédulo de elasticidade transversal
2{1+v)
E - moédulo de elasticidade longitudinal
v - coeficiente de Poisson
O para o« # B
§ = ' - delta de Kronecker
of
1l para « = g
sendo desprezadas as tensoes Ton
Substituindo as Equagdes (A3) em (A4) resultam:
o = Glu +u + -32 u 3 X
oB «,B B,x 1-V o,y a8 3
(AS)

o = Glu +u
o3 o 3,x
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Finalmente, definimos as componentes de tensdo de placa da maneira usual,

ou seja:

B

h/2
M x)-= o X dx
o 3 3
~h/z (A6)

o 3

) h/72
Q(x) = o dx
oy 3

-h/2

onde Mcq3 e Q s3do os momentos (fletores e torcores) e os esforgos cortantes, respec-
a .

tivamente, por unidade de comprimento.

Pelas hip6teses cineméaticas adotadas obtivemos as tensdes cisalhantes

transversais constantes ao longo da espessura da placé (ui ui(xa)), 0 que sabemos
ndo representar bem uma situacdo real (ver Equagdes (6)). No entanto, levaremos em
consideragdo o fato de que as mesmas variam ao longo da diregdo X, Com este intuito,
faremos uma ponderagdo no valor de oas,' usando a seguinte expressdo para a integragao

das expressdes acima:

o = k2 | (A7)
o3 a3

onde k® ¢ uma constante que depende de v, tal que o resultado obtido na solugdo de um
determinado problema de propagagio de ondas seja idéntico aquele obtido mediante a

teoria tridimensional da elasticidade, sendo dado por:

4/(1—ak2)(1—k2) o (2—k2)2_ 0<k<1 , (A8)
com
1-2v
= A9
* = 21» | (49)

Entdo, mediante a substituicio das Equagdes (A5) nas Equagdes (A6), usan-
do as Equagdes (A7) ao invés das correspondentes Equagdes (AS5), obtém-se as seguintes

relagdes tensao-deslocamento:

M =D 1—_—1) u + u + -2—') u 3
o 2 | «.B B, 1V o,y «B
] (A10)
Q =D=222A%u +u )
o 3

o 2 » &

onde:

_ Eh® . I
D = Z(1-07) ~ rigidez & flexdo da placa

sendo:
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Assim, das Equacgdes (A5) e (A10) resulta o seguinte campo de tensGes:
S (A12)
0«3 = 53 stoqe
variando linearmente ao longo da espessura da placa.

A fim de definir as componentes de deformagdo de placa, procedemos de

f ;rma semelhante a acima, obtendo:
=1 (A13)
0«3 EEE Qa

Fazendo k2 = 1 definimos, a partir das Equacdes (Al2) e (Al3), as compo-

nentes de deformacgdo de placa (MINDLIN [4]):

h/2
(e ,e_,e )= 12 (e’ ,e’ ,y’ Ix dx
11’ 22" 12 h3 11°722°%12°73 "3
-h/2
h/2 (A14)
. 1 ,
3 " h J 7a3dx3
-h/2

Contudo, de acordo com REISSNER [44]-[45], o estado real de deformagéo

variacionalmente consistente é definido pelo principio dos trabalhos virtuais:

J [M 3 + Q 3y ]dQ = J [qau + m &u ]dQ (A15)
ol of o o3 3 o o
Q Q

considerando a aplicagdo de momentos externos m , com as consequentes equagbes de
[24

equilibrio (ver Equagbes (4)):

M -Q +m =20
aﬁ:ﬁ o .o:
(Al6)

Q +q'=0

o,

Integrando por partes a Equagdo (Al15), observando as Equagdes (Al6), re-

sultam:
£ =u
ol 8,x
. (A17)
o3 o 3,x

sendo este estado de deformacdo de placa (eag relacionado as mudangas de eurvatura)

efetivamente considerado na formulagido integral do problema.



APENDICE B

OBTENCAO DAS EQUAGOES INTEGRAIS PELO
METODO DOS RESIDUOS PONDERADOS

A formulagio de problemas na forma integral é possivel mediante a aplica-
gdo de principios de reciprocidade, recentemente identificados com o método dos resi-

duos ponderados (MRP) (BREBBIA [7]).

Pela abordagem de um problema mediante o método dos residuos ponderados
pode-se fazer uma distingdio entre os diversos métodos disponiveis para se obter uma
solugdo aproximada do mesmo. Além da possibilidade de uma classificagdo dos diferen—
tes métodos, a abordagem de um problema pelo MRP é geral e permite a abordagem direta

de problemas de formulagbes mais complexas.

Ao solucionar um problema de valores sobre o contorno usando uma solugéo
aproximada, as equagdes de equilibrio e respectivas condi¢cbes de contorno ndo sdo ri-

gorosamente verificadas, ocorrendo portanto erros residuais.

O método dos residuos ponderados, garantindo a minimizacdo destes erros

residuais, estabelece que (BREBBIA e WALKER [9]):

Je‘widg = Je;widr - Jeiqidr (B1)
Q r r
t .

u

onde Q é o dominio em consideragao, I“L é a parte do contorno sobre a qual sd3o pres-

critas as forgas de superficie generalizadas, e ' a parte do cortorno sobre a qual
u

sdo prescritos os deslocamentos generalizados, sendo o contorno total I' = ru V] -Ft,

com I‘u N I“t = ¢.

. A adocdo de uma solugio aproximada da origem aos seguintes erros residu-

ais, considerando as equacdes de equilibrio (4) e as condi¢Bes de contorno (14):
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e =M -Q #0em N
aB,B o

3

€ =0Q +gq=0 em £
(B2)

el =u-0#0 sobre T

1 i i u
el=t-t=o0 sobre T

2 11 t

As funcBes peso pré-estabelecidas, segundo as quais os erros residuais

sdo minimizados, sdo dadas por:

(B3)

* 7 * .
onde u e t sdo os deslocamentos e as tragdes correspondentes ao estado auxiliar,
1

descrito no item 2.10.

Podemos entdo expressar a Equagdo (Bl) na forma (KARAM [27]):

" * T 3t dr (B4)
[(MaB,B_ Qa]uoc + [Qa,a+ q]ua]dQ = [(t, -t Judl - |(u-ujt,

Q r r
t u

Procedendo uma integragdo por partes da integral de dominio, e usando as

Equagdes (15), resulta:

* * M * dQ
[[Maﬁ,rs_ Qa] ua ‘+ [Qa’a+ q] ua] dQ = - cqgum"3
Q Q

* * * *
- 1Q [u +u ]dQ+ qu dQ + |t u dr (BS)
al « . 3,x 3 i i
Q - r

A Equacgdo (B4) entdo se transforma em:

* * * h
[Mu +Q[u+u ]dﬂ=
a3 o,B al o« 3,0:_

" Q

Vi —  * [ —_ * ) *

= {tudl+ |t udl+ |(u-u)ltd + |qu dQ (B6)
11 1 i1 3 .

r r T

u t u



Podemos escrever a primeira equagio para as tensdes de placa (Equagbes

(11)) na seguinte forma:

M =M +q (B7)
op oB ‘af
sendo:
o 1-v 2v
= —_— 4+
Moqa D 2 {ucc,B * ufa,a 1-v “o,7 oqs]
(B8)
© = V 6
qaﬁ (1-vaz ¢ oB
As equagdes constitutivas sdo:
o * #*
M =2¢C € M =C €
aB . oBYS ¥ of «Byd ¥S
' (B9)
* »*
Qs B Cgsasvs_a QB - Cssaa""sa
onde os Camj sdo as componentes do tensor das constantes elasticas.
Podemos escrever entao:
* * »* »*
Y = C (B10)
wer ¥ Va3 T Capystrstean T “p3s3¥s3%83
Considerando a simetria do tensor CmBj temos:
* 4 »* * . *
V = + (C ) (Bll)
Moe®or * %¥as = (Croaaas’®ys * Cospa?pa’?sa
Ou seja:
v * * * *
- = { + (812)
[MaB (1-v)AZ qaaﬁ] eocB * 03733 h'yécyé Q5753

Esta expressdo, ao se proceder uma integragdo no dominio, fica:

T . »* * * v *
= - 8§ da (B13)
J[Maseas+ Qa%s]dg “Maﬁeo«e* Qa%s]dg (l—v_)AqueaB o8
Q Q Q
Lembrando que M _ é simétrico € usando a Equag&o (10):
* o=

€ =M u (B14)
o op of B

M

Assim, substituindo as Equagdes (29) e (Bl4) em (BI13):



¥ e Q- sy Y de (B15)
- [MOLBUOL,B + th[ua * u3,a]]d - (1-v)A qua,o:
Q Q

que pode ser reescrita como:

E A* * v »*

= . 6

J[Moqaua,p + Qa[ua + us’a]]dQ + (l—_v)—Aquua’adQ . (B16)
Q Q

Substituindo o lado direito da igualdade acima na Equagdo (B6) resulta:

* * v
J[Maﬁua,ﬁ M Qa[ua * u3,a]]dQ * (I—V)AZJ'qua,adQ B
Q

* — % —_ * *
= |tudl+ |tudl+ [(u-u)tdl + {qu_dQ _ (B17)
ii i i i i i 3
r r r Q

u t u
Integrando por partes a primeira integral em Q, observando as EquagGes

(28), vem:

* ¥* *
- [Moqs,p - Qa] uadQ - Qa’“uadQ =
Q Q

* * * v * lag (B18)
- ta”idr - uitidr * q[u3 T ({1-v)Aaz uoc,a] _
T r Q

Das Equagbes (23) tiramos:

* * * * v " lae (B19)
Fiuidg * u_l.tldl" - tiuidl“ * q[u3 IR EY: ua,a]
Q r r Q :

. %
As forcas de dominio F_ sd3o forgas concentradas unitérias generalizadas

1 =
aplicadas em um ponto P pertencente a Q , em cada uma das trés diregGes ortogonais
generalizadas, dadas pelos vetores unitarios e - O ponto P sera chamado de ponto fon-

te, sendo as citadas forgas expressas por (vide item 2.10):



F = 5(Q,P)e,(P) (B20)
onde:

*
P - ponto fonte, onde atuam os F1

T
Q - ponto campo, onde observam-se os efeitos de Fi

8(Q,P) - funcdo generalizada delta de Dirac, com singularidade em P, possuindo

a seguinte propriedade:

'Jg(Q)a(Q,P)dQ = g(P) . (B21)
Q
Portanto:
J‘FT(Q,P)ui(Q)dQ(Q) = u (Ple_(P) . (B22)
Q

. *
Como observado no item 2.10, os F ’s representam momentos concentrados
o
L 3
unitirios generalizados nas direg¢bes x , enquanto F 3 representa uma forga concentrada
o

generalizada unitaria na diregao X,

Considerando cada carga concentrada unitaria generalizada atuando inde-

pendentemente, podemos escrever (BREBBIA, TELLES e WROBEL [8]):

[=
!

U_ (Q,P)e (P)
' ' (B23)

t = Tij(Q,P)ei(P)

onde U (Q P) e T (Q P) representam os deslocamentos e as forgas de superficie gene-
rahzadas na dlre(;ao j do ponto Q, correspondentes a uma carga concentrada unitaria
generalizada aplicada na direcdo i do ponto P. Os deslocamentos Ulj(Q,P) correspondem

ao estado descrito pela Equacgido (33).

Note que UIJ(Q’P) é funcdo de dois pontos: o ponto fonte P, sobre o qual
temos a singularidade da funcio generalizada delta de Dirac, e o ponto campo Q, onde
estdo definidas as variaveis envolvidas nas equagdes integrais. Para tais equagbes a

solugdo fundamental & funcdo somente da distancia r entre P e Q, sendo r dado por:
r=1Q-PI : | (B24)

Finalmente, a substituicdo das Equagbes (B22) e (B23) em (B19), lembrando

que q = q, resulta num sistema de trés equagOes integrais, validas para um ponto P
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qualquer situado em Q:

ul(P) + JTU(Q,P)UJ(Q)dI’(Q) = J‘U‘J(Q,P)tj'(Q‘)dI’(Q) +
r r

+“ JQP) - s U (Q,P)]q(Q)dQ(Q) (B25)
L |

que é a identidade de Somigliana para os deslocamentos u, (BREBBIA, TELLES e WROBEL
[8]D).

Como a expressdo acima requer o. conhecimento dos deslocamentos € tragdes
sobre o contorno, e sabendo-se que para um problema bem posto ndo se pode
especifica-los simultaneamente sobre um mesmo ponto e na mesma direcdo generalizada,
€ necessario reduzir a identidade de Somigliana péra pontos sobre o contorno, o que €
feito mediante um procedimento de limite. Os pontos P e Q, quando restritos ao con-

torno I', sdo denotados por p e q.
O contorno préximo ao ponto p, TC, é substituido por um arco circular de

raio € centrado em p e exterior a Q, denotado por I‘ (Figura Bl1). A Equagédo (B25) po-

de ser escrita (BREBBIA TELLES e WROBEL [8]):

Figura Bl - Ponto p sobre o contorno I‘C substituido por um arco circular l"e de raio ¢

u‘(p) + JT”(q,p)uj(q)dI‘(q) = JUlj(q,p)tj(q)dI‘(q_) +

r-r +T r-r +T
£ 4 £ £

+“ SQP) = moyxz Yy o (Q,p)]q(Q)dQ(Q) (B26)

Q+Q
£



Podemos analisar o limite de cada integral separadamente, fazendo € —» 0.

A integral do lado esquerdo da Equagdo (B26) pode ser escrita:

lim oy _ lim ,
e OJle(_q,p)uJ(q)df‘.(q) = e OJ'TlJ(q,P)UJ(q)dT'(q) +
I-T _+T_ r-r,
lim - N
. (B27)
e OjTij(q,p)uj(q)df‘(q)
T
£ 4

podendo ainda a ultima integral ser representada por:

lim O B § 11 _
£ OJ'le(q,p)uj(q)dP(q) = e OJT”(Q’,p)[uJ(q) uj(p)]dr(q) +
T .
€ e
lim o
¥ uj(p)[e—> O[Tij(q’p)dr(q)] (B28)
T

£

A primeira integral a direita da Equagdo (B28) se anula, pois os uJ_ s3o

continuos. Logo:

lim
€e—-> 0

J‘Ti J.(q,p)uj(q)dl“(q) s 0

T T
€ €

[ lim JTiJ(q,p)dI’(q)]uj(p) _ (B29)

Assim, como no limite I“—I“8

I, a expressio do lado esquerdo da Equacgéo

(B26) pode ser escrita:

lim . _
ui(p) + uj(p)[e_) 0JTU(q,p)dI“(q)] + JTij(q,p)uj(q)dl‘(q)

r r
€

lim '
- B30)
uj(p)[51j+€ Ol I iJ(q,p)dl‘(q)] + JI lJ(q,p)uj(q)dl‘(q) (

r r
€

A tltima integral em (B30) deve ser interpretada no sentido do valor
principal de Cauchy, cuja existéncia pode ser demonstrada se os uj(q) satisfizerem a

condicdo de Holder em p, ou seja:
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lu(p) - u (@) < Br®, 0<a=1B>0 (B31)

que vem a ser a condicdo de Lipschitz quando a = 1 (JASWON e SYMM [46]).

As demais ' integrais em (B26) apresentam singularidades fracas, podendo

serem assim interpretadas no sentido normal de integragdo (BREBBIA, TELLES e WROBEL
[sh. '

Definimos:

~ lim | -
= B32
C’j(p) SU o OJ'Tij(q,P)dF(q) (B32)

T
€

Quando o contorno é suave, obtemos (BREBBIA e WALKER [9]):

3 (B33)

ij

N,

C”(p) =

Podemos escrever a identidade de Somigliana , Equacdo (B2S), para um pon-

“to P qualquer pertencente ao dominio ou ao contorno, observando a Equagdo (B32):

Cij(P)uJ_(P) + JTij(q,P)uj(q)dF(q). = [U”(q,P)tJ_(q)dI‘(q) +
r o r

v
+[[Ui3(Q,P) - m Uia,a(Q’P)] Q(Q)dQ(Q) (834)
Q

devendo a integral a esquerda ser interpretada no sentido do valor principal de

Cauchy.

A Equacdo (B34) pode ser escrita em notagdo matricial:
CU+JTudI‘=j'UtdI‘+J[U—h—_:j—)sz]qu {B35)
o~ r X o~ r o~ Q ~ = ~

onde:
T
u={u u_  u} (B36)
N 12
Yoo (B37)

-+
]
-
—+
-
-
-
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(B38)

(B39)

As EquacBes (B34), quando unificadas para os modelos de placa de Reissner

e Mindlin, de acordo com o item 2.11, sdo expressas por (WESTPHAL JR e BARCELLOS

[34]):

C (Pl (P) + JT _(q,P)u_(q)dr‘(q) = {U_ (q,P)t (q)dI'(q) +
i) J 1) J i} J

r r

+“Ui3(Q,P) - MF Uia a(Q,P)]q(Q)dQ(Q)
Q

Em notagdo matricial temos:

Cu+J TudF¥J Utdl"+.J‘[>U—MFG:|qu
z~-rz~ rz~ | q- ® =

~

(B40)

(B41)



APENDICE C

ADEQUAGAO DAS EQUAGCOES AO MODELO DE PLACA DE MINDLIN

REISSNER [2] e MINDLIN [4], ao estabelecerem as hip6teses norteadoras de
seus respectivos modelos para deflexdo de placas, incluiram o efeito das deformagdes
cisalhantes transversais, o que foi a chave para a resolugdo do paradoxo classico das

condigBes de contorno (REISSNER [45]).

Enquanto Reissner partiu de uma equagdo variacional para as tensées,
Mindlin partiu de um campo de deslocamentos, fazendo as integragbes apropriadas das
equagbes de equilibrio tridimensionais na direcdo 3. No modelo de Reissner a parcela
proveniente de s é variacionalmente nula, enquanto que no modelo de Mindlin é des-
prezado o efeito médio de 0‘33. As demais diferencas diretas entre os dois modelos po-

dem ser vistas no item 2.7.

Portanto, como resultado das diferentes hip6teses adotadas, obtivemos

(Equagdes (11) e (AS8)):

Reissner:
1-v 2v Y
= 7 = 57 98
MOLB D 2 [uoc,Bf uB,oa+ 1-v uy,'yaaﬁ] * (1-v)Aa 4 of
] (C1)
=p 2ZY a2
ro =D 2 A [ucx+ u3,¢x]
Mindlin:
M =D 12 u + u ' + _%_l_). u ]
af 2 | «,8 B,x 1=V g,y a8
(c2)

_n v of
Q. =D 2 [“J ua,a]

o
" Logo, vemos que os momentos fletores Mww do modelo de Reissner tém acres-
cida uma parcela, relacionada ao carregamento no ponto de medigdo destes momentos.

""No que concerne a solucdo fundamental, podemos ver que a referida parcela

estd inclusa no operador diferencial F‘, e portanto a solugdo fundamental é a mesma
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para os dois modelos, como se pode ver pelas Equagdes (17) e (33).

Também, procedendo de forma semelhante aquela do item 2.9, ¢ obtida a

forma similar as Equagbes (20), para o modelo de Mindlin:

2
2y = -
DA Uy [1 (1-v)A? A)q

(C3)
-[1 -2 ale =pau, + Y
A A2 o« 3, (1-v)A q,oc
A parte nio-homogénea das equagdes de Navier, Equagdo (19), é:

F(ao) ={o o 1 (Ca)

~



APENDICE D

ALGUMAS EQUAGOES NECESSARIAS PARA A OBTENGAO
DOS TENSORES FUNDAMENTAIS

De ABRAMOWITZ e STEGUN [38] temos:

K =-K (D)

0,z 1

K =-K -1k (D2)
1,z o z 1

1 =1 (D3)
0,z 1

1 =1 —ll (D4)
1,z (] Zz 1

Z = Ar (D5)
y & ,o :
1 d d
=Vi= g T (D6)
A v r dr r dr
=2 r=1 | (D7)
e () I
( A
r ==1|8 -r r (D8)
\ » & ’B z lX.B s & 1,3 :
( A
r r ] = —[r 8 +r 8 -2r r r ] (D9)
L+ B,y  Z{ ,x B¥ B oy oo LB LY '
r r r = 5. r r 8 4r r o 4r r 8 -3r r r r J l(Dlo)
\ % B 7). z yx B ¥8 oo ¥y BS B8 ':_7 od ya B ,¥ S

D.1 - Tensor Ulj

AKO = AZK (D11)



A%K = A%K
o} o}
K = =-AK r
0, N-%
K = -AZ[ Lys - [K, + 2 ] r ]
0,ap z 1 z 1 s LB
AK = AZK
s O 0,
AK = A%K
0,xpB 0,xg
In z
Alnz = O
A2lnz = O
(lnz) = A r
» V4 » O

Az2 = 4A2
A%Z2 = O
z2 = 2xzr

, o , 0

z2 = 2228
o8 o

(D12)

(D13)

(D14)

(D1S)

(D16)

(D17)

(D18)

(D19)

(D20)

(D21)

(D22)

(D23)

(D24)

(D2S)

(D26)

(D27)

(D28)
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z2%ln z
Az2lnz = 4A2%(lnz + 1) (D29)
A222Inz = O (D30)
(z2lnz) = Az(2lnz + r {(D31)
s "x‘
(z21nz) = Az[(ZInz +1)8 +2r r } (D32)
s [273] > LB
K3
(Az%lnz) =4 —r (D33)
s O < s O
. A4 °
{Az2Inz) =4 — [6 -2r r ] (D34)
s z oaf3 oo LB
I
0
Al = A?] (D35)
0 )
A2l = A% (D36)
0 0
I =Alr ' (D37)
O, 1 ,x .
I =A2[l15 +{I—gl]rr] (D38)
0,xB Z 1 g 0 Z 1) ,x ,8
Al = A?] (D39)
y O 0,
Al = A?l (D40)
090"3 O,cxﬁ

D.2 - Derivadas do Tensor U_j
1

B = A [zK + A]r . (D41)
Y z 1 4
A .
A = — [ZK + ZA]I‘ : (D42)
' ¥ z 1 - ' ¥
[Ar r ] = é[A [r‘ 8§ +4r & ]—[4A+2K ]r rr ] (D43)
sy B, z s By B «¥ 1 oL LB LY
2A
2 2 = =z o (D44)
Y z r,zr



lrr —Ar6+r6—4rrr
Ez - < ’7——2_3 oo BY B oy 0 BB LY

BI —5 [—zI + AI]r
¥ z 1 ¥

Al
¥ 4

AlIr r =}-AIr 3 +4r &
& B,y Z o B B oy

(zlnz) = Allnz + I)r y

' ¥

A [—zI + 2AI}r
z 1

Y

1 A
z ],ar T 22 [60&7_ Zr,ur,w]

_zlnzr] =A[6 Inz+rr]
1 X} LY oy 1O LY

(z2lnz) y = Az(2lnz + )r

B3 -Ar r =-—A—ZK’I‘5+AI‘6+I‘5+I"-5 -
«f & LB LY z 1,7 «B @ By B «xy ,¥ of

—[4A+2K']r‘ r r ]
1) ,¢ ,B ¥

1 2A
[22{6043— 2r,ar‘ﬁ]:| iy —-z—3[r"a637

BId -AIr r = —& -zl r & +A1[r
of3 s LB,y z 1,7 B

—4AI—zI]r r r ]
l ’a ’B 721

]—{4AI—ZI ]r r . r ]
1) ,a ,B ¥

r 8 =4r r r ]
¥ o s LB LY

8 +4r & ]—
B oy ¥ of

(D45)

(D46)

(D47)

(D48)

(D49)

(D50)

(D51)

(D52)

(D53)

(D54)

(DS5)

{D56)



APENDICE E

DETERMINACAO DOS FATORES GEOMETRICOS ciJ.

Quando especializamos a identidade de Somigliana (Equagdes (B25)) para um

ponto p sobre o contorno, definimos os fatores Cij(p) (Equagdes (B32)):

] €—> 0

r
£

c, P =35 + lim JTi'j(q,p)dr(q) (E1)

Tendo definido o tensor 'I‘1j nas Equagdes (82) e observando a Figura El,

resulta (DANSON [47]):

n =r =cos 6 (E2)
1 ,1
n =r = sen 6 (E3)
2 ,2
r=¢ . (E4)
e, consequentemente:
r =1 (E5)

Além do mais, temos os seguintes limites:

lim

ey o AE) = - % (E6)
K (Qe) = o (E7)
S e = 22 | (E8)
el_i_r;‘ | Ale) = - TZ%? |  (E9)
e = - 4fnf) v v+ ] 0
lim 1 1 (E11)

€—> 0 BI(AC) =§“—2—"“ P
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Figura El - Ponto p sobre o contorno

Hmo o hey =1
gE—> 0 0

sendo:

¥ = 0,5772156649015329

a constante de Euler.

Obtemos assim:

8|
gl
H

o

i)

onde:

T=m+60 -0
1 2

—
Il

sen 20 - sen 26
2 ] 1

T = cos 286 - cos 26
1 2

(E12)
(E13)
1+v
e 0
r—-lz—" T 0 (E14)
0 T
(E15)
(El16)
(E17)

Como esperado, para um ponto do contorno com tangente continua temos,

observando que 61 = 0_:

[\

C =
1}

3
1}

N —

(E18)



APENDICE F

TRANSFORMAGAO DAS INTEGRAIS DE DOMINIO EM INTEGRAIS
' SOBRE O CONTORNO

A principal caracteristica do MEC (equagdes integrais) é a interdependén-
cia funcional entre vari4veis definidas apenas sobre o contorno da regido em estudo.
Problemas formulados originalmente a paftir de opefadores diferenciais homogéneos re-
sultam diretamente em equagdes integrais sobre o contorno, citando-se como exemplo a
equagdo de Laplace. Isto no entanto ndo implica necessariamente que se tenha de mode-
lar o .=pr6blema apenas sobre o citado contorno, pois a identidade de Somigliana pre-
sentemente desenvolvida apresenta integrais no dominio, dado que as equacdes diferen-
ciais em estudo sdo ndo-homogéneas (EquacSes (17), (19) e (C4)). Nio ha porém nenhuma
incégnita nas mesmas. Assim sendo, observando que esta intggral de dominio representa»
o potencial do carregamento transversal q aplicado as faces da placa, constatamos que
esta integral pode ser transformada numa representagdo integral sobre o contor.no, pa-

ra alguns tipos de carregamento.

Limitando a presente analise a um carregamento uniformemente distribuido,

e conjecturando a seguinte equagio de Poisson (VAN DER WEEEN [25]):

A QP = U _(QP) (F1)

1]

podemos expressar as integrais de dominio dadas nas Equacgdes (58) como:

J[Uis(Q,p) -MF U a(Q,p)]q(Q)dQ(_Q) =
Q

= “A '(Q,p) - MF U, (Q,p)]q(Q)dQ(Q) (F2)
i,xax i,
Q

Usando o teorema da divergéncia e lembrando que no presente caso o carre-
gamento é constante, com a diferenciacio em relagdo ao ponto Q (por ser a variavel

envolvida rias equagdes integrais), reduzimos as integrais no dominio a:
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J[st(Q’p) -MFU a(Q,p)] q(Q)dQ(Q) =
9]

= qJ[Ai. a(q,p) - MF Ula(q,P)]na(q)dF(q) (F3)
G .

Resolvendo a equagdo de Poisson (Equagdo (F1)) obtemos:

_ [nl-v]2ae 4 Inz
A, = _DT_ 16" r’a{S[C2—4C4]?+4C3 C4+4C4lnz}v
[ -] 224 Al ;
A = DY 22l [c -437%c |inzeif2c —c |22+
3 |2 | 4 2 1-v a 8 3 4
+—1—C 22lnz- {C +4—3—_EC ]+C } (F4)
474 2 1-v's3 6

Derivando as Equagbes (F4) em relagdo a Q resultam:

A = Dl_—v- 2?\—6r2 8]C -4C lr r +lnzd +
2 | 16 2 "4)|Z2| ,a ,B «p

13

{ .
2r r +8 ] +4C [r " r (2lnz+l1)+Inzé ] }
yx B8 of 4 yoo LB OCB

\

1224 -
A = Dl—v A—_rr C —43——vC 2lnz-1}+
2 4 , 2 1-v a

+C_z2+ic 22(41nz—1)—83;"[c +C ]+zc } ‘ (F5)
37 474 1-v| 3 4 6} .

Temos definidos assim os nucleos necessarios para o computo das integrais
provenientes do potencial do carregamento transversal, em fungdo apenas de integrais

sobre o contorno (Equagdes (F3)).

Para a determinacdo dos deslocamentos em pontos internos, as integrais de
dominio das Equacdes (84) sdo semelhantes aquelas expressas nas Equagdes (F3),‘ estan-

do seus ndcleos ja definidos acima.

Derivando as Equagdes (84) em relagdo a x (P), tendo antes feito a subs-

o
tituicdo das integrais de dominio pelas integrais sobre o contorno dadas nas EquagGes
(F2), resulta a seguinte expressio para  as integrais de dominio dadas nas Equagdes

(86):
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J[U (Q.P)- MF U (Q,P)]q(Q)dQ(Q) -
i3, 1y, ve
I

= qJ[Al,Ba(q’P)_ MF Um’a(q,P)]nB(q)dI‘(q) (FG)
r

Assim, para a determinagio dos esforgos em pontos internos, fazemos as

seguintes substituigdes das integrais de dominio, Equacgbes (87):

sendo:

em Y
o3

- d =
ﬂuw(o,m MF V aﬁ(Q,P)]q(Q) a(Q)
Q ' )

'= QI[Ymé(q,P)f MF Uaﬁa(q,P)]na(q)dI“(q)
r

J'[Uaaa(Q’P)_ MF Va3(Q,P)] q(Q)dQ(Q) =

Q
= - : © (F7)
qJ[Yass(q,P) MF Uasa(q,P)] na(q)dI‘(q)
Ir
Yy = Dl_—v[l\ N +2A s ]
By 2 o, yB B,yx 1-V  &,y8 of
' (F8)
Y = Dl'—‘iAZ[A +A ]
«3B 2 «,B  3,Bx

As derivadas agora em consideragdo sdo em relagdo ao ponto P, exceto Aa

@ que é em relacdo a Q.

Derivando as Equagdes (F5) em relagdo a P vem:

1-v] 2ae 8
= - | o] — - —2 r +
AOL » B8y [ 2 ] 1 GP{ [CZ 4C4] 22- [I‘ , a637+r , Baot‘a'fr » 'a'aotﬁ T s Otr B '3’)

+214C -C r 8 +r 8 +r 8 +
3 4 o By LB oy ¥ of

+#4C {Ir 8_ +r & +r & _|(2lnz+l)+2r r r ]
4 & By B axy ,¥ of & LB LY
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+C 22[2r r +8 ]+1C 22[8r r Inz+4lnzé8 +2r r -8 ]—
3 o B ofd 424 s L8 af B o3

—8-3—"3[c +c]a +2C & } (F9)
1-v| 3 4) op 6 «f

Finalmente, o tensor Yom3 (Equacdes (F8)) é dado por:
_p1336
Y =—D£—V§—- C -4C —gr‘6+r6+l—tl-}—r6—2rrr‘ +
By 2 | 4 {2 T4jz? e By B ar 1V ,y af a8 LY

+[4C—C][r s +r & +¥ 5 ]+
3 4 & By LB oy 1=V ¥y aB

+

+2C |Ir 8 + & |[@lnz+1)+2r r r
4 oo By LB oy o LB LY

1

+—7r 3 [2(1+3v)lnz+1+5v]]}
1-v .7 o

1-v 376 4
Y = D Cé +—C l4ar r +(4Inz+3-v)8 |+
T «x38 2 4 2 apg 1-v 4 e L8 aB

8% s -2¢ 8 } . (F10)
1-v 73 «g 6 af

Para concluir, as integrais de dominio expressas nas Equagdes (98) ficam:

JTU (Q,P)- MF V _(Q.P)]q(Q)dQ(Q) =
«xi3 i
Q

= . Y , - . dr (Fll)
qJ[ MB(q P)- MF UaiB(q P)]nﬁ(q) (q)
r .

Os tensores associados as novas Integrais sobre o contorno sdo todos re-
gulares.

No caso de cargas concentradas aplicadas em m pontos Q = yl, temos
(KAMIYA e SAWAKI [48]):

m

q(Q) = Z aty)sQ,yh) (F12)
j=1
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Entdo, as integrais de dominio, Equagdes (58), sdo dadas por:
J[U, (Q,p) - MF U (Q.p)] q(Q)dQ(Q) =
i3 jo,a
Q

_ ; by L 3. F13)
ZQ(Y )[Um(y ,p) MF Uia,a(y ’p)] (
j=1

que pode ser calculado simplesmente, sem integragéo.

Para a determinaciio dos esforcos em pontos internos, as integrais expres-

sas nas Equacgdes (98) ficam:

_“:UMS(Q,P)- MF VM'(Q,P)]q(Q)dQ(Q) -
Q

= ZQ(YJ)[Uais(yj’P) - MF Vai(yj,P)] (F14)
j=1
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