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RESUMO

O método dos elementés finitos ¢ utilizado para a anélise elastopléstica de placas
semi-espessas sujeitas a grandes deflexdes. Na formulagdo do problema é utilizado
o principio variacional de Hill na sua forma lagrangeana atualizada, uma vez que
0 mesmo tem se mostrado eficiente no modelamento de problemas com materiais
elastoplésticos, com encruamento isotrépico. O comportamento elastoplastico das
placas estudadas é modelado utilizando-se o critério de escoamento de von Mises € a
regra de fluxo associada a fungdo de escoamento de von Mises. O tensor incremento
co-rotacional de Kirchhoff é empregado na formulacio, devido & sua caracteristica de
invaridncia com as rotagoes e deslocamentos de corpo rigido e por garantir a simetria
da matriz de rigidez.

O elemento finito obtido a partir desta formulacdo é o lagrangeano quadrilateral
de 9 nds. Objetivando evitar uma excessiva rigidez, ou mesmo o travamento (locking)
da estrutura, utilizou-se a técnica de integragao reduzida seletiva de termos da ma-
triz de rigidez do elemento, provenientes da consideracdo da deformacéo cisalhante
transversal.

A integragao ao longo da espessura do elemento é calculada numericamente através
da regra de quadratura de Gauss-Lobatto, a qual permite uma melhor representagéo
do processo de plastificagao.

Este elemento finito de placa semi-espessa é utilizado na resolu¢ao de vérios pro-
blemas nao-lineares eiastoplésticos de placas e os resultados obtidos sdo apresentados

e comparados com solugbes analiticas e numéricas disponiveis na literatura.
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ABSTRACT

The finite element method is used to solve elastic-plastic problems of thick plates
undergoing large deflections. Hill’s variational principle, in its updated lagrangian
form, is adopted in the formulation of the problem, since it has shown to be efficient
in the modelling of elastic-plastic materials, with isotropic hardening. The behavior
of the elastic-plastic plates is modelled using the von Mises yield criterion and the
flow rule associated with von Mises yield function. Due to its invariance with the
rigid body rotation and displacements and because it leads to a symmetric stiffness
matrix, the co-rotational rate of Kirchhoff stress tensor is used in the formulation.

The element obtained from this formulation is the nine node isoparametric quadri-
lateral Lagrangian finite element. In order to avoid an excessive stiffness of the struc-
ture, or even the locking phenomenon, the element stiffness matrix terms, that origi-
nated from the transversal shear deformation part, are integrated using the reduced
and seletive integratibn technique.

The integration through the thickness of the element is numerically performed
by the Gauss-Lobatto quadrature rule, which allows a better representation of the
plastic process.

This thick plate finite element is used to solve several non-linear elastic-plastic
problems of plates and the results obtained are compared with analytical and numer-

ical solutions available in the literature.



1 Introducao

O estudo de problemas elastoplésticos ndo lineares na mecanica estrutural tem
sido objeto de grande interesse nas tiltimas décadas. A inexisténcia de solucdes
analiticas para grande parte destes problemas, tem motivado o aparecimento de
indmeras formulagdes que possibilitem a solugido numérica desses casos, fazendo-se uso
de algum método numérico consagrado, como, por exemplo, o Método dos Elementos
Finitos. O desenvolvimento e a disponibilidade de computadores de altissima capaci-
dade de processamento, vem tornando possivel a implementacdo de modelos consti-
tutivos de representacdo do comportamento do material, cada vez mais realisticos.
A modelagem de problemas de elastoplasticidade com grandes deformagdes €, ainda
hoje, considerada um tépico de dificil tratamento (Khan e Huang, 1995), visto que,
além da complexidade matematica das formulacoes, estas devem utilizar pardmetros
materiais, obtidos experimentalmente, que levem a resultados numéricos compativeis

com a realidade.

O presente trabalho apresenta um estudo sobre o comportamento de placas semi-
espessas, quando estas estdo sujeitas a carregamentos que causam a plastificacio de
parte da estrutura e ainda provocam grandes deslocamentos, o que caracteriza o
aparecimento de dois tipos de ndo-linearidades: a material e a geométrica (Gadala
et al, 1984; Fonseca, 1990). Uma formulagdo baseada no principio variacional de
Hill (1959) e adaptada por McMeeking e Rice (1975), para problemas com grandes
deformagdes elastopldsticas e grandes deslocamentos, é utilizada na sua forma la-

grangeana atualizada e o comportamento elastoplastico é modelado considerando-se



o encruamento como sendo isotrépico, o critério de escoamento de von Mises e a regra
de fluxo associada com a funcdo de escoamento de von Mises.

O elemento finito isoparamétrico quadrilateral de nove nés é utilizado na dis-
cretizagdo dos dominios das placas estudadas. Para evitar o aparecimento de uma
rigidez excessiva, ou mesmo o travamento (locking) da estrutura, é utilizada a técnica
de integracao reduzida seletiva dos termos da matriz de rigidez do elemento, prove-
nientes da consideragdo da deformagdo cisalhante transversal. A integracio numérica
da matriz de rigidez é feita usando-se duas regras de quadratura: Gauss-Legendre
para a superficie da placa e Gauss-Lobatto ao longo da espessura.

A implementacao numérica deste trabalho ¢ feita em linguagem FORTRAN, uti-
lizando o algoritmo skyline ndo simétrico, para a resolugdo do sistema de equagoes,
e o método de Newton-Raphson (Bathe, 1982) como algoritmo iterativo. Como
suporte de hardware é usado o super computador de alto desempenho IBM 9076
SP/2 (htpp://www.ufsc.br:80/npd/pad/pad03.htm), existente na UFSC - Universi-
dade Federal de Santa Catarina.

No préximo item deste capitulo, é feita uma reviséo bibliogréfica para possibilitar
o entendimento da evolugado histérica na busca das solugdes para problemas com
nao-linearidades em placas semi-espessas e para enfatizar a importancia do presente

trabalho no contexto da linha de pesquisa desenvolvida.


http://www.ufsc.br:80/npd/pad/pad03.htm

1.1 Revisao Bibliografica

Na modelagem de estruturas do tipo placa é possivel a aproximagdo de um modelo
tridimensional por um modelo bidimensional. Kirchhoff, em 1850, visando tornar
mais simples o estudo do comportamento de placas, desenvolveu uma teoria, baseada
em algumas hipéteses ad hoc, que levou a um modelo bi-dimensional. Com o apare-
cimento dos primeiros computadores, esta teoria tornou-se a escolha favorita nas
implementagoes numéricas que tinham por objetivo a solu¢do de problemas de placas.
No entanto esta teoria, chamada de Teoria Classica de Placas, se limitava ao estudo
de placas finas, pois ela ndo leva em consideracio o efeito das tensdes cisalhantes

transversais.

Buscando a solugéo de problemas de propagacao de ondas em placas, que a teoria
de placas finas néo resolvia adequadamente, Reissner (1945), desenvolveu uma teo-
ria de placas, baseada em um campo de tensdes, que considera o efeito das tensoes
cisalhantes transversais. Mindlin (1951), sem o conhecimento da teoria de Reiss-
ner, obteve uma teoria similar, partindo de um campo de deslocamentos. As con-
tribuicoes destes dois pesquisadores levaram a Teoria de Primeira Ordem de Placés
Semi-espessas, ou, também chamada, Teoria de Reissner-Mindlin, utilizada neste tra-
balho. A popularidade desta teoria se deve ao fato de que, quando implementada
usando o Método dos Elementos Finitos, as fungoes de interpolagéo, utilizadas para

representar de forma aproximada os deslocamentos, exigem apenas continuidade C°,



isto é, sao polindmios de primeira ordem, pois os deslocamentos e rotagoes sdo apro-
ximados independentemente. Outras teorias de placas tém sido desenvolvidas, com
o campo de deslocamentos sendo representado por polindmios de ordem superior,
considerando-se a varidvel na diregdo normal & placa. O objetivo de se utilizar essas
teorias € realizar uma modelagem mais precisa e adequada de problemas de contato,
de problemas com placas laminadas, entre outros. Destas teorias de ordem superior, €
importante citar a teoria de Lo, Christensen e Wu (1977) e a teoria de Reddy (1984).
A utilizagao da Teoria de Reissner-Mindlin quando se usa 0 Método dos Elementos
Finitos na simulagao numeérica de problemas de flexao de placas, faz com que, quando
a espessura se torna muito pequena, ocorra uma excessiva rigidez a flexao (Hughes,
1987). Esse fen6meno, conhecido como travamento de cisalhamento (shear locking),
ocorre devido & sobre-avaliagdo da contribui¢ao energética da parcela de deformagao
cisalhante transversal, comparada com a da deformacao de flexao, na expressao da e-
nergia potencial do sistema (Hughes, 1987). Para resolver o problema do travamento,
duas técnicas podem ser empregadas com sucesso: a integragéo reduzida uniforme e a
integracao reduzida seletiva. A primeira integra os termos de flexao e de cisalhamento
da matriz de rigidez utilizando um ponto de integracao a menos que o necessario para
a integragao exata dos mesmos. J4 a segunda consiste em fazer com que a parcela da
matriz de rigidez relacionada com o cisalhamento transversal seja avaliada com um
ponto de integracdo a menos do que os utilizados nas demais parcelas (Zienkiewicz
et al, 1971). No entanto, o uso destas técnicas faz com que aparecam modos de de-
formacao associados a energia nula, também chamados de modos espiirios. Foram

entdo desenvolvidos métodos de estabilizagdo para possibilitar o controle destes mo-



dos, inibindo a sua manifestacgao. E importante notar que, quando a integragdo
seletiva reduzida é aplicada, ao se utilizar o elemento finito isoparamétrico quadri-
lateral de nove nds, verifica-se a possibilidade do aparecimento de apenas um modo
espurio (Hughes, 1987).

Novotny et al (1994) mostrou que, para melhor captar-se o processo de plasti-
ficagado, a regra de quadratura de Gauss-Lobatto é a mais adequada para a integracéo
numérica da matriz de rigidez ao longo da espessura. Esta regra permite ter-se pontos
de integracao nas ﬁbr'as interna e externa da placa, 1ocais em que se situam as maiores
tensoes num problema de flexdao de placas.

As equacgoes constitutivas, utilizadas na teoria da plasticidade, sdo usualmente
escritas em forma incremental, e a tensdo é considerada como sendo dependente da
histdria da deformacao plastica. Um principio importante a ser satisfeito, o qual foi
postulado por Truesdell e Noll (1965), é o da objetividade material (principle of ma-
terial frame indifference) das equagdes constitutivas utilizadas em plasticidade finita.
De acordo com este principio, estas equacdes devem ser invariantes aos movimentos
de corpo rigido. Muito embora o tensor tensao de Cauchy seja objetivo, sua derivada
material perde esta caracteristica, tornando-o inadequado para o uso nas relagoes
constitutivas (Khan e Huang, 1995). Para resolver este problema, Jaumann criou
um tensor co-rotacional, que adiciona dois termos a taxa do tensor tensao de Cauchy
tornando-o objetivo (Kleiber, 1989). Intimeros tensores tensdo objetivos sdo listados
pela literatura (Bazant,1971; Dafalias, 1983; Liu e To, 1995; Johnson e Bammann,
1984), e decidir qual é o mais adequado para cada relagdo constitutiva tem se cons-

tituido em motivo de muita polémica no meio cientifico. Nagtegaal e de Jong (1981)



mostraram que o uso do tensor de Jaumann, especialmente em problemas de cisa-
lhamento simples utilizando encruamento cinemadtico, gera oscilagées na evolugao da
superficie de escoamento. McMeeking e Rice (1975), alertam para o fato de que o
uso desse tensor nas equagoes de Prandtl-Reuss, leva a matriz de rigidez a perder a
propriedade de simetria, e sugerem o uso do tensor tensdo co-rotacional de Kirchhoff
como uma boa alternativa.

Na mecanica dos sélidos, as formulagoes lagrangeanas, total ou atualizada, sdo nor-
malmente utilizadas, principalmente quando se trabalha com nao-linearidades geomé-
trica e material (Gadala et al, 1984). Pica et al (1980) utilizaram uma formulagdo
lagrangeana, total para resolver problemas de flexao de placas de Reissner-Mindlin com
nao-linearidade geométrica. No entanto, neste trabalho é utilizada uma formulagao
lagrangeana atualizada, e o uso da mesma se justifica pelo fato dela ser mais ade-
quada quando se esta utilizando relagoes constitutivas na forma de taxas e pela sua
melhor eficiéncia computacional (Liu e To, 1995). Imaeda (1992) e Ribeiro Jr. (1995)
utilizaram com sucesso o principio variacional de Hill (1959) modificado por McMeek-
ing e Rice (1975) para grandes deformagées elastopldsticas e grandes deslocamentos,
para resolver problemas de elastoplasticidade em cascas ﬁnas e cascas semi-espessas,
respectivamente. Este sucesso motivou sua aplicacao neste trabalho sobre problemas
de elastoplasticidade em placas semi-espessas.

McMeeking e Rice (1975) utilizaram a formulagao baseada no principio variacional
de Hill, afirmando que esta é especialmente adequada para ser aplicada a materiais
de Prandtl-Reuss, com encruamento isotrépico. A regra de fluxo associada a funcgao

de escoamento de von Mises é considerada a mais adequada para descrever o compor-



tamento dos materiais metélicos (Chen e Han, 1988). Para a integragdo da relagio
‘constitutiva elastopldstica muitos algoritmos tém sido propostos, como os de Nagte-
gaél e de Jong (1981), Simo e Taylor (1986) e Ortiz e Simo (1986). No entanto, o
algoritmo desenvolvido por Hinton e Owen (1980), por ser de mais simples imple-
mentagdo e ter se der.nonstrado eficaz em trabalhos recentes, foi aqui utilizado.

A seguir serd apresentada uma breve descricdo do que serd tratado em cada

capitulo deste trabalho.

1.2 Descricao do Escopo do Trabalho

O capitulo 1 descreve de forma sucinta o conteido deste trabalho, procurando
ressaltar os pontos mais importantes que foram desenvolvidos. Em seguida é apre-
sentada uma revisao bibliogréfica, enumerando os principais trabalhos que serviram

de base para o desenvolvimento desta dissertagao.

O capitulo 2 apresenta alguns conceitos basicos da elasticidade finita, fundamen-
tais para o desenvolvimento deste trabalho. Atencado especial é dada as medidas de
tensdo e deformacdo, ja que o sucesso da formulagdo utilizada depende da correta
escolha do par dual tenséo—déformagéo. O principio dos trabalhos virtuais na forma

de taxa é apresentado, na forma como foi proposto por McMeeking e Rice (1975).

No capitulo 3 é desenvolvida a formulagdo do elemento finito de placa de Reissner-
Mindlin para problemas com nao-linearidades geométrica e material. Inicialmente,
a teoria de placas semi-espessas é apresentada de forma resumida. A formulacdo

isoparamétrica é utilizada para a formulac@o do elemento finito usado na discretizagao



do principio dos trabalhos virtuais na forma de taxa. Finalizando esté capitulo, sdo
apresentados detalhes sbbre a integracao numérica das matrizes de rigidez e sobre o
processo de atualizacao das tensoes, a cada passo de carga.

No capitulo 4 apresentam-se alguns tépicos da teoria da plasticidade. A relagao
constitutiva para o caso de elastoplasticidade infinitesimal é apresentada e desen-
volvida até sua generalizacdo para o caso de elastoplasticidade finita. No final, é
apresentada a forma como é realizada a integracdo da relagao constitutiva elastoplasti-
ca.

Os resultados numéricos obtidos, utilizando a presente formulagdo, sdo apresen-
tados no capitulo 5. Para validar a formulagdo desenvolvida nos capitulos 3 e 4,
foram selecionados alguns prdblemas de flexao de placas, envolvendo nao-linearidade
geométrica, nao-linearidade material e o acoplamento destes dois tipos de nao-lineari-
dades.

Finalizando, no capitulo 6 sdo apresentadas as conclusbes e as sugestoes para a

continuidade desta linha de pesquisa.



2 Formulacao de Problemas de Mecanica dos Séli-
dos com Nao-Linearidades Geométrica e Mate-

rial

2.1 Cinematica do Processo de Deformacao
2.1.1 Introdugao-

Para descrever o processo de deformacgdo de um corpo, pode-se utilizar vérias
métodologias para a localizacdo das particulas que o compbem, a cada instante,
especificando-se a posicao de cada particula em um dado instante ¢. Apresentando
estas metodologias, Malvern (1969), enumera as descri¢des material, referencial (la-
grangeana total), espacial (euleriana) e relativa (lagrangeana atualizada), sendo que
somente as trés iltimas sdo adequadas & resolugdo de problemas da Mecanica do
Continuo utilizando o Método dos Elementos Finitos (Gadalla et al, 1984).

A formulacio lagrangeana utiliza as coordenadas materiais (estado indeformado),
sendo extensamente utilizada na modelagem de problemas de Mecénica do Continuo
devido ao fato do estado indeformado ter seus pardmetros bem definidos antes da re-
solugdo do problema. O que diferencia a formulacio lagrangeana total da formulagao
lagrangeana atualizada é qual configuragao de referéncia que estd sendo utilizada.

Na formulagao lagrangeana total, a configuragdo de referéncia é a inicial, enquanto
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que na formulacdo lagrangeana atualizada, um estado intermedidrio recém calculado

é usado como configuragao de referéncia para o célculo do estado subseqiiente.

Neste trabalho serd utilizada a formulacio lagrangeana atualizada, por ser a
mesma mais adequada quando s@o utilizadas, na formulagao do problema, relagées
constitutivas na forma de taxas e ainda por ela resultar em melhor eficiéncia com-

putacional (Liu e To, 1995).

2.1.2 Formulagao Lagrangeana Atualizada

Considerando-se um sistema de coordenadas retangulares cartesianas, pode-se
descrever o processo de deformagado de um corpo €2 deformével analisando a posigdo
de um ponto material arbitrario P, contido em €2, em trés instantes distintos tg, ¢t e
t + At, correspondendo, respectivamente as configuragdes inicial, intermedidria (de
referéncia) e final, conforme mostra a Figura 1.

No instante inicial £y, o ponto Py, pertencente ao dominio £y, é livre de tensoes
e é localizado pelo vetor posicao z. Apds a aplicagdo de uma parcela qualquer do
carregamento, no tempo ¢, o corpo §); tem o ponto P; identificado pelo vetor X. O

vetor deslocamento global obtido apds a aplicagao deste carregamento, é dado por
u=X—z. (1)

Continuando o processo de deformac@o incremental, aplica-se o préximo incre-
mento de carga, obtendo-se uma nova configuragdo $2;+a¢, sendo que o ponto Piia:

é posicionado pelo vetor Y. Define-se entdo o vetor incremento de deslocamento Au
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AU Qt+At

U R+At

Figura 1: Cinemética do processo de deformacio incremental de um corpo 2.

entre €2, e {24 A, € 0 vetor deslocamento global u* entre Qg e Q;. ¢, pelas expressoes

Au=Y - X (2)

u* =u+ Au. : (3)

respectivamente. Em outras palavras, o que caracteriza a formulacdo lagrangeana
atualizada é a peculiaridade de que o processo de deformacgao produzido pelo incre-
mento de carga, que leva o corpo de uma configuracdo qualquer 2, para a préxima

2,11, terd como referéncia a configuragao §2,.



12
2.2 Medidas de Tensao e Deformagao
2.2.1 Tensores Deformacao

Algumas medidas de deformagfo, consideradas importantes no estudo de pro-
blemas de Mecanica dos Sélidos, como o tensor gradiente de deformagéo, o tensor
deformacao de Green, o tensor deformagdo de Almansi e o tensor taxa de deformacéo

sao apresentados a seguir.

A- Tensor Gradiente de Deformacgao: Considerando o ponto F,, posicionado
pelo vetor posi¢do x, na configuracdo €2y e o ponto P, posicionado por X em £
(Figura 1), onde X = X (z,t), define-se o tensor gradiente de deformacio F, entre as

configuragoes €2 e €, como (Washizu, 1982)

_0X

F=5. (4)

Apesar da simplicidade na sua obtencdo, este tensor de segunda ordem néo é
simétrico e nem invariante aos movimentos de corpo rigido, o que justifica a necessi-
dade de se definir outros tensores deformacao. Entre estes outros tensores deformagao,
destacam-se os tensores de Green, de Almansi e taxa de deformagdo como os mais

utilizados em problemas de Mecanica dos Sélidos (Belytschko, 1983).

B- Tensor Deformacdo de Green: O tensor deformagdo de Green, também
chamado de tensor de Green-Lagrange, é um tensor deformagao lagrangeano definido

por (Malvern, 1969)

1
E=3(C-1, )
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onde I é a matriz identidade e C = FTF é denominado tensor deformacéo de Cauchy-
Green & direita, o qual é simétrico e unitdrio em relacdo aos movimentos de corpo
rigido. O tensor de Green é simétrico e invariante aos movimentos de corpo rigido
sendo, portanto, objetivo. A expressdo (5) pode ser escrita, em forma indicial’, em

funcéo dos vetores posicdo, como

1 (8X, 80X,

onde 8;; é o Delta de Kronecker? .

Substituindo a expressao (1) em (6), obtém-se a expressao deste tensor em termos

de deslocamentos, ou seja,

_ 1 Ou; Ou; auk%

Os dois primeiros termos deste tensor representam a parte linear do mesmo, enquanto

que o terceiro termo representa a parte nao-linear. Ao considerar-se o processo de

deformacao entre as configuracoes € e §2;,.;, Obtém-se, similarmente, o tensor incre-
+At ’ ’

mento de deformagio atualizado

(8)

AE, = % <8Aui 0Au; = O0Awuy aAuk> .

oX; | 00X, ' 0X; 0X;

Usualmente analisam-se processos de deformagéo incremental em que os incrementos
sao considerados pequenos. Uma vez que duas configuragées subseqiientes quaisquer

sdo suficientemente préximas, pode-se escrever a versao linearizada do tensor incre-

1 Quando ndo explicitados, os indices latinos variam de 1 a 3 e os indices gregos variam de 1 a 2

seguindo a convencao de soma de Einsten.
2 lset=y3
i

Osei#j
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mento de deformagao atualizado como

A .

1
AE;; == | =—
72 ( 0X; 0X;
C- Tensor Deformacao de Almansi: O tensor deformacao de Almansi, utilizado

para descrigoes eulerianas de movimento, embora também seja simétrico, nao é in-

variante aos movimentos de corpo rigido. Sua expressdo é dada por

7=5(-B7), (10)

D[ =

onde B = FFT é denominado tensor deformagio de Cauchy-Green & esquerda, pos-
suindo as mesmas propriedades do tensor C. Em termos de deslocamentos, a ex-

pressdo (10) pode ser escrita como

Y= 3\6xX, T ox; ~ X, 0X,
D- Tensor Taxa de Deformagao: Na descri¢ao do processo de deformacio de um
corpo, principalmente quando este é submetido a deformacGes plésticas, necessita-se
de um tensor que permita acompanhar toda a histéria de deformacdo. O tensor
taxa de deformacdo D , também chamado tensor velocidade de deformacao, bastante
utilizado em muitas teorias de plasticidade, tem esta propriedade e é definido em

termos de taxas de deslocamentos pela expressao® (Malvern, 1969)

1( 0w | By
Dij_§<an+aXi>. (12)

3 A notagdo usando o ponto sobre-escrito & varidvel representa a derivada desta varidvel em relacao
ao tempo.
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E- Tensor Vorticidade: O tensor vorticidade w (tensor spin) é um tensor anti-
simétrico que representa a taxa de rotagio de um corpo. Sua interpretacao fisica pode
ser explicada considerando-se o caso em que o corpo, em um determinado instante,
possua todas as componentes do tensor taxa de deformagao nulas, sendo que o movi-
mento instantaneo resultante torna-se uma rotagio de corpo rigido representada por
este tensor. O tensor vorticidade é bastante usado na definicdo de tensores taxa de

tensao, e € dado pela expressao

1 ( du, Ol
Wi =3 (axj axi) | (13)
2.2.2 Tensores Tensao

Na Mecanica dos Sélidos, vérios tensores tensao sio utilizados. Entre eles, devido
ao fato de serem relevantes para o desenvolvimento do presente trabalho, sdo a seguir
brevemente descritos o tensor tensao de Cauchy, o segundo tensor tensdo de Piola-

Kirchhoff, o tensor taxa de tensdo de Jaumann e o tensor co-rotacional de Kirchhoff.

A- Tensor Tensao de Cauchy: O tensor tensdo de Cauchy, também chamado
de tensor tensdo verdadeira, denotado por o, oferece a grande vantagem de pro-
porcionar equagoes de equilibrio mais simples além de ser amplamente utilizado na
modelagem de problemas em que ocorra o escoamento do material. Contudo, como
ele é definido na configuragao deformada, seu calculo é de dificil realizagdo. Outro
fator importante a ser considerado, é o fato de que, embora este tensor seja objetivo,
sua derivada material nao é, inviabilizando seu uso em relagbes constitutivas usadas

na elastoplasticidade finita.
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B- Primeiro Tensor Tensao de Piola-Kirchhoff: Com a dificuldade de célculo
da configuragao deformada, tem-se buscado a facilidade de trabalhar com um tensor
tensao na configuragio indeformada (descrigdo lagrangeana). Para tal, foi definido o

primeiro tensor tensao de Piola-Kirchhoff, que é dado pela expressdo (Atkin e Fox,

1980)

T = JFlo, (14)

onde J = det(F) é o jacobiano da transformagio (relagdo entre as densidades dos

corpos nas configuragoes inicial e final).

C- Segundo Tensor Tensao de Piola-Kirchhoff: Como o tensor acima, dado
pela expressdo (14), em geral nao é simétrico, seu uso pode ser inconveniente e assim,
de sua simetrizagao, definiu-se o segundo tensor tensao de Piola-Kirchhoff, que é dado

por

S =JF o (F). (15)

Este tensor simétrico tem sido usado em problemas de elasticidade finita em que a

relagdo constitutiva ndo é dependente da trajetéria (path dependent) (Luersen, 1994).

D- Tensor Tensao de Jaumann: O fato da taxa do tensor tensao de Cauchy nao
ser objetiva, motivou Jaumann a desenvolver um tensor co-rotacional que tivesse essa
caracteristica. Este tensor, de grande utilizagdo em problemas com nao-linearidades
geométrica e material, recebeu a denominagao de tensor tensao de Jaumann. Seu uso

é conveniente em equacoes constitutivas na forma de taxa e em materiais dependentes
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da trajetéria. A expressdo que o define é dada por (Johnson e Bammann, 1983)
/=6 -wo +ow, (16)

onde ¢ é a taxa do tensor tensdo de Cauchy.

Comparagao entre os usos do Segundo Tensor de Piola-Kirchhoff e o Ten-
sor de Jaumann: No estudo da Elasticidade Finita é interessante comparar os
usos do segundo tensor de Piola-Kirchhoff com o tensor taxa de tensdao de Jaumann.
Estes dois tensores sao bastante utilizados na modelagem de problemas com grandes
deslocamentos. A grande diferencga entre eles é que o primeiro, representa a tenséo,
em um material elésti.co ou hiper-eléstico, calculada a partir da deformagcéo total cor-
rente. Por outro lado o tensor de Jaumann é relacionado com a taxa de deformacao, o
que exige sempre um processo de integracdo para se poder avaliar a tensdo de Cauchy
corrente.

Esta diferenca, deixa claro sob que condigoes é mais efetiva a utilizagdo de um ou
outro tensor. Se a relagao constitutiva ndo é dependente da trajetdria , ndo requerendo
entdo um processo de integragdo, o uso do segundo tensor de Piola-Kirchhoff é mais
indicado, ao passo que para analise de materiais dependentes da trajetéria, o uso do
tensor tensdo de Jaumann deve ser considerado (Liu e To, 1995).

Nagtegaal e de Jong (1981), desaconselham o uso do tensor de Jaumann em pro-
blemas em que ocorra cisalhamento simples com o material admitindo encruamento
cinemaético, devido a oscilagoes na evolugéo da superficie de escoamento. Outro incon-
veniente de seu uso em problemas de elastoplasticidade, é que quando estabelecidas as

relagdes de Prandtl-Reuss, ele nao preserva a simetria da parcela de rigidez advinda
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do termo constitutivo. O tensor tensdo co-rotacional de Kirchhoff pode ser utilizado

para garantir esta simetria (McMeeking e Rice, 1975).

E- Tensor Tensao Co-rotacional de Kirchhoff: Este tensor é proposto como
sendo o tensor de Kirchhoff definido na configuracdo corrente em termos de coorde-

nadas co-rotacionais. O tensor de Kirchhoff é definido como (Kleiber, 1989)
T=Jo. (17)
Derivando em relac@o ao tempo a expressao (17) chega-se a
T =Jo+Jo (18)
e, usando a propriedade (de;. F)=detFir (FF_1>, tem-se que (Gurtin, 1981)
J = Jir(D), (19)

onde tr(D) é o traco do tensor taxa de deformagio. Substituindo (19) em (18) chega-

se a

& =< —oir(D). (20)

Substituindo a expressdo (20) em (16) tem-se

77+ otr(D) = = (+ —wr +TwW). (21)

~l

Assim denominar-se-4 como tensor co-rotacional de Kirchhoff 7*, o termo 7/ +
otr(D), ou seja

™ =17 + otr(D), (22)
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que também pode ser escrito como (Kikuchi e Cheng, 1983)
T =6 —wo +ow+otr(D). (23)

E importante ter-se uma relacao entre a taxa do primeiro tensor de Kirchhoff e o

tensor co-rotacional de Kirchhoff. Esta é dada, em forma indicial, por (Hill, 1959)
Ty = Tis — OkiDri — 0 Dy + ol (24)

Finalmente, para escolher-se corretamente o par tensdo-deformacio, a ser uti-
lizado na formulagao, dois fatores devem ser considerados: os dois tensores devem
ser energeticamente conjugados e devem estar em concordancia com a lei constitutiva
utilizada para modelar o comportamento do material. Neste trabalho foi utilizado

o tensor taxa de deformacao conjuntamente com o tensor tensdo co-rotacional de

Kirchhoff (McMeeking e Rice, 1975).

2.3 Equacgoes Diferenciais de Equilibrio |

2.3.1 Equagoes de Equilibrio na Forma de Taxa

As equagbes de equilibrio s@o um caso particular das equacdes de movimento,
quando se considera o equilibrio estdtico do corpo (Malvern,1969).
As equagdes do movimento, na configuragio de referéncia, em termos do primeiro

tensor tensao de Piola-Kirchhoff, sdo expressas por
Tij,j(mvt) + bi(mvy) = pﬁi(mvt)a (25)

onde b; representa o vetor forgas de corpo e i é a aceleracdo.

Expressando (25) na forma de taxas tem-se

Ty, + bi(z,1) = & [pi(a 1) (26)
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e considerando-se um processo quase-estatico, a influéncia dos termos de inércia pode

ser desprezada, resultando nas equactes de equilibrio na forma de taxa

Tys(@,t) + bi(,9) = 0. (27)

2.3.2 Condicoes de Contorno

Dividindo-se o contorno I' de um dominio 2 em I'p e I'r, conforme o apresentado

na Figura 2,de tal forma que

I'pulgp =T (28)

'pNlp = 0,

estabelece-se que as restri¢oes das taxas de deslocamento sao aplicadas em I'p e que

&
IS

Q

Figura 2: Condigoes de contorno de um corpo ).

as taxas de forcas de superficie sdo prescritas em I'r. Com isto, pode-se definir as

condicoes de contorno para as equagoes de equilibrio na forma de taxas como sendo

Tij(z, t)n;(z,t) = fi(z,t) Vzelr (29)

’lli(.’r,t) = 0 Vz € I'p.
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2.3.3 Principio dos Trabalhos Virtuais na Forma de Taxa

O principio dos trabalhos virtuais representa uma forma de se escrever as equacoes

de equilibrio em um corpo sujeito a determinadas condigoes de contorno. Para que o

corpo esteja em equilibrio, tem-se que garantir que o trabalho virtual total das forgas
externas seja igual a yaria,géo da energia interna.

Aplicando as condig¢bes de contorno em termos de taxa na expressao (27), chega-se

ao principio dos trabalhos virtuais proposto por Hill (1959), que é dado em funcéo

da taxa do primeiro tensor tensdo de Piola-Kirchhoff (McMeeking e Rice, 1975)

/V Ty6 (g?) dv° = /V bV + /S  fibuds”, (30)
onde V% e S% sdo o vqlume e a superficie iniciais, é1; é uma variacdo virtual arbitraria
da taxa do deslocamento, b; é o vetor taxa de forca por unidade de volume inicial e f;
é o vetor taxa de forga por unidade de area inicial, que pode ser expresso em fungao
da taxa do primeiro tensor tensdo de Piola-Kirchhoff e do vetor normal & superficie,
na forma

fi=Tynd. (31)

O principio variacional expresso por (30), pode ser adaptado a problemas envol-
vendo grandes deslocamentos, escolhendo-se um tensor tensdo adequado para repre-
sentar o campo de tensdes. McMeeking e Rice (1975) sugerem o uso do tensor tensdo
co-rotacional de Kirchhoff, por ele ser mais adequado para a descricdo das equagdes
constitutivas, além d;e ser invariante as rotagbes de corpo rigido. Para isso, deve-se

substituir a expressdo (24) em (30) e chegar a expressdo (Ribeiro Jr., 1995)

/V [T,.japi,.—é-aija(zpikaj—uk,iuk,j)] dv = /V biSudV + /S fi60:dS.  (32)
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O principio variacional, expresso por (32), estd escrito na configuragio corrente
e, portanto, adequado ao uso na formulagdo lagrangeana atualizada. O préximo
capitulo tratard da representacdo discretizada da equagdo (32) na forma de equagoes
de elementos finitos, particularizadas para placas semi-espessas e considerando gran-

des deslocamentos.
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3 Formulagao do Elemento Finito de Placa de
Reissner-Mindlin Sujeito a Grandes Desloca-
mentos |

3.1 Teorias de Placas
3.1.1 Introdugao

Uma placa é um elemento estrutural caracterizado por apresentar uma de suas
dimensoes, denominada espessura, muito menor que as outras duas. Esta grande
diferenga entre a espessura e as outras dimensoes, de certa forma, cria dificuldades
para o uso da elasticidade tridimensional na modelagem numérica de placas com o
aparecimento de problemas de condicionamento (Luersen, 1994).

Ao longo dos anos, diversas teorias de placas foram desenvolvidas. Entre elas é
importante citar a Teoria de Kirchhoff ou Teoria Cléssica de Placas (Timoshenko
e Woinowsky-Krieger, 1959), a Teoria de Reissner-Mindlin ou Teoria de Primeira
Ordem (Reissner, 1945; Mindlin, 1951) e vérias teorias de ordem superior como a
Teoria de Lo, Christensen e Wu (1977) e a Teoria de Reddy (1984).

Considerando todas as quantidades referidas a um sistema de coordenadas carte-
siano, um ponto qualquer da placa é denotado pelas coordenadas (z,y,z2) e o seu

domfnio Q pode ser escrito na forma (Hughes, 1987)

Q- {(a:,'y,z) € Rz € {—gg} (5,9) ESCW}, (33)

onde S representa a projecdo do dominio {2 sobre a superficie de referéncia e h € a
espessura da placa.
Como no presente trabalho se utilizou a Teoria de Reissner-Mindlin, também

chamada de Teoria de Primeira Ordem para Placas Semi-Espessas, nao serdo discu-
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tidas em detalhe as outras teorias acima citadas.

3.1.2 Teoria de Placas de Reissner-Mindlin

Considere-se uma placa isotrépica, homogénea, moderadamente espessa, onde a
relacao entre a espessura h e o lado menor [ é menor que 1Lo (% < 11—0) 4 e que pode ser
caracterizada por sua superficie de referéncia (superficie média), mostrada na Figura
3, de forma de que todas as varidveis do problema estéo referenciadas a esta superficie.

O modelo de placas de Reissner-Mindlin pressupée as seguintes hipéteses ad hoc:

- As deflexdes da placa sdo pequenas, se comparadas com a espessura da mesma;

- A tens@o normal transversal é desprezivel;

- As normais‘ a superficie de referéncia indeformada da placa permanecem retas e
nao sofrem variagdo no comprimento, mas ndo permanecem necessariamente normais
a superficie de referéncia, ap6s a deformacao.

A 1ltima hipétese é uma forma aproximada de levar em conta a deformacao cisa-
lhante, visto que a agdo do cisalhamento transversal resulta numa configuracao defor-
mada muito mais complexa. Assim, na utilizacao desta teoria, as tensdes cisalhantes
transversais resultam constantes na espessura, diferindo da Teoria da Elasticidade
Tridimensional, que apresenta estas tensoes variando, no minimo, quadraticamente
(Timoshenko e Goodier, 1970).

Para corrigir esta inconsisténcia, primeiramente Reissner (1945) calculou um fator

igual a g utilizando sua teoria baseada em campo de tensdes. Mais tarde, Mindlin

fisd

(1951) chegou a um valor bastante préximo, igual a 73,

utilizando uma formulagao

4 Ugural (1981), afirma que uma placa é fina se a relagio entre a espessura h e o lado menor [ é

menor que 516’ intuindo que valores acima definiriam as placas semi-espessas
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Superficie
de referéncia

Figura 3: Indicagado da superficie de referéncia em uma placa.

baseada em campo de deslocamentos.

A Teoria de Placa§ de Reissner-Mindlin também ¢é chamada de Teoria de Primeira
Ordem para Placas Semi-Espessas, devido ao fato dos deslocamentos serem represen-
tados por polindmios lineares na diregdo normal da placa. O campo de deslocamentos

resultante desta teoria é dado por

Us (,9,2) = u(z,y) + 20 (z,9)
uy (z,9,2) = v(z,y)+ 20, (z,y) : (34)

U, (may’ Z) = w (.’B,y) )

onde u,, u, € u, sdo as componentes do deslocamento nas direcdes z, y e z de um
ponto qualquer da placa, respectivamente, u € v sdo as componentes do deslocamento

da superficie de referéncia no plano da placa nas diregbes z, y, respectivamente, w
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é o deslocamento transversal, sendo que a superficie de referéncia da placa estd no
plano z = 0, sendo z a coordenada transversal e 0, e 6, sdo as rotagdes da normal
em torno dos eixos y e x respectivamente. A possibilidade de se poder usar fungoes
de interpolagéo de continuidade C° para os graus de liberdade u, v, w, 6, e 6,, ao
invés de C*, como é exigido na Teoria de Kirchhoff, faz com que a Teoria de Reissner-
Mindlin seja largamente utilizada devido a sua relativa facilidade na implementacao

numérica.

3.2 Formulagao Isoparamétrica

A formulacdo isoparamétrica é extensamente utilizada na obteng@o de grande
numero de elementos finitos, entre eles, elementos planos, sélidos, de placas, de cas-
cas e também para situagoes especificas, como elementos aplicados a problemas da
Mecénica da Fratura (Cook et al, 1988). A palavra isoparamétrico significa mesmo
parametro, que define muito bem a idéia fundamental desta formulagdo, qual seja, o
uso das mesmas func¢bes de interpolagao, tanto para a aproximacgao das varidveis, in-
terpolando os graus de liberdade, como para a aproximagao das coordenadas nodais,

interpolando as coordenadas.

No presente trabalho optou-se pelo uso do elemento finito isopéramétrico la-
grangeano de nove nds, tomando como referéncia os 6timos resultados obtidos por
Luersen (1994) e Ribeiro Jr. (1995). Outra razdo deve-se ao fato deste elemento a-
presentar apenas um modo esptrio, quando se faz uso da integracao seletiva reduzida

(Hughes, 1987), assunto este que serd tratado adiante com mais detalhes. As fungoes
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de interpolagdo N para este elemento sdo dadas por (Cook et al, 1988)

Ny=3(1—-¢&)Q+m) (& +mm—1) I=1,23e4

Nr=1(1+4+8) 1 +nmm) I=5e7

(35)
Nr=3(1+&)(1-7% I=6e8
Nr=5(1-8)(1-7% I'=9,

sendo £ e n as coordenadas no sistema do elemento mestre (Figura 4) e &; e 7y as

coordenadas do né I em relacdo a este sistema.

JLT’

4 7 3
» L ]
o s s S

Figura 4: Elemento finito isoparamétrico de nove nés - sistema local (£,7).

As fungbes de interpolagao sdo expressas em termos de coordenadas locais, e a
representacao da geometria pode ser interpretada como um mapeamento, no qual se
transforma uma forma regular expressa em coordenadas locais, como a da Figura 4,
em uma forma distorcida (contornos curvos) expressa em coordenadas globais (Rao,

1992).
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Os graus de liberdade nodais sdo apresentados na forma de deslocamentos in-

crementais e virtuais na superficie de referéncia e sdo interpolados em termos dos

deslocamentos incrementais, do mesmo modo que os deslocamentos virtuais sio in-

terpolados em termos de deslocamentos virtuais nodais. Assim, eles tomam a seguinte

forma
Bu(€,n) = Ni(,m)Aur
Av(€,m) = Ni(§,n)Avy
Aw(€,n) = Ni(§,n)Awy
A62(&,m) = Ni(€,m)Abyy
Aby(€,m) = Np(&,m) Ay
e

5u(g, ) = N1(€,m)us
5u(€,m) = Ni(&, m)bv;
Sw(&,n) = Ny(6,n)ws
60(¢,m) = Nr(€, m)8b1

60‘!](5) 77) = NI(§7 77)69111

A geometria é interpolada de maneira semelhante

T = NI(E) 77)11"1

y = Ni(&nyr,

onde z; e y; sao as coordenadas nodais e [ variade 1 a 9.

(37)
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Tendo-se definido a maneira de como seré feita a interpolagao dos graus de liber-
dade nodais e das coordenadas nodais, o préximo passo seré obter a expressao dis-
cretizada do Principio dos Trabalhos Virtuais na forma de taxa, que ser4 apresentado

a seguir.

3.3 Discretizagcao do Principio do Trabalhos Virtuais na For-
ma de Taxa

No capitulo anterior obteve-se a expressdo do Principio dos Trabalhos Virtuais
na forma de taxa, expresso em termos do tensor tensdo co-rotacional de Kirchhoff

(expressdo 32). Desenvolvendo-se o lado direito desta expressao, tem-se

1 .. . .
/V [T:;&D” - 501']' (25D1ka] + 2Dik6ij — 6uk,iukﬂ- — uk,iéuk,j)] dV =

- /V bibidV + /S f:61:dS.

Agora, considerando-se a propriedade de simetria do tensor o, a expressio acima

fica
|, (76D + S0t — 28DucyDig) av = [ bisisav + [ fisinds.  (39)

O primeiro termo da equagio (39) produz a parcela correspondente & matriz de rigidez

linear, que na forma discretizada é expressa por

K, = /V BTCBAV, (40)
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onde B corresponde & matriz deformagao-deslocamento, dada por

0 0 N -Ny 0

e C é a matriz constitutiva elastoplastica (Hinton e Owen, 1980)

& (_af_) (_QL) Cﬁqkl

tJmn \ 8omn ) \ O0pq

[+ (525) Can (355)]

00ty

CZ&: = fjkz - (42)

que, no caso de a = 0 (regime eldstico), pode ser escrita na forma matricial como

1 » 0 0 0

v 1 0 0 0

Ce:1 —? 0 0 1-v 0 0 , (43)

00 0 k¥ o0

00 0 0 k¢
onde v é o coeficiente de Poisson, E é o médulo de elasticidade longitudinal e k é o
fator de correcdo das tensdes cisalhantes transversais que, segundo Reissner (1945),
é igual a g. O regime elastopldstico ( & = 1) serd discutido em detalhes no préximo
capitulo.

Referenciando-se ainda o lado direito da expressdo (39), o segundo e terceiro

termos produzem a parcela correspondente a matriz de rigidez geométrica, que dis-

cretizada assume a forma (McMeeking e Rice, 1975)

{6\11} [KU] {A‘I’} = /V [5’dk,2'0'ij’l'l,k’j - 26Dik0ijij] d‘/, (44)
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onde ¥ representa o vetor taxa de variacao dos graus de liberdade nodais e K, a
matriz de rigidez geométrica. Por conveniéncia a matriz K, serd separada em duas,

na forma

Ka = Kal - 2K,s.

Estas matrizes sdo dadas por

_ . 1
0 K sim.
Ka=1 0 0 Ku (45)
Ko, O 0 Ko
0 Kp 0 0 Ky
e
_ . -
Lyw Ly sim.
Ko2=| Luu Luwo Luww (46)

Lo, Lgy Loy Lgo

Low Low Low Lep Loy

As sub-matrizes K e L sao definidas no Apéndice 1.

Considerando o dominio dividido em E elementos, pode-se entao chegar a seguinte
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forma discretizada do Principio dos Trabalhos Virtuais:

{ Y
Ur
vr
E
S{ 6w b our 60 50, b+t w | -
e=1
0:1:1
\ eyl Vs

=Z{ bur bvr 5w} 60.r 80,1 }({Pe}+{Re}), (47)

e=1
sendo K7 a matriz de rigidez linear incremental do elemento, K¢ a matriz de rigidez
geométrica do elemento, P° o vetor taxa de carregamento externo, R°® representa
rd E . -~ 3
o vetor residuo, e ) representa a superposi¢do das matrizes e vetores de todos os
e=1

elementos que compoe a estrutura. Como os deslocamentos virtuais sdo arbitrérios,

a equacdo (47) pode ser escrita como

E E

;([KfH[KiD wr =ZI{P6}+{R6} (48)
0o
0,1

ou
(€] {a} = {P} + {m}, (49)
denominada equagdo de elementos finitos, que deve ser solucionada para cada in-

cremento de carga AP®. Um algoritmo freqiientemente utilizado na resolugéo de

equagoes nao-lineares de elementos finitos € o algoritmo iterativo de Newton-Raphson
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(Bathe, 1982), que foi aqui adotado e que pode ser expresso comes

(o)™ = (auY + (()) " (8P + {m), o)

onde ¢ representa a iteragdo dentro do incremento de carga. O processo se encerrard
quando o termo ( {APG} + {RG}) atingir uma tolerancia estabelecida e, em seguida,
dar-se-a inicio ao préximo passo de carga e conseqiiente processo iterativo. Isto se
repetird até que toda carga seja aplicada. O critério de convergéncia usado neste

trabalho é dado por (Hinton e Owen, 1980)

n

> (R)®

1
2

= | < tolerancia, (51)

n

% (B’

i=1
onde a tolerancia é definida em fungdo do grau de precisdo que se deseja obter dos
resultados, levando em conta que quanto maior a precisdo requerida maior serd o
tempo computacional gasto.

Na seqiiéncia serd abordada a forma de integracdo numérica das matrizes de

rigidez.
3.4 Integracao Numérica das Matrizes de Rigidez

A integragdo numérica da matriz de rigidez sobre a superficie do elemento finito
de placa é feita usando a regra de quadratura de Gauss-Legendre. Visando evitar
o fenémeno denominado travamento (locking), a parcela da matriz de rigidez incre-
mental relacionada ao cisalhamento transversal € avaliada usando uma regra de inte-
gragdo com um ponto de integragdo a menos em cada diregao do que a chamada inte-
gracao cheia, caracterizando assim a técnica de sub-integracao seletiva. Assim, tem-se

que, nas parcelas da matriz de rigidez incremental, referentes & membrana e flexao,
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foram usados 3x3 pontos de integracao, e na parcela correspondente ao cisalhamento
transversal, 2x2 pontos. A utilizagao de tal técnica pode levar ao aparecimento de
modos espirios, que sdao modos de energia zero. No entanto, para o elemento finito
de placa lagrangeano de nove nés, apenas um modo espirio pode aparecer (Hughes,
1987). Para os casos estudados neste trabalho foi verificado que este modo nao se
pronunciou. Assim sendo, nao se buscou a implementagdo de uma técnica de controle
destes modos indesejaveis.

As tensOes utilizadas na matriz de rigidez geométrica sdo calculadas utilizando
2x2 pontos de integracao. Este procedimento garante a obtencdo de resultados de
tensdo mais precisos (Cook et al, 1988; Luersen, 1994).

Numa anélise puramente eldstica utilizando a teoria de Reissner-Mindlin, verifica-
se que a distribuigao das tensdes normais é linear ao longo da espessura da placa,
possibilitando assim que a integracao ao longo da espessura possa ser feita analiti-
camente. Nos problemas envolvendo flexao elastoplastica, a distribuicdo das tensoes
assume uma forma mais complexa, exigindo um tratamento especial destas integrais.
A solugdo é implementar uma regra de integracdo na dire¢do normal a placa. Um
método bastante utilizado é a integracdo por camadas (Parish, 1981), em que a es-
pessura da placa é dividida em camadas, dentro das quais a integracao é feita con-
siderando o campo de tensoes constante ao longo de cada uma delas. Outra forma é
usar também a regra de Gauss-Legendre para a integracdo na espessura, mas com um
numero varidvel de pontos. Embora os resultados obtidos sejam melhores que na in-
tegragao por camadas, esta regra apresenta o inconveniente de nao possuir pontos nas

superficies externas da placa, local onde se inicia a plastificagdo nos casos de flexdo.
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Novotny et al (1994) sugere o uso da regra de quadratura de Gauss-Lobatto, obser-
vando que nesta regra existem pontos situados nas superficies externas, possibilitando
captar com mais precisdo o inicio do processo da plastificagdo e realizar um melhor
mapeamento da propagagao da frente plastica, justificando assim sua implementacao

neste trabalho.
3.5 Atualizacao das Tensoes

O principio variacional expresso por (39) pode ser utilizado na modelagem de pro-
blemas com materiais elastoplésticos com encruamento isotrépico e com sua relagio
constitutiva, expressa em termos do tensor tensdo co-rotacional de Kirchhoff 7* e do

tensor taxa de deformagdo D, como (McMeeking e Rice, 1975)
{r"} = [C{D} (52)
ou, incrementalmente, como
{A7"} = [C{AD}. (53)

A utilizagdo de (53) permite a obtencdo do incremento do tensor co-rotacional de
Kirchhoff A7* no final de cada passo. No entanto, o tensor tensdo que representa o
estado real de tensdo num dado instante é o tensor tensao de Cauchy. Para calcular
o incremento do tensor taxa de tensao de Cauchy Ad;;, partindo-se do incremento do
tensor tensdo co-rotacional de Kirchhoff A7, escreve-se a expressdo (23) em forma

incremental, obtendo-se

ATZ} = Adij — Awikok; + 0i Awr; + 04;A Dy, | (54)
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onde Aw;; representa os componentes da parte antissimétrica do tensor gradiente da

taxa de deslocamento, dado por (Kleiber, 1989)
1, .. .
Awij = E(Aui,j - AUJ',.L'). (55)

Para atualizar-se o tensor tensdo de Cauchy, parte-se da consideragdo que no in-
tervalo de tempo [t, £+ At] a taxa de tensao é constante, permitindo que a atualizacio

possa ser feita da seguinte forma (Kleiber, 1989)

O',f;-At = O',fj + Aaij- (56)

O préximo capitulo tratard sobre a relagdo constitutiva elastopldstica utilizada
neste trabalho, que terd como base os trabalhos Chen e Han (1988) e Hinton e Owen

(1980).



37

4 Relacao Constitutiva Elastoplastica

4.1 Introducao

No capitulo anterior a relacao constitutiva elastoplastica foi rapidamente apresen-
tada, para permitir expressar de forma completa a equagdo de elementos finitos que
representa o problema. Este capitulo tem por objetivo apresentar um breve sumério
da Teoria Matematica da Plasticidade, detalhando a obtengao da relagdo constitutiva
elastoplastica, utilizada para deformagtes finitas em placas semi-espessas.

Considerando os bons resultados obtidos por Imaeda (1992) e Ribeiro Jr (1995),
neste estudo sdo mantidas as premissas bésicas de que o comportamento plastico
material considera quatro hipdteses: o critério de escoamento de von Mises, o encru-
amento isotrépico, a regra de fluxo associada a func¢ao de escoamento de von Mises e
a relagao constitutiva independente da velocidade de deformacao.

A relagao constitutiva para o caso de elastoplasticidade infinitesimal é apresentada
e, em seguida, esta € particularizada para o caso de placas de Reissner-Mindlin. Fi-
nalmente, é generalizada para a forma utilizada em elastoplasticidade finita. No final
do capitulo é apresenéada a forma de integragéo da relag@o constitutiva elastoplastica.

4.2 Critério de Escoamento

4.2.1 Introducao

Os critérios de escoamento definem o limite eldstico de um material sujeito a
um estado multiaxial de tensbes. Genericamente, eles podem ser representados pela

funcdo (Chen e Han, 1988)

f (Uij, k‘l’kzk'g’...) = 0, (57)
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onde o0;; representa um estado multiaxial de tensdes e ki, kg, k3.. representam
parametros materiais, obtidos experimentalmente. Os critérios de escoaniento possi-
bilitam mapear um estado multiaxial de tensGes em um estado uniaxial, a fim de se
possibilitar uma comparacdo com uma tensao de escoamento uniaxial (o,). Quando
se particulariza o problema para materiais isotrépicos, o estado multiaxial pode ser
representado pelo estado triaxial de tensdes principais (o7, 09, 03), permitindo assim
definir um espago de tenstes de possivel representacdo geométrica e resultando em
maior facilidade na implementacio computacional (Nayak e Zienkiewicz, 1972). Este
estado triaxial de tensdes faz com que a fun¢io de escoamento se torne invariante
(independente da escolha dos eixos), ou seja, as trés tensdes principais (o3, 02, 03),
podem ser expressas em termos de trés invariantes de tensoes: I;, Jy e J3, onde I; é 0
primeiro invariante do tensor tensao o;; e J; e Js sao o segundo e terceiro invariantes

do tensor desviador S, sendo definidos por

Il = 03, (58)
1
J2 = 'éSi'Sij) (59)
1
Jz = gSiijkSki, (60)

respectivamente, sendo as componentes do tensor tensao desviador dadas por

1
Sij = Uij — gﬂkk(sij. (61)

Assim, a fung¢ao de escoamento pode agora ser expressa por

f I, Jo, J5, k1 ko ks ...) = 0. (62)
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Os critérios de escoamento sdo relagoes essencialmente empiricas que devem fun-
damentalmente ser consistentes com observagdes experimentais. Uma delas é que
durante o escoamento de um metal, a pressdo hidrostitica ndo afeta a deformacio

plastica. Isto permite considerar que e a fungdo de escoamento pode ser dada por
f(J2, 5, k1 ko ks...) =0, (63)

ou seja, dependente apenas dos invariantes das tensdes desviadoras e dos pardmetros
materiais. Usualmente, tem-se utilizado apenas dois critérios para determinacao do
inicio do escoamento de materiais metélicos: o critério de Tresca e o critério de von
Mises. No presente trabalho, optou-se por adotar o critério de escoamento de von
Mises por ele ser mais preciso na determinagdo do inicio do escoamento (Hinton e

Owen, 1980) e ser de.mais simples implementacao numérica.

4.2.2 Critério de Escoamento de von Mises

O critério de escoamento de von Mises estabelece que o inicio do escoamento
ocorre quando o segundo invariante do tensor desviador, J; (expressdo 59), atingir

um valor critico K. Esta fun¢ao de escoamento pode ser escrita como
f(Jo, K) = Jo — K?(ky, kg, ks, ...) = 0, (64)

onde K é um paradmetro material a ser determinado experimentalmente. Para rela-
cioné-lo a tensdo de escoamento o,, observa-se que, num ensaio de tracdo uniaxial
, 00 =0, € 03 = 03 = 0. Considerando que o segundo invariante da tensao

desviadora (J2) pode também ser dado pela expressao
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e utilizando a expressdo (64) chega-se a

K= Oo- (66)

V3
3

Considerando-se agora o estado de tensao em cisalhamento puro, tem-se que
op = —03 =7 e 09 =0, onde 7 é a tensdo de escoamento para cisalhamento
puro. Utilizando o mesmo procedimento adotado na determinagao da expressao (66),

pode-se concluir que

K=r. (67)

Assim, K representa o limite de escoamento para cisalhamento puro. Desta forma, o
critério de von Mises prevé que o limite de escoamento em torgdo serd menor que em
tragao uniaxial (Dieter, 1976).

Este critério, quando foi proposto por von Mises, foi respaldado pela sua sim-
plicidade matemaética. Mais tarde, outros estudiosos se preocuparam em dar seu
significado fisico. Em 1924, Hencky mostrou que o uso deste critério implicava em
afirmar que o escoamento ocorreria quando a méxima densidade de energia de dis-
tor¢do atingisse um valor critico, sendo que esta densidade de energia de distorgao é
a parcela da energia total de deformag@o por unidade de volume que é responsével
pela variagao de forma que ocorre em oposi¢io a uma variacido de volume. Nadai,
em 1937, definiu a chamada tensdo cisalhante octaédrica 7,., como sendo a tensdo
cisalhante nos planos de um octaedro regular, os quais formam &ngulos iguais com os

eixos principais de tensao. Esta tensao pode ser expressa por

2J
Toat = { ?2 (68)
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Com isto pode-se afirmar que o escoamento se inicia quando 7, atingir um valor

critico.

Geometricamente, o critério von Mises pode ser representado em um espaco de
tensoes 070903, por um cilindro de comprimento infinitamente grande e com seu eixo

definido pelos pontos onde o7 = 03 = 03, conforme mostra a Figura 5.

O eixo do cilindro é a componente hidrostatica de tensao e o raio M N representa a
tensao desviadora. Se em um estado de tensdo o ponto se situar no interior do cilindro,
isto significard que o comportamento do material ainda € eldstico. O escoamento inicia

quando esse ponto atingir a superficie do cilindro, designada superficie de escoamento.

Nesta se¢ao, o critério de escoamento foi usado para determinar quando o material
inicia sua fase plastica. A seguir, serd mostrado como a superficie de escoamento se
expande a medida que a deformacao plastica ocorre, com a utilizagao de uma regra

de encruamento.

Figura 5: Representagio geométrica da superficie de escoamento de von Mises.
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4.3 Regra de Encruamento

4.3.1 Introducao

Apés a determinacdo da superficie de escoamento inicial, utiliza-se uma regra de
encruamento para estabelecer a forma de evolugdo do processo de plastificagdo. O
encruamento pode ser definido como sendo o fenémeno no qual, apdés o escoamento
inicial, o nivel de tensao para uma posterior ocorréncia de fluxo pldstico pode depender
do nivel de plastificagdo acumulado (Hinton e Owen, 1980). As regras de encruamento
mais utilizadas sdo: a) a regra de encruamento isotrépico; b) a regra de encruamento
cinemético; ¢) uma combinagio de ambas, denominada regra de encruamento misto;

d) a regra de encruamento independente.

A regra de encruamento cinemdatico mantém a forma inicial da superficie de es-
coamento, movimentando-a na direcao do vetor deformagao pléastica. Esta regra pos-
sibilita a verificacdo da ocorréncia do efeito Bauschinger, que é uma dependéncia
da tens@o de escoamento ao caminho e dire¢do do carregamento. Exemplificando,
se um corpo de prova for deformado plasticamente segundo uma direcdo de tracéo,
depois descarregado até a tensao zero e entdo recarregado na dire¢do oposta (em com-
pressdo), se verificar que o limite de escoamento & compressao sera inferior ao limite
de escoamento & tracao, caracterizando assim, uma anisotropia direcional no material,
induzida pela deformagao plastica. Muito embora este critério modele de forma mais
realista o comportamento do méterial, verificou-se que o seu uso, em conjunto com
tensores taxa de tensdo objetivos, causa o aparecimento de oscilages na evolugao da

superficie de escoamento (Nagtegaal e de Jong, 1981). A regra de encruamento inde-
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pendente, pressupde que o material tenha um comportamento independente & tracao
€ & compressao.
O presente trabalho utilizou a regra de encruamento isotrépico, tendo em vista sua,

melhor adequacao ao'princfpio variacional de Hill (1959) (McMeeking e Rice, 1975).

4.3.2 Regra de Encruamento Isotrépico

Na regra de encruamento isotrépico, a superficie de escoamento, definida pela
funcao

foij,€5) = F(oy;) + K*(el)) =0, (69)

expande-se de maneira uniforme e sem transladar. A Figura 6 mostra esta superficie
de escoamento projetada no plano o7. Esta expansao depende do grau de deformacao
plastica e, neste caso, o limite de escoamento & compressao cresce na mesma pro-
por¢ao que o limite de escoamento a tragdo, néo se conseguindo representar o efeito
Bauschinger. Por outro lado, esta regra é de simples implementagao e se mostrou efi-

ciente quando usada conjuntamente com o tensor tensdo co-rotacional de Kirchhoff.

j{t carregamento . .
supetficie de escoamento inicial

/" superficie de escoamento corrente
, 0 o

P
ot

Figura 6: Modelo matematico para representar o encruamento isotrépico.

A seguir a funcgéo potencial plastico g(o;;) sera relacionada com o do vetor de-
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formagao pléstica através de uma regra de fluxo.

4.4 Regra de Fluxo
4.4.1 Introdugao

A regra de fluxo é relacionada a uma fungéo potencial pléstico g(oy;) e per-
mite definir a magnitude e a diregdo do vetor deformacao pléstica incremental de?;
no espago de deformacoes. Fazendo uma analogia com a forma de obtencdo da de-
formagao eléstica, que é feita pela diferenciacao da fungdo potencial eldstica (funcao
densidade de energia complementar) em relacdo ao tensor tenséo o;;, von Mises propds
o conceito de fungdo potencial plastico g(o;;), permitindo assim obter, pela diferen-
ciacao direfa, o incremento de deformacao plastica. Desta forma, a equacao do fluxo

pléstico pode ser dada por (Chen e Han, 1988)
9g

60',']"

del; = dX (70)

onde d) é um fator de proporcionalidade escalar, positivo e que assume valor diferente
de zero somente quando houver deformagao plastica. O uso da expressdo (70) implica

afirmar que o vetor de?;

4> quando plotado no espaco de tensoes, é direcionado ao longo

da diregdo normal & superficie do potencial plastico.

4.4.2 Regra de Fluxo Associada

Quando a fungao de escoamento é utilizada como fungdo potencial pléstico a
expressdo (70) torna-se

de?, = a7 (71)

aaij’

caracterizando a chamada regra de fluxo associada. Seu uso é de grande importancia

na teoria da plasticidade pelas simplificacées advindas de seu uso. Neste caso, o
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fluxo plastico se desenvolve ao longo da normal & superficie de escoamento. Von
Mises, quando utilizou a regra de fluxo associada no desenvolvimento de sua relages
tensao-deformacao para metais, fez as seguintes consideragdes (Chen e Han, 1988):

e A regra de fluxo associada é vélida para materiais plasticos irreversiveis, onde
o trabalho gasto na deformacao pléastica nao pode ser recuperado;

e A relacao tensao-deformagao de um material baseado na regra de fluxo associada
resulta em uma tnica solugao para o problema de valor no contorno;

e A utilizagdo da regra de fluxo associada possibilita realizar vérias generalizagbes
das equagoes de plasticidade, considerando superficies de escoamento e carregamentos
das mais complexas formas.

Neste trabalho a regra de fluxo pléstico foi associada ao critério de escoamento de

von Mises.

4.4.3 Regra de Fluxo Associada a fung¢ao de Escoamento de von Mises

Substituindo a fungéo de von Mises (expressado 64) na expressdo (71) chega-se a

expressao da regra de fluxo associada ao critério de escoamento de von Mises:

%]

A relagdo (72) pode.ser expressa em termos das componentes dos incrementos de

deformacao e tensao

P deP P P dv? d®
deg _dey _des _ D _ e Dy _ gy (73)
S:z: Sy Sz 27'3;2; 27-yz 2sz

Estas relagtes, também chamadas de equagdes de Prandtl-Reuss, sao utilizadas na

deducao da relacao constitutiva elastoplastica.
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4.5 Relagao Constitutiva Elastoplastica

Apés o escoamento inicial, a deformagao total infinitesimal passa a receber uma
parcela adicional, correspondente a deformac@o pldstica. Assim a expressdo para a

deformagao total infinitesimal passa a ser
dE,'j = dEfj + dé‘f], (74)

onde dgg; corresponde a deformagcdo elastica infinitesimal e de}; & deformagéo plastica
infinitesimal. Segundo Gadala et al (1984), a expressdo (74) é vélida para os casos
em que ocorram deformagOes quase-estaticas e em que a componente eldstica de de-
formagéo seja pequena. A expressdo da deformagdo eldstica infinitesimal deg; (lei de

Hooke generalizada) é dada por
de;; = i;;lzdakl; (75)

onde C’i;;l representa as componentes da inversa da matriz constitutiva eldstica (equa-

¢ao 42). Substituindo as expressoes (75) e (72) em (74) obtém-se

dSij = C-—T,tlddkl +dA S.ij (76)

2]

ou, de outra forma

dO’.ij = ijkl(dskl - d/\ Skl)~ (77)

A condicdo de consisténcia definida por df = 0, permite determinar a funcio escalar
d)\, que garante a permanéncia do estado de tensOes na superficie de escoamento.

Aplicando esta condigdo na equagio (64), tem-se que

of of o _
aO'ij dO’ij + aKdK = 0, (78)
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que pode ser escrita como

of
doy; — Hd\=0, . 7
a O'ij UJ ( 9)
onde H' = ——dl)‘ —LaaK dK é determinado experimentalmente, a partir de um ensaio de

tragdo simples e com o uso da expressao

00
=224
Oe?

ij

(80)

Substituindo-se a expressdo (74) em (80), e considerando-se o modelo simplificado
da curva tensao-deformagao, mostrado na Figura 7, o parAmetro de encruamento H’,

pode ser expresso por

(81)

Utilizando as equagbes (76) e (79) pode-se chegar & expressdo que representa a

matriz constitutiva elastoplastica (Chen e Han, 1988; Ribeiro Jr., 1995),

iymn \ Jomn Oopq

Ctyn (222) (3002) Coa

cP = e, (82)
ijkl ijkl ) e )
[H'+ (525) Crann (525
e, finalmente, a relagdo constitutiva pode ser dada por (Chen e Han, 1988)
dO'.L'j = :ﬁ:ldekl' . (83)

4.6 Particularizacao da Matriz Constitutiva Elastoplastica
para Placas Semi-Espessas

A expressdo (82) representa a matriz constitutiva elastopldstica utilizada para
elastoplasticidade tridimensional. Para o caso de placas semi-espessas, esta expressao

deve ser particularizada levando-se em conta a hipdtese que considera a tensao normal
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Figura 7: Forma simplificada da curva tensdo-deformagao.

transversal nula (0,=0). Para tal, a relagdo constitutiva elastopléstica, expressa por

(83), assume a forma
do; = CPde; i,j=1,6, (84)

onde do; e de; representam as componentes infinitesimais dos tensores tensao e de-
formacao, respectivamente, escritos na forma unidimensional. Matricialmente, tem-se

(Ribeiro Jr, 1995)



onde

do= {

\

Desta forma a equacdo (84) pode ser expressa por

Considerando-se a hipétese de que 0,=0 na expresséo (87), pode-se chegar a

dogy
doy,

do,

b, dE= <

/

\

dU,' = ijdgj + CisdEz

do, = ngdéj + Cegede,

de, =

deg
dey
de gy
dey,

deg,

/

Ce;94;
Ces

Q)

Chz
CZ2
C’32
042

C52

C113
C(23
C(33
C43

Cs3

c* dé

Cés de,

C114 C'15
C’24 C'25
CB4 C135

C44 C45

CS4 C55

e C*=

i,j=1,5

j=1,5.

Cis
Cas
Css
Cas

C'56
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(85)

(86)

(87)
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que, substituida em (86), fica
- C¢.de;
dO’i = Cijdéj - Ci6 ( 65’66 J) ’L,] = 1’ 57 (89)

de onde se conclui que a matriz constitutiva, particularizada para placas semi-espes-

sas, é dada por

i} C.
CF =Ci; — Ci (CZ) i,5=1,5. (90)

4.7 Generalizagao da Relagao Constitutiva Elastoplastica pa-
ra Deformacgoes Finitas

A relacdo constitutiva elastopldstica representada pela expressio (83) é adequada
para quando as deformagoes sdo consideradas infinitesimais (Chen e Han, 1988). Para
estender o uso desta relagdo aos casos de deformagoes finitas, é necessirio escolher
adequadamente os tensores tensao e deformacgao para exprimir estes campos. A gene-
ralizacao utilizada neste trabalho foi fundamentada na escolha do tensor tensao co-
rotacional de Kirchhoff 7* e do tensor taxa de deformacao D, ji definidos em capitulo
anterior. Assim, a relagdo constitutiva elastoplédstica para deformacoes finitas pode

ser dada por (McMeeking e Rice, 1975)

AT;;- = Ci?;clAgkl' (91)
4.8 Integracao da Matriz Constitutiva

Para que se possa verificar se as equagdes de equilibrio estdo sendo satisfeitas,
é necessaria a obtengao da tensao de Cauchy a cada incremento de carga aplicado.
No regime elastico, o procedimento é simples, como ja foi visto no capitulo 3. No

entanto, se algum ponto de integracdo atingir o escoamento, serd necessario empregar
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a relagdo (91) em um processo de integragao, de modo que se possa levar em conta a
histéria do carregamento (Bathe, 1982). Desta forma, pode-se obter o incremento do

tensor tensao co-rotacional de Kirchhoff usando a expressao

N D+AD e

?

Neste trabalho serd utilizado o algoritmo sugerido por Hinton e Owen (1980),
para integrar numericamente a expressao (92), considerando a sua facilidade de im-
plementagdo numérica. Este algoritmo baseia-se na expressao (77) e serd detalhado
a seguir.

Na Figura 8 tem-se um estado de tensao, representado pelo ponto A, que se encon-
tra no regime eldstico. No estudo do critério de escoamento, foi visto que o material
assume o comportamento plastico quando o estado de tensao estiver sobre a superficie
de escoamento (ponto B). No entanto, quando um incremento de tensio Aof; é
aplicado, e este ponto é projetado para fora da superficie de escoamento (trecho BC),
a condigdo de consisténcia estabelecida pela expressdo (79) deixa de ser obedecida.
Para evitar que isso ocorra, garantindo que as equagdes de equilibrio e a relagéo coné-
titutiva sejam satisfeitas, deve-se eliminar a parcela referente & deformagao pléstica
do incremento do tensor tensdo Ao;;, de forma que a atualizacdo das tensbes passa a
Ser expressa por

of

O'f';-At — O'fj + AO’,']‘ — Cijkld/\%, (93)
ij

onde Ao;; sdo as componentes do tensor incremento de tensdo de Cauchy, con-
siderando o comportamento eléstico.

A utilizagdo da expressdo (93) sobre o valor total do incremento de deformagao
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superficie de escoamento

Figura 8: Integracao da relag@o constitutiva com um sub-incremento.

pléstica Aef; tem o inconveniente de resultar num estado de tensdo af;’ At muito
afastado da superficie de escoamento, conforme se vé na Figura 8 (ponto D). O
presente trabalho utilizou a técnica, sugerida por Hinton e Owen (1988), de dividir o

incremento de deformacao plastica Aefj em m sub-incrementos iguais, para diminuir

ao maximo este afastamento. Desta forma a expressio (93) pode ser expressa por

of

1
t+AE _ ¢
op = U’ij -+ AO’ij - ECZ]kld/\E‘—z; (94)
onde o nimero de sub-incrementos m é dado por
m:g[w] +1, (95)
Oo

sendo G.f = ,/%SijS,-j, a tensdo efetiva, o, o limite de escoamento no instante consi-
derado e o, o limite de escoamento inicial. Desta forma, para cada valor de o;;
calculado, uma nova superficie de escoamento pode ser determinada através da ex-
pressao

oy =0, + H'eey, (96)
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onde &, = ,/%Asfj Ac?;, representa a deformag8o plastica efetiva.

Gy

Figura 9: Integracdo da matriz constitutiva utilizando m sub-incrementos.

Mesmo utilizando esta técnica, a tens@o final continua ligeiramente afastada da
superficie de escoamento (Figura 9), mas este afastamento pode ser corrigido através

de um fator de escalanamento R, da forma (Hinton e Owen, 1988)
o't.'."At = Ro'ij, (97)

H'E,
sendo R = Zet=ifes
O'ef
No capitulo seguinte serdo apresentados os resultados numéricos de alguns pro-

blemas com nao-linearidades geométrica e material para comprovar a validade e a

eficiéncia da formulagdo utilizada.
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5 Resultados Numéricos

5.1 Introducgao

Com o objetivo de verificar se a formulacido desenvolvida nos capitulos 3 e 4, é ade-
quada para a modelagem de problemas de andlise estrutural, nos quais sao consi-
deradas nao-linearidades geométrica e material, alguns problemas tipicos da &4rea
de estruturas, no regime elastoplastico, sdo resolvidos, sendo os resultados obtidos
apresentados e comparados com solugdes analiticas e numéricas, encontradas na lite-

ratura.
Para tanto sao resolvidos uma série de problemas descritos a seguir:

e Uma placa fina quadrada totalmente engastada com carregamento transversal
uniformemente distribuido é estudada, objetivando validar a formulagdo para pro-
blemas com n&o linearidade geométrica. Com este mesmo objetivo, é analisada uma
placa fina circular totalmente engastada com carregamento central concentrado. Os
resultados obtidos, quando comparados com outras solugdoes numéricas e analiticas,

foram satisfatérios.

e Para comprovar a eficiéncia da formulagdo para problemas elastoplésticos, foi
analisada uma placa (tira) retangular furada tracionada. A evolugéo da frente pléstica
ocorreu conforme o esperado. A placa quadrada totalmente engastada com carrega-
mento distribuido transversal, foi, agora, estudada para verificar-se a validade da

formulagao para problemas de flexao elastoplastica de placas.

e Finalmente, para comprovar que a formulacio utilizada é valida para resolver

problemas com néo-linearidades geométrica e material simultaneamente, uma placa
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retangular foi submetida & flexdo. Muito embora nao se tenha encontrado solucdes
numéricas ou analiticas para este tipo de problema, os resultados foram satisfatérios,

com a evolucao da frente plastica comportando-se conforme o esperado.

5.2 Placa quadrada engastada com nao-linearidade geomé-
trica

Uma placa fina quadrada totalmente engastada, submetida a um carregamento trans-
versal uniformemente distribuido é analisada. A geometria e as propriedades materiais

sao mostradas na Figura 10.

TTTTXCCCLRNT

MY
:\\1 ALRALRLRALY \.{I ALLRARARRARAL G
3 !
R ] 3
3 ; § L = 300 mm
~ H b
3 | i t =3 mm
h i p 7
3 +L E=30.10 MPa
b b
3 3 ¥=0,3186
3
f

z

4
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s

Figura 10: Placa quadrada engastada com carregamento distribuido.

Utilizando-se as propriedades de simetria, o problema foi modelado discretizando-
se apenas um quadrante (regido hachurada na Figura 10). Para se analisar a con-
vergéncia h deste modelo, isto é, o comportamento da solu¢io quando o nimero de ele-
mentos da malha aumenta, na Tabela 1 apresentam-se os deslocamentos transversais
centrais da placa utilizando malhas com 1, 4 e 16 elementos finitos lagrangeanos

isoparamétricos de nove nds, respectivamente, sendo que a carga é aplicada em 9
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incrementos desiguais.

Os resultados obtidos para 16 elementos sdo comparados graficamente na Figura
11, confirmando a boa representacao do comportamento nao linear do caso proposto,
visto que as diferen(;'as entre os resultados obtidos no presente trabalho e aqueles

apresentados por Pica et al (1980), Chia (1980) e Luersen (1994) é bastante pequena.

160,0 —

N Presente formulagéo
------ Pica et a/ (1980)
— —— Chia (1980)
120,0 — —--— Luersen (1994)
= 7
f=3
=
a>
= 80,0 —]
)
©=n
<4
< |
o~
40,0 —
]
P
e e .
0.0 Y I T I T ]
0,0 2.0 4.0 8,0

deslocamento {mm)

Figura 11: Deslocamento central da placa quadrada engastada.

Na Figura 12 sao apresentados graficamente os valores do deslocamento central
normalizado quando a carga total esta aplicada, utilizando as malhas com 1, 4 e 16 e-
lementos finitos. A normalizac¢éo do deslocamento é feita utilizando a solucgéo analitica
de Chia (1980). Da andlise desta representagao gréafica (Figura 12), observa-se uma
rapida convergéncia h da solugdo, isto é, ao aumentar-se o nimero de elementos
da malha a convergéncia para os valores de deslocamento fornecidos aproximam-se

rapidamente da solugao analitica.
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Tabela 1: Deslocamento central de uma placa quadrada engastada sujeita a nao
linearidade geométrica.

Carga Presente Formulagao Pica et al Chia Luersen
q 1 elem. | 4 elem. | 16 elem. | 16 elem. | analitico | 16 elem.
5,337 0,8785 | 0,7058 | 0,6982 0,7104 0,7404 | 0,7006
11,490 | 1,7925 | 1,4163 | 1,3788 1,4097 1,4455 1,3678
19,020 | 2,7400 | 2,1247 | 2,0329 2,0745 2,0988 | 2,0092
28,500 | 3,7112 | 2,8259 | 2,6688 2,7087 2,7163 | 2,6333
40,470 | 4,6932 | 3,5149 | 3,2896 3,3189 3,3120 | 3,2457
55,200 | 5.6630 | 4,1802 | 3,8896 3,9027 3,8858 | 3,8410
73,500 | 6,6377 | 4,8360 | 4,4842 4,4784 44562 | 4,4334
95,400 | 7,5946 | 5,4681 | 5,0627 5,0358 5,0132 | 5,0112
120,600 | 8,5140 | 6,0677 | 5,6149 5,5665 5,5471 5,5642
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—— Presente formulagdo
1w N\ |- Chia (1980)

deslocamento normalizado

08
I

numero de elementos finitos da matha

Figura 12: Convergéncia h para o problema da placa quadrada engastada (carga
total).

5.3 Placa circular engastada, com nao-linearidade geomé-
trica

Uma placa fina circular engastada submetida a um carregamento concentrado
central P é analisada. A geometria e as propriedades materiais sdo mostradas na
Figura 13. Novamente, utilizando as propriedades de simetria, o problema foi mode-
lado discretizando-se apenas um quadrante.

Na Tabela 2 sao apresentados os deslocamentos transversais do ponto central
da placa circular obtidos discretizando-se o quadrante com 12 elementos finitos la-
grangeanos isoparamétricos de nove nds (Figura 14) para 6 incrementos de carga
iguais. Este resultado é comparado com a solugdo apresentada por Pica et al (1980),
utilizando o mesmo elemento finito e a mesma discretizagao, e com a solugao analitica
proposta por Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959) para placas finas.

Analisando-se os resultados apresentados na Tabela 2, comprova-se a boa perfor-
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R =100 mm
t=2mm

E=10x10°MPa

v=03

Figura 13: Placa circular engastada submetida a um carregamento concentrado cen-
tral.

engaste

simetria

simetria

Figura 14: Discretizagdo de um quadrante da placa circular engastada.
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Tabela 2: Deslocamento central w de uma placa circular engastada sujeita a nao-
linearidade geométrica.

Carga P | (Presente formulagio) | (Pica et al) | (Timoshenko et al)
16000 0,4256 0,4298 0,4255

32000 0,8062 0,8176 0,8093
48000 1,1360 1,1508 1,1386
64000 1,4227 1,4368 1,4193
80000 1,6749 1,6854 1,6618
96000 i 1,9002 1,9054 1,8745

mance da formulagdo proposta por Hill (1959). O deslocamento final apresentado é
proximo do valor da espessura. A teoria linear de placas finas fornece como solucdo

para o deslocamento central

__3PR*(1-1%)

AT Et3 ’ (98)

onde P € o carregamento concentrado central, R é o raio da placa, v é o coeficiente de
Poisson, F representa o médulo de elasticidade longitudinal do material e ¢ é a espes-
sura da placa. Utilizando-se esta relacdo obtém-se o deslocamento central da placa
igual a 2,6070 mm, valor este bem diferente daqueles listados na Tabela 2, obtidos
utilizando-se formulagbes nao-lineares. Isto confirma a necessidade da utilizagdo de
uma teoria especifica para o caso de grandes deslocamentos, ja que a teoria linear nao
é adequada quando a ordem dos deslocamentos ultrapassa, aproximadamente, 40%

do valor da espessura (Foggiatto e Selke, 1995; Luersen, 1994).
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5.4 Placaretangular furada, tracionada, com nao-linearidade
material

Neste problema de elastoplasticidade plana, uma placa (tira) retangular furada,
apresentada na Figura 15 com suas dimensoes e discretizagio utilizada, é tracionada
por um carregamento de membrana. Uma andlise deste problema é realizada objeti-
vando verificar o comportamento elastopléstico da placa, quando em sua geometria
existe um fator de actiimulo de tensées. O furo estd posicionado no centro da placa,
permitindo assim que a modelagem seja feita considerando-se apenas um quadrante.
Na Figura 16 sao apresentadas as configuragoes deformada e indeformada, bem como
as caracteristicas materiais utilizadas. Os resultados e deslocamentos obtidos sdo a-
presentados na Tabela 3 e a Figura 17 apresenta a evolucdo da frente plastica. Esta
evolucdo ocorreu conforme o esperado, como pode ser visto na Figura 18, a qual
mostra resultados obtidos por Zienkiewicz (1977). Este autor analisou o caso dis-
cretizando a placa com elementos finitos triangulares (Figura 19) e considerando as

condigoes de tensao plana.

777 ]

10 mm

R=5 mm

18 mm ‘! “ 1 mm

Figura 15: Geometria e discretizacio de uma placa retangular furada.

Os valores mostrados na Figura 18 correspondem & razao entre o dobro do car-
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B 5 AT -
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i—>
—
" ¢ 9
E = 70000 MPa <¢ _
v=072 .
G= 243 MPa -
- H'=2240 MPa |
q=162N i

Figura 16: Configuragtes deformada e indeformada da placa retangular furada tra-
cionada.

Tabela 3: Deslocamento longitudinal de uma placa retangular furada sujeita a nao-
linearidade material.

carregamento | deslocamento
16,2 0,006468
32,4 0,012937
48,6 0,019407
64,8 0,025931
81,0 0,032668
97,2 0,039215
1134 0,045796
129,6 0,052285
145,8 0,058766
162,0 0,065237




Passo 5

Passo 7

Passo 8

Passo 9

Passo 10

Tensdo efetiva

240
! 220
180
160
130
110
81
54
27
00

[ Regiao plastificada

Figura 17: Evolugao da frente pldstica de uma placa furada tracionada.



Figura 18: Evolugdo da frente plastica apresentada por Zienkiewicz (1977).

Figura 19: Discretizagdo utilizada por Zienkiewicz (1977).

64
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regamento aplicado e a tensao de escoamento do material (%’f) E importante notar
que Zienkiewicz (1977) informa que esta relacao seria () o que seria incompativel
com os resultados apresentados por ele. Esta observagao também foi feita por Breb-

bia et al (1984), quando estudou este caso, utilizando o Método dos Elementos de

Contorno.

5.5 Placa quadrada, engastada, com nao-linearidade mate-
rial

Este problema consiste em uma placa fina engastada, submetida a um carregamento

transversal uniformemente distribuido na superficie, conforme mostra a Figura 20,

que também apresenta caracteristicas geométricas e materiais da placa em forma

adimensionalizada.

MY
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=60
=02
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Figura 20: Placa engastada submetida a um carregamento distribuido.

Este problema tem sido vastamente utilizado para estudar a influéncia da consi-
deragdo da nao-linearidade geométrica (Foggiatto e Selke, 1995), bem como da nao-

linearidade material (Owen e Figueiras, 1983 e Foggiatto e Selke, 1996). Neste caso de
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flexao elasto-plastica de uma placa, estudou-se a evolucao da frente plastica para um
carregamento distribuido aplicado incrementalmente em 12 passos. A espessura da
placa foi dividida em 12 pontos de Gauss-Lobatto. A Figura 3 mostra as configuragoes
de tensdo, na superficie da placa, para os passos de carga nimero 1, 5, 7 e 10. A
regido branca representa a zona plastificada na superficie externa da placa e o inicio
da plastificac@o se d4 no ponto A (Figura 21).

A Figura 22 mostra graficamente uma comparagao entre os resultados obtidos
neste trabalho e os obtidos por outros autores utilizando outras teorias, ou utilizando o
mesmo arcabougo tedrico aqui utilizado, com pequenas modificacoes. Observa-se que
os resultados sdo bastante proximos, evidenciando a validade da presente formulagao.
A Tabela 4 mostra os resultados de deslocamento transversal do ponto central que

foram representados na Figura 22.



Tenséo efetiva . F
4 T

() ¢=0,16

27,0
23,0
- 20,0
17,0
13,0
10,0

g 30,0
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(cyq=0,30 (d) q=0,36

[ Regido plastificada

Figura 21: Evolugao da frente pldstica de uma placa quadrada.

carregamento
o
2
o
|

—k— Presente formulagéo
—E&— Owen e Figueiras (1983)
—&— Ribeiro Jr. e Selke (1995)
—B— Imaeda ef al (1993)

0,01 0,02 0,03 0,04 0,05
deslocamento

Figura 22: Deslocamento central da placa quadrada.
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Tabela 4: Deslocamento central w de uma placa quadrada engastada sujeita a nao-
linearidades geométrica e material.

Carga | Presente Owen e Ribeiro Jr e | Imaeda et al
P | formulagdo | Figueiras (1983) | Selke (1995) (1993)
0,16 0,0122 0,0123 0,0122 0,0124
0,20 0,0156 0,0159 0,0153 0,0160
0,22 0,0175 0,0179 0,0169 0,0182
0,24 0,0199 0,0200 0,0187 0,0206
0,26 0,0226 0,0223 0,0210 0,0237
0,28 0,0258 0,0254 0,0241 0,0275
0,30 0,0297 0,0279 0,0279 0,0324
0,32 0,0353 0,0318 0,0328 0,0388
0,34 0,0426 0,0370 0,0397 0,0484
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5.6 Placa furada flexionada com nao-linearidade geométrica
e material

Com o intuito de verificar se a formulagio resolve de forma adequada problemas com
nao-linearidades material e geométrica, simultaneamente, uma placa furada (Figura

23) foi submetida a um carregamento de flexdao, conforme mostra a Figura 24.

20 mm

I 60 mm

| Espessura da placa = 2 mm

Figura 23: Geometria da placa retangular furada.

Embora nao tenham sido encontradas na literatura solugdes para poder-se com-
parar com os resultados numéricos obtidos com a formulagao utilizada, os resultados
encontrados sao mostrados na Tabela 5, onde se verifica o bom desempenho desta
formulagao para o caso estudado.

A evolugao da frente pléstica , mostrada na Figura 25, ocorreu conforme o esperado
e demonstrou que a formulagao utilizada é eficiente para os casos de flexdao elasto-

plastica de placas semi-espessas.
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E = 210000 MPa
v =03

G, = 210 MPa
H'=2100 MPa

Figura 24: Placa retangular furada sujeita a flexao.

Tabela 5: Deslocamento central de uma chapa retangular com um furo central sujeita
a flexao, e apresentando nao-linearidades geométrica e material.

Carregamento | Presente trabalho
10 0,16432
20 0,32863
30 0,49293
40 0,65721
50 0,82147
60 0,98571
70 1,15009
80 1,32442
90 1,51233

100 1,71541
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Passo8

Passo 10

0 [] Regiao plastificada

Figura 25: Evolugao da frente pldstica em uma placa retangular com furo circular
central sujeita a flexao, exibindo nao-linearidades geométrica e material.
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6 Conclusoes e Sugestoes

Este trabalho foi desenvolvido tendo por finalidade estudar e implementar um e-
lemento finito de placas semi-espessas, a ser usado na resolugdo de problemas com nao-
linearidades geométrica e material. A motivagao para o desenvolvimento do presente
trabalho, foram os bons resultados obtidos por Imaeda (1992) e Ribeiro Jr. (1995),
utilizando o mesmo principio variacional, no estudo de cascas finas e cascas semi-

espessas, respectivamente.

A formulac@o de um elemento finito de placa semi-espessa, isoparamétrico, quadri-
lateral de nove nés, baseada no principio variacional de Hill (1959), mostrou-se efi-
ciente na modelagem de placas semi-espessas sujeitas a grandes deflexdes e o elemento

finito proposto apresentou bom desempenho ao resolver problemas de elastoplastici-

dade.

O uso da regra de quadratura de Gauss-Lobatto, na integragdo sobre a espessura,
garantiu uma maijor sensibilidade na representacao do processo de plastificagdo. Em-
bora previsto, o tinico modo espiirio esperado usando-se o elemento finito isoparamé-
trico quadrilateral de nove nés niio se manifestou nos casos estudados. Assim sendo,
nao se buscou a implementacao de procedimentos para controle ou eliminacdo do

mesmo.

O algoritmo de Newton-Raphson demonstrou-se razoavelmente eficiente no pro-
cesso iterativo, restando para um trabalho futuro comparar se o uso de outros algo-

ritmos melhoraria ainda mais a convergéncia.

A regra de encruamento isbtrépico foi utilizada, seguindo orientacao do trabalho de
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McMeeking e Rice (1975). A anélise do desempenho de outras regras de encruamento
nesta formulagao é uma outra sugestao para trabalhos futuros.

A escolha correta dos tensores tensao-deformacao é de grande relevancia para
representar corretamente o comportamento nao linear da estrutura. Outro tépico
importante, que pode dar continuidade a esta linha de pesquisa, é a determinacao de
outros tensores taxa de tensdo objetivos que se adaptem a formulacgdo utilizada.

O uso de uma teoria de placas de ordem superior, como a implementada por Barp
(1996), na andlise elastoplastica de placas é outro tema para um préximo trabalho,
ja que, utilizando esta teoria ndo hé a preocupagéo com o travamento (locking).

Existe uma grande caréncia, na literatura, de solugdes analiticas e resultados
numeéricos abrangendo elastoplasticidade finita em placas semi-espessas. Isso, de certa
forma, tornou dificil e; comparagao de alguns dos resultados obtidos. No entanto, estes

resultados numéricos podem servir de referéncia para trabalhos futuros.
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A APENDICE

A.1 Sub-Matrizes da Matriz de Rigidez Geométrica

Para facilitar a implementacdo da matriz de rigidez geométrica, ela foi dividida em
duas submatrizes, K,1 e K,y (expressoes (45) e (46) ), sendo que estas foram obtidas
desenvolvendo-se o segundo e terceiro termos da expressdo (39). Considerando o

campo de deslocamento na forma de taxa

Sig (z,y,2) = 6i(z,y) + 2.60; (,y) (A1)
iy (2,9,2) = 60(z,y) + 2.60, (z,7)

67'1% (w,_y, Z) = ow (m’ y) ’

e sua substitui¢io no segundo termo de (39) pode-se chegar as sub-matrizes de
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As sub-matrizes de K,o sao obtidas desenvolvendo-se o terceiro membro da ex-
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