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RESUMO -

Neste trabalho, seguindo Burton [2], consideramos a equa

cao diferencial,
x" 4+ q(x,x',t)x'-+g(x) = 0 (*)
sob as hipdoteses,

y = x', q{x, y,t) = f(x)h(y), h(y) 5.1, f(x) > O e

xg(x) > 0 para'x # 0.
E, construimos fungoes de LYAPUNOV para (*), no caso em que:

n .
g(x,y,t) = f=|fk(X)hk(Y)’ hk(y) > 1,

k= 1,2,...,n (**)

para entao construjrmos funcionais de LYAPUNOV para a equagao pertur
bada,

x" + qx,x',t)x" + g(x(t - c(;))) =0

ho caso em que a funcao q & dada por (*%*).
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ABSTRACT

In this work, following Burton [2] , we consider a differential equa
tion -
x"+ qx,x",t)x'+g(x) =0 (*)
under the hypotheses
y = x', qx,y,t) = f(x)h(y), h(y) 21, f(x) > 0 .and
xg(x) >0 for x # 0
And, we construct Lyapunov's functions for (*), where

n
q(x,y,t) = E=' f (Oh (), h y) > 1. (%)

]

In order to construct Lyapunov's functions for a perturbed equation

x"+ q (x,x",t)x" + g(x(t - z(t))) =0,

where de functons q is given by (*¥*).
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INTRODUCAOQ

Em [2] e [3], Burton considera a equagao diferencial

X'+ glx,x',t)x" + g(x) =0 (1)
e, sua forma retardada,
X'+ qx,x',t)x" + g(x(t-z (t))) =0 (2)

Se y = x', q(x,y,t) = f(x)h(y), entao a equagao (1) se transfor-

ma no seguinte sistema:

X =Y

y' = =-f(x)h(y)y - g(x) (3)

Sob as hipoteses h(y)31l, f(x)>0 e xg(x)>0, para x#0, Burton [2] '
constroi funcoes de Lyapunov para a equagao diferencial (3), para

entao construir funcionais de Lyapunov para a equacgao perturbada’
{2)-

Seguindo Burton [2], construimos fungoes de Lyapunov pa

ra a equacgao (1) no caso em que,

n
qlx,y,t) = & f (x)h (v), (4)
- Ty
k=1
onde hk(y)al, k =1,2,...,n, para entao construir funcionais de '

Lyapunov para a equagao perturbada (2), no caso em que a fungao q
¢ dada por (4) (Capfitulo I1).

A importancia de conhecer funcoes de Lyapunov para uma'
equacgao diferencial baseia-se em que elas nos informam sobre a es
tabilidade (de Lyapunov) das solugoes da equagao diferencial.

A equagao (1) tem sido objeto de estudo de muitos auto-
res, entre eles _

Antosiewicz [1], Burton [4], Bushaw [5], La Salle [7], Levin-
Nohel [8] e Willett-Wong [9]. :

Ela cobre,entre outras, a equagao de Van der Pohl.




X
No capitulo | deste trabalho, nés estudamos condigoes '
necessarias e suficientes para que as solugoes de (1) sejam limita

das, quando q é definida como em (4).
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CAPITULO |

CONDIGOES NECESSARIAS E SUFICIENTES A FIM DE QUE AS SOLUGOES DA
EQUACAO DIFERENCIAL

n .
x'' + & fk(x)hk(y)y + g(x) = e(t)
k=1
SEJAM LIMITADAS.

Consideremos a equagao

n
x'+ 2 f (x)h (y)y + g(x) = e(t), (5)
k=1 k k
ou equivalentemente o sistema
x' =y
n
y' == f(dh (Y)y - g(x) + e(t), (6)
k=1
onde
) foh ,k=1,2,...,n e g sao funcoes reais continuas '
em IR

Il1) xg(x)>0 para todo x#0 e fk(x)30, para todo x€IR,
k= 1432450090
1) hk(y)>0, para todo y&lR, k= 1,2,...n.

IV) A fungao e € localmente continua para t30

e d

V) /s |e(s)|ds<e, em particular a fungao e é limitada '
para t>0, .
Lema 1 - No sistema (6), suponhamos que as fungoes fk’
h,» k= 1,2,...n e g satisfagam as condicoes |) até IV) e que para'
t
todo to>/0’ / e(s)ds € limitada para £t Se
o
Foh
(vi) £A42 f (x) + [g(x)[}dx = + =,
0 k=1

entdo todas as solucgoes de (6) sao limitadas.

Sera demonstrado posteriormente (teorema 1, por vir) '

que estas condigoes também sao necessarias para que qualquer solu-

' .
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¢3o do sistema (6) seja limitada.

Demonstracao - Suponhamos que (VI) n3ao € verdadeira.
Entao,

+ n .
s { ¢ fk(x) + |g(x)]|}dx = M<+e, ou,

0 k=1 -

it i

ou [ { 2 f (x) + |g(x)]|}dx = -M,>-=.
0 k=1 X ‘

Admitamos, por exemplo, que

4o n
0/ { T f (x) + g(x)}dx = M<+o,
0 k=1 K

sendo que o outro caso € similar,

Seja N>0 tal que

t
|r e(s)ds| g N, ' (7)

to

para todo t;to,

P = max max hk(y),

0O<kgn 0<y<2(N+1)

(2 x0>0, suficientemente grande, tal que

4o
(P+1) J { %
k=

X0

fk(x) + g(x)}dx<] (8)
1

Seja (x(t), y(t)), tyty, uma solucao de (6) tal que

x(to) = Xg» €, y(ty) =N + 2 (9)
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n
y'! = - 1 fk(x)hk(y)y - g(x) + e(t), (10)
k=1

entao, Integrando de t,a te, usando (7) e (9), temos que

t n
y(t) = Y(to) - f { =z fk(x(s))hk(y(s))y(s) + g(x(s))} +
t0 k=1
t
+ / e(s)ds g
to
t n
s N+2-7 {3 fk(X(s))hk(y(,S))y(S) + g(x(s))}ds + N =
t0 k=1 :
t n
= 2N + 2 -5 {: fk(x(S))hk(y(S))y(S) + g(x(s))}ds <
t0 k=1

2N + 2,

/A

para todo tyt, tal que (x(s); y(s)), ty§s<t, esteja no primeiro
2 - -

quadrante do R" (isto é, x(s)>0 e y(s)>0, tossst), ja que neste

caso o segundo termo do lado direito da penultima desigualdade e

g 0. Assim,
y(t)g2N + 2, (11)

para todo txt, tal que (x(s), y(s)), ty€s<t, permanega no primeiro
quadrante do mz.

Demonstraremos que y(t)zl, para todo tzt,. Com efeito,

suponhamos que exlste t>t, tal que y(t)<1. Entao, ja que y(to)

= N + 2>1, existe t>t, tal que y(t) = 1. Seja t; o primeiro dos

t>t, tais que y(t) = 1. Segue-se que y(t‘) =1 e que y(t)>1 para

0
tgstst,, de onde x'(t) = y(t)z) para tpstst,. Portanto, integran-
do (10) de ty a t,, e usando (7) e (9), temos que

ty o, t
y(t]) = y(to) - J {3
0 k

1

fk(x(S))hk(y(S)) + g(x(s))}ds +-. 5 ~ e(s)ds >

t k=1 .

0




t n ,
VOr g ()b (y())y(s) + glx(s))}ds - N =

> N+ 2 -7
t, k=l
n t] tl
=2~ L f fk(x(s))hk(y(s))y(s)ds - glx(s))ds (12)
k=l t, to

Ora, usando o teorema de valor médio para integrais (teorema 12-B

§ 4, Cap. IX de [6]), temos que existe tkc[to,t‘], tal que

t t
rbf ()b (y () y(s)ds = by (y(e,)) 1 o
to to k

(x(s))y(s)ds,

K= 1,2,,,.,n, de onde, ja que x'(s)= y(s) tem-se que

t x(t])
s fk(x(s))hk(y(s))y(s)ds = hk(y(tk) s fk(s)ds,
*n X0

k= 1,2,...,n. Também, ja que x'(s) = y(s)z1, t §sst,, temos que:

0

_ t £ x(t])
- f " glx(s))dsz = s ' g(x(s))x'(s)ds = - s g(s)ds

B o X0

Portanto, de (12), se tem que

x(t]) x(t])
fk(S)dS - J g(s)ds,

0 X0

n
y(e)s2 = 1 h(y(t) 7
k=1 X

logo, da desigualdade (11) e tendo em conta a definigao de P, te-

mos que
x(t]) n x(t])
y(t)s2 - P S t f (x(s))ds - s g(s)ds 3

X k=1 X
-0 0

x(t]) n

> 2 - (P+1) J L f.(s) + g(s)lids,
Xg k=1

de onde, por (8), se tem que y(t])>l, o que € uma contradigao.

Portahto y(t)z1 para todo txt,. Ora, como x'(t) = y(t)z1, txt,

entao
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x(t);x0 +t o=ty t>t,,
de onde {x(t), t;to} nao € limitada. Portanto, o lema.

Teorema 1 - No sistema (6), suponhamos que e(t) = 0, pa-
ra todo t e que |) até 111) sao validas. Entao toda solugao de (6)

€ limitada se, e somente se,

_t°° n
(Vi) /7 (2 f(x)+ |gkx)|}dx = +
. 0 k=l

Demonstracao

Suponhamos que (V1) € verdadeira. Demonstremos que qual-

quer solugao de (6) é limitada. Com efeito, seja W:RER a fungao'

definida por:

X

Wix,y) = G(x) + 12, onde G(x) = S g(s)ds
2 0

Entao a derivada de W ao longo das solugoes de (6) satis

faz:

: . dWw (x,y) AW.X' + oW .
W) =g T = 5 AR

n
=ghw+y(2ﬁ“ﬂ%WW'9W»=
k=

4 2
=- I f (x)h (y)y“g0
k=]k k

Portanto , se (xo,yo)elee (x(t), y(t))é uma solucao de

(6) através de (xo,yo), ent3o temos que:

(x(£),y ()
/ W' (x(t),y(t))deg0,
(xg:v,)

de onde se tem que W(x(t),y(t)KW(xo,yO), Isto €,
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2 2
6(x(t)) + y(t)® & 6(xg) + Yo (13)
2 2
Portanto, ja que G(x)>0, x#0, entao temos que

2

y()% s 6x(6)) + y(0)2 ¢ 6lxg) + Yo,
2 2 2
logo,
21
ly(t) | < \/ZG(xO) +y, = K, Vtat, (14)
Ora, por (V1) temos que:
4o +
-— n —
s z fk(x)dx =+, ou, S g(x)dx =+ = (pois, xg(x)>0, :
K=1
0 0
x # 0).

400

i) Suponhamos que S g(x)dx = + =, isto &, lim G(x) = + «. Entao, neste ca

0 x| > e
so, x(t) t2t, e limitada, Com efelto, se nao € o caso, existe uma
sequéncia t >ty, tal que lim |x(tn)| = + o, de onde por hipdotese ,
lim G(x(tn)) = + o, que € uma contradicao, pois por (13), temos:
y 2
G(x(tn)) < G(*O) + g , Y &N
+o
: — n
i1) Se G(x) é limitada, entao s I fk(x)dx = +
0 k=1 "
Consideremos o sistema:
x!' =y
n
y' =-[ = f (x)h (y)y + g(x)]7/2 (15)
k=1 _

Seja (x(t),y(t)) uma solugcao de (15) tal que:

ol e v(0) =K (16)




entao, Integrando (15) de 0 a t e usando (16) temos que:

t
n
y(t) =y(0) -1 7/ fk(x(s))hk(y(s))y(s)ds -
2 0 k=1
t .t
=1 Sglx(s))ds =K =1 8 ff (x(s))h (y(s))y(s)ds -
2 0 2 k=1 0 '
t
-1 J glx(s))ds
Z

Ora, para t>0 tal que (x(t),y(t)) esteja no primeiro quadrante

07

de

IR? (isto e, x(t)>0 e y(t)>»0), pelo teorema de valor médio para in-

tegrals (teorema 12B, §4, Cap, IX de [6]), temos que existe
tké[o,t] tal que:

t t
s fk(x(S))hk(y(S))y(S)ds = hk(y(tk)) s £ (x(s))y(s)ds
0 0
K= 1,2,...,n, de onde, ja que x'(s) = y(s), se tem que:
t x(t)
/ fk(x(S))hk(y(S))y(s)ds = hk(y(tk)) 4 fk(s)ds
0 lxol

K= 1,2,.:++,30s Portanto,

. x(t) t
y(t) = K -1 L h (y(t,)) s f, (s)ds = 1 s g(x(s))ds,
- T k k =
2 k=1 |X I 2 0
0
logo se
M = max y(t)
t30
o = max max hk(y)
lgkgn ye|o, H]
entao

gt |




x(t) x(t)

n
y(t)z k-1 1/ f (s)ds -1 s g(s)ds
2 k=1 2

I, | 1|

Portanto, ja que y(t), t30 e G(x) sao fungoes limitadas e

+ oo
+ o
s fk(x)dx = + », entao, como em (i) temos que x(t)
k=1

0

t>0, € limltada.

08
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CAPTTULO 1|

LIMITAGCAO DAS SOLUGOES DA EQUAGAO DIFERENCIAL

x'!' + 2 fktx)hk(x‘)x' + g(x) = p(t,x,x")
k=1

E DE SUA FORMA RETARDADA

n
x''+ 3 k(X)hk(X')x' + glx(t ~z (t))) = p(t,x,x")
k=1

USANDO 0 SEGUNDO METODO DE LYAPUNOV.

No desenvolvimento deste capltulo, usaremos a seguinte no
tagao:
X
G(x) = s g(s)ds,
0

X
s fk(s)ds, (**)

Fk(X)

{
L g
Q.
(2}
-~
It
N

Hk(y) .,n

sendo que as fungaes g(x), fk(x) e hk(y), K= 1,2,...,n, serao defi-

nidas oportunamente.

Teorema 2 - No sistema

fi

¥
n (17)
= - E=]fk(x)hk(y)y - g(x)

~<
Mt

Suponhamos que fk(x)>0 para todo x, hk(y)al para todo y, K= 1,2,...,n
e xg(x)>0, x # 0, Se V é a fungao definida por:




n
Vix,y) = {3[G(x) + y2/2] + [ l(Hk(y) + Fk(x))]z/Z -
k=

Y n n ‘/2
-/ I Hk(u)/ ) hk(u) du}
o k=1 k=1

entao temos que:

(a) V é radialmente ilimitada se, e somente se, todas as solugoes

de (17) sao limitadas,

2
para x

(b) |av/ay| ¢ (2n + 3) V2

(c) A derivada de V ao longo das solugoes de (17) satisfaz:-

n
Vi (x,y)s{(-3 + n) & ]fk(x)hk(y)
k=
A (x) . (x)h (y) :
-n 3z F (x) ¢z f (x)h (y)y/ =
=l B k] € K =
n n
+ 3 Hk(y)g(x)/ % hk(y)
- k=1

Demonstracao

(a) (=>) Suponhamos V radialmente ilimitada e demonstre

mos que qualquer solucao de (17) é ilimitada,

rema |, devemos mostrar que:
4+ o
- n
J {3z fk(x) + |g(x)|}dx
0 k=1
Isto é, que
+ o
n
foL3 f(x) + g(x) Ydx
K
0 k=1
)

+y2>0

9 n
yo o+ I Fk(x)
k=1

hk(y)

k=1

: (x) g (x)
T F
k—]kxgx

]

it

Com efeito,

(18)

n
r ¥ (x)y -
k=1 X
n n
r H (y)g(x) =
k=1 K et 1Py (914
n
g l/hk(y)}/ZV

pelo teo




0 2

n —
e / {2z £ (x) - g(x)}dx = + o
- e k=1
Por hipotese, lim V(x,y) = + <, logo, em particular

| (xyy)][ oo

lim V(x,0) = 4+ e« e lim V(x,0) = 4+

X w8 o o X > = o

.Portanto, como

- n
V(x,0) = (3600 + [ & F _(x)]%/2}' 7%
ke ®
entao temos que
n
lim G(X)=+°° ou 1im z Fk(x)=+°°,
' k=1
X > + o x 7 & @
Isto €,
+ o e
f g(x)dX=+°" ou f 2 f (X)dX=+°°
1 B
0 .0
Ora, como
+ o +
n n
J { 2 fk(x) + g(x)}dx > s 5 fk(x)dx
k=1 k=1
0 0
e
+ o + o
n
J { I fk(x) + g(x)¥dx > s g(x)dx
g B 0

entao temos que
4 @
J { ¢ f.(x) + g(x)ldx
k *
0

fl
5
8




Também por (*) temos que

n
lim G(x) = + = ou Iim 3 Fk(x)
k=1
X-¥ 0 XF w0
isto €, 0 0 ]
J - g(x)dx = + = ou S I fk(X)dx
- w - - k=1
Ora, como
0 0
n n
;o {zx fk(x) - g(x)¥dx > s fk(x)dx
U I S
e
0 0
n
; 1z fk(x) -g(x)}¥dx > S - g(x)dx
k=1
logo
0
n
I 1z fk(x) - g(x)}dx = 4«

De (19) e (20) temos entao que

+ o

/ {
0

x~ ™3

fk(x) + |g(x)]¥dx = + @
=1

(&) Recliprocamente, suponhamos que todas as solugoes

de (17) sejam limitadas, e demonstremos que V é radialmente

tada, Com efelto, como

12

(20)

ilimi -




¥ . y
;3 Hk(y)/ % hk(y) du = [ (H](u) % Hz(u) +...
o k=l k=1 5

R Hn(u))/(h](U) + hz(u) ¥ oe. + hn(u)) du =

y u u
=5 (s ds/h](S) + J ds/h_(s) + ...
0 o 2
0
u
st I ds/hn(s))/(h](u) + hz(u) +..,hn(quu: <
0
Y u u u
s/ (U ds+ fds +.,.4 f ds)/(h; (u) + hy(u) +...+
0 0 0 0
Y
N 2 2
S hh(u))' du ¢ . Judu=y /25y
0

entao
n
2
Vix,y) % 360+y7/2) + [T (M () + F 61272 - yoray' /2 s
" k=1
2 4 2,..1/2
> {36(x) + y"+ [z (Hk(y) + Fk(x))] /2} >
k=1
2
5 fo }LQ _
g6 = |y|
lim V(x,y) = + =,
ly| -+ o
para todo x <IR (mais precisamente, uniforme em xER) .
Demonstraremos agora que
1im V(x,y) = 4 o,
| x| »+ o
para cada y IR, e portanto, V é radialmente ilimitada, de onde a
aflrmagao a) Com efelto, como as solugoes de (17) sao limitadas,

entao (pelo teorema 1) temos que




4 o
- n _
rodr fLd o+ fglx)[Ydx =+
0 k=1
Isto €,
+ o _
n i
s {3z fk(x) +lg(x)] }dx = + = e
k=1 -
0
I
e S {z fk(x) + |g(x)] Ydx = -
0 k=1

Ora, ja que xg(x) > 0 se x # 0, entao temos que,

4+ o
n
s {z fk(x) + g(x)}dx = + e
k=1
0
n
J {z fk(x) = g(x)}dx = + =,
C L k=l
Isto €,
+ o + @
n
) {z fk(x)dx =+« ou S g(x)dx =+ «
k=1
0 0
e 0 5 0
Vs ¥ fk(x)dx =+ o ou S -g(x)dx =+ =
k=1

Também, como

" " 2,1/2
Vix,y) »136(x) + 172 [ = H () + % Fk(X)] 3,
k=1 k=1

e tendo em conta (**), por (21) temos que

lim V(x,y) = + =,

X 4w

e por (22) também temos que

(21)

(22)
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il
o
8

lim V(x,y)

X =+ = o

Portanto, 1im V(x,y) =+ =, para cada y €IR, o que querfamos demonstrar.

|xb + o

Provemos (b). Com efeito,

n n n n
2V av/ay =3y + [ ¢ (H (y) + F,(x))| £ 1W/h (y) - 5 H (y)/ h (y) =
. [k=l K K 1 =t K e kY
n n
=3y+[z )+ F6D]/MG)+ [® ](Hk(y) + Ffx))]/hy (y) +
k=1 k=
n n n
Fuo ok [L] (H (y) + F OGN/ (v) - )l:<=lHk(Y)/ zk=]hk(y)
Portanto,

n n
lav/oy| < (13y + [ i=l(Hk(Y) + Fk(x))]/h](y) + [:i=1(Hk(Y) + Fk(x))]/hz(y)

n n n
+.o..4+ [ 2 (H (y) + Fk(x))]/hn(y) + T H /T h(y))/2v | <

1 1

n n
< lyl + | ﬁ=](Hk(y) + Fk(X))I/h](y) + | i=l(Hk(Y) + Fk(x))l/hz(y)+...
n n n
. i:l(Hk(Y) + Fk(x))l/hn(y) + | i=]Hk(y)i/ i=]hk(y))/zv

Ora, como hk(y)al para todo y, entao temos que
n Y ' Y ‘ y
| 5 H (y)]| < |f ds/h (s)| + |/ ds/h (s)| +...+ |/ ds/h (s)]| <«
k=1 & | 2 n
N 0 0 0
Y Y Y
< |fds| + |rs ds| +...+ |/ ds| =
0 0 0
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Iyl + |yl +...+ |y| =

I

nlyl

I

Por outra parte temos que

n
VOoy) 3 (36060 +y2/2) T2 [ () + F 6] - yByY /2 -

k=1 .
n
= (3600 +y2 /24 12 [ 5 (W () + F G]HY2 >
k=1
>,{yz/z}]/Z _
= lyl/v2

Também,

Vioy) 2L () + F (0)]%/231 /2 -

=

= | H () + F 6D [7V2

AMI T3

=1

Portanto, segue-se que

n
lav/ay| < (3lyl +n | £

k_](Hk(y) + F O [+ nly]) 72y <

x))| /

S 3) YD/Uyl/ VD) + n e M)+ F(
=]

k

n
/(| % (Hk(y) + Fk(x))llvz ) =
k=1

(n+3)V2 + ny/2 =

(2n4+ 3)\51 p/ x2 + y2> 0.

Provemos (c).




por:

pe (18),

entao,

(17),

A derivada V' de V, ao longo das solugoes de

Vi Gey) =g’\'t/'(x’Y) (av/ax) x' + (av/ay) y'
temos

n . "
av/ax= {3g(x) + [z (H (y) + F (x)] & f (x)}/2v

k=1 k=1

n n
ov/oy = {3y + [ (W (y) +F 6]z /0 (y) -
k=1 . K=1
P M)/ 3 H(y)
- ¥ H / z H }/2v
k=t K kT
n n
Vi(x,y) = (3g(x) + [z (W (y) + F D] 5 f ()} y+
k=1 k=1

n n
3y + [z (n (y) + F ()] =
k=1 k=1

+

n
1/h (y) - 3
k k=1

n

(y) ¥} {-2 fk(x)hk(y)y - g(x)P/2v ¢
k=1

n
2
=‘fk(x)y -3 izlfk(x)hk(y)y +

A
——
™M
T
-~
~~
~<
A
~ M3

n
H (y) =
kYL

+
™My

n
f (x)y + (-n + 1) =
k 4

] 1

n

Hk(y)g(x)/ i=l

Hk(y)

17

¢ dada

fk(x)hk(y)y /

hk(y) -
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n n
- I Fk(X)g(x) % I/hk(y) ¥72v
k=1 k=1
n
Ora, como hk(y) > 1 para todo y e |2 Hk(y)l < nly|, temos que:
n n n n n ’
IoH O f Oy s [ H O] fldys ne f(x)y"g
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n 2
snx fk(x)hk(y)y
k=1
Também,
n n n
(-n + 1) = H (y) = f (x)h (y)y/ sz h (y) < 0,
kst © | =) B K k=1
Portanto, temos que
n , D n
Vix,y)  {(-3+n) 2 f (x) h(y)y"+Z F (x) f (x)y -
.k k k k
k=1 k=1 k=1
n n n
-nZ F (x)r f (x)h (yly 7z h (y) =
k=t K| gt KK k=] K
n n n n
-z H (y)g(x) 2 /b (y) + = H (Y)g(x)/z b (y) -
k=1 k=1 k=1 k=1
n n
-z Fk(x)g(x) 3 I/hk(y) }/2v
k=1 k=1
Isto completa a demonstracao do teorema.
Corolario - Suponhamos que as condi¢oes do teorema (2) se-

jam mantidas. Se V € radialmente

tema perturbado:

ilimitada,

sis

entao as solugoes do




x!' =y

n
y'! = -1% Fk(x)hk(y)y - g(x) + p(t,x,y) (23)
k:

1

sao limitadas para qualquer p continua satisfazendo:

GOh (y2 4+ F ()T £ (x)
x)h (yly + I x)r f -
k k=l K oy kY

n
(2n + 3)V2' [p(t,x,y) [g- ((-3+n) T f
k=1
) n n
-ng F (x)z f (x)h (y)y/z h (y) -
ksl & el & K k=1 K

n n n n
-z H (Wgx)z W/h (y) + & H (e x h(y) -

n n
-z F (x)gx) = 1/h (y)}/2v
k=1 k=1

para x2 + y2 > M para algum M > 0.

Usando (18), vamos calcular a derivada de V ao longo das solucgoes

de (23). Com efeito, demonstremos que:
V' (x,y)g0

isto e,

Vi(x,y) =  dvix,y) = (av/ax)x' + (3V/3y)y' ¢ 0
dt

De (18), temos
n
(H, (y) + Fk(x))] r f, (x)}/2v

n
aV/ax = {3g(x) + [z
k=1 k=1

n
ov/ay = {3y + [x (B () + F (]2 Wb (y) -
k=1

n n
-3 Hy)/ s h (y)l2v
k=t © kel K
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entao,

n n :
Vi(x,y) = ({3g(x) + [z (H (y) + F (x))] £ f (x)}y + (3
%5y g (x [k=]ky kx]k=1kxy y +

[z () +F Nz () - & :
+ [z (H (y) +F (x Tz 1/h - H(y)/z |
k=1 K k L =1 ey

k(y)}.

-

n
LR fk(x)hk(y)y - g(x) + p(t,x,y)})/2v
k=1

Ora, como hk(y);l para todo y e

£ G0h (Y)Y

A™M 3

n n
Hk(y) Y fk(x)y,5 n E:

=] k=1 1

tambeém

n n
(y)x f (b (y)y/z h (y) ¢ 0
k=1 k=1

n
(-n + 1) ¢ H

k=1 K

- lego,

5, N n
fk(x)hk(y)y + X= Fk(x) b fk(x)y =

n
Vi(x,y) & (-3 + n) x
k=1 k=1 k=1

n n n n
: f l/hk(y) + 3 Hk(y)g(x)/ vy h (y) -1 F (x)g(x)
k k

-] k=1 fis] © -1 8
n n
.3 W/h (y) + 3yp(t,x,y) + © (H (y) + F (x)).
k _ k k
k=1 k=1
n n n
<z Wh (y) plt,x,y) -2 H (Y p(t,x,y)/ & h (y)
k=1 k=1 k=1
Por hipotese,
n n n

~(2n + 3)V2' |p(t,x,y) |< {(;3 +n) x f (x)h (y)y + 2 Fk(x) % fk(x)y -
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n n
-ny F(x)z f(xﬂm(ﬂy/z, h(y) -3 Pm(ﬂg(ﬂ .
k=1 k=1 k=1 k=1

n

n n
" l/hk(y) +3% H (y)g(X)/ 5 h (y) -1 F (x)g(x) .
k=1 k=1 k=1 k

n
. B l/hk(y)}/zv
k=1

logo,

n
V' (x,y) & -(2n + 3WZ [p(t,x,y) | + {p(t,x,y) 3y + [& (Hk(y) + Fk(X))]
k=1

n n n
. ¢ 1/h (y) - ¥ Hk(y)/ z h (y))}/2v ¢
k=1 k=1 k=1

/A

n
=(2n + 302" |p(t,x,y) | + {|p(t,x,y) | [3lyl + n]|x (H (y) + F (x)) [+
k=1

+ nly| J¥2v s =(2n + 302 [p(t,x,y) | + [p(t,x,y)| [(n+ 3)|y] +

n
]2 () + FGO) | J/2v
k=1

Ora, como

3

(x,y) = |y|/?2 e Vix,y) 2 [z (H (y) + F (x)[/V2
k=1
entao,
n
(n+3)ylg (n+3WZV enfz (H(y)+F&)|ls ndZv
k=1
logo,

n
(n+ 3)|y| + n|» (H

() + F L)) [ g (n+ 32 v+ nV2'v= (20432 v
k=1

k

Portanto,
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Vi(x,y) ¢ =(2n + 3)V2 |p(t,x,y) | + |p(t,x,y)| [(2n + 3W2 v ]/2Vv =
= -(2n + 3WZ2/2 . |p(t,x,y) | ¢ 0 p/ % g y2 > M para algum M>0

Como V € autonoma, isto implica em que todas as solugoes de (23)

sejam limitadas.

Teorema 3 - Consideremos o sistema
x' =y
n (24)
y' =% fk(x)y - g(x)
k=1
Suponhamos que em (17) fk(0)<0, hk(y)aK>0 se yxM>0, K= 1,2,...,n,
para algumas constantes K e M. Se
T n
J ds/ % hk(s)<w, entao existem solugodes de
k=1
M

(24) com finito tempo de escape,

Demonstracao

a) Demonstraremos primeiro que existem m>M e xl>0 tais que
y»m e of X< X, entao y'zm. Com efeito, como cada funcgao f € conti-
nua e fk(0)<0, k= 1,2,..,,n, entao exfste x,>0 tal que fk(x)<0, pa
ra Osxsx], k= 1,2,...;0. Entio se,
max g(x)/- K fk(x)

m>ma X k=1 "
Osxgx]

entao temos que y>m implica em que

n
y>90) /(¢ Kz f (x),
k=1
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Portanto,

n n
y' = - i fk(x)hk(y)y - g(x) » - Kg fk(x)y - g(x)=0,

=] k=1

para todo y>m, todo x €R com Osxsx], ja que hk(y)aK>0 e

n
Eoof, (x)>0, 0gxgx,.
k=1 k 1

b) Sejam P>0 tal que |[g(x)|¢P para Osxsx] yo>m tal que

+ o0

n
_ n
x1/yg «-K T F (x;)/@P e tal que . 4., () ¢~ 5 F, (x)/2. Se-
k=1 k=1 k
Yo
ja (x(t), y(t)) uma solucao em RT x [m,+ ©) com x(0) = 0 e

y(0) = yo- Ora, pela parte a), enquanto a solugao (x(t),y(t))e
definida e x(t)sx], entao y(t) € crescente, de onde y(t)ayo.Dg

-

monstremos que tal solucao nao € prolongavel, de onde o teore-

ma. Com efeito, se € o caso, entao existe t]>0 (dependendo de
yO) tal que x(t]) = x,. Ora, como x'(t) = y(t)>0, entao x(t) e
crescente em [O,t]]; de onde ng(t)sx(t]) = x,, para té[O,t]].

Portanto x' (t) = y(t);yo, para todo t & D),t]], logo, integran-

do de 0 a t,, temos que
x, = x(t?zt]yo, de onde se tem que

n
t$ X\ /Yy < - Kilek(xl)/(ZP)

n v
Portanto, ja que % ]hk(y)aK, entao temos  que
k:
t
] n n
; g(x(s))/ 2 h (y(s)) ds g t,PA2K)< - 5 F _(x,)/2 (25)
k=1 K ' =i €
" = -

De (17) temos que,

n
)

y'(s) = - fk(X(s))hk(y(S))y(S) - g(x(s))

-

=]
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de onde,

n n - n
y'(s)/ i ]hk(y(S)) -[z ]fk(X(s))hk(y(s))y(S) = glx(s)))/ & h (y(s)) =
- k= fos]

]

A'([f](x(s))h|(y(5)) + fo(x(s))h,(y(s)) +...+

n

fo(x(s))h (y(s))]y(s) - g(x(s)))/é;]hk(y(s))

+

A ™M3

hk(y(s)), entao tem-se que,

Ora, ja que - hk(y(s))a—
=1

n n n
y'(=)/ ¢ hk(y(s)) ol ¥ fk(x(s))y(S) - g(x(s))/z hk(y(s))
k=

k=1 1 k=1
Portanto, integrando esta expressao de 0 a ty, e tendo em conta
que x' (s) = y(s), entao temos que
y(tﬂ n n tl n '
J ds/ 1z h(s) - 1 F (x) =-7s g(x(s))/ z h (y(s)) ds >
k k1 k
k=1 k=1 0 k=1
Y0

n
> -3 F (x{)/2,
by kO

sendo que a Gltima desigualdade segue-se de (25), o que € uma con

tradigcao, pois,

y(tﬂ n il n n
;S ds/ 3 hk(S).s S ds/ 3 hk(s) 4 =% Fy(x])/Z.
k=1 k=1 k=1 “
Yo Yo
Teorema 4 - No sistema:
x' =y

P
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Suponhamos que fk(x)>0, k= 1,25...,0, xg(x)>0 se x # 0, a(t)>0 ,
a(t) mondtona crescente e seja a'(t)/az(t) monotona decrescente
Entao para V definida por:
X
A 2 2 2
V(t,x,y) ={[ Fi (x) + y/a(t)]7/2 + G(x)/a“(t) + a (t)/a“(t) s F(s)ds +
k=1 0
+ [6x) + y272)/a% (0112 (27)

temos que:

n n
(@) Vig (-5 F ()g(x) -2 £ (x)y*} (2a(t)V)
k=1 k=1 .

(b) |av/ay|g 2/a(t)
(c) V' (t,x,y) = = @ quando |y| » + =

(d)V é moderadamente ilimitada se (vl) (Lema 1, Capftulo 1) vale.

Demonstracao

(a) A derivada V' de V ao longo das solugGes de (26) é dada por:

Vi (t,x,y) = dV (t,x,y) =(av/ax)x' +(3v/ay)y' + av/at
dt

De (26), temos

n n
ov/ax = ([ 1 F () +y/a(t)] 5 F (x) + g(x)/a”(t) +

k=1 = k=1

By o 2
+at (t)/a”(t) & F (x) + g(x)/a"(t)}/2v,
k=1

5 2
sv/ay = {[ » F (x) + Y/a(t)]1/a(t) + y/a"(t)}/2v

k=1

o0
S/ 9t = {[x F,o (x) + y/a(t)] _—ya'(t)/az(t) - 2G(x)a" (t)/

k=1 k
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X

n

Jac(t) + [a () /a%(O)] 7 &
0 k=

]Fk(s)ds -

- 2[6(x) + y2/2] a (t)/a>(t)}/2v

entao,
n n
Vio= ({2 F(x) + y/a(e)] 2 f(x) + g(x)/a’(t) +
k=1 k=1
n
+ ar (t)/a%(t)

n
2 F 00+ g(x)/a%(t) by + (R0

+

n
y/a(t)] 17a(t) + y/a’ ()} [-a(t) IRy - 9(0]

1

n
[ E ]Fk(x) + y/a(t)]- 'Ya'(t)/az(t) - 26(x)a' (t)/a° () +

+

X
n
+ [a'(t)/az(t)]' ;o F(s) - o2[6(x) + y2/2] a' (t)/a”(t))/2v =
. . k=l

f 0y2/ale) - 2y%al ()72 (y) -

]
—_~
1
™3

Fk(x)g(X)/a(t) -
=1

X ™M3

=1

, X
he(x)a' (t)/a’(t) + [a' (t)/a”(8)] 7
0

~ ™M 3

Fk(s)ds}/ZV
=1

Ora, a(t)>0 é mondtona crescente, G(x)>0 se x#0 e a%t)/az(t) mond

tona decrescente,

portanto,

n n 2
Vig { -2 F (x)g(x) - 2 f (x)y"}/2a(t)V
k=1 k=1

Provemos (b). Com efeito,

n.
ov/ay ={ [z F (x) + y/a(t)] 1/a(t) + y/az(t)}/ 2V

k=lk
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Ora,
_ " 12 _ 7
V(t,x,y) 2 { [z F (x) +y/a(t)]/2}"% = [z F (x) + y/a(t)]/V2
k=1 k=1
também,
V(t,x,y) 3 {(y2/2) /a2 ()32 =
= |yl/ (Y2 a(t))
Portanto, segue-se que:
n
lav/ay| ¢ (| Fi (x) + y/a(t) [/7a(t))/2v + ( |y|/a2(t))/ 2V &
n n
< (= ]Fk(x) + y/a(t) [/a(t)) /(2] = F (x) + y/a(t) [WV2) +
k= k=1
+(Iy17a%(0) /7 RIyI/0Z a(e))] V27 (2a(t)) w7 /(2a(t)) =
=V27a(t) ¢ 2/a(t)
Provemos (c). Com efeito,
Y y Y
V(t,x,y) =/ 3V (t,x,s)dsg |/ 3Y (t,x,s)ds|< v | v (t,x,y)|dsg
Y
< 2/a(t) s ds = 2y/a(t) g 2|y|/a(t)
0
Ora, a(t)>0,
entao,
vit,x,y) s 2ly] (28)

pe (a) temos que,




28

n - n
Vi(t,x,y) g {- ¢ Fk(X)g(X) -3
k=

fk(X)yz}/Za(t)v
k=1

!

Ora, fk(x)>0, para todo x, k= 1,2,...,n e como xg(x)>0 para x # 0,

segue que

n 2 5 2
Vitx,y) s -8 f (x)y=/ (2a(tV)g - 2 f () [y]7/ (2a(t)v)
k=1 k=1

Por (28), temos

n
£ 00 [y12/Gal) [yl )=- 5 F () |yl/ (ha(V))

n
V! (t7X,Y) $ - I
k= k=1

1
Portanto,
V' (t,x,y) > - @ quando |y| » + =
Provemos (d). De (27),temos

n
V(t,x,y) > | = Fk(x) +y/a(t) N2+  |a(x) + y2/21/a(t) >
k=1

n
> |s FLOI/VZ - |y|[/(V2 a(t)) +  G(x)/a(t) +
k=1

+ y%/ (2a(1))

Considerando,

entao,
o 22 =» I/Jz‘a 1/a, OctgT
também,

c =min a(t)

0t T




Portanto,

n
v(t,x,y) > |x ]Fk(x)l/a + G(x)/a + Iylz/(?_a(t)) - lyl/(2 a(t)) =
k:

n

=(|z ]Fk(x)l + 60/ e+ y|[lyl/(2a(0) =172 a()] >
k=

2(|Z ]Fk(x)l + G(x))/ o + [y ] [Iy]/(Zb)- 1/(/2 cﬂ

logo

V(t,x,y) » + o quando || (x,y) || » + =

Observacao (3.1)

Consideremos o sistema;

It
<

N ‘ (29)
fk(x)y - g(x) + p(t,X,Y)

L
Il
1
o))
—
(o
~

onde p € continua. Suponhamos que as hipéteses do Teorema (4) va -

lem e'ainda, 1, B {x) tende para o infinito quando |x| tende para
k=1
o infinito e V definida em (27)é globalmente decrescente. Entao a

derivada de V ao longo das solugoes de (29) satisfaz:

n
F () / (2a(DV) - 1 f, (x)y2/(2a(v)42 [p(t,x,y)]/a(0)

n
V! (t,X,Y) < -3z
k=1 k=1

(30)

Com efeito. A derivada V' de V ao longo das solugoes de (29) € dada

por:

Vi(t,x,y) = dv  (t,x,y) =(d3v/ax)x' +(aVv/ay)y' + av/dt
dt
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De (27) temos,

n n
av/ox = {[x F (x) +y/a(t)] z f (x) + g(x)/a’(t) +
k=1 k=1 "

n
+ at(t)/a2(t) 3 Fk(x) + g(x)/az(t)}/(zv)
k=1

n
/oy = {[5 F () +y/a®]i/a(t)  +  y/a’ ()} (2v)

e
n
av/ot = {[z F (x) +y/a(t)].- ya'(t)/a%(t) - 26(x)a' (t)/a (1) +
k=1
X
2 " 2
+ [a'(t)/7a®(6)]'r = F(s)ds - 2[G(x) + y7/2] .
k=1
0
. (t)/a” (1) 1/ (2)
entao,

n n
vi= ({[2 F (x) +y/a(t)] 2 f (x) + g(x)/a%(t) +
k=1 k

n n

+al(t)/a’ () F(x) + g(x)/a’()ly + ([ 2 F () +y/a(0)] .
k=1 k=1
2 n

c1/a(t) + y/a“ ()} - a(t) = fk(X)y = g(x) + plt,x,y)] +

] |
# [ 2 F (x) + y/a(t)]e- ya'(£)/a”(t) - 26(x)a' (t)/a>(t) +
=1

ey K
& n
# [g'(t)/az(t)]'f % Fk(S)ds - 2[G(x) + y2/2].a'(t)/a3(t))/(2V) =
k=1
0
" . . 2 -3 3
={ -y F()gx)/alt) - » fx)y7alt) - 2y"a'(v)/a”(1) -

k=1 k=1
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X
- hG(x)at (1) /a > (t)  + [é‘(t)/az(t)]‘f ; Fk(s)ds +
k=1
0
n
R0 IO ZEO ROy

Ora, como,

a(t)>0 € mondtona crescente, G(x)>0 se x # o e a'(t)/az(t) monotona

decrescente, entao temos

n
vi g {-¢ Fk(X)g(X)/a(t) - I fk(x)yz/a(t) +
k=1 k=1

n
+ 1 F Gdpltgy)/alt)  +  2yplt,x,y)/a’()}/ (2v) = -
k

n n

=(- 1 F 0)gkd -z f ()y)/(2a(0v) +
k=1 k=l
n .

+ {3 FGpltoy/at) +  2yplt,x,y)/a° (1)} (V)
k=1

Demonstremos agora que:-

{ Fk(X)p(t,x,y)/a(t) + 2yp(t,x,y)/a2(t)}/(2V)s 2|p(t,x,y)| 7a(t), de

~™M 3

=]
onde a afirmagao (30). Com efeito,

n n
5 Fk(X)p(t,x,y)/(Za(t)V)4-yp(t,x,y)/(Va2(t)) = |z F . (xV(2a(t)v) +
k=1 k=1

+ y/ (Va2 (1) |p(t,x,y) <

n
< (s Fk(x)|/(2a(t)V) +
k=1

& lvl/(vaz(t))]\p(t,x,y)l

Ora, de (27) temos,
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: n
V(t,x,y) > |5 F (x) + y/a(t)] N2+ |yl W2 a(t)) »
k=1
n
>l FOIINZ - yl7 WZalt))+ [yl/ (VZa't)) =
k=1 :
n n
=l FROGIIVZ » [z F(X)I[/2
k=1 k=1
logc,
n
| 5 F ()|« 2v (31)
k=1

n
também, como I Fk(x);O,
k=1

entao,

n
V(t,x,y) 3 |z F () + y/a) V2 + yls W2ha(t)) »
k

n ;
2|5 F (x)+ y/a(t)|/72  + |y|/ (2a(t)) >
k=1

> |yl 7(2alt)) + |y|/ (2 a(t)) =
= ly[/a(t)
logo,
lyls a(e)v (32)

Portanto por (31) e (32), temos que

n
5 F
k=t K

(x)p(t,x,y)/ (2a(t)V) -+ yp(t,x,y)/(Vaz(t)) < [av/(2a(e)v) +

+ a(t)V/Vaz(t)]|p(t,x,y)[g

s 2|plt,x,y) |/a(t)
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L S—

Teorema 5 - Consideremos a fungao:

F (x) para |x| > a
R (x) =
Fk(a) + (x = a) [(Fk(a)-i(ia))/Za] para |x| <a (33)

Suponhamos que a(t)>0, a(t) crescente, xg(x)>0, se x # 0, fk(x)>0
k= 1.2,...,n se |x| > b para algum b0 e (sgx)F(x)>1 se |x| > b
1

Seja rk(x) a derivada de Rk(x), k= 1,2,...,n e seja V definida

por:

n n
Vit,x,y) = {[z F (x) -5 R (x) + y/a(t)]z/z K+ 26(x)/a%(t)
k=1 k=1
N 2 2 T
+ [z F () +y/al)]?/2 + a'(t)/a™(t) 1 3 F (s)ds +
k=1 0 k=1
X
" " ; 172
+7 3 r(s)[z F(s) -5 R (s)]ds} (34)
o k=1 k= k=1

onde a (t)/az(t) ¢ decrescente e K>0 torna V real. Entao existe
c>0 e M>0 tal que a derivada de V ao longo das solucgdes de (26) '
satisfaz:
—Myz/a(t) se |[x|] < be ly|] zc
YAVAVARRS
n 9 n .
-[z fL(x)y" + & F_ (x)g(x)]/a(t) se |x] >b
feu] & oy,

Demonstracao

A derivada V' de V ao longo das solugdes de (26) é dada '

por:

Vi(t,x,y) = dV  (t,x,y) =(av/ax)x' + (av/dy)y' + aVv/at

dt
a) Para |x| ¢ a e |y| b, de (34) temos:

n

n n n
v/ax ={[2 F () -1 RO +ya®]z f&) -z r 6]+
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n n
+29(x)/a%(t) + [2 F (x) + y/a()] & f (x) +

=] (=

n

n n
v/ r RO+ §= [T F ) -z RG]V,

1 1 k=1 k=1
n n n
av/ay ={ [z F (x) -z R.(x) +y/a(t)] 17a(t) + [z F(x) +
k=1 k=1 k=1

+ y/a(t)] 1/a(t) }/2V

e,
n n 2
av/ot ={ [z F (x) -z R (x)+y/a(e)].-ya' (t)/a"(t) -
k=1 k=1 .
n
S he(a'(0)/a3(1) + [3 F () + y/a(t)].-ya (0)/a% () +
k=
* n
+ [a'(©)/a%()]" s = F (s)ds}/2v
k=1
0 :
entao,

0 2
T rk(x)] +2g(x)/a” (t)+

Vl

[n " n
{] = F (x) -z
k -

n
Rk(x) +y/a(t)][ = fk(x) -
k=1 k=1

]

n .n
[£=]Fk(x) s y/a®)] T £ 00 + a'(0)/a2(c) IO

+
k=1 1
n n n n n
+ i:]rk(X) [:i=le(X) - E=]Rk(x)]}y + {[ ﬁ=1Fk(X) - i=le(X) +
. n n
+ y/a(t)] 1/a(t) + [ = F (x) + y/a(t)] 1/a(t)} [-a(t)z f (xX)y -
k=1 k=1

n n 2
-g()] + [z F(x) -3 R +y/alt)].-ya' (1)/a"(0) -

k=1 k=1

: n
ha(x)a (t)/a(t) + [ = F (x)+ y/a(t)].-ya'(t)/az(t) +
k=1




35

2 i " 2
+ [ ()7 ()]t sz F(sdds)/av ={-3 r (x)y/a(t) -
0 k=1 k=1
n n n
- 23 F (xg(x)/a(t) + 3 R (x)g(x)/a(t) - 5 F (x)ya'(t)/
k=1 k=1 k=1
n
/2%(t)  + 1 R (ya'()/a’(6) - 2yPa’ (/a3 (1) -
k=1
x n
- ko (x)a' (t)/a>(t)  + [?'(t)/az(t)]' sz F (s)ds}/2v
k=1
0

Ora, a(t)>0 é monotona crescente, G(x)>0 se x # 0 e & (t)/az(t) :

monotona decrescente,
portanto,

n n
Vig (-3 ry7alt) - 21 F (xg(x)/a(t) +
k=1 k=1

o 0} 3 n
r 5 R ()g(x)/alt) + 1 R (a'(t)y/a®(t) -
k=1 ¥ k=1 K ~

n
-y F (x)a'(t)y/az(t)}/zv
k=1 K

Entao, como a(t) é crescente e para |[x| b é possivel limitar as
fungoes rk(x), Fk(x), g(x) e Rk(x). Entao, existem c>0 e M>0 tal

que para |x| sb e |y| zc, temos,
2
Vig = My“/2a(t)V ‘ (35)

b) Para [x| 3b e [x| za, temos que, R (x) = Fk(x),
k= 1,2,...,n, e de (34) temos que:

n
V(t,x,y) = {[y/a(©)]2/2 + K + 26(x)/a2(t) + [T F (x) +

k=1 &
. xn

sy/a0)]?2 ¢ @' (D/a7() £ 1 F(s)ds)!
k:

0 ]

/2




Com efeito,

n n
{2g(x)/a%(t) + [z F ) +y/a(t)] = f (x)

V/ax =
k=1 k=1
2 n
+ a'(t)/a“(t) = Fk(x)}/ZV,
k=1
av/ay = {y/a”(t) + [z F (x) + y/a(t)] 1/a(t)}/2v
k=1
e
/ot = { [y/a(t)].-ya' (t)/a(t) - 4G(x)a'(t)/a>(t)

n
+ [x FLG) +y/a()].mya' ()/a"(t)  +

k=1
X n
+ [a'(t)/az(t)]' . - Fk(s)ds}/ZV
k=1
0
Entao,
9 n n
vt = ({29(x)/a"(t)  + [z F (x) + y/a(t)] = fk(x)

k=1 k=1

n n
at(t)/a2(t) £ - FL()dy + {y/a(t) + [ £ F(x) +
kel K k=1 K

-+

+

n
y/a(t)]1/7a(t) }[-a(t) » f (x)y - g(x)] +
k=1

[Y/a(t)].—ya'(t)/az(t) - he(x)a'(t)/ad(t)  +

-+

n
s[5 F )+ y/a(®)].ya' (0/a°(t)  +

k=1
X
2 n
+ [a'(t)/a" ()] s & F (s)ds)/2v =
0 k=1
n ’ n
{- g fk(X)y fa(t) - Fk(x)g(X)/a(t) +
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- yfat (1) /a3 () - be(x)a'(t)/ad () o+

X
+ [a' (/a0 1 F (s)ds}/2v
0

Ora, a(t)>0 é monGtona crescente, G(x)>0 se x # 0 e a'(t)/az(t) mo

n6tona decrescente,

-

portanto,
n

n
Vie- 1+ 1 £y + 3 F (0)g(x)}/ (2a(0)V) (36)
k=1 k=1

De (35) e (36), o teorema.

Teorema 6 - Consideremos a equagao:
n
X!+ §=1fk(X)hk(Y)Y + glx(t - ¢(t)))= 0 (37)

com ﬂJX)>0 para todo x, hk(y)a] para todo y, K= 1,2,...,n, xg(x)>
0 se x # 0, onde f,, hk’ dg(x)/dx e ¢ sao continuas,

e o sistema equivalente,

0
n
y'! = - % fk(x)hk(y)y - g(x) + /  g'(x(t+s))y(t+s)ds
k -z (t)

Agora se ¢(t) € diferenciavel e c'(t)sc3sl para algum c,>0, a seguin

te funcao n(t) pode ser substituida por z(t).
n: [0,=) >~ (0,=)

com,
0z z(t)en(t)<B para.algum B>0

(39)

n'(t)sagl para algum a3z0

ol
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Suponhamos «,B en definidas como em (39) e sejam as condioes esta-

belecidas em (37) validas. Se existe uma constante ¢>0 para a
qual '

+

- n
1) S [eg fk(x) + |g(x)|]dx = + ‘ e

0 k=1

n 9 n n

ii) ({Q+c) & f (x)h (y)y" +nc 2 F (x)g(x)/ 2 h (y)}1/n(t) -

k=1 k=1 k=1

i

n n n n
K [g' x(s))y()]% = e/n(t) [ M (a()/T h (y) - £ K (Na(x)I 17h ()]-
k=1 k=1 k=1 k=L

n n n n n
c/n(t) 2 Fo(x) X f (x)y -2 F (x)z f (x)h(y)yz 1/h (y)} -
k=i & el ® ol K g B K ke ®

n
Hk(y)/ r h (y)} [9" (x(t +

n n n
= c/n(t) {2 H(y)z 1/h (y) -2
k=1 k=1

k=1 k=1

1/2 n n
s)y(t + s))]) > {Q +2)y+czx F (x)x 1/h (y)}/2]
k=l K k=1 K

+

s3do validas, entao toda solugao de (38) com fungao inicial conti-

nua € limitada.

Demonstracao

Seja a funcional

n
Viay,t) = (1 + 20 (606 + y2/2) + [z () + F (0)]% /2 -
k=1
Y n n '
-¢c J £ H@W/3» h(u) du +
g k=1 K k=t K
b t
+ K J (s o' (x(u)y(w]?)ds (40)
-n(t) s+t
onde, K= 1/(1 - a)
n Y n n "
Ora, | = Hy(y)l gnly| logo |/ = H (u)/ X hP(u)] dug vy
k=1." 0 k=1 k=1 =

A
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Entao,

\4

n
Voavat) 2 (4 2600 + v/ + [ () + F 00N 1% er2 -
\ k=

0 t
cy2 + K [ (r | g'(x(u))y(u)]zdu)ds =
-n(t) s+t

n
(1 + 2¢)G(x) + y2/2 + [z (Hk(y) - Fk(x))]2 c/2 +
k=1

0 t
+ K f () b'(xﬁﬂ)yhﬂ]zdu)ds, logo V é positiva
-n(t) s+t

definida quando (x,y) # (0,0)

Com efeito, a derivada V' de V ao longo das solugoes de

(38) e dada por:

Vi(t,x,y) = Eﬂi (t,x,y) = av/at + (aV/ax)x' + (3v/dy)y'
dt :

De (LO), temos:

n n
aV/ex = (1 + 2c)g(x) + ¢ [ b (Hk(y) + Fk(x))] T fk(x)
k=1 k=1
n n
aV/ey = (1 + 2c)y + ¢ [ & (H, (v) + Fk(x))] r /6 (y) -
k=1 k=1
; (y) ; (y)
- % H / £ h
S KT kY

Seja E =CQGRJR) o espago vetorial das fungoes reais inte-
graveis segundo Riemann. Seja
0 t
u(e) =5 (5 [g'&x)y]?duds, t €R
-n(t) s+t '

Se definimos as aplicagoes

P = [o' (x(W)yW]?,  ueRr




Lo
t
¥(t,s) =/ W(wdu, t, s€R
s+t

e 0
T: (a,h) @ R X E -+ [ h(s)ds,
a
entao temos que

U(t) = 7( -n(t), ¥(t,.))

Ora, ja que T é linear na segunda variavel, entao temos que

u'(t) = b, T(-n(t), ¥(t,.)) d (-n(t)) + D,T(-n(t), ¥(t,.))o d ¥(t,)=
dt dt
= ¥(t,-n(t)) n'(t) + T(-n(t), Q(t) - P(t +5)) =
t 0
=n'(t) 5 Y(s)ds + Eﬁ(t) -P(t + s)]ds =
 ten(t) - -n(t)
t 0 |
=n'(t) [ o' (x(s))y(s)]%ds + 5 [o' (x())y(6)]%ds -
t-n(t) : -n(t)
0
-J [g'(x(t + s))y(t + s)]zds
-n(t)
logo
t 0
av/at = n'(t) 5 [o'(x(s)y(s))%s + 5 [o'(x()y()]%ds -
t-n(t) -n(t)
. .
ol | [9' (x(t + s))y(t + s)]ds
-n(t)
Entao

n n
Vi= {0+ 2e)g(x) + ¢ [z (H () +FGN]s f () Ty+
£ k=1 k=1

AL )
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n n
+{( +20)y +c [z l(Hk(y) + F Nl Wb (y) -
k= k=

1

n n n
cy H(y)/ 3z h(yr{-5 f (x)h (y)y - g(x) +
el © et © k=1 Kk

0 t
J g'(x(t + s))y(t + s)ds} + n'(t) S [g'(x(s))y(s)jzds +
-z (t) t-n(t)

0 0
s [b'(x(t))y(t)]zds -f [g" (x(t + 9)y(t + s)]st =

-n(t) -n(t)

-+

+

Il

n 2 n n
-(1 + 2¢) g fk(x)hk(y)y +c I Hk(y) T fk(x)y -
k=1 k=1 k=1

0
n
Fk(x)g(x) ) l/hk(y) + J { (0 + 2c)y +
- -
-z(t)

1
(]
™M 3

n n
+cyr F (x)z 1/h (y)} g'(x(t + s))y(t + s)ds +
kst & gef B

n n n n
vl g H(ax)/ 3 h &) - 3 H gk s W/h (Y} +
k=1 k=1 k=1 k=1

n n n n n
+c{y FMx)y f(xy-3 Fx)sz f (x)h(y)yz 1/h (y)} +
kel & k=l e=1 * =i & K k=1 K

n n n n 0 |
+c{ i=]Hk(y) i=]l/hk(y) i=lHk(y)/ i=1hk(Y) I_C(t)g (x(t +
t
s))y(t + s)ds + Kn'(t) f [0" (x(s))y(s)]%ds +
t-n(t)
0 ‘ 0
+ K S [9‘(x(t))y(t)]2ds - K S [g' (x(t +s)y(t + S)szs +
-n(t) ' -n(t)

+

n n n
(-n+ 1) ez H (y) = f ()b (Y)y/ 2 h, (¥)
k=1

+

oo} & el

k

n
Cf ()y< c 3 f GO (YyZ, n'(t) € a,
., K o k
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n(t) » g(t), f [ o' (xTs)y(s)]%ds = s [g'(x(t + s))y(t +
t-n(t) -n(t)

+ s)]zds e

n n
(-n + Declz H (y) f (x)h, (Y)y/ § h (y) < o,
T R Y R TR Y ’

entao,
O+c)z £ 0 (y)y?  FL(g(x)/ 3 h (y)
Vi g - + c) % h = ¥y F, {x X hX +
o kY " kP =1 K
0
n n
I £(1 + 2c)y + ¢z Fk(x) 5 l/hk(y)} g'(x(t + s)y(t +
"C(t) k=] k=]
0 0
+ s)ds + K J [g'(x(ﬂ)y(t)]z-K y [[g'(x(t + s))y(t +
-n(t) -n(t)
0
+8))%ds + ka s [g'(x(t+ 9y(t + $)]%s  +
-n(t)
P H )b/ 2 b (y) - 3 > 1/h(
+c{z H g(x)/ = h (y) - = H(y)aglx) £ 1/h (y)} +
1 k) k=1 K ke KOTIIVE Y
PR () E fldy -2 FLOOE £ 00 (y)y 2 1/h (y)
+c{ r F v f,(x)y - ¢ F (x) &z f (x)h v 1/h } +
Sy e R T T TR Y
0
; , S H (/3 b gt x(t
+c{ ¢ H (y) ¢ 1/h (y) - z H ( T N fx
T kT Tk ket K on(t)
+ s))y(t + s)ds
0
n 2 n
Vi< f {-[O0 + )z f (x)h (Yy /m(t)] - ncz F (x)g(x)/
~n(t) k=] i

n
/() T b )+ K [o' (x(s))y ()] + (1 + 20)y
k .

n
+cyx F (x)z I/hk(y)} g'(x(t + s))y(t +s) ds - [g'(x(t +
k
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n n
+ )yt + 91+ e/m@® {1 KK/ T h(y) -
k=1 k=1

n n n
H (Y)g(x) = /b (W)} + e/n(t) {2 F (x)z f (x)y -

1
™ 3

n
fk(X)hk(y)y 3 l/hk(y)} EY

n n
o Fk(x) 3
k k=1 k=1

n n n n
+c/n(t) {2 H &)z Wh(y) - z H)/z h ()} [g"(x(t+
k=1 k=1 k=1 k=1

+ s))y(t + s)]}ds
Por (ii) temos que

n n
fk(X)hk(y)y2 + nc g Fk(x)g(x)/ b hk(y)} 1/n(t) -

n
{1 +¢c) ¢
k=1 k=1 k=1

n n
= R [b'(X(s»y(S)]z - c/n(t) [ ¢ ]Hk(y)g(x)/ r h(y) -
. . k= k=1

n n n n )
s H (y)g(x) & 1/h (y)] - c/n(t){ = F (x) 2 f (x)y -
oy KT K V) " =1 KO e K

n n n n
- F ) x fLdh (y)y 5 ll/hk(y)} - c/n(t) {z H (y) & 1/h (y) -

k=1 k=1 k= k=] kel
0
n n ]/2
-z H(y)/ 3 hk(y) S g'(x(t + s))y(t + s)ds} >
k-_-] k-'-'-] "n(t)

n n
O + 2c)y + ¢ 3 Fk(x) % l/hk(y)}/zw
k=1 k=1

(\'4

Elevando ao quadrado e multiplicando por -1, temos,

n 2 n
-{(1 +c) 5 f (x)hk(y)y +ncy F

n
k=1 K (K)g(x) 7z by (y) 3 1/n(e) +

k=1 k=1

n

n
+ K o' (x(s))y ()] + e/n(0) [2 M Meb/z hy) -
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n n n n n
-3 H (el £ W/h WY Femt) {2 F )z fldy -1 Fx.
k=1 k=1 k=] fo] k=)

n n n n
x fox)h (y)y s 1/h ()} + co/n(t) { 5 H (y) & 1/h (y) -
gy ¥ & be] © =t B = ®

n n
-3z H (y)/z h (y)} [g'(x(t + s))y(t + s)ds] < =174 [(1 + 2c)y +
k=t K k= K .

n n 2
+ cy Fk(x) I l/hk(y)l
k=1 k=1

Entao,

0 .
n n
Vie 5 (=14l (L + 2y +c 5 F () £ 1/h ()7 +

n
{(1 +2c)y+cI F
k=1

+

n
(x) l/hk(y)} g'(x(t + s))y(t +s) -

k™" k=t

[0' (x(t + s))y(t + s)]%}ds <

0
n n
¢ f -O/A0 + 20)y + ez F(x) I l/hk(y)lz'- [(1 + 2c)y +
k=1 k=1
-n(t)
n n
+cz F (x)z 1/h (y)] |g"(x(t + s))y(t + s)|+|g' (x(t + s))y(t +
k=t & kst ®
0
2 n n
+s)|T¥s = 1 {72 [0+ 2e)y+cx F () 1/h (]] -
k=1 k=1
-n(t)
2
- |g'(x(t + s))y(t + s) |} ds
Portanto,
V'«

A integral é nao positiva. Portanto V € nao crescente ao longo das
solu¢cbes e como também, por i), € radialmente ilimitado, entao con

cluimos que toda.solugao de (38) é limitada. Portanto, o teorema.
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Teorema 7 - Consideremos a equagao perturbada:
n

x' e f ()b (x)x" + glx(t -g)) = p(t,x,x")
k=1

e o sistema equivalente:

x' =y
" 0
x'=-z fk(x)hk(y)y - g(x) + 5 g'(x(t + s))y(t + s)ds +
k=1
-z
+ p(t,x,y) (41)
onde fk(x)>0 para todo s, hk(y)al para todo y, K= 1,2,...,n ,
xg(x)>0 se x # 0 e z>0 com fk’hk’ dg(x)/dx e p sao continuas.
Sejam x>0, B>0 com x + B = 1. Suponhamos,
n 9 n n
{(n=-3) ¢ fk(x)h (y)y" + n = Fk(X)g(x)/ z hk(y) -
k=1 k k=1 k=1
n n n n
- H (Y)g(x)/ £ h (y) + £ H (y)g(x)z
k=1 k=1 k=1 k=1
n n
I/h (y) - £ F (x) T f (x)y +
k pt & ey B
n n n
+ £ F,.(x) ¢ f (x)h (y)y = 1/h (y)}/2v >
k] [ g B K =i F
> Llyg' (x) | (42)

para algum L>0, e,
al/z> K (43)

onde,

n n n n
R=max {| 3y + & Ft(x) A l/hk(y) + I Hk(y) £ l/hk(y) B
k=1 © k=l k=l k=1
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n n .
-t H)/ hk(y)l/ZV (44)
k=1 k=1

Suponhamos também que (V1) (Lema 1, Cap 1), (18),(42) e (43) sejam
validas. Se

2

n
Klp(t,x,y) |« 8[(n - 3) = f (x)h (y)y" +
e

1

n
F,o(x)g(x)/ © h (y)]/2v (45)
-1 K k=1 K

+
3
V3 e

Entao todas as solugoes de (41) com condigdes iniciais continuas sao (uniforme-
mente) 1 imi tadas.

Demons tracao

A demonstracao do teorema baseia-se na construgao de uma funcional de

Lyapunov W radialmente ilimitada, isto, €,

i) Wé positiva definida.

ii) A derivada W' de W ao longo das solugoes de (41) € menor ou igual

a zero; W' (x,y)<0.

iii) W é radialmente ilimitada.

Tendo isto, concluimos que as solugoes sao limitadas, pois se exis-
tir uma solugao (x(t),y(t)) nado limitada = 3 {t }n’ ||(x(tn),
y(tn)ll > 4+ o, Ora, W é limitada ao longo das solugoes, de onde '

W(x(t ),y(t,)) ¢ o, para todo n.

Calculemos a derivada V' de V ao longo das solugoes de (41),

Vi (x,y) = %! (x,y) =(av/ax)x' + (av/dy)y'
t

De (18) temos,

¢ n n
aV/ox = {3g9(x) + [ = (H (v) + F (x))] 3z f (x)}/2v
k=1 k=1




L7

n
av/ay = {3y + [ z (H (y) + F (x))] z 1/h, (y) -
=]

n n
z Hk(y)/ z hk(y)}/zv,
k=1 k=1

‘Entao

({3g(x) + [E (H (y) + F ()] T f ME R
k=1

Il

V' (x,y)

+

n n
{3y + [ é:](Hk(Y) + Fk(x))] é;]]/hk(Y) -

Z H L ()7 z h ()} [ X f (x)h (y)y - g(x) +
k=1 k=1 k=1

0
;g (x(t + s))y(t + s)ds + p(t,x,y)])/2V =

+

n n n
=( =z Hk(y) - F (x)y + z Fk( x) I fk(x)y -

k=1 k=1 k=1 k=1
0
n 2
-3z f(x)h (y)y"+ 3y JS g'(x(t + s))y(t + s)ds +
k=1
-z

n n n n
+ 3yp(t,x,y) - & Hk(y) L f (X)h (y)y z 1/h. (y)— % H (y)g( ) T 1/
k=1 k=1 k=1 k=1% k=1

0

/h (y) + Z H, (y) Z I/hk(y) J g'(x(t + s))y(t + s)ds +
k=1 k=1
-~

n ! n
+ 3 H (y)p(t,x,y) = 1/h, (y) - r Fi () z f (x)h (y)y .
k=1 k=1 k=1 k=1

a3 l/hk(y) X F (x)g(x) Z l/hk(y) +

k=1 k=1 s k=1
0
n n
+ 3 F (x) = 1/h (y) 5 g'(x(t + s))y(t + s)ds +
k=1 k k=1 k

=g




Ora,

n n
D P (p(t,x,y) T 1/h (y) +

+
k=1 k=1
TH () T f b (y)y/
+ I H(y) £ f (x)h (y)y/ Z h (y) +
k=) K k=t KK k=i K
0
n . n n n )
+ I Hk(y)g(x)/ z hk(y) -z Hk(y)/ I hk(y) fg'(x(t +
k=1 k=1 k=1 k=1 —

n n
+ s))y(t +s)ds - T H (y)p(t,x,y)/ £ h (y))/2v <
k=1 K k=1 K

n

A

k=1 k=1 k=1
I n n n n
+{|3y + £ F (x) £ 1/h, (y) + £ H (y) £ 1/h (y) -
kml K- =l B k=l ® ksl K
. .
n n
- L H(y) = h (y)] f |g'(x(t + s))y(t + s)|ds}/2v +
k=1 & o}, ©
-
n n n n
+ {3y + & F.(x) 5 W/h (y) + 3 H (y) £ 1/h (y) -

k=1 k=1 k=1 k=1
n . n .
-z H )/ z hk(y)l lp(t,x,y) |}/2V +
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n n
“[3-n) 1 f N (Y 0 5 F ()g()/ T h (y)]/2v +

k=1 k=1
n n n
+ {(1 - n) k>:=]Hk(y) ki]fk(x)hk(y)y/ Qilhk(y) +
n n n n
+ 5 H (y)g(x)/ hk(y) -z H (Y)a(x) = 1/h (y) +
k=1 k=1 k=" k=1
n n | n n n
+ élek(x) ;;lkaX)y - ;;]Fk(x) E=]fk(x)hk(y)y z;ll/hk(y)}/zv
n n n n
{3y + J;ka(X) QL]]/hk(y) + g;]Hk(y) g;ll/hk(y) -

n 2
-2 H(Y)/ ¥ h, (y) by/72v <
k=Y k=1

oo




‘também,

entao

Seja K

kg

n Il n n
< {|3y + 3 F(x) T 1/h (y) + & H (y) E=

l/hk(y) +
k=1 k=1 k=1

1

n n
+ I Hk(y)/ z hk(y)l}/zv.s
k=1 k=1

S |
sGlyl +nlz (F () +H (W] +nly])/ 2v s
k=1 -

n
c(n+ 3)|y|l +n| z I(Fk(x) + Hk(y))I/ZV
k=

Vix,y) > |y|WVZ

n
Vix,y) 2 [z (H (y) + F (x)) [/V2
1

o
n n n n

{|3y + £ F (x) x 1/h (y) + 5 H (y) g 1/h (y) -
ko] X jup K k=t ¥ k=1 K |
n n

- k>:=1Hk(y)/ llehk(y)l}/ZVs (n+ 3y l/(|yIVZ ) +

n n
el z (RO + O E () + 0D INT) -
k= k=

(2n + 372 p/ x2 + y2 >0

n n n n
=max { |3y + % Fk(x) % |/hk(Y) L) Hk(y) I l/hk(y) -
k=1 k=1 k=1 k=1 |

n n
-z H(y)/ h (y)[}/2v
k=1 k=k
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Temos,

n
Vg ~[(3~n) 2
k:

1 k=1

n n
£ OO )y +nE F(x)g(x)/ z h)]s2v
0

+K [ lg'(X(t +s))y(t + s)|ds + K|p(t,x,y) | +

n n n n
+{z Hk(y)g(x)/ 2 hk(y) - Hk(Y)g(x) z I/hk(y) +
k=1 ¥ fem] k= k=1
T F () R T FOOh (Y)y
+ 3 F (x) £ f(x)y- ¢ F (x)z f (x)h (yly £ 1/h (y)}/2v
k=1 K k=1 K kel K gmy KK k=1 K

Usaremos parte de um termo definido negativo na perturbacao e parte

no retardamento. Ora, a+B = 1, entao

n n n
Ve -[B-n(+8) & f (b Ny’ +n 2 Fg()/E b (y)]/2V +

k=1 k=1 k=1
0
+ K S |g' (x(t + s))y(t + s)|ds + K|p(t,x,y) | +
=
n n n n
+{ =z Hk(y)g(X)/ z hk(y) - I Hk(y)g(X) z l/hk(y) +
k=1 k=1 k=1 kel

n n n n

n
+ 3¢ F(x) £ f(xX)y- 2 F (x)z f(x)h (y) £ 1/h (y)}/2v
k=1 K k=1 K k=l & k=t K K7 g K

n 2 n n
-af(n - 3) = fk(x)hk(y)y +n I F (x)g(x)/ 2 h (y)}/2v

!

k=1 k=1 k=]
n 2 4 n
- gln - 3) x fk(x)hk(y)y +n I Fk(x)g(x)/ b hk(y)}/ZV +
k=1 k=1 aat
0
+ K J |9'(x(t+s))Y(t"'S)Ids'*Klp(t’x’y)l+
-C N

n : n
+ { x Hk(y)g(x)/ I hk(y) -
k=1 7 k=1

n
H (y)g(x) £ 1/h (y) +
=1 K k=1 K

A ™3




n n n n n
+1 F (x) ¢ f (x)y - i—=F_(x) £ f (x)h (y)y T 1/h (y)}/2v
k=l K . K=} K k=l K k=l K K k=l K

Por (42), temos

(=3 £ (y2-n2 F gt/ T h (y)
{-(nh -3)% f h - I F, (x / I h +
I N ST I St b A

-

n n n
H (y)g(x)/ £ h (y) - I H(y)g(x) = 1/h (y) +
o kIR R e KO LY

+
x~ M3

+

xMs

n n n
F,(x) 2 f (x)y - Fo(x) = f (x)h (y)y T 1/h (y)}/2vg
=] K ka1 K k=l K k=) KK k=1 K .

< - Lig'(x)y|

Entao,
0
Vig -aL|g'(X)y| +K/s |g'(x(t + s))y(t + s)|ds +
-z
n

K|p(t,x,y)| - BE(n -3)z ]fk(x)hk(y)yz +
e

n n
+n I Fk(x)g(x)/ )3 hk(y)]/ZV =
k=1 k=1

0
=f {-al |g'(xX)y|/z + K|g'(x(t + s))y(t + s)J}ds +
- T

n n . n
s Klplt, ) | - 8l = 3) & £ 0h (Ny* +n T F g/ T
k=1 k=1 k=1

hk
Ora,

0

S {-al |g"(X)yl/c + k|g'"(x(t + s))y(t + s)|}ds =

-z

0

=/ {-al/z |g'(x)y]| + K|g'(x(t + s))y(t + s)|}ds &
- 5

51

(y)|72v
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0

< 7 KL -]g"()y| + |g'(x(t + s))y(t + s)|}ds
-z

onde a ultima desigualdade decorre de (43). Esta expressao final €

a derivada em relagao a t, da funcional negativa,
0 0

-7 (1 K|g" (x(u))y(u) |du)ds
=t tFs

Desta forma, se fizermos a funcional
0 0
Wix,y) = V(x,y) + Kf (/. |g'(x(t + s))y(t + s)|du)ds
-7 t+s ‘ :

encontraremos
n
2
W' x,y) & Klp(t,x,y) | - 8[(n = 3) = f (x)h (y)y" +
k=1

n n
+n g Fk(x)g(x)/ z hk(y)]/ZV
k=1 k=1

Logo, por (45)
W'(x,y) < O

Como W é radialmente ilimitada, entao toda solugao de (41) com con-

digoes iniciais continuas s3ao (uniformemente) limitadas.
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