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RESUMO

Orbifolds podem ser vistos como generalizacOes de variedades. Podemos
defini-los por cartas e atlas, quocientes de variedades por acdes de grupos ou
grupoides de Lie. Nosso objetivo neste trabalho é caracteriza-los por estas
maneiras distintas e ver as relacdes existentes entre cada definicdo.

Palavras-chave: Orbifolds. Variedades. Atlas. Quocientes. Grupoides.






ABSTRACT

Orbifolds can be seen as generalizations of manifolds. We can define them
through charts and atlases, quotients of manifolds by group actions or Lie
groupoids. Our goal in this work is to study these different approaches cha-
racterize them accordingly and see the relationships between these settings.

Keywords: Orbifolds. Manifolds. Atlases. Quotients. Groupoids.
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INTRODUCAO

Orbifolds, originalmente chamados V-manifolds, foram introduzidos
em topologia e geometria diferencial na década de 1950 por Ichird Satake
nos artigos 'On a generalization of the notion of manifold’ (SATAKE, 1956)
e 'The Gauss-Bonnet theorem for V-manifolds’ (SATAKE, 1957), como uma
generalizacdo de variedades diferencidveis. Nestes artigos Satake provou para
esta nova estrutura teoremas classicos de geometria diferencial, como por
exemplo, o Teorema de de Rham e o Teorema de Gauss-Bonnet. Podemos
pensar em um orbifold como um par formado por um espacgo topolégico, e
uma estrutura de cartas semelhantes as das variedades, formando um atlas.
Esta foi a abordagem usada por Satake em seus artigos.

Na década de 1970, William Thurston, de maneira independente, defi-
niu orbifolds e fez uso desta nova estrutura para seu programa de estudo sobre
geometria de 3-variedades. Orbifolds aparecem no décimo terceiro capitulo
das notas de aula: 'The geometry and topology of three-manifolds’ (THURS-
TON, 2002). Em particular ele cunhou o nome orbifold e descobriu carac-
teristicas desta nova estrutura.

Mais recentemente orbifolds vém sendo representados por grupoides.
Dentre os que desenvolveram esta abordagem, se destacam Ieke Moerdijk e
Dorotea Pronk em ’Orbifolds, sheaves and groupoids’ (MOERDUK; PRONK,
1997).

Gostarfamos de ressaltar que a visdo histdrica aqui exposta diz res-
peito somente ao trabalho iniciado por Satake, isto é, pelo viés da geometria
diferencial. Entretanto orbifolds aparacem em diversas dreas da matematica,
incluindo geometria algébrica, topologia, dlgebra e a teoria fisica de cordas.
Caso o leitor deseje saber mais sobre a histdria dos orbifolds e seus desdo-
bramentos por diversas dreas e abordagens, indicamos a introducio do livro
"Orbifolds and stringy topology’, (ADEM; J.; RUAN, 2007), na qual seus autores

discorrem sobre varios aspectos de suas origens.
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Nosso trabalho é composto de trés capitulos, cada um dedicado a uma
forma de se caracterizar orbifolds. No Capitulo 1 os definiremos via car-
tas e atlas, analogamente ao feito quando se estuda variedades, por exemplo
como em (LEE, 2013). Na sequéncia demonstraremos que orbifolds podem
ser obtidos como quocientes de variedades por grupos de Lie. O Capitulo 3,
e dltimo, se preocupa em estudarmos grupoides, e como a partir destes uma
estrutura de orbifolds surge de forma intuitiva e se relaciona com a primeira

abordagem.
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1 ORBIFOLDS VIA CARTAS

Neste capitulo, estudaremos orbifolds como espacos localmente vis-
tos como conjuntos abertos de espacos euclideanos quocientados por grupos
finitos.

Nossa intenc¢ao neste capitulo é definir cartas e atlas de orbifolds den-
tre outros conceitos. Desta forma, gostariamos de introduzir este novo objeto
de estudo de forma andloga a utilizada em variedades.

Todas as variedades neste trabalho sdo Hausdorff, segundo contaveis e
diferenciaveis (C'°°). Para resultados basicos de variedades, usaremos como
referéncia (LEE, 2013).

1.1 ACOES DE GRUPOS

Definicao 1.1.1 (A¢des de grupos): Seja G um grupo de Lie e M uma vari-
edade. Uma a¢do suave (ou diferencidvel) de G em M € uma funcéo dife-
renciavel 0: G x M — M tal que:

(i) 6(e,p) = p para todo p € M;
(ii) 6(g-h,p) =6(g,0(h,p)) paratodo g,h e Gepe M.

O elemento e representa a unidade do grupo G. Como usual, denota-

remos 6(g,p) por g - p.

Nossas acdes neste trabalho sempre serdo suaves, e desta forma sem-

pre diremos apenas acdo de grupo e queremos dizer acdo de grupo suave.

Observacao 1.1.2 Dada uma agdo de grupo como acima e fixado um ele-
mento do grupo, isto é, §: G x M — M e gy € G fixado, podemos definir a
fungdo 6y,: M — M por 0y, (p) = 0(go,P) = go - p-

Agora se fixarmos um ponto py € M e permitirmos que g € G varie,

podemos definir a fungdo: 0P°: G - M, por 67°(g) = (g,p0) = g * Po-
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Pode-se mostrar que se : Gx M — M é agdo, entdo para todo (g, p) €
GxMe(X,)Y)eTign(GxM)=2T,GeT,M:

d0(gp)(X,Y) =d0P| (X)+ dé)g‘p ().

Uma ideia para demonstrar este fato é utilizar a caracterizagdo de vetores
nos planos tangente T,G e 1, M por curvas. Desta forma, verifica-se que
df(g.p)(X,0) = doP| (X) e analogamente que df, ,)(0,Y’) = dbg, (V).

Para o que faremos nestes primeiros pardgrafos, dois tipos de acdes

nos serdo muito importantes. Sao elas as a¢des efetivas e a¢des livres.

Definicao 1.1.3 (Acdo efetiva, livre): Uma agdo de um grupo de Lie G em
uma variedade M é chamada efetiva se o tnico elemento em G que fixa todos
os p € M é o elemento unidade e. Dizemos que a agdo é livre se nenhum

p € M é fixado por algum g € G \ {e}.

Seja G um grupo de Lie agindo em uma variedade M. Como vimos,
denotamos a agdo por §: G x M — M e escrevemos g - p = 0(g, p). A drbita
de um ponto p € M consiste do conjunto de imagens de p pelos elementos do
grupo e é denotada por G- p := {g-p; g € G}. Denotamos o grupo de isotropia
de p e M por {g € G;gp = p} =: Gp.

Nos préximos capitulos, o seguinte tipo de acdo serd necessdria.

Definicao 1.1.4 (Acdo quase livre): Uma agdo de um grupo de Lie G em

uma variedade M é quase-livre quando cada grupo de isotropia ¢ finito.

Definimos uma relag@o de equivaléncia em M, cujas classes de equi-
valéncia serdo exatamente as 6rbitas da acdo do grupo que age neste espago,
da seguinte forma. Sejam p,q € M, p ~,p g se existe g € G tal que g = g - p.

Note que a classe de um ponto de p € M é dada por [p] = {qe M;3g €
G:q=g-p}={g p;g € G}. Mas este conjunto é a 6rbita de p, isto é,
[p] = G - p. Entdo as classes de equivaléncia de ~,,, sdo as 6rbitas de cada

ponto pela a¢do do grupo G. O conjunto das 6rbitas M /G := M /... , munido

orb

da topologia quociente é chamado de espaco orbital.
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1.2 CARTAS E ATLAS DE ORBIFOLDS

Feitas estas defini¢des preliminares, vamos definir cartas de orbifold.

Definicao 1.2.1 (Carta de orbifold): Seja X um espaco topoldgico e n € N.

Uma carta de orbifold n-dimensional em X é uma tripla (U' ,Gy, ¢y ) onde:

2

6)) U cR" éum conjunto aberto e conexo;
(i) Gy € um grupo finito que age em U efetivamente;

>iil) ¢y: U - X é uma fungdo continua e Gy-invariante tal que U :=
¢ (U) c X é aberto e a aplicagdo induzida ¢y;: U/G — U é um home-

omorfismo.

Por Gy-invariante, queremos dizer que ¢rof, = ¢y paratodo g € G .
Vamos nos referir as cartas de orbifolds apenas por cartas.

Exemplo 1.2.2 (Carta de orbifold): Adaptado de (AMENTA, 2013, Exemplo
1.1.3). Sejam B := By(1) a bola aberta unitdria em R? e Z,, o grupo ciclico.
Vamos identificar R? com o conjunto dos niimeros complexos C e Z,, com o
grupo das n-ésimas raizes da unidade, isto é, Z,, = (e%) . Tal grupo age em
B c C via multiplicagio e esta agdo é suave. Sejam X = B/Z, e ¢: B - X
a projecéo candnica de X. Como ¢ induz um homeomorfismo de B/Z,, em
X, temos que (B, Z,,, ¢) é uma carta 2-dimensional de X.

A imagem seguinte ilustra o caso n = 3. O

Figura 1 — Carta para o Exemplo 1.2.2 no caso n=3.
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Assim como na teoria de variedades, para definir orbifolds temos de
introduzir condi¢des sobre os pontos que ’vivem’ na interse¢do de duas (ou
mais) cartas. Para variedades exigimos que as fungdes de transicdo entre
cartas sejam C*°. Como cartas de orbifolds ndo necessariamente sdo homeo-
morfismos, precisamos duma outra abordagem.

Lembremos que se f: M — N uma funcédo diferencidvel e injetora
entre duas variedades diferencidveis, se para todo ponto de M sua derivada
¢ injetora e f: M — f(M) é um homeomorfismo, dizemos que f é um

mergulho.

Definicao 1.2.3 (Injecdes): Seja X espaco topoldgico. Seja (U‘ ,Gu,ou) e
(‘7, Gy, ¢y ) cartas em X, da mesma dimensdo. Uma injecdo \: ((7, Gy,
ov) » (V,Gy, dy) é um mergulho X: U — V tal que ¢y o A = ¢y

Observe que injecdes podem ser compostas, isto €, se temos duas
injecdes dadas por \: (U,Gu,éu) —» (V,Gv,dv) e u: (V,Gy,dy) -
(W, Gw, ¢w ), entdo a composicio poX: U — W é uma injecio (U, Gy, )
- (W,Gw, ¢w ). Também note que se (U, G, ¢r) é uma carta, entdo cada
g € Gy é uma injecio (U, Gy, ¢u) — (U, Gy, dv).

Definicao 1.2.4 (Compatibilidade e Atlas de orbifold): Seja X um espaco

topologico.

(A) Seja z € X. Sejam ((Z,GUi,qui) e (U;,GUj,¢Uj) cartas de X da
mesma dimensdo n, tais que x € U;nU;. Se existem carta n-dimensional
(W,Gw,¢w) de X com = € W e injecdes Ap,: (W,Gw,dw) —
(Ui,Gu,,¢uv,) € Au,;: (W,Gw,ow) > (U;,Gu,,du,), dizemos que
as cartas (Us, Gu,, ¢u,) e (Uj, Gu,, du, ) sdo compativeis em x.

(B) Um atlas de orbifold n-dimensional € uma colecdo de -cartas
n-dimensionais A = {((72», Gui, ®u;) bier» tais que: U;er U; = X e as car-
tas de A s3o compativeis, isto €, paratodo i, j € I as cartas (U}, Gui,du;)

e (U;,Guj, (ij) sdo compativeis em cada x € U; n Uj.

No que segue, quando dissermos atlas n-dimensional estaremos nos

referindo a um altas de orbifold.
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Observacao 1.2.5 : Note que para todo espago topoldgico, a nogdo de com-
patibilidade entre cartas em um ponto fixo de X define uma relagdo de equi-

valéncia. Este fato pode ser conferido em (WEILANDT, 2007, Proposicao 2.9).

Exemplo 1.2.6 (Atlas de orbifold): Vimos no Exemplo 1.2.2 uma carta ( B, Z,,, ¢)
em um espaco X = B/Z,. Através desta carta podemos definir um atlas,
muito simples, que serd formado apenas por esta carta, isto é, A := {(B, Z,, ¢) }.

]

Assim como no estudo das variedades diferencidveis, temos o seguinte

resultado para orbifolds.

Lema 1.2.7 (Atlas maximal): Seja X um espago topoldgico e A um atlas
n-dimensional para X . Entdo existe um unico atlas maximal 5 contendo .4

para X.

A demonstragdo para este fato pode ser encontrada em (WEILANDT,
2007, Lema 2.11). A ideia € mostrar que a colecdo de todas as cartas n-
dimensionais em X compativeis com as cartas de .4 formara o candidato a
atlas B. A compatibilidade das cartas que formam B decorre da Observagio
1.2.5.

Até o momento sabemos os conceitos de carta e atlas de orbifolds.
O préximo passo € definir uma estrutura de orbifold. Ela serd definida em
analogia a uma estrutura em uma variedade. Uma forma de fazer isto € através
de uma classe de equivaléncia de atlas. Antes disso, precisamos saber quando
um atlas refina outro e quando dois atlas sdo compativeis.

Definicao 1.2.8 (Refinamento): Sejam X um espaco topoldgico e A e I3 dois
atlas em X. Um refinamento A de B é uma funcdo r A — B, tal que
para cada carta (U', Gy, ¢y) de A existe uma inje¢do A\y: (U', Gu,du) —
r(U,Gu, du).
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Definicao 1.2.9 (Equivaléncia): Dados um espago topoldgico X, conjuntos
de indices I e .J e dois atlas n-dimensionais A = {(U;, Gu;, pu;) bier € B =
(v, Hy j,9v )} jes em X, dizemos que estes atlas sdo equivalentes em x €
X sedadas (U, Gy, ¢y ) cartaem Ae (V, Hy, vy ) em B tais que 2 € UnV
existe uma carta (W, Jw, 7w ), ndo necessariamente em .4 ou B, ao redor
de z e injegdes Ay: (W, Jw,w) = (U,GU,¢>U) e Ayt (W, Jw,vw) =
(V. Hy,ov).

Dois atlas em X sdo equivalentes se eles sdo equivalentes em todos os

seus pontos.

Pode-se mostrar que a definicdo anterior nos fornece uma relagio de
equivaléncia, ver (TOMMASINI, 2012, Lema 1.34).

Observacao 1.2.10 (Equivaléncia entre atlas de espagos diferentes): Base-
ada na definicdo (TOMMASINI, 2012, Defini¢do 1.41). Suponha que temos
um atlas A = {(U;, Gy, , ¢u,) }ier de X, um espaco topolégico. Seja X’ um
espago topoldgico, diferente de X e f: X — X’ um homeomorfismo. Entdo
a colegdo f.(A) := {(Ui,Gu,, f o éu, ) }ier é um atlas para X'. Temos entdo
a seguinte defini¢do de equivaléncia entre atlas A e I3 de espacos topoldgicos
X e X' (resp.) distintos.

Defini¢éio 1.2.11 : Seja A é um atlas de X e B um atlas para X’. Dizemos

que A e B sdo equivalentes caso sejam satisfeitas as seguintes condi¢des:
(i) existe um homeomorfismo f: X - X'e
(ii) os atlas f.(.A) e B sdo equivalentes, no sentido da Defini¢do 1.2.9.

Definicao 1.2.12 (Estrutura): Uma estrutura de orbifold em um espago to-
polégico X é uma classe de equivaléncia [A] de atlas em X.

Diremos apenas estrutura para nos referirmos a uma estrutura de or-
bifolds.
Agora j4 estamos com todas as ’ferramentas em maos’ e podemos

definir um orbifold efetivo.
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Definicao 1.2.13 (Orbifold efetivo): Seja X um espago topoldgico Haus-
dorff e segundo contdvel com estrutura [A]. Um orbifold efetivo é um par

(X,[A]) = O. Chamamos X o espago suporte de O e o denotamos por |O|.

Nossos orbifolds serdo sempre efetivos, por este motivo diremos ape-
nas orbifolds.

Exemplo 1.2.14 (Variedade como um orbifold): Ja afirmamos que um orbi-
fold € uma generalizacdo de uma variedade. Vamos verificar este fato.

Seja M uma variedade n-dimensional com atlas A = {(¢a,Ua)},
lembre-se que por defini¢do M é Hausdorff e segundo contavel. Cada U,, c
M € um conjunto aberto e cada ¢,: U, — Ua € um homeomorfismo que tem
como contradominio um conjunto aberto U, c R™. Desta forma, temos que
para todo « o grupo G = {e} age em Ug. Assim podemos definir um atlas
de orbifold para M pela familia de triplas {(U,, {€}, (¢o)~'}. Tal familia é
de fato um atlas de orbifold. Para verificarmos isto precisamos analisar dois
itens: para o primeiro, relativo a cobertura de M, basta notar que M ji é
coberta pelas cartas da variedade e nosso candidato a atlas de orbifold é for-
mado a partir destas. A compatibilidade das cartas decorre das mudangas
de coordenadas entre as cartas da variedade, isto é, as injecdes serdo da-
das pelas fungdes A\ = dor 0 ()" da(Us N Us) = dor(Us 0 Uar),
em que (Uy, ¢o) € (¢L,U,) sdo cartas em A. Portanto toda variedade
n-dimensional pode ser vista como um orbifold que sofre a¢des do grupo

trivial. =

Exemplo 1.2.15 (Orbifold): No Exemplo 1.2.2, construimos uma carta cha-
mada (B,Z,,¢) para o espago topoldgico X = B/Z,; no Exemplo 1.2.6
vimos que {(B,Z,,¢$)} é um atlas para este espagco. Como X é Haus-
dorff, um espago segundo contavel e Z,, age efetivamente em X, temos que
O = (X, [A]) é um orbifold. mi

Finalizando esta secdo, vamos definir aplica¢des diferencidveis entre

orbifolds, a fim de generalizarmos o conceito de variedades para orbifolds.
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Defini¢do 1.2.16 (Aplicagdes entre orbifolds): Sejam O e O’ dois orbifolds
que possuem espagos suporte, respectivamente, X e Y. Uma aplicagdo continua
f: O - O' édita diferencidvel se para todo x € O existem cartas (U, Gy, ¢y)
aoredorde z e (V, Gy, ¢y ) ao redor de f(x) tal que f(U) c V e existe uma
aplicacdo diferencidvel f U -V com ¢y o f: fooy.

Pode-se demonstrar que a composicao de aplicagdes diferencidveis en-

tre orbifolds € diferencidvel.

Definiciio 1.2.17 (Difeomorfismo entre orbifolds): Dois orbifolds O = (X, [A])
e O' = (Y,[B]) sdo ditos difeomorfos se existem aplicagdes diferencidveis
entre orbifolds f: X - Y eg: Y - X taisque fog=idy ego f =idx.

Nesta situagdo f é chamado um difeomorfismo.

1.3 GRUPO LOCAL, ATLAS ORTOGONAL E PROPRIEDADES DAS INJECOES

Nas se¢Oes seguintes faremos uso de algumas propriedades que as
injecdes possuem, a seguir vamos enunciar e demonstrar algumas destas pro-
priedades. Também definiremos o grupo local de um orbifold, alguns resul-
tados envolvendo tal conceito, e atlas ortogonais.

Os préximos resultados exibem algumas propriedades das injegdes.

Lema 1.3.1 (Homomorfismo induzido por injecdo): Sejam (U',GU@U) e
(‘7, Gy, ¢y ) duas cartas em um espago topolégico X. Entdo cada injecdo
X (U,Gu,éu) - (V,Gy,éy) define uma tnica aplicacio \.: Gy
- Gy tal que A(gz) = A\(g)A(z). Além disso A\, é um monomorfismo

de grupos.

Demonstragao: Usaremos nesta demonstragdo um resultado técnico de (MO-
ERDIJK; PRONK, 1997, Proposi¢do A.1), este nos diz que: *Dadas duas injecdes
e pde (U,Gy,¢u) para (V,Gy, by ), existe um tnico h € Gy tal que
M= hol’

Seja g € Gyr. Definimos uma injecio g: (U, Gy, ¢v) — (U, Gy, dv),
viaagdo de Gy em U. Pelo resultado acima, para a inje¢éo dada pela composicio
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Aogeainjecdo A, existe um tnico h € Gy tal que Ao g = ho \. Agora, defi-
nimos A, (g) := h e desta forma obtemos a aplicac¢o desejada. Pelo resultado
citado e pela defini¢do de \., esta aplica¢@o é tinica.Vamos verificar que A,
¢ um morfismo de grupos. Sejam g1, g2 € Gy, hia = A:(g192). Por outro
lado, defina hy := A\, (g1) € ha := A (g2). Dai

higoA=Xogioga=hiodogy=hiohgoA,

temos his = hihs = A (g1) A« (g2). Por fim vamos verificar que \, € injetiva.
Seja g € Gy, suponha que A, (g) = e. Logo

A=eod=)Xog = A(z)=A(gz) = x =gz

para todo x € U. Como Gy age efetivamente, g = e. Portanto a aplicagdo A,
¢ injetiva. Concluimos assim a demonstraciio da proposicao. [

O préximo resultado carateriza a imagem do homomorfismo anterior.

Lema 1.3.2 (Imagem do homomorfismo \.): Sejam A: (U,GU,qﬁU) -
(V,Gv, ¢y) uma injecdo e h € Gy. Entdo h € Im(),) se, e somente se,
M) nhoX{U) 2.

Demonstraciio: Suponhamos que h € Im(\, ), logo h = A\.(g) e
ho A (D) = Au(g) o M(T) = Ag(D) = A (D).
Agora, se u € U
hoA(u) = A (9)A(u) = Mg - u) € A(D).

Logo temos um sentido da demonstracdo completo. Para o outro sentido,
suponhamos que A ¢ Im(\,) e que A(U) nhoA(U) é ndo vazio. Seja A(x) €
AMT)nhoA(T), um ponto que ndo é fixado por nenhum elemento néo trivial
de Gy (tal ponto existe porque O™ € denso, o que segue do Lema 1.3.6).
Desta forma dado z € U, A(z) € h o \(U), assim existe y € U tal que A(z) =
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h o A(y). Como A é injeo segue que
du(z) = dv(M2)) = dv(hoA(y)) = dv(A(y)) = du(y).
Entio existe g € Gy tal que y = gz. Desta forma
A(@)h o M(gx) = hA(g)A(z).

Uma vez que A(z) ndo é fixado por Gy, devemos ter h\.(g) = idg, . Logo
h=X:(g)"t =X(g7") eIm()\,) o que nos gera um absurdo.
Portanto temos que / € Im(\, ) se, e somente se, \(U)nho\(U) # @,

finalizando a demonstrag¢@o do teorema. [

Corolario 1.3.3 : Sejam (U, Guy,ou)e (‘7, Gy, ¢y ) duas cartas no espago
topolégico X, X: (U, Gy, éu) - (V,Gyv, ¢y ) uma injecdo e = € U. Entdo
para qualquer escolha de 2y € U e zy € V tais que ¢y (zp) =2 = oy (zy),
temos que os grupos de isotropia (Gy ), € (Gv )z, s@o isomorfos.

Demonstracao: Sejam zy € U e x, € V como no enunciado. Dado g €
(Gv)A(zr) temos que gA(zy) = A(zy). Logo, lema anterior, o conjunto
(GV)x(zy) € contido na imagem de A,. Isto significa que A, mapeia iso-
morficamente (Gy )z, em (Gv)a(zy)- Como ¢y (Mzv)) = dv(ay) =
¢v(wy), existe h € Gy tal que M(zy) = hxy. Portanto (Gv)a(ay)
= h(Gv )z, h™'. Em particular os grupos (Gv)a, € (Gv)(zy) $30 iso-
morfos. Por fim, como A, mapeia isomorficamente (Gr)z, em (Gv ) x(zy)>

temos que (Gy )z, € (Gv )z, sdo grupos isomorfos. ]

Observe que se O é um orbifold e (U, Gy, ¢p), (V,Gy,¢y) sio
cartas ao redor de um ponto , entdo (G )z, 2 (Gv )z, emque 2y € g7 ()
exy € ¢7' (x). Pois as cartas sdo compativeis, logo podemos usar o resultado
anterior.

Vamos definir o grupo local de um orbifold.

Defini¢do 1.3.4 (Grupo local): Sejam O = (X, [.A]) um orbifold e = € X.
Dada uma carta (U, Gy, ) em A com z € ¢y (U) = U, escolha zyy € U
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tal que ¢y (zy ) = x. Definimos o grupo local (isotropia) de x, denotado por

Iso(z), como a classe de isomorfismos do grupo (G )z, -

Defini¢io 1.3.5 (Conjuntos singular e regular): Seja O = (X, [A]) um orbi-
fold. Um ponto x € X € singular se Iso(z) + {e} e 2(O) = {x € X;Iso(x) #
{e}} é denominado conjunto singular de x. Se Iso(x) é trivial, 2 é chamado

regular e o conjunto dos pontos regulares é denotado por O™,

Na sequéncia, vamos demonstrar um resultado sobre atlas de orbi-
folds. Mostraremos a existéncia de atlas ortogonais.

Antes precisamos introduzir o seguinte conceito: uma agdo de grupo
G numa vizinhanga aberta U de O em R"™ ¢é dita ortogonal quando o grupo
G é um subgrupo do grupo ortogonal O(n) e age pela agdo canonica, isto €,
multiplicacdo por matrizes.

Primeiro faremos um lema para existéncia de cartas ortogonais.

Lema 1.3.6 Se (U, Gy, ¢y) é uma carta num espaco topolégico X, W c U
é aberto e = € W, entdo existem uma carta (V,Gy, ¢y ) tal que 2 € V
W, Gy = Iso(x) age ortogonalmente e uma injecio X: (V,Gy,dy) —
(U,Gu, ¢v).

Demonstracao: Esta demonstrac@o é adaptada de (CARTAN, 1953-54, Lema
1) e (BORZELLINO; BRUNSDEN, 2008, Proposi¢ado 8).
Seja ¥ € (b‘Ul(x). Substituindo T pela componente conexa de T em

M 9o (W) e Gy por (Gy)z e usando que a composicio de injegdes
9¢(Gu)=
€ uma injecdo, podemos assumir que Gy = Iso(z). Note que esta agdo é

efetiva, pois se N denota seu nicleo, entdo o Corolédrio 1.3.3 implica
(Gv)z/N = ((Gv)z/N)z = (Gu)a,

e portanto N € trivial.
Por meio de uma traslagdo podemos fazer com que 7 = 0 € R".
Definamos F: U ¢ R" - To,U = R™ por

B 1
| Gu |

F(y) > dbg (g7'y),

geGu
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em que TOU' representa o espaco tangente no ponto 0; | Gy | representa a
ordem do grupo (finito) Gy e 0, é a funcdo que associa a cada y ¢ U o
elemento 6, (y) = g - y, como na Observagio 1.1.2. Entio para todo = € ToU

temos

Z dy, 0 Og1 ().

1
| Gu | 9¢Gu
Segue pela regra da cadeia e pela linearidade de dﬁg‘o que dFy(z) = x.
Pelo Teorema da aplicacdo inversa, existe uma vizinhanga W c U do
ponto 0 € R™ tal que F := F_: W — F(W) é um difeomorfismo. Substi-

tuindo W pela componente conexa de 0 em ) g, podemos assumir que
9eGu

W é Gy-invariante.
Temos, por uma verificagio direta, que

F(g-y) =F_(9-v)
> b, (R (g y))

T Gu | GU | nécy

| GU | hEzG:U d9h|0 _1h)_1 ')
IGuth g (K7 - y) k=g 'h
|GU|hZ dfy, (db, (k™ - y))
d9g|0(| G |hez(; by, (k7" )

= dy (Fi.(9-y)) = dbg (F(g-y))

paratodo g € Gy e todo y € W. Podemos usar V; = F(W), ov, = ¢u o F_l
e Gy, = {dﬂg‘o;g € Gy} para obtermos carta (V7, Gy, , ¢y, ), em que Gy,
age linearmente. Como a agéo ¢é efetiva, assumimos que Gy, ¢ GL(n,R).
Observe que \ := ioF Vi — U, define uma injegio (V1,Gv,, v, ) —
(U,Gu, év).

Considere a extensdo linear unica da agdo de Gy, para R" e, para

z,y € R", defina
> {9z, gy),

géGVl

1
B(z,y) = m
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em que (, ) denota o produto interno usual. Como B é um produto interno
A e GL(n,R) tal que B(z,y) = (Ax, Ay).
Definamos V5 := AV, e para g € Gy, G := AgA~' € GL(n,R). Como

B é Gy, -invariante, temos

(G2.gy) = (AgA™'z, AgA™ly)

= B(gA 'z, gA™y)

=B(A 'z, A™ly)

= (z,y).
Logo g€ O(n).

Asim, com V5 = AV, ¢y,: Vo - X com ¢y, = ¢y, 0 Al e Gy, =

AG'y, A™! obtemos a carta (172, Gv,, ¢v, ) do espago topolégico X com uma
acdo ortogonal. [

Proposicio 1.3.7 (Atlas ortogonal): Dado um atlas A = {(U;, Gu., v, ) Yier
num espaco topoldgico X, existe um atlas equivalente 5 = {(‘7], Gv;: v;) tes
tal que cada Gy age ortogonalmente.

Demonstracio: Seja z € X. Entdo existe uma carta (U, Gy, ¢y) € A ao re-
dor de z. Pelo Lema 1.3.6, acima, existe carta (‘7357 Gv,,dv, ) talque Gy, age
ortogonalmente em V, e \: (V,, Gy, ¢v.) - (U, Gy, ¢p) é uma injegdo.

Definamos B := {(V,,, Gv., ¢v, ) }wex, colegio de cartas ortogonais.
Vamos mostrar que B € o atlas procurado, mas para isso temos que verificar
que é de fato um atlas e que € equivalente ao atlas A.

Primeiramente, temos que B cobre o espaco topoldgico X, no sen-
tido de estar contido na unido de todas as cartas. Sejam (V,,,Gv,, ¢y, ) e
(%,Gvy,qbvy) duas cartas em B3 tais que z € V, nV, e (UinUﬂd)UiL
(l7j, Gu,,¢u,) cartas do atlas A. Existem injegdes \,: (1730, Gy, ,dv,) —
(Ui, Gu,. du,) € Ay (Vy, Gy, ¢v,) » (U;,Gu,, éu,). Para concluir que
B ¢ atlas, precisamos construir injecdes (V, Gy,,dv,) > (V'y, Gv,,dv,) e

(I7y, Gvy,,dv,) (Vs Gv,,dv, ). Vamos construir estas inje¢des. Como A
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¢ atlas, existe W c U; n U; e injegdes
7,20, AW LT 2,

Compondo \; e A; por elementos de Gy, e Gy,, respectivamente e dimi-
nuindo W se necessério, podemos assumir que \; (W) c A\, (V.) e A;(W) c
Ay (V). Desta forma, (\;)"o); e (A,) " o) sio as injecdes que desejamos.

Agora vejamos a equivaléncia dos atlas. Seja (U,Gy,dy) € Ae
(Vo,Gv.,¢v,) € Btais que Un'V, # & e seja z € U N V,. Para mostrar a
equivaléncias entre os atlas, precisamos exibir uma carta (W, G, ¢) ao redor
de z e injecdes (W,G,¢) - (U,Gu,¢v) e (W,G,¢) - (Va, Gy, dv,,).
Seja W vizinhanga aberta em torno de z suficientemente pequena. Pelo Lema
1.3.6 e um raciocinio andlogo ao do pardgrafo anterior, podemos definir as

injecdes desejadas. Portanto A é equivalente a B. [ ]

Observacao 1.3.8 As cartas construidas no Lema 1.3.6 sdo chamadas de car-
tas ortogonais e o atlas construido a partir destas cartas ¢ chamado de atlas

ortogonal.

Neste capitulo definimos um orbifold via cartas e atlas, e também vi-
mos algumas propriedades das inje¢des e conceitos recorrentes no estudo dos
orbifolds.
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2 ORBIFOLDS VIA QUOCIENTES

Nosso préximo objetivo sera nos preparar para uma outra forma de ca-
racterizar um orbifold. Para isso precisaremos estudar a¢des de grupos cha-
madas préprias e as propriamente descontinuas e também serd necessario o
Teorema do Slice. Com estes resultados em maos, mostraremos que orbifolds
podem ser obtidos através de variedades quocientadas por grupos de Lie, com
certas exigéncias sobre a acdo deste grupo.

Até o momento vimos alguns exemplos de orbifolds pela defini¢do.
Nas proximas se¢des veremos como obter orbifolds via quocientes de varie-
dades por acdes de grupos, desta forma poderemos produzir uma vasta gama

de exemplos.

2.1 QUOCIENTE E ACOES DE GRUPO

Vamos nos desviar por alguns momentos das cartas e dos atlas. Nesta
secdo discutiremos um tdpico importante no estudo de orbifolds, acdes de
grupos de Lie em variedades diferencidveis. Alguns resultados sobre esta
teoria nos auxiliardo, pois veremos que sob certas hipdteses o quociente duma

tal acdo nos fornece um orbifold.

Lema 2.1.1 (Projecdo candnica é aberta): Para qualquer ag@o continua de
um grupo de Lie G’ em uma variedade diferencidvel M, a projecdo candnica
m: M — MG é aberta.

Demonstraciio: Seja U ¢ M um conjunto aberto e consideremos 7(U). Este
conjunto serd aberto se, e somente se, 7 (7(U)) é aberto. Note que

m (w(U)) ={gx;9€G,xel}
= UgeGg. U
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Como U ¢ aberto g - U é aberto para todo g € U, logo n~1 (7 (U)) é
unido de abertos e portanto aberto. Desta forma 7w (U) é aberto. Portanto a

projecdo candnica € aberta. [

Estudaremos a seguir as agdes prdprias e as acdes propriamente des-

continuas.

2.2 ACOES PROPRIAS E PROPRIAMENTE DESCONTINUAS

Esta secdo tem como alvo definirmos dois tipos de acdes de grupo.
Feito isto, estabeleceremos algumas propriedades que nos serdo muito tteis
na caracterizacdo de orbifolds via quocientes.

Vamos iniciar pela acdo chamada préopria. Antes de defini-la precisa-

mos do conceito de fungdes proprias.

Definicao 2.2.1 (Fungdo propria): Dados X e Y dois espacos topoldgicos e
uma fun¢fo continua f: X — Y, dizemos que f é prdpriase paracada K c Y

conjunto compacto, temos que f~1(K) ¢ X é um conjunto compacto.

Observacao 2.2.2 (Fato técnico): Pode-se mostrar, (LEE, 2013, Teorema A.57),
que se X € um espaco topoldgico e Y é um espaco localmente compacto e

Hausdorff, entéo toda fungio prépria f : X - Y é fechada.

Definicao 2.2.3 (Acdo propria): Seja G um grupo de Lie agindo em uma
variedade M por meio da agdo 6: G x M — M, em que (g,p) — g - p.
Dizemos que 6 € uma agdo prdpria se a fungdo ©: G x M — M x M dada

por (g,p) = (g-p,p) é propria.

Como dissemos na motivagdo, queremos saber quando um espago or-
bital tem estrutura de variedade diferencidvel. Se a agdo for prépria temos
alguns resultados auxiliares que nos facilitardo esta tarefa.

Um primeiro resultado com esta hipétese adicional sobre o grupo nos
garante que o espago orbital ¢ Hausdorff ao espago orbital. Lembramos que

todas as nossas acgdes de grupos de Lie sdo suaves.
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Lema 2.2.4 : Se um grupo de Lie age propriamente em uma variedade, entdo

o espago orbital € Hausdorff.

Demonstracao: Sejam G grupo de Lie agindo propriamente em uma varie-

dade M e m: M — M /G aprojegio candnica. Pela defini¢do de a¢do prépria,

temos que ©: G x M — M x M com (g,p) — (g-p,p) é prépria.
Definamos agora, o conjunto

0:=0(GxM)={(9-p.p)e M xM;peM,ge G} c MxM.

Note que, se (p, q) € O entido existe (g,m) € G x M tal que (g, m)
= (p,q). Logo g-m =pe m = q. Desta forma, g - g = p. A reciproca é direta.
Dai temos que (p,q) € O se, e somente se, p e ¢ estdo na mesma Grbita da
acdo de G.

Por hipétese O é prépria. Como O é continua, pela Observagdo 2.2.2
acima, © € uma funcao fechada. Como G x M € um conjunto fechado, temos
que O = O(G x M) é um conjunto fechado em M x M.

Agora, dados pontos p e g em M, se supusermos que 7(p) # 7(q) em
M|/G, entdo p e g estdo em orbitas distintas. Desta forma (p,q) ¢ O. Como
O ¢ fechado, seu complementar € aberto. Logo existe uma vizinhanga aberta
U xV para (p,q) € (M x M)\ O. Entdo 7(U) n7(V) = @. Como 7 é uma
fungéo aberta, m(U) e w(V') sdo vizinhangas abertas e disjuntas de 7(p) e
m(q) em M /G. Portanto M /G é Hausdorff. |

Observaciio 2.2.5 (Caraterizacdes de acdes proprias): As vezes pode ser
um pouco complicado de verificar se uma a¢do € propria apenas pela definicdo.
Mas pode-se mostrar, (LEE, 2013, Proposi¢do 21.5), que quando G € um grupo

de Lie agindo em uma variedade M, sdo equivalentes:
(1) A ag@o é propria;

(2) Se (p;) é uma sequéncia em M e (g;) é uma sequéncia em G tais que
tanto (p;) quanto (g;p;) convergem, entdo uma subsequéncia de (g;)

converge;
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(3) Para todo subconjunto compacto K c M, o conjunto Gk := {g € G;(g-
K)n K # @} é compacto.

Através destas outras duas formas de caracteriza¢do de uma agéo pro-
pria, podemos demonstrar dois resultados interessantes sobre ag¢des proprias

em grupos de Lie com certa facilidade.

Proposicao 2.2.6 : Toda acdo de um grupo de Lie compacto em uma varie-

dade € prépria.

Demonstragao: Sejam G um grupo de Lie compacto agindo em uma varie-
dade M e (p;) € (g;) sequéncias como no item 2 da observagio acima. Como
o grupo é compacto entéo é sequencialmente compacto. Dai, a sequéncia (g; )

possui uma subsequéncia convergente. Portanto a a¢do é propria. [ ]

A outra proposi¢do diz respeito aos grupos de isotropia de cada ponto

do conjunto.

Proposicao 2.2.7 : Se um grupo de Lie G age propriamente em uma varie-

dade M, entdo cada grupo de isotropia é compacto.

Demonstracao: Vamos usar a caracterizacio 3 feita na Observagdo 2.2.5.
Seja p € M. Definamos K := {p}. Note que

Gr={9eGi{g-p}n{p}#2}={geG;g-p=p}=G,.

Logo o conjunto G é o grupo de isotropia de p. Como a agdo é
propria e K € compacto temos que G i é compacto. Portanto o grupo de iso-

tropia de p é compacto. [ ]

Assim como motivado anteriormente, as a¢des proprias nos sdo de
grande valia. Pois, um grupo que age desta forma livremente em uma vari-
edade diferencidvel gera um espago orbital com uma estrutura de variedade

diferenciavel. O resultado seguinte nos garante isto.
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Proposicao 2.2.8 : Seja G um grupo de Lie agindo suave, livre e propria-
mente em uma variedade M. Entdo o espaco orbital M /G possui dnica es-
trutura diferencidvel (de variedade) de dim(M) - dim(G) tal que a projegdo
candnica m: M — M /G é uma submersio.

De forma resumida, o ponto mais importante da demonstracao € de-
finir as cartas para o espago orbital. Esta construcdo é feita usando um tipo
especial de cartas chamadas cartas adaptadas. A definicdo precisa destas
cartas e a prova com detalhes pode ser conferida em (LEE, 2013, Teorema
21.10).

Agora, veremos uma outra a¢io definida a partir da acdo propria que
serd uma ferramenta muito util para se ’criar’ orbifolds; vamos definir o con-
ceito de agdo propriamente descontinua. Um grupo discreto € um grupo de
Lie O-dimensional, isto €, um grupo finito ou enumeravel com a topologia

discreta.

Definicao 2.2.9 (Acdo propriamente descontinua): Uma agio propria 6: G x
M — M de um grupo de Lie discreto G em uma variedade M é chamada de

propriamente descontinua.

Observacao 2.2.10 : Seja G um grupo discreto que age propriamente des-
continuamente em uma variedade M. Pela Proposic¢do 2.2.7, as isotropias sao

finitas.

A seguir, uma condi¢@o necessdria e suficiente para uma a¢ao em um

espaco Hausdorff ser propriamente descontinua.

Proposicao 2.2.11 : Uma a¢o de um grupo discreto G em um espago Haus-
dorff X € propriamente descontinua se, e somente se, para todos x,y € X
existem vizinhangas V,, de = e V,, de y tais que o conjunto {g € G; g-V,nV,, #
@} é finito.
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A ideia principal da demonstracéo deste fato é mostrar que dado G um
grupo topoldgico agindo em X um espaco Hausdorff a agcdo é prépria se, e
somente se, para todo x, y € X, existem vizinhangas abertas V,, de x e V,, de y
tais que o conjunto {g € G;g-V, NV, # @} c G é compacto. A demonstracdo
deste fato, com todos os detalhes encontra-se em (BRAKKEE, 2013, Teorema
1.1.16).

Lema 2.2.12 : Seja M uma variedade e G um grupo de Lie discreto agindo
de maneira descontinua em M. Entdo para cada vizinhanga aberta V' de x €
M temos:

(a) Existe uma vizinhanca aberta e conexa U c V' de x tal que U € invariante
porG,eUng-U=gparatodog ¢ G, e

(b) Se U ¢ vizinhanca aberta e conexa de x tal que U ¢ invariante por G e
Ung-U = @ para todo g ¢ G, entdo a aplicacdo canbnica U /G, - X /G
¢ um mergulho topolégico.

Demonstracao:

(a) Seja x € V. Pela Proposi¢do 2.2.11, existe uma vizinhanca Uy de z tal
que o conjunto H = {g € G;g-Uyn Uy + @} é finito. Substituindo Uy
por Uy NV, garantimos que Uy c V. Note que G, € H. Se H = G,

seja U a componente conexa de x em (] ¢-Up. Logo U € invariante
9€Gz
por G, e para g ¢ G,, por construcdo U ng-U = @& . Suponha agora que

G, ¢ H. Como H é finito, H\ G, ={¢1,...,9,} é finito. Seja y; := g;x
parai = 1,...,n. Entdo nds temos que y; # x parai = 1,...,n. Como
M ¢é Hausdorff, existem vizinhangas abertas V; de x e V de y; para cada
i, taisque V; nV/ = @. Entdo U, := V; n g;l -V; é uma vizinhanca aberta
de x tal que U; ng; - U; = @. Seja agora, U:=Un...a0Uy, logo Ué
vizinhanga de - com U n g - U = @ para todo g € G \ G,. Finalmente, a

componente conexa U de x em U n U, tem as propriedades desejadas.
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(b) Seja U definido com em (a) e f: U/G, — M /G definida por f([z]) =
[«]. Pela construgdo do conjunto U acima teremos que f € injetiva. De
fato, suponha G-p = G -q parap,q € U e sejar € G tal que g = rp. Como
Ung-U=gparage G~ Gy, temos que r € G, logo G, -p =G, -q.

Note que o seguinte diagrama comuta:

U—* o x

L

onde i é ainclusdoe U - U/G, e M — M/G sio as projecdes candnicas.
Como estas trés aplicacdes sdo continuas e abertos, teremos que f é continua

e aberta. Desta forma, temos que f é um homeomorfismo na sua imagem. m

2.3 TEOREMA DO SLICE

Veremos nesta se¢do um resultado que nos permitird estudar uma agéo
de um grupo de uma forma local. Ele nos ensina como podemos interpretar a
acdo sofrida pelo grupo em uma vizinhanga aberta da 6rbita de um ponto.

Comegamos com a defini¢do de um slice de (ALEXANDRINO; BETTIOL,
2010, Defini¢ao 3.33).

Lembre-se que dada uma agdo de grupo : G x M — M e gy € G
fixado, podemos definir a fungdo 6,,: M — M por 04, (p) = 0(g0,p) = go - -
Agora se fixarmos um ponto pg € M e permitirmos que g € G varie, podemos
definir a fungdo: 67°: G — M, por 67°(g) = (g,po) = g - Po, COMO na
Observacio 1.1.2.

Definicao 2.3.1 (Slice): Sejam M uma variedade, G um grupo de Lie e
0: G x M — M uma ac¢do. Um slice em py € M € uma subvariedade mergu-

lhada S}, contendo py e satisfazendo as seguintes propriedades:
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() TpoM = db* (TeG) ® Ty, Sp, € TpM = db} (TeG) + T, Sp,. para todo
D€ Spys

(ii) sepe Sy, e geGp,,entdo g-pe Sp,;
(iii) se p € Sp, e g € G sdo tais que g-p € Sy, entdo g € Gy, .
A préxima defini¢do serd utilizada no teorema a seguir.

Definicao 2.3.2 (Produto cruzado): Sejam G um grupo de Lie agindo em
um M uma variedade e H um subgrupo mergulhado de G. Se H age em
G x M por h(g,z) = (g-h™',h-x) com h € H, denotamos o espago orbital
(G x M)/H := G xg M. Este espaco é denominado produto cruzado de G
em M por H. A 6rbita de um par (g, x) € G x M é denotada por [g, z].

Lembremos que se temos agdes 0: Gx M - M e®: Gx N - N,
do grupo G em variedades M e N, uma aplicagdo f: M — N ¢ dito G-
equivariante se paratodox € M, g € G: 0'(g, f(x)) = f(0(g,x));

Agora podemos enunciar o Teorema do Slice.

Teorema 2.3.3 : Sejam M uma variedade, G um grupo de Lie, §: G x M —

M uma agdo prépria (e suave) e U uma vizinhanga aberta de py em M. Entdo
(A) existe um slice Sp, em pg contido em U;

(B) existe um difeomorfismo G-equivariante entre 6(G,.S,,) e o produto

cruzado G x¢,,  Spy-

A demonstracdo destes resultados é bem técnica e envolve alguns le-
mas. Confira em (ALEXANDRINO; BETTIOL, 2010, Teoremas: 3.35 e 3.40).
Observe que primeira parte do teorema anterior, garante que podemos en-
contrar uma vizinhanga, o slice, contida em U arbitrariamente pequena. Na
literatura sobre a¢des de grupos de Lie, costuma-se chamar a parte (A) de Te-
orema do Slice e a parte (B) de Teorema da Vizinhanca Tubular equivariante.

Este resultado serd importante num futuro préximo quando demons-
trarmos o Teorema do quociente por acdes proprias, Teorema 2.4.6, para or-

bifolds. Pois ele nos ajudard a definir nossas cartas.



43
2.4 ORIBFOLDS EFETIVOS VIA QUOCIENTES

Comecaremos mostrando que se um grupo age propriamente descon-
tinuamente em uma variedade, o espaco orbital possui uma estrutura de or-
bifold. Este resultado é apresentado no artigo precursor de (SATAKE, 1956)
como uma observacdo. Uma demonstracdo € feita em (THURSTON, 2002,
Proposi¢do 13.2.1) onde o autor apenas constréi as cartas. Nosso objetivo
¢é fazer uma demonstracio na qual vamos construir as cartas e as injecoes.
Aqui seguiremos as ideias expostas em (BRAKKEE, 2013, Teorema 2.1.9),
com algumas adaptagdes. Na sequéncia como em (AMENTA, 2013, Proposicio
1.2.1), generalizaremos esta construgio para certas acdes proprias usando o

Teorema 2.3.3, do Slice.

2.4.1 Acdes propriamente descontinuas

Teorema 2.4.1 : Seja M uma variedade n-dimensional na qual G um grupo
discreto age suave, efetiva e propriamente descontinuamente. Entio M /G

possui uma estrutura de orbifold com dimenséo dim(M/G) = n.

Demonstracao: Sejam M uma variedade e G um grupo discreto agindo em
M suave, efetiva e propriamente descontinuamente. A fim de mostrar que
M /G tem uma estrutura de orbifold precisamos verificar que este espaco é
Hausdorff e segundo contavel; construir cartas e um atlas. De fato, o quoci-
ente serd Hausdorff pois a acdo é propriamente descontinua e logo € prépria.
Como a projecéo candnica M — M /G é uma fungdo aberta e M é segundo
contdvel, temos que o espago orbital serd segundo contdvel. A construgdo das
cartas e do atlas nos demandam mais esforgos.

Vamos construir as cartas: sejam m: M — M /G a projegéo candnica
e x € M/G. Seja também, T € 7~!(x) ¢ M. Pelo Lema 2.2.12 existe uma
vizinhanga aberta conexa U, deT que € invariante por G’ tal que U.Ng-Uy =
@ para todo g ¢ Gz. Além disso, temos que f: UI/GZ — M /G definida por
f([y]) = [y] é um homeomorfismo em sua imagem.
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Seja ¢: V, — Vz Vo,cMe Vz c R™ uma carta de M ao redor do

ponto 7. Agora definamos U/, como a parte conexade () g-(U,nV;). Note
que U, c V,,. Como G é finito e a aplicagio y — g- ygg(l;l;l homeomorfismo,
entdo U/, é aberto. Observando a construgio de U, temos que este conjunto
¢ invariante por Gz e que U, Ng- U, = @, para todo g ¢ Gz. A aplicacdo f,
¢ um mergulho topoldgico que leva U, /Gz em U, := f,(U./Gz) c M/G.
Seja W, = ¢,(UL) ¢ R™. O grupo Gz age em W, por: g-w =
#.(g - ;' (w)), note que esta acio é efetiva. Como ¢, ': W, — UL é G-
equivariante, induz um homeomorfismo qbi;clz W,/Gz — U./Gz. Temos
entdo o seguinte diagrama comutativo:
41
w, ———=U,

x

L

3! i

em que setas verticais séo as projecoes candnicas. Seja 1, W, — M /G defi-
nida por ¢, () = fo([63" (1)]) = f2(3, [y]). Entio a tripla (W, G, v,
onde ¢, (W) = U,, é por constru¢do uma carta para M /G.

Vamos agora construir uma atlas a partir destas cartas construidas an-
teriormente. Note que para cada ponto em M /G podemos criar uma carta
como acima. Entdo a cole¢do de todas essas cartas, digamos .4, cobrird este
espago. Precisamos verificar a compatibilidade entre as cartas do nosso candi-
dato a atlas A = {(Wy, Gz, ¥3) fzemr. Sejam (W,, Gz, 5) e (W, Gy, 1)
cartasem Aesejaz e Uy nU, c M/G, ¢pp: U'y > Wye g, Uy - W,
onde U,,U, ¢ M e ¢.(Uy) = U, cR"e #y(Uy) = U, c R™, respectiva-
mente. Sejam Z, e 7' (2) U, ¢ M e Z, e 7' (z) n U, ¢ M. Entdo existe
g € G tal que Z, = gZ,. Entdo U, n gU, € vizinhanga aberta de Z,. Pelo
Lema 2.2.12 existe U c U, n gU, vizinhanga de Z, que é Gz, -invariante e
a aplicacio candnica f>: U/Gz, — M/G é mergulho topolégico. Defini-
mos ¢: ¢, (T) = M/G por 9 (p) = f=, ([¢7'(p)]). Assim obtemos carta
(¢2(0), Gz, 1) com imagem uma vizinhanga de z em U, n U, e injegdes
para (W, Gz, v¥,) e (Wy, Gy, ¢,,) dadas por A, a inclusdo de (U para W,
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€ )\y = ¢y 0971 °¢;1-
Concluimos que M /G tem uma estrutura de orbifold. [

Exemplo 2.4.2 : Seja O := R?/Z3, onde Z3 age em R? via rotagio de 27/3,
analogo ao feito no Exemplo 1.2.1. Note que Z3 € um grupo discreto e que
a acdo é propria, basta usar o item (2) da Observagdo 2.2.5. Desta forma o

teorema anterior nos garante que O é um orbifold. O

2.4.2 Acdes proprias

Agora queremos caracterizar orbifolds como quocientes por a¢des pro-

prias. Precisaremos dos seguintes lemas.

Lema 2.4.3 : Dado um grupo de Lie G e um subconjunto finito F' c G, existe

uma vizinhanga aberta C' de e tal que se g1, g2 € C, entdo g7 1gs ¢ F ~ {e}.

Demonstragio: Seja f: G x G > (g1,92) = g1 g2 € G continua. Como
G~ (F~{e}) éaberto, U := f71(G ~ (F ~ {e})) é vizinhanca aberta de
(e,e). Logo existe vizinhanga aberta C' c U de e. Desta forma, se g1, g2 € C
entdo g;1ge ¢ F \ {e}. |

A demonstracdo do préximo lema pode ser encontrada em (ALEXAN-
DRINO; BETTIOL, 2010, Proposicao 3.28).

Lema2.4.4 : Seja §: G x M uma acdo de um grupo de Lie G em uma
variedade M. Seja 6P: G/Gp, - M definida por P o =0P emque m: G —
G/G,, é a projecdo candnica. Entdo 0P é uma imersdo injetiva, cuja imagem
€ G-p. Em particular, G- p é uma variedade imersa de M. Também, se a acdo
é propria, entdo 67 é um mergulho e G - p é uma subvariedade mergulhada de
M.

Observacao 2.4.5 : O lema anterior implica se a agdo é quase livre, isto
é, cada grupo de isotropia é finito, todos os slices tém dimensdo dim(M ) —

dim(G) e a condicio (i) da Definicio 2.3.1 € equivalente a
T,M =T,(G-p) ®T,S,, paratodo p € Sp,.
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Teorema 2.4.6 : Seja G um grupo de Lie k-dimensional agindo suave, efe-
tiva, propriamente e quase livremente em )M uma variedade diferencidvel n-
dimensional. Entdo M /G possui estrutura candnica de orbifold de dimenséo
n—k.

Demonstragio: Seja M /G como no enunciado. Para verificarmos que existe
uma estrutura de orbifold, precisamos mostrar que este espaco é Hausdorff e
segundo contdvel e exibir um atlas.

Como G ¢é um grupo de Lie que age propriamente em M, o espaco
orbital € Hausdorff. Também, este espaco é segundo contével pois a projecio
candnica € aberta.

Vamos as cartas. Seja p € M. Pelo Teorema do Slice existe um slice
Sp em p contido no dominio de uma carta adaptada da subvariedade S,,. Em
particular, a vizinhanga N,, = GS,, da 6rbita G - p e Np € equivariantemente
difeomorfa a G xg, Sp. Como a agdo € quase-livre, o grupo G, € finito e
e dim(S,) = n - k. Seja K, c G, dado pelo niicleo do homomorfismo
0: G, — Diffeo(S,) definido por 8(g)(q) = 0(g,q). Desta forma G,/K,
age efetivamente em S,,. Para simplificar nossa notacdo, vamos cometer um
abuso de notacdo e escrever apenas G,, ao invés de G,/K,,. Nossa intengdo
¢ construir uma carta para M /G da seguinte forma: (S,,Gp,¢,), em que
¢p: Sp — M /G é aprojegdo candnica. Note que S;, ndo é um subconjunto de
R™ ¥ mas localmente é homeomorfo a um subconjunto aberto de Rk, pois
esta contido no dominio de uma carta de M. Falta apenas verificar que ¢,
induz um homeomorfismo de S, /G, em ¢, (.S, ). Note que N, é difeomorfo,
por um difeomorfismo G-equivariante, a (G x¢, Sp,) pelo Teorema do Slice,
logo N, /G = (G xg, Sp)/G. Agora, temos que (G xg, Sp)/G, = Sp/G)
via G,/S, 3 [2] v [[e.2]] € (G xG, 5,)/GCp ¢ (G xa, 5,)/Gy 2 [[g.2]] =
[z] € Sp/G,. Note que ambas as fungdes estdo bem definidas, sdo continuas
e uma € a inversa da outra. Logo, por transitividade, NV, /G é homeomorfo a
Sp/Gp.

Desta forma (.S, G, ¢,,) € uma carta para o espago orbital M /G;

Falta apenas o atlas. Devemos verificar duas coisas para que as car-
tas anteriores formem um atlas para M /G: (i) as cartas de A = {(S,, Gp,

®p) pems devem cobrir o espago orbital (no sentido de unido) e (ii) compa-
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tibilidade entre tais cartas. De fato, para qualquer [¢] € M /G existe um
p € M tal que m(p) = ¢ e existe uma carta (S, Gp,¢p) € A. Assim
M|G =Upens Np/G.

Precisamos verificar a compatibilidade entre as cartas do nosso can-
didato a atlas, este € um raciocinio bem técnico e envolve algumas etapas.
Sejam ¢1: S1 > S1/Gp, € ¢ So - S3/Gp, duas cartas da colegdo A e
p e M tal que [p] € Uy nUs, em que Uy = ¢;(S1) e Uz = ¢2(S2) em M/G.
Logo temos que p € GS1 N GS2. Sem perda de generalidade, podemos assu-
mir que p € S;. Pelo Lema 2.4.3 existe uma vizinhanga aberta invariante por
inversdo C de e € G tal que se g1, g € G entdo g7 g2 ¢ (Gp, UGp,) ™ {e}.
Definimos entdo f; = G‘sti: CxS; - CS; comi=1,2, que é uma bijecdo.
Este fato decorre da deﬁnig’ﬁo do conjunto C' e o Lema 2.4.3 e do iten (iii) da
Definigdo 2.3.1 de slice.

Fixe i € {1,2}. Vamos verificar que f; é um difeomorfismo. Seja
(g.p) € CxS;esejaY e Ty,(CS;). Temos que C'S; € aberto, logo
Typ(CS;) = Typ M. Vamos definir o seguinte vetor

X = deg—ll YeT,M=d0"T.M & T,S,;,
gp e

decorrente da defini¢do de Slice, em Defini¢do 2.3.1 e Observacdo 2.4.5. Por-
tanto, existem Z € T,C = T;G e Z5 € T,S; tais que X = dHlidLgfl‘ng +
Z2, em que L1 denota a translagdo a esquerda que a cada h € G associa
Ly-1(h) = g"'h. Entdo

d9(g)p)(Zl, ZQ) = dﬂlz;(Zl) + d99|p(22)
Note que, pela caracterizagio de X e pela relagido 6F o L1 = 041 0 0P,

dgg‘p(Zz) = dgg‘p (X - dglidLgfl‘gzl)
= deg‘p (X - de%l d@lz;Zl)
= dog\p (X) - dagkﬁ (dagl;l dﬁ‘;’; Zl)
= dfg,, (dbg-1,,Y") — db} (Z1)
=Y - d@ﬁ](zl)
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Portanto df(, ,)(Z1,Z2) = Y. Logo f; é bijecdo e df), ,,) € sobreje-
tiva e as dimensdes de C' x .S; e C'S; sdo iguais, assim f; é difeomorfismo.
Pelo Teorema 2.3.3, do Slice, existe um slice S3 em p tal que S3 c
CS,.
isg It TSy .
Defina \;: S3 — CS; — C' x S7 — S7, vamos verificar que esta
fun¢do € injetora e uma imersao:

e)\; é injetora: sejam q1, g2 € Ss tais que A1 (q1) = M\1(q2) =: 5.

7TS1(f1_1(QI)) = ,’Tsl(fl_l(q2))'

Implicando que existem g1, g2 € C tais que fi'(q1) = (g1,5) e f7'(q) =
(g2, ). Aplicando f; temos g15 = q1 € gas = g2, 1020 gog7 g1 = g2. Como
S3 é um Slice em p, temos que gog7' € G, © Gy, decorrente da definigdo de
slice (2.3.1 (iii)). Agora pela defini¢do do conjunto C' temos que g2g;* = €.
Portanto g1 = gs.

e)\; € imersdo: sejam g € S3 € X € Nuc d)\;),. Como q € S3 c US4,
existem unicos g € C,y € S tais que ¢ = f1(g,y) = gy. Segue pela regra da
cadeia que

dms, () - A1 1y (X) = 0.

Entdo
i (X)) e T,C @ {0} = X edfi)(,,)(T,C @ {0}).
Pela Observacdo 1.1.2 temos
Af1)(g,y) (TyC @{0}) = db6” (T, C) = Ty (G- y) = To(G - y)

e X €T;S3, implicando assim que X = 0.

Vimos acima que \; é uma imers3o injetora. Como dim(S;) = dim(.S3),
concluimos que A; é um difeomorfismo local. Desta forma, A; é um mergu-
lho.

Assim construimos uma das inje¢des entre as cartas. Na sequéncia

construiremos a outra.
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Seja h € G tal que hp € S;. Reduzindo o tamanho de S5 caso ne-

-1

pon . h f2
cessario, podemos assumir que hS3 ¢ CS;. Defina \y: S5 — CSy —
TSo . - e
C x 89 — S9, vamos verificar que esta func¢éo € injetora. Para se mostrar
que A2 é uma imersdo, faz-se um raciocinio analogo ao usado em \;.

e\, é injetora: sejam q1, g2 € Ss tais que Aa(q1) = A2(g2), logo

s, (f2' (har)) = ms, (f5" (hao)).

Como hS3 c C'Ss, existem g1, gs € C'e s € So tais que g15 = hqy € g5 = hqgo.
Segue que

g1 haqr = g5 hge == h ™' g297" ha = go.

Logo h™'gagi'h € G, = h™'Gpph. Como hp € Sa, temos que Gp, € Gy,
( da defini¢do de Slice item (iii)). Segue que g5'g1 € Ghp © (Gp, U Gp,),
implicando que g;'g; = e pelo Lema 2.4.3. Desta forma q; = go.

Como h é difeomorfismo, um argumento andlogo a A\; mostra que A,
¢é imersao. Portanto Ay é um mergulho.

Concluimos entdo que Ai: S5 — S7 e Ayt S3 — Sy sdo injegdes e
portanto, as cartas ¢1: S1 - S1/Gp, € ¢ Sz > S2/Gp, sdo compativeis.

Portanto M /G é um orbifold. [

Este resultado pe uma ferramenta muito 1til para construir orbifolds.
O Teorema 2.4.11, a seguir, implica que cada orbifold porde ser escrito nesta

forma.

Observacao 2.4.7 : Note que uma agdo propriamente descontinua e quase
livre € em particular uma agfo prépria, desta forma o Teorema 2.4.6, acima,

generaliza o Teorema 2.4.1.

Vamos mostrar agora que dados M e G como no enunciado do Teo-
rema 2.4.6 em que m: M — M /G é a proje¢do candnica, existe uma dnica
estrutura de orbifold em M /G tal que w é C* e uma aplicacdo f: M /G - O
em um orbifold O € diferenciavel se, e somente se, f o 7w é diferencidvel.

Precisaremos primeiramente do seguinte lema.
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Lema 2.4.8 : Seja f: O — O’ um difeomorfismo entre orbifolds da mesma
dimensdo e z € O. Entdo existem cartas (U, Gy, ¢y) e (V, Gy, ¢y ) ao redor
de x e f(x), respectivamente, e um mergulho f: U — V tal que ¢y o f =

foou.

Demonstraciio: Como [~ é O, existem cartas (V, Gy, ¢v ) e (W, Gw, dw)
ao redor de f(z) e x, respectivamente, e f’l: V — W suave tal que ¢y o
1= fopy. Como féC*, existem cartas (U, Gy, v ) e (U, Gur, dur)
em torno de z e f(x), respectivamente, e f: U — U’ suave tal que ¢y o f =
fo¢y. Diminuindo U’ e U (e substituindo os dominios das cartas correspon-
dentes por imagens de injegdes adequadas), podemos assumir que U ¢ W,
UcW,U' cV, ¢y = ‘ZSW\ﬁ e gy = ¢V‘[_ﬁ. Portanto,

$woftof=gw :U~W

Pelo Lema (MOERDUK; MRCUN, 2003, Lema 2.11), existe g € Gy tal que
f’l o ﬁg = g|,,- Portanto ]76 todo dﬁg, ye U, sdo injetores. Como UeV ttm
a mesma dimensdo, o teorema da aplicacdo inversa implica que f: U - V é
um mergulho. Temos o seguinte diagrama comutativo

}-’1

7 ’CVH’W/

e

2

Pv

fl
eV —=W.

du

S<=—R
Q%Q
<

S

f

e
Em particular,
fodu=duof=o¢yof.

Concluimos assim a demonstragao. [

Vamos agora demonstrar a unicidade.

Teorema 2.4.9 : Seja G um grupo de Lie k-dimensional agindo suave, efe-
tiva, propriamente e quase livremente em )M uma variedade diferenciavel n-
dimensional em que m: M — M /G é a proje¢do candnica. Existe uma tnica
estrutura de orbifold em M /G tal que 7w é C'* e uma aplicacdo h: M /G - O

em um orbifold é diferenciavel se, e somente se, h o 7 € diferencidvel.
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Demonstragido: Em M /G considere a estrutura definida na demonstragéo do
Teorema 2.4.6.

Primeiro, vamos verificar que m: M — M /G é C*. Sejap € M.
Sejam S, ¢ M slice em p contido numa carta da subvariedade S, e C
vizinhanga aberta de e tal que se g1, g2 € C entdo g7'go ¢ Gp ~ {e}. Sejam
= Gl‘clsp: CS, - CxS,, m: CxS, — (CxS,)/S,, aprojecio natural, e
bp: (Cx8,)]Sp > Sp/Gp. Comomao f1éC™® e ¢,(maof) =, temos
que mé C™.

Em seguida verificaremos a existéncia. Seja h: M /G — O dife-
rencidvel. Vimos que a composi¢do de duas aplicacdes diferencidveis é di-
ferencidvel. Sabemos que se h € diferencidvel, entdo h o m também € dife-
rencidvel. Por outro lado, h o 7 é fungdo C*. Sejax € M/G. Sep e M é
tal que 7(p) = x, entdo suponha que existem uma vizinhanga U de p em M,
uma carta ¢: V — V de © em de torno de f (x) e uma aplicagdo diferencidvel
hom U — Vtalqueqbom: homemU. Agora, note que se S c U € um
slice em torno de p entdo ¢ o hom=homem S. Assim concluimos que h é
diferencidvel.

Quanto a unicidade. Sejam (M/G); e (M/G)2 duas estruturas com
a propriedade do teorema. Escrevemos m;: M > p — 7(p) € (M/G); e
idj;: (M/G); > x = z € (M/G);, para i € {1,2}. Temos o seguinte dia-

grama

/ \
ida1

(M/G) (M/G)a.

1dy2
Note que idj o m; = o € C'*°, logo idy2 é C'*°. Analogamente ve-
mos que ide; é C'*. Portanto idys e ido; sdo difeomorfismos. Agora, sejam
(U1,Gu,, év,) e (Ua, Gu,, ¢y, ) cartas de (M/G); e (M/G)a, respectiva-
mente, e x € U1 nUy = V. Como idy5 € C'*°, Lema 2.4.8 implica que existem
carta ¢py: W — W em (M/G)1, e merguthos \: W — U, e p tal que o
digrama abaixo comuta
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Desta forma temos as estruturas (M /G), e (M/G)2 sdo iguais e temos as-

sim a unicidade. u

Exemplo 2.4.10 (Espaco projetivo ponderado): Considere a esfera unitdria:
§2n+l c €+, Seja (ag, . . ., ay ) uma (n+1)-upla de inteiros coprimos entre
si, e 0 grupo ST ajaem S?"*! via A(zg, ..., 2,) = (A2, .., A\ 2,). Gos-
tarfamos de concluir que S?"*!/S? tem estrutura de orbifold via o Teorema
2.4.6. Vamos checar as hipéteses do teorema: sabemos que S* é um grupo

de Lie compacto; S2"*1

€ uma variedade diferencidvel; note que pelo fato de
serem primos, temos que esta agdo ¢ efetiva; S; ={Ae S\ =1} =2 Z,,
e isotropia nos outros pontos ¢ trivial pois existem ¢ # j tais que z; # 0
e z; # 0, desta forma temos que a acdo € quase livre. Portanto o espago
S2t)Sl = WP(ay,...,a,), chamado espaco projetivo ponderado, tem

uma estrutura de orbifold. ]
Finalizamos o capitulo com o seguinte resultado.

Teorema 2.4.11 : Seja O um orbifold. Entdo O é difeomorfo a um quociente
M/G em que M é uma variedade diferencidvel e G é um grupo de Lie que

age suave, efetiva, prépria e quase livremente em M.

A demonstracdo deste fato envolve o estudo do chamado fibrado de re-
ferenciais ortogonais de um orbifold. Este fibrado tem propriedades andlogas
aos fibrados de uma variedade diferencidvel. Uma maneira de fazermos esta
construcdo pode ser encontrada em (MOERDIK; MRCUN, 2003, Secdo 2.4),
assim como resultados adicionais e a demonstragcdo do teorema acima.

Neste capitulo, vimos como podemos caracterizar um quociente M /G,
em que M € uma variedade diferencidvel e G um grupo de Lie, como um orbi-

fold. Demonstramos que se a acdo suave efetiva e propriamente descontinua
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ou prépria e quase livre, entdo o quociente M /G tem uma estrutura candnica
de orbifold. Esta é uma ferramenta importante na ’fabricacdo’ de exemplos
de orbifolds.

Nosso préximo passo € definir orbifolds por um viés algébrico que sob
certas hip6teses correspondera as mesmas estruturas que viemos trabalhando

até o momento.
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3 ORBIFOLDS VIA GRUPOIDES

Neste capitulo nés reformularemos a nogao de orbifolds usando a lin-
guagem de grupoides e mostraremos que ha uma correspondéncia entre or-
bifolds e grupoides de Lie prorpiios e étale como os definidos até entdo e
esta nova caracterizacdo, que serd apresentada. Assim como em (MOERDUK;
PRONK, 1997). Evitamos a teoria de categorias para deixar este capitulo mais
acessivel. Veja referéncia (TOMMASINI, 2012) para abordagem utilizando lin-

guagem de categorias e outros resultados ao longo deste capitulo.

3.1 GRUPOIDES DE LIE

Antes de definir grupoides precisamos definir o produto fibrado entre

dois espacos topoldgicos.

Definicao 3.1.1 Sejam X,Y e Z espacos topolégicos e fungdes continuas
f: X—>Zeg Y — Z. O produto fibrado de X por Y sobre Z é o subcon-
junto de Z x Z definido por X ;x, Y := {(z,y) e X xY; f(z) = g(y)}.

Definicao 3.1.2 (Grupoide topolégico): Um grupoide topoldgico G consiste
de um espago topolégico Gy (de objetos) ndo vazio e um espago topoldgico

(1 (de setas) em conjunto com cinco aplicagdes continuas. Sdo elas:
(1) source s: G1 - G;

(i) targett: Gy - Go;

(iii) composigdo (ou multiplicagdo) m: Gy 4x, G1 - G1;

(iv) wunidade u: Gg » G1;

(V) inversdo i: G1 - G1;
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satisfazendo as seguintes condigdes:
* paratodo (h,g) € G1 »x, Gi: s(m(h,g)) = 5(g). t(m(h, 9)) = t(h);

* associatividade de m: se h, f € g em G sdo tais que s(g) = t(f) e
s(h) =t(g), entdo

m(m(h>g)’ f) = m(hvm(gvf));
* sou=tou=1idg, e paratodo g € Gy
m(g,u(s(g))) =g =m(u(t(9)),9);

e soi=t,toi=separatodo ge Gy:

m(i(g),9) = u(s(g))
m(g,i(g)) = u(t(g)).

Introduzimos as seguintes notagdes: se g € G7 € tal que s(g) = z,
t(g) = y, escrevemos g: x — y. Se (h,g) € G1 ,x, G1, escrevemos hg :=

m(h,g). Se g: * — y, escrevemos g~ ' :=1i(g): y - .

Um grupoide topoldgico pode ser representado por uma 7-upla (Go, G1, s, t,
m,u,1) =: G formada por dois espacos topoldgicos e cinco aplicagdes continuas
satisfazendo as propriedades da Defini¢do 3.1.2.

Observacao 3.1.3 : Se G é um grupoide topoldgico, entdo s, t sdo aplicagdes
sobrejetoras e ¢ ¢ uma involugao.

De fato, s,t sdo sobrejetoras pois sou =t owu = idg,. Agora para a
involucdo, seja g:  — y. Entdo m(i*(g),i(g)) = u(y). Aplicando m(-,y)
e a associatividade de m obtemos m(u(y),g) = g, pelo lado direito, e pelo

outo lado

m(m(i*(9),i(9)),9) =m(i*(g),m(i(g)), 9)
m(i*(g), u(z))
i*(g).
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Portanto i%(g) = g.

Definimos grupoides topoldgicos, mas nossa intengdo € estudar orbi-
folds que sdo objetos diferencidveis. Desta forma introduzimos o conceito de

grupoide de Lie.

Definicao 3.1.4 (Grupoide de Lie): Um grupoide de Lie é um grupoide to-
polégico G tal que Gy e Gy sdo variedades diferencidveis, s e t sdo sub-

mersdes sobrejetoras, m, u € ¢ sdo aplicacdes diferencidveis.

A observagdo acima implica que se G é grupoide de Lie, entdo i é
difeomorfismo.

Lema 3.1.5 : Sejam G um grupoide de Lie, G; o conjunto de setas e G 0
conjunto de objetos. Entdo G1 x, G1 = {(h,g) € G1 x G1;s(h) =t(g)} é
uma variedade mergulhada de G; x G; de dimenséo 2dim(G;)—dim(Gy).

Demonstracio: Seja G um grupoide de Lie e s,t: G; — G suas aplicagdes
source e target. Seja (s,t): G1 x G1 - Gy x Gy. Logo

Gi %, G1 = (5,8) " {(y,y) € Go x Gosy € Go} € G1 x G1.

Note que o conjunto {(y,y) € Go x Go;y € Gy}, a diagonal do conjunto
Gy x Gy, é uma subvariedade de Gy x G e é difeomorfa a variedade Gj.
Observe que G ;x, G ndo € vazio, pois como Gg € ndo vazio a aplicagdo
unidade nos garante pelo menos um elemento em G;. Por fim, temos que
(s,t) € uma submersdo, jd que s e ¢ o sdo, desta forma (s,t) € transversal a
diagonal de Gy x Gy. Portanto, pelo teorema da transversalidade (GUILLEMIN;
POLLACK, 1974, Capitulo 1, Secdo 5), G; ,x, G é uma subvariedade de di-
mensdo 2dim(G1 )-dim(Gy). [

Observacao 3.1.6 : No lema acima, na realidade n@o precisamos de duas
submersoes. Basta que uma aplicagdo seja uma submersao para que o produto
fibrado de variedades tenha uma estrutura de variedade. Temos o seguinte

resultado: ’Sejam f: M — N e g: M’ — N duas fungdes diferencidveis
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entre as variedades diferencidveis M, M’ e N. Se f é uma submersdo, entdo
o produto fibrado M ,x M " € uma subvariedade mergulhada de M x M, com
dimenséo igual a dim(M)+dim(M")-dim(N)’. Veja (TOMMASINI, 2012,
Proposigao 2.11).

Exemplo 3.1.7 Grupoide agdo: Seja M uma variedade diferenciavel e seja G
um grupo de Lie agindo suavemente em M (pela esquerda), com acdo dada
por 6: Gx M — M, escrevemos gp = (g, p). Vamos definir o grupoide acdo
denotado por Gx M da seguinte forma: (GxM )g:= M e (GxM )1 := GxM.
Agora as aplicacdes: source e target s,t: G x M — M sdo definidos como
s:=pry: Gx M — M com (g,p) —» pet:=0,isto &, source é a projecdo na
segunda coordenada e target a prépria acdo; para multiplicacdo note que se
((g:p1), (h,p2)) € G1 yx, G temos py = hpa, assim m((g, hpz2), (h,p2)) =
(g-h,p2) em que g-h é a operagdo do grupo G ; ainversdo i: Gx M — Gx M
¢ dada por i(g,p) = (g%, gp) e a unidade por u: M — G x M com u(p) =
(e,p) (em que e é o elemento unidade do grupo). Note que cada um das
aplicacdes € diferencidvel e satisfaz as condi¢des da definicao de grupoides e

a projecdo € uma submersdo, logo G x M é um grupoide de Lie. O

A seguir vamos exibir a constru¢cdo de um grupoide de Lie a partir um
atlas de orbifold. Nesta construciio precisamos duma no¢ao mais rigida dum

atlas de orbifold que nos capitulos anteriores.

Definicao 3.1.8 (Arlas completo): Seja X um espaco topolégico Hausdorff,
segundo contdvel. Um atlas completo n-dimensional de orbifold em X ¢é
uma cole¢io A = {(U;, Gy, ) }ier de cartas de orbifold n-dimensionais em
X tais que
) YUi=X
il
(ii) se x € U; n U;, entdo existem (Uk,Gk,gbk) e Atal que v € Uy c
UinUj e injegdes i (Uy, G, dx) = (Ui, Giy i), Nj: (Ur, G, 1) —
(UG, 6)-
Observacao 3.1.9 : Cada atlas completo € atlas no sentido da Definicdo 1.2.4
e cada atlas induz um atlas completo equivalente. As referéncias (AMENTA,

2013) e (TOMMASINI, 2012) chamam um atlas completo de atlas.
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Exemplo 3.1.10 Orbifolds como grupoides : Adaptado de (AMENTA, 2013,

Exemplo 2.1.8) e (TOMMASINI, 2012, Secdo 3). Seja X um espaco topoldgico
Hausdorff e segundo contdvel e A = {(U, Gy, ¢y )} atlas completo de orbi-
fold em X n-dimensional. N6s podemos construir um grupoide de atlas de

orbifold, denotado por X [.A]. Vamos a construgéo: definiremos

X[ Ao = Uy@.6v.60)1eal-

Os objetos deste grupoide podem ser escritos na forma (z, U ), em que (U, Gy, ¢vr) €
Ae x € U. Nés relacionamos dois pontos (z, U) e (y, V) se existe uma carta
(W,Gw, éw) em A com duas injegdes

X (W,Gw,¢w) - (U,Gu, dv)

w (W, Gw, ow) - (V,Gv, év)

e um ponto z € W tal que A(z) = z e u(2) = y. Logo um morfismo
(2,0) - (y,V) é uma tripla da forma (X, z, 11), em que ),y e z sdo como
acima.

Seja

S =Uiaw ew o nealdomeran:W-
em que I(W) é colecdo das injecdes de (W, Gy, ¢y ) para as cartas de
A. Um elemento de S é dado por um ponto z € w para alguma carta
(W, Gw,éw) € A com duas injecdes partindo desta carta. Logo S pode
ser identificado com o conjunto das triplas (), z, 1), do pardgrafo anterior.
Como cada conjunto W é aberto em R™, temos que S é uma unido disjunta
de variedades diferencidveis.

Dizemos que (A1, 21, p1) € (A2, 22, u2) € S s@o equivalentes se A1, Ao
sdo injecdes para mesma carta ¢y € i1, (42 SA0 injecdes para mesma carta ¢y
e existe carta (Y, Gy, ¢y ) com injecdes v;: Y — W;, i = 1,2 e 2 tais que

v;(2) = z; e o seguinte diagrama comuta
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U

e

Pode-se verificar que esta relagao € relacdo de equivaléncia, deixamos

AN
N

indicado o Lema 3.4 em (TOMMASINI, 2012). Agora, definimos o conjunto
de setas: X[A]; := S/. onde uma tripla (A, z, 1) € S tem sua classe deno-
tada por [\, z, 1]. No seguinte lema, verificaremos que existe uma estrutura

diferencidvel em X[A];.

Lema 3.1.11 : Existe uma tnica estrutura diferencidvel em X[.A]; tal que

€ um difeomorfismo local.

Demonstragiio: Vamos verificar que 7: S — S/. a projecéio candnica é um
homeomorfismo local sobrejetor. Seja (W, A, i) com W em uma compo-
nente conexa de S, vamos mostrar que 7((W, A, 11)) é aberto em S/.. Para
isto, veremos que 7" == 7~ (7 (W, \, 1)) é aberto. De fato, seja (\', 2/, ') €
T. Entdo existe z € W tal que (X, z", ') ~ (X, z,1). Desta forma existe

injecdo v’ tal que o seguinte diagrama comuta
je¢ q g g

w
/VT \
U Y V
:\ l u'
W"/

e existe Z € Y tal que v(Z) = z e /(%) = 2’ e existe N vizinhanga aberta
de z em W tal que N c v(Y). Entio A == {(N,v/ o v~ ' (x),pu);2 €
N} é vizinhanga aberta de (\', 2/, ') em W’ c S. Temos que se = € N,
entdo (N, v ov7 L, y') ~ (\,z,p), logo A ¢ T. Como T é aberto entio
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W(W, A, p) cS/.. Com T injetivo e W componente conexa qualquer, 7 é
homeo local.

Como S c R™, S/.. é Hausdorff, segundo contdvel e possui uma tnica
estrutura diferencidvel tal que 7 € um difeomorfismo local. Esta estrutura in-
duzida pelas cartas dadas como inversas locais de 7 € a Unica estrutura C*°

que torna ™ em um difeomorfismo local. [ |

Abaixo vamos definir as aplica¢des source, target, unidade e inversao:

S(enl) =), 0
t([)‘7ZLﬂ]) = (u’(z)ﬂv);
u((z,U))  :=lidg,z,idg];

i([Azp]) =2 AL
A verificagdo que estas aplicacdes estdo bem definidas decorre direta-
mente da relagdo de equivaléncia que definimos acima.
Agora para definirmos a aplicacdo multiplicacdo, seja
([N, 2, '], [Nz, p]) € X[A]q ¢%¢ X[A]1. Entdo temos injegdes:

(T, Gy, év) & (H,Gr.om) 5 (V,Gv, év)

(‘7>GV7¢V) ()\_ ("[T,7GH’7¢II—I) ﬁ) (WvGW7¢W)

com dois pontos = € H e z’ € H' tais que () = N'(z'). Como A é atlas
completo, existem uma carta (K,G g, dx) € A em torno de ¢y (u(z)) e

duas injecdes tais que

(ﬁ7GH7¢H)l(I?7GK7¢K)i(ﬁaGHU(bH’)

Seja y € K tal que ¢ (y) = p(x). Compondo ~ e 4/ por um certo
elemento de Gy e Gp, respectivamente, podemos garantir y(y) = 2’ e

~'(y) = '. N6s definimos a multiplica¢do da seguinte forma:

m([X, 2" 1] [N @, p]) = (e, i 0],

A verificagdo que esta operacdo de multiplicacdo é bem definida e € asso-
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ciativa encontra-se em (TOMMASINI, 2012), respectivamente no Lema 2.7 e
na Proposicdo 3.8. Finalmente, temos que s e ¢ sdo submersdes, pois foram
definidas a partir de inje¢des e m: S — S/.. é difeomorfismo local. Temos
também que as aplicagdes m,u e ¢ sdo diferencidveis. A ideia para isto,
¢ ver localmente estas fungdes como composi¢cdes de fungdes suaves. Esta
prova pode ser encontrada em (TOMMASINI, 2012, Lema 3.11). Por dltimo as
aplicagdes s,t,u, 7 e m satisfazem as relacdes da definicdo dum grupoide to-
polégico. Esta verificagao segue diretamente das defini¢des destas aplicacdes.
Portanto X [.A] é um grupoide de Lie. m

Finalizaremos esta primeira se¢do com a defini¢@o de isotropia e 6rbita

para grupoides de Lie e um exemplo.

Defini¢do 3.1.12 (Isotropia/Orbita): Seja G um grupoide de Lie. Seja um

ponto x € G.

(i) O conjunto de todas as setas x — x, denotado por G, munido de m, é

chamado grupo de isotropia de x;
(ii) O conjunto t(s~!(x)) := G(x) é chamado 6rbita de x;

(iii) O espago orbital de G, por notagio |G|, é o espago topoldgico dado pelo
quociente do espago Gy pela relagdo de equivaléncia z ~ y se z e y

estdo na mesma Orbita.
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3.2 GRUPOIDES ORBIFOLD

Vamos estudar, agora, uma classe de grupoides de Lie chamada gru-
poides orbifold. Veremos que estes grupoides particulares, de certa forma
representardo os orbifolds que viemos estudando via cartas. De modo que
possamos defini-los, precisamos impor restri¢des adicionais aos grupoides.

Definicao 3.2.1 (Tipos de grupoides): Seja G um grupoide de Lie.
(i) G é proprio se (s,t): G — G x Gg é uma fungdo prépria.

(ii) G € étale se s e t sdo difeomorfismos locais. Se G € étale, definimos a

dimensdo dim G = dim G = dim G;.

Segue que se G é préprio, entdo cada grupo de isotropia é um grupo
de compacto, pois G, = (s,)7*((x,2)) e (z, ) é compacto.

Proposicao 3.2.2 : Se A € atlas completo de um orbifold num espago Haus-
dorff, segundo contdvel X, entdo o grupoide X [.A] formado a partir do atlas

A, como no Exemplo 3.1.10, é préprio.

A demonstragao deste fato pode ser encontrada em (TOMMASINI, 2012,
Lema 3.14).

Vamos agora mostrar que um grupoide construido a partir do atlas
de um orbifold € étale, verificando que as dimensdes dos seus conjuntos de
objetos e setas € igual.

Proposicao 3.2.3 : Seja A um atlas completo de um orbifold num espago
Hausdorff, segundo contdvel X. Entdo o grupoide X [.A] formado a partir do
atlas A, como no Exemplo 3.1.10, € étale.

Demonstragio: Seja n = dim (A) e X[.A] construido como no Exemplo
3.1.10. Lembremos que na sua construcdo o espago X [.A]o foi construido
como unido disjunta de variedades n-dimensionais, logo devemos ter dim
X[AJo = n. Agora precisamos verificar que X[A]; = n. Lembremos que
este conjunto de setas foi construido como quociente de uma variedade n-

dimensional S por uma relagio de equivaléncia ~ e que a projecdo candnica
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m: S — S/. é um difeomorfismo local. Em particular X[A]; = dim S = n.
Portanto X [.A] é étale. |

Lembremo-nos do conceito de germe de um difeomorfismo local. Se-
jam M e N variedades, um difeomorfismo local de x € M paray € N é dado
por uma vizinhanga aberta U de z e outra vizinhanca aberta V' de y e um dife-
omorfismo f: U - V com f(x) = y. Dois difeomorfismos locais f: U —» V
e g: U' — V' de x para y sdo ditos equivalentes se existe uma vizinhanga W
de x,com W c U nU’ tal que as restri¢des de f € g em W sejam iguais. Um
germe de um difeomorfismo local de x para y é uma classe de equivaléncia
de difeomorfismos locais como acima.

Vejamos agora que germes em grupoides de Lie étale nos permitem
introduzir uma nova classe de grupoides, a saber grupoides efetivos. Sejam
G um grupoide étale e x,y € Go. Denotamos por Diff(x,y) o conjunto dos
germes de difeomorfismos locais de = para y. Suponha que g: * - y é uma
seta em (1. Entdo existem vizinhangas U, c Gy de ge V,,V,, c Gy de o
e y, respectivamente, tais que as aplicagdes source e target (denotados por s
e t) mapeiam U, difeomorficamente em V,, e V,, respectivamente. Por estes
conjuntos g define um difeomorfismo de V, para V}, e logo um germe G ¢
Diff(z, y). Note que este germe independe da vizinhanga U,, logo definimos
uma aplicacdo natural G(z,y) — Diff(z,y), em que G(x,y) c G1 é o con-
junto de setas de x para y. Observe também que Diff(x, z) é um grupo por
composi¢do e que para cada x € G a aplicacdo acima define um homomor-
fismo de grupos G, — Diff(z, z).

Podemos agora definir o que venha a ser um grupoide efetivo.

Definicao 3.2.4 (Grupoides efetivos): Um grupoide de Lie étale G é dito efe-
tivo se para cada x € Gy o homomorfismo de grupos G, — Diff(x,z) é

injetivo.

Proposicao 3.2.5 : Seja A um atlas completo de um orbifold num espago
Hausdorff, segundo contdvel X. Entdo o grupoide X [A] formado a partir do
atlas A, como no Exemplo 3.1.10, € efetivo.

Para demonstracdo, confira (TOMMASINI, 2012, Lema 3.13).
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Os tltimos resultados nos mostram que dado um orbifold podemos
construir um grupoide de Lie a partir de seu atlas que serd étale, efetivo e
proprio.

Finalizaremos esta seciio com a definicdo dos grupoides orbifolds.

Definicao 3.2.6 (Grupoides orbifolds): Um grupoide de Lie é chamado de

grupoide orbifold se é proprio e étale.

3.3 MORFISMOS E EQUIVALENCIA DE MORITA

Nesta sec¢ao discutiremos os morfismos entre grupoides e suas transfor-
magdes naturais a fim de definirmos orbifolds pela linguagem dos grupoides.
Comecaremos com as defini¢des de morfismos e transformacdes natu-

rais entre grupoides e feito isto, definiremos a equivaléncia de Morita.

Definicao 3.3.1 (Morfismos): Sejam G e ‘H grupoides de Lie, um morfismo
de grupoides de Lie ¢: G — H é um par (o, 1) tal que o morfismo entre
objetos ¢g: Go - Hy e o morfismo ¢1: G7 - H; sdo diferencidveis e comu-
tam com as cinco aplicagdes caracteristicas dos grupoides. Isto €, devemos

ter as seguintes identidades satisfeitas:
doos=5o¢1, poot=t'op1, ¢p1om=m'o(p1x 1),

prou=u'ogy, epioi=i'ogpr,

onde G = (Go,G1,s,t,m,u,i) e H=(Hy, Hy,s ,t',m' v i).

Definicao 3.3.2 (Transformagées naturais): Sejam ¢,1: G — H dois mor-
fismos entre grupoides de Lie. Uma transformagdo natural T de ¢ para i é

um morfismo 7: Go — H; tal que as seguintes identidades sejam satisfeitas:
slor=¢g, t'oT=1Pgem’ o(Tos,91)=m" o (¢1,T0t),
onde G = (Go, Gy, s,t,m,u,i) e H=(Hy, Hy,s',t',m' v ,i").

A seguir vamos definir um tipo de equivaléncia entre grupoides de Lie

a fim de evitarmos problemas tais como: mais de um grupoide orbifold dando
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origem a mesma estrutura de orbifold.

Definicao 3.3.3 (Morfismo equivaléncia): Um morfismo ¢: G — H entre

grupoides de Lie é chamado equivaléncia fraca se sao satisfeitos:
(1) topr;: Hy ,x o Gy — Hy € uma submersio sobrejetiva e

(ii) a aplicagdo v: G1 — (Go x Go) Boxcbo ™ (/.47 H;, definida por v(g) =
(s(g),t(g),¢1(g)) é um difeomorfismo.

Note que no item (ii) acima, -y estd bem definida pois (g, ¢1) é um morfismo
entre grupoides.

Observacao 3.3.4 : No item (i) da defini¢do acima, como A é um grupoide
de Lie, entdo s’ é uma submersdo. Assim, pela Observagio 3.1.6 o produto
fibrado possui uma estrutura de variedade. Analogamente o produto fibrado

de (ii) possui estrutura de variedade, ja que (s’,t") é submerséo.

Definicao 3.3.5 (Equivaléncia de Morita): Dizemos que G e H, dois grupoi-
des de Lie, sdo Morita equivalentes se existe um grupoide de Lie & e duas
equivaléncias fracas ¢ e ¥:

glrSnu

Em (MOERDIK; MRCUN, 2003, Capitulo 5) € mostrado que a defini¢ao
acima define uma relagdo de equivaléncia nos grupoides.

A préxima secdo finaliza este estudo sobre orbifold. Nela apresenta-
remos uma relagdo entre grupoides orbifolds efetivos e grupoides de atlas de
orbifold.
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3.4 BUECAO ENTRE GRUPOIDES ORBIFOLDS EFETIVOS E GRUPOI-
DES DE ATLAS DE ORBIFOLDS

Vamos mostrar a seguir, que dado um grupoide orbifold efetivo pode-
mos definir uma estrutura de orbifold no espaco orbital deste grupoide. As
seguintes demonstracdes sdo baseadas em (TOMMASINI, 2012, Lema 4.6) e
(AMENTA, 2013, Corolario 2.4.13).

Teorema 3.4.1 : Seja G um grupoide orbifold efetivo com espaco orbital
| G |=: X com a topologia quociente. Entdo em torno de cada ponto de X

podemos definir cartas de orbifold em X de dimensdo igual a dim(G).

Demonstracdo: Primeiramente como G é um grupoide de Lie préprio, a
aplicagéo (s,t) é préprio e uma submersdo. Assim, temos que X é Haus-
dorff. Note que a projecdo m: Gy — X € aberta, logo X € segundo contdvel.
Desta forma, X é um espago topolégico Hausdorff e segundo contavel.
Vamos agora construir cartas de orbifold em X. Seja @ € Gy e seja
Gz = (s,t)"H{(&, )}, isto &, o conjunto de todas as setas que tém o ponto
T € Gy como source e target. Como observado na Secéo 3.2, Gz é compacto,
pois (s, t) é proprio. Também, como s ¢ sdo difeos locais, os pontos de Gz sdo
isolados. Logo Gz c G; é um conjunto finito. Desta forma, para cada g € Gz
podemos definir Vg, uma vizinhanga aberta (suficientemente pequena) de g
em Gz, tal que s v, €ln, sejam invertiveis. Entdo para cada g € Gz podemos
associar a aplicagdo diferencidvel § := t o (s),_ )t s(Ny) > t(N,). Uma
vez que Gz € finito, podemos restringir as vizinhangas N, e [N}, dos pontos
g € h neste conjunto, de forma que Ny, N N}, = @ para todo g # h. Seja

Uz = [ s(INy). Temos que Uz é uma vizinhanga aberta de 7 ¢ Gy. Como
(s,1) g Eugra;la aplicagdo prépria e o conjunto G1\ | J N, é fechado, temos que
(s,£)(G1~ |J Ny) c Gy x Go é um conjunto ?;cgﬁado € por constru¢do néo
contém o pc;];tgg (%,%). Note que Gy x Gy é Hausdorff e segundo contdvel,

ja que € uma variedade diferencidvel obtida pelo produto cartesiano de duas
variedades. Desta forma, por meio dos abertos que formam a base da to-

pologia de Gy x G, podemos definir uma vizinhanca aberta Bz de T em
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Uz, tal que (Bz x Bz)N(s,t)(G1 ~ |J Ny) = @. Logo, dado h € Gy tal
9¢0z
que s(h),t(h) € Bgz, existe tnico g € Gz tal que h € Ny. Agora, como a
aplicagdo § = t o (s|y, )"! é difeo e By ¢ Uz c s(N,) para todo g € Gz
o conjunto () §(Bz) = Cz é uma vizinhanga aberta de Z. Seja h € G.
9€Gx
Usando que (Gz,m) é grupo e que para quaisquer pontos (h, g) € G1 ;x, Gy

temos h o g = m(h,g), como em (TOMMASINI, 2012, Lema 2.17), pode-
mos concluir que TL(Cg) = (C%. Definimos a seguir o seguinte conjunto,
Gz = {G: Cz —» C5;g9 € Gz}. Com a composi¢do de difeomorfismos, este
conjunto € um grupo finito. Definimos agora, Uz como a componente conexa
de Cz que contém . Entdo Gz € um grupo finito que age em Us. Como o gru-
poide G é efetivo, a acdo de G em Us é efetiva. Por fim a tripla (Us, G, 7)
€ uma carta para o conjunto aberto 7 ( (75;) c X, espaco topolégico Hausdorff

e segundo contdvel. [

Veremos agora, que as cartas construidas no teorema anterior formam

um atlas para o espaco orbital do grupoide orbifold efetivo.

Proposicao 3.4.2 : Seja G um grupoide orbifold efetivo. Entdo existe uma
estrutura de orbifold em X =| G |.

Demonstracao: Sejam G e X como na hipé6tese. Podemos aplicar a construgio
da demonstragdo do Teorema 3.4.1. Desta forma temos cartas ( Uz, Gz, )
para 7(Uz) ¢ X. Seja A = {(Uz, Gz, 7) }zeq,. De fato esta colegio cobre
o espago topoldgico X. A fim de obtermos a estrutura de orbifold, preci-
samos verificar a compatibilidade entre as cartas de .4, nosso candidato a
atlas. Suponha (Uz, Gz, 7) e (Uy, Gy, m) duas cartas em A tais que z €
7(Uz) n7(Uy). Seja 2’ € n7'(2), logo existem duas setas g: 2’ — T e
h: 2/ - 3. Podemos construir entio uma nova carta (ﬁzl, G/, ) como na
demonstragdo do teorema acima. Sejam as vizinhangas abertas W, de g e
Wy, de h tais que 8w, © t|Wg sao difeomorfismos na imagem, assim como
feito na demonstragao do teorema anterior, e tais que s(Wy) = s(W},) = U.,
t(W,) c Uz e t(Wy,) c Uy, eventualmente diminuindo as vizinhangas W,
e W), para que as relacdes possam ser satisfeitas. Podemos entdo definir

as aplicacio §: U, — Uz e h: Uy — Uy, porg = to (s‘wq)‘1 e h =
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to (S|, )~!. Desta forma temos as injecdes §: (U, Gor,7) » (Us, Gz, )
e h: (U.,Gr,m) - (ﬁg, Gy, ). Portanto X possui uma estrutura de orbi-
fold. [ ]

Definicao 3.4.3 : Dado um grupoide orbifold efetivo G, denotamos o atlas
maximal em | G | dado pela estrutura definida na demonstragio da Proposigdo
3.4.2 por At[G].

Finalizando este trabalho, vamos construir uma bijecao entre os gru-
poides orbifolds efetivos equivalentes e os grupoides de atlas de orbifolds
Morita equivalentes. Os resultados técnicos que enunciaremos a seguir serdo
utilizados para demonstrar esta bijecao.

O primeiro resultado nos diz que dados dois atlas completos em espacos
diferentes, entdo os grupoides construidos a partir destes atlas sao Morita
equivalentes. A seguir, vemos que dado um atlas no espaco orbital de gru-
poide orbifold efetivo, entdo este grupoide de atlas é Morita equivalente ao
grupoide orbifold efetivo. Em seguida, vemos que se dois grupoides de atlas
sdo Morita equivalentes, entdo os atlas a partir dos quais estes grupoides fo-
ram construidos sio equivalentes. As demonstracdes destes resultados podem
ser conferidas em (TOMMASINI, 2012, Secdo 4), respectivamente: Proposicio
4.5, Lemas 4.9 e Proposicdo 4.12.

Proposicao 3.4.4 : Se A e B sdo dois atlas completos e equivalentes em
espacos Hausdorff e segundo contéveis X e X', respectivamente, entdo X [.A]

e X'[B] sdo Morita equivalentes.

Proposi¢ido 3.4.5 : Se G é um grupoide orbifold efetivo e X =| G |, entdo
X[At[G]] é Morita equivalente a G

Proposicao 3.4.6 : Se A e B sdo atlas completos em espacos Hausdorff e
segundo contdveis X e X', respectivamentes, tais que X[.A] e X'[B] séo
Morita equivalente, entdo A e B sdo equivalentes.

Agora definimos

F : {atlas completos de orbifold} — {grupoides orbifold efetivos}
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por F(A) = X[A], em que X é espago Hausdorff e segundo contdvel e A é
atlas completo de X.

Escrevemos A ~ay B se A e B sido equivalentes segundo Defini¢cao
1211 e G ~pr H se G e H séo grupoides orbifolds efetivos Morita equiva-
lentes.

No préximo e dltimo resultado, demonstraremos uma bijecdo entre
atlas completos equivalentes e grupoides orbifolds efetivos que sdo Morita

equivalentes.
Teorema 3.4.7 : F' induz uma bijecdo
F: {atlas completos de orbifold}/..,, — {grupoides orbifold efetivos}/.,, .

Demonstragio: Devemos verificar que F' é uma aplicagdo bem definida, so-

brejetiva e injetiva. Vamos justificar cada um destes itens.

* Bem definido: Sejam .4 e B dois atlas completos de orbifold em espagos
Hausdorff e segundo contdveis X e X', respectivamente, tais que A ~a¢
B. Segue que F(A) = X[A] e F(B) = X'[B]. Pela Proposicio 3.4.4,
X[A] ~ar X'[B]. Desta forma, F(A) = F(B).

¢ Sobrejetivo: Seja G um grupoide orbifold efetivo. Na construgdo do
Teorema 3.4.2 descrevemos um atlas completo para X =| G |. Consi-
dere At[G] atlas maximal em | G |. Pela Proposi¢do 3.4.5 temos que o
grupoide de atlas X[At[G]] é Morita equivalente ao grupoide G. Logo
F é sobrejetor.

* Injetivo: Sejam A e B atlas completos em espagos Hausdorff e segundo
contdveis X e X', respectivamente, tais que F(A) = X[A] e F(B) =
X'[B] s@o grupoides Morita equivalentes. Entéo pela Proposi¢éo 3.4.6,

temos que A ~a; B. Assim fica verificado que F & injetor.

Portanto F' é uma bijecio. [

Provada esta bijecdo finalizamos nosso trabalho.
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CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo deste trabalho foi o estudo das diferentes formas de se
caracterizar orbifolds, desde sua abordagem em analogia as variedades até
aquela puramente algébrica e abstrata. Dedicamos cada capitulo para uma
apresentacao distinta e o arcaboug¢o matemético necessdrio para cada uma
delas.

Num primeiro momento aprendemos como um orbifold é definido por
cartas e atlas num comportamento local andlogo ao das variedades. Depois
percebemos que podemos ’criar’ orbifolds através de quocientes de grupos
de Lie. Por fim aprendemos estruturas chamadas grupoides, que de certa
forma representam espagos diferencidveis pelo viés puramente algébrico e
abstrato, e vimos que orbifolds aparecem quase que naturalmente nesta nova
abordagem. Dentre os muitos caminhos que podemos seguir neste estudo um
que desperta interesse € pelos stacks. Esta € uma ferramenta de geometria
algébrica que busca lidar com espagos singulares por uma visdo 'mais geral’
de espacos diferencidveis. Neste estudo orbifolds aparecem como um tipo
especial de stacks. Deixamos indicado o artigo de Eugene Lerman, (LERMAN,
2010), que faz um apanhado dos resultados apresentados neste trabalho e
estende para stacks.

Outro caminho € o estudo da bicategoria dos orbifolds pelo viés da
geometria diferencial, isto €, sem nenhuma referéncia a grupoides de Lie ou
stacks diferencidveis, usando somente atlas de orbifolds, liftings e mudancas
de coordenadas. Este estudo vem sendo desenvolvido por Matteo Tommasini
em uma série de papers. Seus artigos e maiores informagdes estao disponiveis
em seu site pessoal: matteotommasini.altervista.org.

Finalizamos com um agradecimento ao leitor pelo tempo dedicado e a

atencdo desprendida para chegar ao fim deste trabalho.
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